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CHAPITRE XI.

THEORIE GENERALE DES SURFACES.

INTRODUCTION.

262. Tout en réservant pour un Chapitre ultérieur un
examen plus détaillé des propriétés des surfaces en général,
nous allons dans le présent Chapitre donner un apergu des
parties de la théorie qu'on peut établir avec le moins de dif-
ficulté.

Supposons que I'équation générale d’une surface soit mise
sous la forme

A+Ba+Cr—+Ds+ Ex?+ Fy?
+G3*'+2llys +2Kse+2Lay +...—=o0

S. — Géeom. a troisdim. 11.
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ou, comme nous l'écrirons souvent, pour abréger,

Uy —+ Uy + Uy + Uy ~+... =0,

Ici ua représente I'ensemble des termes du second degré, etc.
11 est alors évident que u, ne comprend qu’un seul terme;
que u«, en renferme trois; us, six, .... Le nombre total des
termes de I'équation est donc la somme des 7 -+ 1 termes de
(n+1)(n+2)(n+3)
1.2.9 :

Le nombre des conditions nécessaires pour déterminer une
surface est inférieur d'une unité a cette quanltité; il est donc
: . n(n2+6n-411)
égal a E .

L’équation écrite ci-dessus peul étre mise sous la forme
d’une équation en coordonnées polaires en remplacant z, y, 3
par g cosa, p cos 3, o cosy. Nous avons évidemment alors une
équation du ni*™ degré qui déterminera n valeurs du rayon
vecteur, correspondant a toutes les valeurs déterminées pos-
sibles que I'on peut assigner aux angles de direction o, 2, v.

la série 1, 3, 0, 10, .... c¢'est-a-dire

263. Si l'origine est sur la surface, nous avons u,=o el
une des racines de I'équation est toujours ¢ = o. Mais une
seconde racine de ’équation sera aussi p = o, si a, 3, y sonl
liés par la relation

B cosx -+ G cosf + D cosy —o.
En multiphant cette équation par p, elle devient
Bz +Cy—+Ds=o,

et nous trouvons qu’elle exprime simplement que le rayon
vecleur doit étre contenu dans le plan «, = 0. Aucune autre
condition n’est nécessaire pour que le rayon rencontre la sur-
face en deux points coincidents. Nous voyons ainsi qu’en
général, par un point pris sur une surface, nous pouvons
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mener une infinité de rayons vecteurs qui y renconirent
la surface en deux points coincidents, c’est-a-dire une
infinité de droites tangentes & la surface. Ces droites sont
toutes situées dans un méme plan, appelé plan tangent et
déternuné par l'équation u,= o.

264. La section d’une surface par un de ses plans tan-
gents est une courbe qui a le point de contact pour point
double (1).

Tout rayon vecteur de la surface, situé dans le plan tan-
gent, est évidemment aussi un rayon vecteur de la section
déterminée par ce plan; et comme tout rayon vecteur de cette
espéce (n°263) rencontre la section & 1'origine en deux points
(ui coincident, I'origine est, par définition, un point double
(Courbes planes, n° 37).

Nous avons déja rencontré un exemple de ce fait dans le
cas des hyperboloides & une nappe, qui sont coupés par un
plan tangent quelconque, suivant une conique ayant un point
double c’est-a-dire suivant deux lignes droites. Et le point
de contact du plan tangent 4 une quadrique d’une autre espéce

doit également étre considéré comme l'intersection de deux
lignes 1imaginaires.

Réciproquement, il résulte de ce numéro que tout plan qui
rencontre une surface suivant une courbe ayant un point
double est tangent & la surface et que le point double est le
point de contact. Si la section a deux points doubles, le plan
sera un plan doublement tangent; si elle en a trois, le plan

(') Yavais supposé que cette remarque avait été faite pour la premicre
fois par M. Cayley (GRreaory, Solid Geometry). M. Cremona m’a appris
que ce théoréme avait été indiqué précédemment par le géométre italien
Bedetti, dans un Mémoire lu i I’Académie de Bologne (1841). Ce théoréme
est un cas particulier de celui du n° 203. Remarquons que les tangentes au
point double sont les tangentes inflexionnelles du n° 265 et qu’elles peu-
vent étre considérées comme identiques avec les asymptotes de l'indica~
trice n° 266. C’est donc la une anticipation du théoréme de Dupin (1813)
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sera un plan triplement tangent. Comme I’équation d’un plan
contient trois constantes, il est possible de déterminer urrplan
en lui imposant I'obligation de satisfaire & trois conditions
quelconques; par conséquent, on peut en général déterminer
un nombre fini de plans qui rencontreront une surface suivant
une courbe ayant trois points doubles : c’est-a-dire, une sur-
Jace a en général un nombre déterminé de plans triple-
ment tangents. Elle aura aussi une infinité de plans double-
ment tangents, dont les points de contact formeront une
courbe lieu sur la surface. Nous étudierons plus loin le degré
de cette courbe et le nombre des plans triplement tangents.

265. Par un point pris sur une surface, il est généra-
lement possible de mener deux droites qui rencontreront
la surface en trois points coincidents.

Pour que le rayon vecteur puisse rencontrer la surlace en
trois points coincidents, il faut non seulement, comme dans

le n° 263, que

B cosz + CGeosf -+ Dcosy=o,
mais encore que

E cos?z -+ F cos?B + G cos*y
-+ 2H cosB cosy -+ 2K cosy cosz + 21 coszcos B — o.

En effet, si ces conditions sont vérifiées, A étant toujours
supposé nul, I'équation du n**™° degré qui détermine p devient
divisible par g? et a, par conséquent, trois racines égales a zéro.
La premiére condition exprime que le rayon vecteur doit étre
dans le plan tangent «,. La seconde montre que le rayon vec-
teur doit étre situé sur la surface > = o oun

Ez*+Fy*+ G2+ 2llys +-2Kse +2Lay —o.

C’est un cone du second degré (n” 66) et, comme tout céne de
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celte nature est rencontré suivant deux droites par un plan
passant par son sommet, on peut toujours trouver deux droites

qui satisfassent aux conditions imposées.

Tout plan (autre que le plan tangent), mené par I'une ou
I’'autre de ces droites, rencontre la surface suivant une section
qui a le point de contact pour point d’inflexion. En effet, un
point d’inflexion est un point dont la- tangente rencontre la
courbe en trois points coincidents (Courbes planes, n° 46).
D’aprés cela, nous donnerons aux deux droites qui ren-
contrent la surface en trois points coincidents le nom de
tangentes inflexionnelles en ce point (*).

On peut encore reconnaitre 'existence de ces droites de la
maniére suivante. Nous avons établi que le point de contact
est un point double de la section faite par le plan tangent.
Mais on a démontré (Courbes planes, n° 37) qu’en un point
double on peut toujours mener deux droites qui rencontrent
la section et par suite la surface en trois points qui coincident.

266. Un point double peut appartenir a I'une des trois
especes différentes, suivanl que les tangentes y sont réelles,
coincidentes ou imaginaires. En conséquence, le contact d’un
plan avec une surface peut étre de trois espéces, selon que lc
plan tangent la rencontre suivant une section ayant un nceud,
un rebroussement ou un point conjugué; ou, en d’autres
lermes, selon que les tangentes inflexionnelles sont réelles,
coincidentes ou imaginaires.

Si, au lieu du plan tangent, nous considérons, avec Dupin,
un plan paralléle infiniment voisin, la section de la surface
par ce plan peut étre regardée comme une courbe du second
ordre qui (comme on énonce généralement le théoréme, quoi-
que inexactement) peut étre une ellipse, une hyperbole ou
une parabole; cette courbe du second ordre est appelée ' In-

(") Les auteurs allemands les nomment Haupt-Tangenten.
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dicatrice ('). Analytiquement, choisissons pour origine le
point donné de la surface, prenons la normale pour axe des 5
et supposons les axes des z, y dans le plan tangent; si nous
considérons z, » comme des infiniment petits de premier
ordre, et par suite 5 comme infiniment petit du second ordre,
I'équation de la surface, dans laquelle on regarde 5 comme
constant, donne I’équation de lasection. Si nous y négligeons
les infiniment petits d’ordre supérieur au second, elle se
réduit & une équation de la forme

5+ ax*4 2hxy -+ by? —o;

c’est une équation du second ordre qui représente I'indica-
trice. Suivant que ab — A? est positif, négatif ou nul, c’est
une ellipse, une hyperbole, ou un couple.de droites paral-
I¢les. On exprime quelquefois la méme chose comme il suit :
quand le plan tangent est celui des z, y et quand I'équation
de la surface est mise sous la forme z = ¢(zy), nous avons
un point elliptique, hyperbolique ou parabolique, selon que

dsz?

Géométriquement, la section de la surface est, ou bien une
courbe fermée comme une ellipse; ou bien, si 'on ne tienl
compte que de la portion de la courbe voisine du point
donné, elle se compose de deux arcs ayant leurs convexités
tournées I'une vers l'autre, et qu’on peut considérer comme
des portions des deux branches d’une hyperbole; ou bien
enfin la convexité disparait et les arcs sont des portions infi-
nitésimales de deux droites paralléles.

P A e e e T e 1a (%) (’
(?{ﬁj/ est plus petit, plus grand ou égal d { =, ) < \ >

Sil'on convient de donner aux points d'une surface le nom

(") Duris (voir Développements de Géomeétrie, p. 49; 1813) donne un
énoncé trés correct. Il dit : « En général, une courbe de second ordre, dont
» le centre P est donné,ne peut étre qu'une ellipse ou une hyperbole. Elle
» peut cependant étre une parabole; alors, elle se présente sous la forme de *
» deux lignes droites paralléles équidistantes de leur centre. »
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depointselliptiques, hyperboliquesouparaboliques, suivant
la nature de I'indicatrice, nous allons montrer qu’en général

les points paraboliques forment une courbe, un lieu continu
sur la surface, et que cetle courbe sépare les points elliptiques
des points hyperboliques.

Considérons une surface du second ordre, et choisissons
les axes comme ci-dessus; 'équation de la surface est

s+az +2hxy by +a2gas 4 2fys +cs*=o;

si, dans cette équation, nous regardons z et y comme des infi-
niment petits de premier ordre, et par suite 3 comme du
second ordre, elle se réduit a 3+ az- 4+ 2hzy + by*=o0;
s étant considéré comme une constante, ¢’est une équation
de méme forme que celle que I'on a déja indiquée comme
étant 'équation de D'indicatrice d’une surface d’un ordre
quelconque. [’équation originale, ot I'on regarde z comme
une constante donnée, est ’équation de la section déterminée
dans la surface par un plan paralléle au plan tangent, mais
ce n'est pas 'équation proprement dite de Uindicatrice. Pour
mieux faire comprendre ce point, supposons que la surface
soit du troisiéme ordre ou d’un ordre plus élevé; outre les
termes que nous avons écrits, il y aurait encore eu dans
I’équation des termes (z, y,)?, . ... Pour obtenir I'indicatrice
considérée comme une courbe du second ordre, nous devons
nécessairement négliger ces termes du troisiéme; par suite,
tenir compte des termes 2 g2z + 2 f¥z, qui sont aussi du troi-
sitme ordre, ou du terme ¢z*, qui est du quatriéme, n’aurait
aucun sens (').

Dans le cas ot 'indicatrice est une hyperbole, si nous sup-
posons que le plan paralléle coincide avec le plan tangent,
cette hyperbole devient un couple de droites réelles; ce sont
les tangentes inflexionnelles du n® 265. Et en général, les deux

(') Voir Ye Messenger of Mathematics, L. V, p. 187; 1870.
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tangentes inflexionnelles peuvent étre regardées comme des
asymplotes (réelles ou imaginaires) de l'indicatrice consi-
dérée comme iTant sitvie dans le plan tangent. D’aprés
cela, on leur a donné le nom de droites asymptotiques du
point de la surface. Si nous partons d’un point de la surface
et si nous passons, en suivant une de ces droites, & un poinl
consécutif; puis, en suivant la droite conséculive, & un second
point, et ainsi de suite, nous obtenons une courbe et nous
formons ainsi sur la surface deux systémes de courbes qui
sont les courbes asymptotiques. Dans le cas d’une quadrique,
ce sont les deux systémes de droites de la surface.

267. Connaissant I’équation du plan tangent, quand I'ori-
gine est sur la surlace, nous pouvons, par une transformation
de coordonnées, trouver I'équation du plan tangent en un
point quelconque. On démontre exactement comme au n°62
que cette équation peut s’écrire sous I'une des deux formes

a0 .. ay’

LAY

Sl F ek O e O vl

ARl (AU WU WP
de' TV @y S de T dw

268. Proposons-nous maintenant de trouver le plan tan-
gent en un point, infiniment voisin de I'origine sur la sur-
face

st+az*+2hxy +by*+2g5x+2fys4-c5+...=o.

Nous pouvons supposer z', y' assez pelits pour que leurs
carrés puissent étre négligés; et, comme le point consécutif
est dans le plan langent, nous avons z'=o0; ou plus exacte-
ment, I’équation de la surface montre que 5’ est une quantité
de méme ordre que les carrés de z' et »'. Si nous recourons
a la formule du numéro précédent, ou si nous remplagons
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directement z et y par x + 2, ¥ + 3" el si nous prenons la
partie linéaire de I’équation transformée, nous trouvons que

I'’équation d’un plan tangent consécutif est

5+ 2(azx’ +hyyo+2(ha'+ b))y —=o.

Mais (S. C., n° 1), (az'+ hy')x + (hx' +by') y est |
diamétre de la conique az*+ 2 hxy 4 by~ = 1 qui est con-
jugué a celui qui passe parle point 2/, . Donc un plan tan-
gent quelconque est coupé par le plan tangent consécutif
suivant le diamétre de ' indicatrice conjuguéa la direction
suivant lagquelle est pris le point consécutif.

Ceci, par le fail, est évident géométriquement au point de
vue ott Dupin s’est placé. Si nous admettons, en effet, que les
points conséculifs au point donné sont situés sur une conique
infiniment petite, nous voyons que le plan tangent en l'un
d’enx passera par la tangente & cette conique; et celte tan-
gente 4 la limite coincide avec le diamétre conjugué a celui
qui passe par le point de contact; car la tangente est paral-
lele & ce diamétre conjugué et infiniment voisine de lui.

Ainsi donc, toutes les tangentes qu’'on peul mener en un
point d’une surface peuvent se distribuer en couples tels
que le plan tangent en un point consécutif de 'une d’elles
passera par l'autre. Deux tangentes entre lesquelles existe
une relation de ce genre sont appelées tangentes conjuguées.

Dans le cas ou les deux tangentes inflexionnelles sont
réelles, la relation entre les deux tangentes conjuguées peul
s'énoncer sous une autre forme. Prenons les tangentes
inflexionnelles pour axes des z et des y, ce qui équivaut a
faire a =0, b =0 dans I'équation précédente; l’équation
d’un plan tangent conséculif est alors

42 h(zy'+ yx')= o,

et, comme les droites z, y, z'y + y'z, 'y — y'x forment un
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faiscean harmonique, nous voyons qu'un couple de tan-
gentes conjuguées forme, avec les tangentes inflexion-
nelles, un faisceaw harmonigue. Clest, par le fait, le
théoréme que deux quelconques des diamétres conjugués
d’une conique sont conjugués harmoniques par rapport aux
asymplotes.

269. Dans le cas ou l'origine est un point parabolique,
I'équation de la surface peut se metire sous la forme

5+ay?+...=o,

etl’équation d’un plan tangent consécutif sera z + a )’y — o.
Donc le plan tangent en towt¢ point consécutif & un point
parabolique passe par la tangente inflexionnelle. Si le point
consécutif est pris sur cette direction de maniére qu’on ail
y'=o0, le plan tangent consécutif coincidera avec le plan
donné. Donc le plan tangent en un point parabolique doit
étre considéré comme un plan doublement tangent,
puisqu’il est tangent a la surface en deux points consécu-
tifs (*). De cette maniére, les points paraboliques sur les
surfaces peuvent étre considérés comme des éléments ana-
logues aux points d’inflexion des courbes planes : en effet,
nous avons démontré (C. P., n° 46) que la tangente en un
point d'inflexion doit de la méme maniére étre considérée
comme une tangente double. Nous établirons plus loin
d’autres analogies entre les points paraboliques et les points
d’inflexion.

Il est nécessaire d’avoir un nom pour distinguer les plans
doublement tangents en deux points distincts de ceux que
nous considérons maintenant, et pour lesquels les deux points
de contact coincident. Nous donnerons a ces derniers le nom

(*) Je pense avoir le premier indiqué ce fait dans un Mémoire inséré dans
le Cambridge and Dublin Mathematical Journal, tome 111, page 45.
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de plans tangents stationnaires. Ce mot exprime quele plan
tangent, qui est censé changer quand nous passons d’un point
a un autre, conserve, dans ce cas, la méme position pendant
un instant. C'est pour la méme raison que, dans les courbes
planes, nous avions appelé tangentes stationnaires les tan-
gentes aux points d'inflexion.

270. Si nous eflectuons un changement de coordonnées,
de maniére que l'origine soit un point de la surface, et si
nous trouvons que non seulement «, = o, mais aussi que tous
les termes de u, sont nuls, en sorte que I'équation prend la
forme

ax-+by*+c?+ofys+a2gsx +2haxy +uy+...=o,

il est alors facile de voir, de la méme maniére, que toute
droite menée par I’origine rencontrera la surface en deux points
coincidents; l'origine est alors appelée un point double ou
point conique. 1l est facile aussi de montrer qu'une droite,
menée par l'origine rencontrera la surface en trois points
coincidents, pourvu que ses cosinus de directions satis-
fassent a I’équation

acos?a +- bcos?B + ccos?y
+ 2fcosBcosy + 2gcosycosx - 2/icosxcosf = o.

En d’autres termes, par un point conique d’une surface
on peut mener une infinité de droites qui rencontrent la
surface en trois points coincidents; elles seront toutes
situées sur un céne du second degré dont U’équation est
u» = 0. De plus, six de ces droites rencontreront la surface

en quatre points coincidents; ce sont les droites d’intersec-
tion du cone u, avec le cone du troisiéme degré w; = o.

On pourrait classer les points doubles des surfaces suivant
le nombre de ces droites qui sont réelles, ou suivant que deux

ou plusieurs d’entre elles coincident, mais nous n’entrerons
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pas dans ces détails. Le seul cas particulier qu’il importe de
mentionner est celui ou le cOne u, se décompose en deux
plans; et ceci comprend encore le cas plus particulier ol ces
deux plans coincident, c’est-a-dire ol u, est un carré parfait.

271. Tout plan mené par un point conique peut, dans un
certain sens, étre regardé comme un plan tangent ala surface,
puisqu'il la rencontre en donnant naissance a une section qui
présente un point double; mais c’est dans une acception
plus spéciale que les plans tangents au céne u, doivent étre
regardés comme des plans tangents a la surface; les sections
de la surface par ces plans auront chacune I'origine comme
point de rebroussement.

A un point conique d’une surface (qui est un point par
lequel on peut mener une infinité de plans tangents) corres-
pondra en général dans la surface réciproque un plan qui sera
tangent a la surface en une infinité de points, en général situés
sur une conique. Si cependant le cbéne u, se décompose en
deux plans, le point est un point double dans le sens strict
du mot, et il ui correspond sur la surface réciproque un plan
tangent double ayant deux points de contact.

272. Les résultats des numéros précédents ont été obtenus
en’prenant le point considéré pour origine. Nous allons
maintenant les étendre au cas ol le point a une position quel-
conque. Rappelons d’abord au lecteur (voir note, n° 47) que,
I’équation d’une droite contenant quatre constantes, on peut
déterminer un nombre fini de droites qui satisfassenl a quatre

conditions (comme, par exemple, d’étre quadruplement tan-

X

gentes & une surface); tandis qu’on trouve une infinité de
droites assujetties & trois conditions seulement (comme, par
exemple, d’éire triplement tangentes a une surface); ces
droites engendreront une certaine surface et leurs points de

contact seront situés sur un certain lieu. Dans un Chapitre
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subséquent, nous reviendrons sur le probléme qui consiste a
déterminer le nombre de solutions, quand on donne quatre
conditions, et le degré de la surface engendrée et le lieu des
points de contact, quand on impose trois conditions seule-
ment. Actuellement, nous nous bornerons au cas ou la droite
doit passer par un point situé ou non sur la surface. Ceci
équivaut & deux conditions; et I'on peut mener une infinité
de droites (formant un céne) qui soient assujetties & vérifier
une autre condition; tandis qu’il n'y aura qu’un nombre fini
de droites & satisfaire & deux autres conditions.

Nous ferons usage dela méthode de Joachimsthal, employée
(S.C.,n°290; C. P., n° 59, et dans ce méme volume, n°75).
Si les coordonnées quadriplanaires de deux points sont
(2, 5,5, &), (2", y", 5", "), les points ott la droite qui les
joint est rencontrée par la surface s’obtiennent en rempla-
cantdans I'équation & par Az’ - pa”, y par Ay’ - py”, ... Le
résultat donnera une équation du »**™° degré en 4 : u dont les
racines seront les rapports des segments suivant lesquels la
droite qui unit les deux points est coupée parla surface en un

quelconque des points ou elle la rencontre. Les coordonnées

d'un quelconque des points de rencontre sont Nz’ p'z’,
Wyl = uly!, Wal 4+ /s, W' 4+ p/ev”, Wi u! étant une des racines
de I'équation du degré n. Tout ceci ne présentera du reste
aucune difficulté pour le lecteur au courant de la théorie
correspondante pour les courbes planes. De méme que pour
les courbes planes, le résultat de la substitution en question
peut s’écrire

WU =AU = Lhn 2 2 AU+ =0,
ot A représente 'opération

d d d d

& e s et e
dz’ ' 7 dy! s dw

En suivant 'analogie des courbes planes, nous dirons que la
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surface représentée par
@' Uy + 3/ Uy +5'Uy + w' Uy =0 ()

est la premiére polaire du point (2, )/, z’, w'). Nous appel-
lerons

wied sud A
) dy " 7 dz '

aeyf — 0

c[ﬁ)/)
la seconde polaire, et ainsi de suite; le plan polaire de ce
méme point est

zU} + yU,+ U+ o U, =o.

Chaque surface polaire est évidemment aussi une polaire du
point (&', 3/, z', @') par rapport a toutes les autres polaires
de degré plus élevé,

Quand un point est situé sur une surface, toutes ses polaires
sont tangentes au plan tangent en ce point; en eflet, le plan
polaire par rapport a la surface est le plan tangent et il doit
aussi étre le plan polaire par rapport aux différentes surfaces
polaires. On peut encore le voir en prenant la polaire de
'origine par rapport a I’équation

R L R T e S P 1 e SN

que nous avons rendue homogeéne en y introduisant une nou-
velle variable (v. Les surfaces polaires de I'origine s’obtiennent

en différentiant par rapport a cette nouvelle variable. Ainsi
la premiére polaire est

Ry WP e (n— ) Uy 0P e (n— 2) U T L L,

et si uy = o0, les termes du premier degré dans la surface et
dans la polaire seront ;.

(*) Comme dans le n° 59, U,, U,, U, U, représentent les dérivées premiéres
de U par rapport a z, y, 3z, w.
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273. Simaintenant le point (&', ', &', ') est situé sur la
surface, U’ s’annule et 'une des racines de I'équation en ) : .
sera i+ = 0. Une seconde racine sera égale & zéro et la droite
rencontrera la surface en deux points coincidents au point
(@', y', 2, '), pourvu que le coefficient de A*='u s’annule dans
I’équation en question; et, pour qu’il en soit ainsi, il suffit

évidemment que (', 3", 5', w") vérifie I'équation du plan

2 U+ yU, + sU, + wU, =o.

1l est démonlré ainsi que toutes les droites langentes 4 une
surface qu’on peut mener parle point donné sont contenues
dans le plan dont on vient d’écrire I’équation. En retranchant
de cette équation la relation identique

2'U+ y' U, + 5'U;+ w' U, =o,

nous obtenons I'équation cartésienne ordinaire du plan tan-

genl

(z— 2 YU\ +(y —y"YUs+ (5 — 35U, =o.

Par conséquent, d’aprés le n® 43, nous déduisons immédia-
tement de la les équations de la normale

- i
P pr

U,

274. La ligne droite rencontrera la surface en (rois points
consécutifs, ou I’équation que nous considérons aura trois de
ses racines . égales a zéro, si non seulement les coefficients
de W et Ay s’annulent, mais s’il en est de méme pour
celui de M=2p2, c’est-a-dire sila droite que nous considé-
rons est située non seulement dans le plan tangent, mais

aussi sur la quadrique polaire

thd ety AT w-d—- 21”- o
(.z dr dy el T dw LG
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Mais (n°® 272) quand un point est situé sur une surface,
toutes ses polaires sont tangentes 4 la surface. Donc le plan
tangent, qui est tangent a la quadrique polaire, la rencon-
trera suivant deux droites réelles ou imaginaires qui sont
les deux tangentes inflexionnelles de la surface (n° 265).

275. Par un point d’une surface on peut mener
(n +2)n—3) tangentes qui lui seront aussi tangentes
en un autre point.

Pour que la droite soit tangente a la surface au point
(z' y', 5 w'), il faut, comme plus haut, que les coefficients de
N'et An1u soient égaux a zéro. En conséquence, 'équation
que nous considérons se réduit au degré (n — 2), et sila droite
est tangente A la surface une seconde fois, cette équation
réduite doit avoir des racines égales. La condition pour qu’il
en soit ainsi renferme les coefficients de cette équation au
degré (n— 3); par exemple, 'un de ses termes est (A2 U’ . U)n—3,

Si nous considérons ce terme, nous voyons que le discri-

minant renferme les coordonnées 2/, y', 2/,

' au degré
(n—2)(n—3)etx,y, 3, waundegré (n—+2)(n — 3). Sidonc
(x', y/, 5/, w') est fixe, le discriminant représente une surface
du degré (n + 2)(n — 3) qui est rencontrée par le plan Lan-
gent suivant (7 -+ 2)(n — 3) lignes droites.

Nous avons ainsi démontré qu’en tout point d'une surface
on peut mener une infinité de droites tangentes; qu’elles sont
généralement contenues dans un plan; que deux d’entre elles

passent par trois points consécutifs et que (n + 2)(n — 3)

d’entre elles sont tangentes a la surface en un autre point.

276. Considérons maintenant le cas ou les tangentes sonl
menées par un point non situé sur la surface. Dans les
numéros précédents, nous avons établi des relations qui lient
les coordonnées d’un point d’une tangente avec celles de son
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point de contact; nous pouvons donc, en échangeant entre
elles les lettres accentuées el celles qui ne le sont pas,
exprimer que le premier point est supposé connu, tandis
qu’on cherche le second.

Par exemple, en faisant cet échange dans I'équation du
n° 273, nous voyons que les points de conlact de toutes les
tangentes (ou de tous les plans tangents) qu’on peut mener
par z', ', 3, &' sont sur la premiére polaire qui est du degré
(r—1), & savoir :

2'U,+y'Uy+ 5'U;+w'U, =o,

et comme les points de contact sont aussi sur la surface don-
née, leur lieu est la courbe de degré n(n—1) qui est I'in-
tersection de la surface avec la polaire.

277. L’ensemble de toutes les tangentes qu’on peut mener
par z', 3, &/, ' forme un cdne, dont les plans tangents sont
aussi tangents i la surface. L'équation de ce cone s’obtient en
formant le discriminant de I'équation du ni®™® degré en X
(n° 272). En effet, ce discriminant exprime que la droite qui
joint le point fixe a 2, y, 3, w rencontre la surface en deux
points coincidents, el par suite (z, y, 5, %) peut éire un point
d’une tangente quelconque menée par ', 3/, z', @'. On recon-
nait facilement que ce discriminant est du degré n(n — 1), et
il est d’ailleurs évident que ce doit étre le degré du céne tan-
gent. En effet, son degré est-le méme que le nombre des

droites suivant lesquelles il est rencontré par un plan quel-

conque passant par le sommet. Mais un pareil plan coupe la
surface suivant une courbe a laquelle on peut mener (7 —1)
tangentes par le point fixe, et ces tangentes sont aussi les tan-
gentes qu’on peut mener a la surface par le point donné.

278. Par un point non situé sur la surface, on peut en
genéral mener n(n —1)(n — 2) tangentes inflexionnelles.

S. — Géom. a trois dim. 11. 2
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Nous avons vu (n°274) que les coordonnées d’un point quel-
conque d'une tangente inflexionnelle sont liées avec celles de
son point de contact par les relations U'=o0, AU =0,
A=U'= o. Si donc nous considérons les z. ¥. z, «v d’un point
quelconque de la tangente comme connus, le point de contact
de celle-ci se trouvera déterminé comme intersection de la
surface donnée U, qui est du degré n, avec sa premiére polaire,
qui est du degré (n — 1), et sa seconde polaire A2U, qui est
du degré (n — 2).Ilya n(n — 1)(n — 2) de ces intersections.
Si le point est sur la surface, ce nombre est diminué de six.

279. Par un point non situé sur une surface, on
peut en général menerin(n —1)(n — 2)(n — 3) tangentes
doubles a la surface. Les points de contact des droites de ce
genre sont, nous I’avons démontré au n° 275, les intersections
de la surface donnée, de la premiére polaire et de la surface
représentée par le discriminant discuté (n®275), et nous avons
vu que ce dernier contient les coordonnées du point de con-
tact au degré (n — 2)(n — 3). Il y a donc

n(n—iu)(n—2)n—3)

points de contact, et, comme il y a deux points de contact sur

chaque tangente double, le nombre des tangentes doubles est
la moitié du chiffre précédent. Si le point est sur la surface,
les tangentes doubles en ce point (n® 275) comptent chacune
pour deux, et le nombre des droites menées par le point et
tangentes a la surface en deux autres points est

in(n—n(n—2)(n—3)—2(n+2)n—23)
=3(n*4n+2)(n—3)n—A4).

Nous avons ainsi complété la discussion des tangentes qui
passent par un point donné. Nous avons montré que leurs
points de contact sont situés sur I'intersection de la surface
avec une autre surface de degré (n —1); que leur ensemble
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forme un céne du degré n(n — 1); que (2 —1)(n — 2) sont
des tangentes inflexionnelles, et que

tn(n—1)(n—2)n—3)

sont des tangentes doubles.

Ces derniéres tangentes doubles sont évidemment aussi des
arétes doubles du cdne tangent, puisqu’elles appartiennent
au cone en vertu de chaque contact. Le long d’une pareille
aréte, on peut mener deux plans tangents au cdne; ce sont
les plans tangents a la surface aux deux points de contact.

Les tangentes inflexionnelles doivent aussi étre considérées
comme des tangentes doubles de la surface; car la droite qui
passe par trois points consécutifs est une tangente double,
puisqu’elle joint le premier point au deuxiéme et le deuxiéme
au troisiéme. Les tangentes inflexionnelles sont donc des tan-
gentes doubles dont les points de contact coincident. Par
suite, elles sont des arétes doubles du céne tangent; mais les
deux plans tangents menés suivant une pareille aréte coin-
cident. Ce sont donc des arétes cuspidales du cdéne. Nous
avons démontré ainsi que le cdne tangent, qui est du degré
n(n-—1), @ n(n—1)(n — 2) arétes cuspidales et

Ya(n—1)(n—2)n—3)

arétes doubles, c’est-a-dire qu’'un plan quelconque rencontre
le c6ne suivant une section ayant les nombres ci-dessus de
rebroussements et de points doubles.

280. On démontre exactement, comme pour les courbes
planes (C. P., n° 132), que si I'on prend sur chaque rayon
vecteur une longueur dont I'inverse soit la n**™® partie de la
somme des inverses des n rayons vecteurs de la surface, le
lieu des extrémités des rayons ainsi construits sera le plan

polaire du point; que si le point est sur la surface, le lieu de
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I'extrémité de la moyenne géométrique entre les inverses des
rayons vecteurs sera la quadrique polaire, etc.

En échangeant les lettres accentuées et non accentuées dans
I’équation du plan polaire, on voit que le lieu des péles de
tous les plans qui passent par un point donné est la premiére
polaire de ce point. Le lieu du péle d'un plan qui passe par
deux points fixes est donc, d’aprés cela, une courbe du degré
(n —1)?; c’est 'intersection des deux premiéres polaires de
ces points. Nous voyons aussi que la premiére polaire de tout
point de la droite qui joint ces deux points doit passer par la
méme courbe. Et de la méme maniére, les premiéres polaires
de trois points quelconques d'un plan déterminent par leurs
intersections (7 — 1)? points. Chacun d’eux est un péle du
plan, et la polaire de tout autre point du plan doit passer par
ces points.

281. De la théorie des tangentes menées par un point,
nous pouvons déduire le degré de la surface réciproque
de deux maniéres différentes. En premier lieu, le nombre
des points ou une droite arbitraire rencontre la réciproque
est égal au nombre des plans tangents qu’on peut mener &
la surface donnée par une droite donnée. Considérons main-
tenant deux points quelconques, A et B, sur cette droite,
et soit C le point de contact d’'un plan tangent quelconque
passant par AB. Comme AC est alors une tangente a la sur-
face, C se trouve sur la premiére polaire de A. Pour la méme
raison, il se trouve sur la premiére polaire de B. Les points de
contact sont donc lintersection de la surface donnée, du
degré n, avec les deux surfaces polaires qui sont du degré
(n — 1). Le nombre des points de contact et par suite le
degré de la réciprogue est donc n(n —1)2.

282. Autrement : Menons & la surface un céne tangent
ayant A pour sommet. Comme tout plan tangent ala surface,
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mené par A, est tangent & ce cbne, le probléme revient a
trouver combien on peut mener au céne de plans tangents
passant par une droite AB; ou bien encore, si nous coupons
le céne par un plan quel;:onque passant par B, le probléme
consiste & trouver combien on peut mener par B de tangentes
a la section du céne. Mais la classe d’'une courbe dont le
degré est n(n —1), qui a n(n —1)(n — 2) rebroussements
etzn(n —1)(n — 2)(n— 3) points doubles, est

nn—1)[nn—1)—i]—3n(n —1)(n—2)
—n(n—1)(n—2)n —3)=n(n —1)2

Généralement, la section de la surface réciproque par un plan
quelconque correspond au cone tangent  la surface originale,
mené par un point quelconque. Et il est facile de voir que
le degré du cdne tangent a la surface réciproque (comme aussi
a la surface originale) est n(n — 1).

283. Revenons a la condition pour qu’une droite soit tan-
gente 4 une surface,

zU| +yU, + 55U, +-wU, —o.

Nous voyons que, siles quatre dérivées s’annulent en méme
temps pour les coordonnées d’un point quelconque, toute
droite menée par ce point rencontre la surface en deux points
coincidents; le point est par conséquent un point double. La

condition pour qu’une surface donnée puisse avoir un point

double s’obtient en éliminant les variables entre les quatre
équations U, = o, .... La fonction résultante égalée & zéro
s'appelle le discriminant de la surface donnée (Algébre
supérieure, n° 105). Le discriminant étant le résultat de 1'éli-
mination entre quatre équations, chacune du degré (n — 1),
contient les coefficients de chacune d’elles au degré (n —1)3,
et par conséquent il est du degré 4(n — 1) en fonction des
coefficients de 1'équation originale.
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D’aprés ce qu’on a dit, il est clair que, si une surface a un
point double, la premiére polaire de tout point passe par le
point double.

Il peut arriver que les surfaces représentées par Uy, U, . ..
alent non seulement des points communs, mais qu'il existe
une courbe entiére commune i ces quatre surfaces. Cetle
courbe sera alors une courbe double de la surface U, et chacun
de ses points sera un point double tel que le cdne tangent se
décomposera en un couple de plans. Mais nous avons vu
(n® 264%) que la surface représentée par I'équation cartésienne
générale du degré n a une infinité de plans doublement
tangents; sa réciproque aura donc, en général, une infinité
de points doubles qui seront rangés sur une certaine courbe.
L’existence de ces courbes doubles doit donc étre regardée
comme rentrant dans les singularités ordinaires des sur-
faces.

Quand le point (z', »/, 5/, ') est un point double, U’ et AU’
s’annulent identiquement; une droite quelconque menée par
le point double rencontre la surface en trois points consé-
cutifs, si elle satisfait a I'équation A2 U’ = o qui représentc un
céne du second degré.

284. La quadrigue polaire d’un point parabolique
d’une surface est un cone.

La quadrique polaire de 'origine par rapport & une surface

quelconque
UG~ U PP = U P % -, == 0

(ol nous avons introduit w comme dans le n® 272, pour
rendre I'équation homogeéne) s’obtient en différentiant n — 2

fois par rapport a . Divisant par (n—2)(n—3)...3 et
faisant w —1, la quadrique polaire est

n(n—1u,+2(n—1)u -+ 2u,=—o.




THEORIE GENERALE DES SURFACES. 23

Mais, l'origine étant un point parabolique, nous avons vu,
n°® 266, que I'équation est de la forme

5+ Cy?+2Dsz +2Bsy + Fs2+...=o0

(ou, en d’autres termes, uy,=o0 et nu, est de la forme
w9y + ;). La quadrique polaire est alors

s(n—1+2Dx+2Ey +Fs)+ Cy*=o.

Mais une équation représente un cone quand elle est une

fonction homogeéne de trois quantités, chacune du premier

degré. L’équation qu’on vient d’écrire représente donc un
cone dont le sommet est lintersection des trois plans
5,n —1+ 2Dz + 2 Ey + Fz et y. Les deux premiers plans
sont tangents au cone et y est le plan de contact.

285. Ilrésulte du numéro précédent que, s¢ nous formons
le lieu des points dont les quadriques polaires représentent
des cdnes, il rencontrera la surface en ses points para-
boliques. Ce lieu s'obtient en formant le discriminant de

A*U'=o0. Si a. b, ... représentent les dérivées secondes

dA2U' 420! Wit . 5 ;
7 W) ..+, le discriminant sera le déterminant formé de

ces coefficients, et le résultat développé sera (n° 67)

abed + 2afmn + 2bgnl + 2chim + adfgh — bel?
— cam® — abn® — adf* — bdg* — cdh- + f* 1
+gtm? - 2t — 2 ghmn — 2 hfnl — 2 fglm =o.

Ceci représente une surface du degré 4(n — 2) que nous
appellerons le Hessien de la surface donnée. Ainsi, de méme
que le Hessien d’une courbe détermine les points d'inflexion
de cette courbe par sa rencontre avec elle, de méme I'inter-
section d’une surface avec son Hessien détermine une courbe
du degré 4n(n— 2) qui est le lieu des points paraboliques

(voir n° 269).
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286. 1l résulte de ce qu'on vient de démontrer que, par
un point donné, on peut mener 4n(n —1)(n—2) plans
tangents stationnaires (voir n° 269). En effet, puisque le
plan tangent passe par un point fixe, son point de contact es!
situé sur une surface polaire de degré (n —1); et I'intersec-
tion de cette surface avec U et avec la surface déterminée
dans le numéro précédent comme lieu des points de contac!
des plans tangents stationnaires, donne 4n(n —1)(n — 2)
points.

Autrement : Les plans tangents stationnaires de la surface

qui passent par un point quelconque sont aussi des plans
tangents stationnaires du céne tangent mené par ce point,
et, si I'on coupe le céne par un plan quelconque, les plans

en question rencontrent ce dernier suivant des tangentes aux
points d’inflexion de la section. Mais le nombre des points
d'inflexion d'une courbe plane est déterminé par la formule
(C. P., n°82)

t—r2=3(v—u).

Or, dans ce cas, nous avons (n° 282)

v=n(n—1)3, p=n(n—r);
par suite,

v—u=n(n—i1)(n—z2), v—=n(n—1)(n—2);
donc, comme plus haut,
t=4n(n—1)(n—2).

Le nombre des plans doublement tangents au cone est
déterminé par la formule

2= B) = (1 — ) + B —9)s
d’apres le n° 282,

28 =n(n—1)(n—2)(n—3), (v4-p—9g)=n*—n*—o;
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donc
2t —=n(n—1){(n—2)(n*—n*+n—12).

Il en résulte alors que, par un point quelconque, on peut
mener < plans doublement tangents & la surface, © étant le
nombre qu’on vient de déterminer. On démontrera plus tard
que les points de contact des plans doublement tangents sont
sur l'intersection de la surface avec une autre surface de
degré (n —2)(n® —n%*+n — 12).

287. Si unedroite est tout entiére sur une surface, elle
sera tangente au Hessien et, par suite, & la courbe parabo-
liqgue (Cambridge and Dublin Mathematical Journal;
t. IV, p. 255).

Soit 2o + v¥ = o I'équation de la surface, et cherchons le
résultat de la substitution de £ = o0, 3> = o dans’équation du
Hessien, de maniére a trouver les points ou la droite rencontre
a2U 42U 42U
ds?’ dw?’ dzdiv
tous £ ou y comme facteur, et par conséquent s’annulent

cette surface. Evidemment, contiendront

dans notre hypothése. Si, dans l’équatidn du Hessien, nous

faisons ¢ = o0, d =0, n =0, elle devient un carré parfait
(fl — gm)?, ce qui montre que la droite est tangente au
Hessien en tous les points ou elle le rencontre. Si nous
faisons = 0, ¥ = o dans fl — gm, cette quantité se réduit a
do db do db
dzdw  dwv ds
touche la surface le long d’'une ligne quelconque droite ou
courbe, celle-ci est tout entiére sur le Hessien; en outre,

- Ii est évident que, quand le plan tangent

quand la ligne est droite, on peut prouver que la surface et
le Hessien sont tangents le long de cette droite (!). Le lecteur
pourra le vérifier sans difficulté pour la surface

zo -+ yd.

(") CaYLEY, Sur les surfaces reciprogques ( Phil. Trans., t. GLIX, p. 208;
1869 ).
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GOURBURE DES SURFACGES.

288. Nous allons maintenant examiner quelle est, en un
point quelconque d’une surface, la courbure des différentes
sections qui peuvent étre déterminées par des plans passant
par ce point.

En premier lieu, posons comme prémisses que, si 'équation
d’une courbe est u; + tty + u3-+...=o, le rayon de cour-
bure 4 'origine est le méme que celui de la conique w; 4 .
En effet, on se rappellera que Pexpression du rayon de cour-
bure ne renferme que les coordonnées du point et les valeurs
des dérivées premiéres et secondes pour ce point. Sinous ne
diflérentions pas 1'équation plus de deux fois, les termes pro-
venant de la différentiation de uj, 1;,... contiendront des
puissances de z et ¥, et par suite s’annuleront pour z = o,
¥ = o..Donc les valeurs des dérivées pour l'origine sont les
mémes que sion les avait déduites de I'équation u, + u, = o.

Il en résulte que le rayon de courbure a 'origine (les axes
étant rectangulaires) de y + az-+2bzy +cy=+...=0

1 ; 3 e
est — (voir S. C., n°241). Cette valeur peut aussi se déduire

facilement, d'une maniére directe, des expressions ordinaires

pour le rayon de courbure (C. P., n° 100).

289. Supposons maintenant que I'équation d’une surface

rapportée a un plan tangent quelconque pris pour plan des
xy et a la normale correspondante pour axe des z soit

s+ Az +2Bay + Cy*+2Das +2Eys +Fs2+...=o,

et examinons la courbure d’une section normale quelconque,
c’est-a-dire de la section par un plan passant par I'axe des z.
Pour trouver le rayon de courbure de la section déterminée
par le plan zz, nous n’avons qu’a faire y = o dans I'équation,
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el nous obtenons une courbe dont le rayon de courbure est
la moitié de I'inverse de A. De méme, la section faite par le
plan yz a pour rayon de courbure la moitié de I'inverse de C.
Et pour trouver le rayon de courbure d’une section quel-
conque dont le plan fait un angle § avec le plan des 23, nous
n’avons qu’ad déplacer les axes des x et des » d’un angle 6§ [en
remplagant x par x cos§ — 1 sinf et ¥ par xsinl + y cosb
(S. C., n°9)]. En faisant alors = o, on voit, comme ci-
dessus, que le rayon de courbure est la moitié de P'inverse du
nouveau coefficient de x*, c’est-a-dire

-;ﬁ — A cos?6 + 2B cos8sin8 + C sin?6.

290. Le lecteur ne manquera pas d’observer que cette
expression du rayon de courbure d’une section normale est
identique, quant a la forme, avec 'expression qui donne le
carré du diamétre d’une conique d centre, en fonction des
angles qu'il fait avec les axes de coordonnées. Ainsi, si p est
le demi-diamétre, correspondant & un angle 0, de la conique

Ax?+ 2Bzy + Cyr= ;7

nous avons R = p*.

On peut, d'une autre maniére, voir que les rayons de cour-
bure sont liés avec leurs directions de la méme maniére que
les carrés des diamétres d’une conique a centre. En eflet, nous
avons vu que ces rayons de courbure dépendent seulement
des termes de u, et u,. Donc les rayons de courbure de toutes
les sections de u + uy + w3 ... sont les mémes que ceux
des sections de la quadrique w, + u,; et I'on a démontré
(n° 194) que ces derniers sont tous proportionnels aux
carrés des diamétres de la section centrale paralléle au plan
langent.

Il est évident que la conique, dont les carrés des rayons sont
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proportionnels aux rayons de courbure, est semblable a I'in-
dicatrice.

291. Nous pouvons maintenant appliquer immédiatement
a la théorie de ces rayons de courbure tous les résultats que
nous avons obtenus pour les diamétres des coniques a centre.
Ainsi nous savons que la quantité

A c0s20 +- 2 B sin6 cos® ++ C sin?0

admet une valeur maximum et une minimum; que les valeurs
de § qui correspondent au maximum et au minimum sont tou-
jours réelles et appartiennent a des directions rectangulaires
entre elles; et que les valeurs de § sont données par I'équa-

tion (S. C., n° 155)
Bcos*t — (A — C) cosbsint — Bsin*0 —=o.

Donc, en tout point d’une surface, il y a, parmi les sections
normales, une section pour laquelle le rayon de courbure
est un maximum et une autre pour laquelle il est minimum;
les directions de ces sections sont rectangulaires entre elles,
et ce sont les directions des axes de l'indicatrice. Elles
divisent évidemment en deux parties égales les angles com-
pris entre les tangentes inflexionnelles. Nous les nommerons
les sections principales, et les rayons de courbure correspon-
dants seront les rayons principauz.

Si nous faisons tourner les axes des x et des y de maniére
a les faire coincider avec les directions que nous venons de
déterminer pour la courbure maxima et minima, nous savons

que la quantité A z-+ 2Bay + Cy? prendra la forme

Alx?+ By

Les formules du numéro précédent, quand le coefficient de z)
est nul, donnent pour la moitié de l'inverse d’un rayon de
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1 ol « o
courbure quelconque R A’cos2f 4+ B'sin=6 Mais évidem-
9,
ment A’ et B’ sont les valeurs de cette moitié de l'inverse
des rayons qui correspondent & 0 =0, § = go°. Donc un
rayon de courbure quelconque est exprimé en fonction des
deux rayons principaux p et o’ et de I’angle que la direction
de son plan fait avec les plans principaux par la formule
L cos?h sin26
= —Hh

= 1
I{_ e F’f ( )'

-]

1l est évident (S. C., n° 157) que A’ el B ou El_p_ et ;l— sont

donnés par une équation quadratique, la somme de ces
quantités étant A'+ C et leur produit AC — B2.

Si p=¢', tous les autres rayons de courbure sont aussi
égaux a p. La forme de I'équation est alors

s+ A(2+ v)+...=o0;

I'indicatrice est un cercle. L’origine est alors un ombilic.

Des expressions du présent numéro nous déduisons immé-
diatement, comme dans la théorie des coniques & centre, que
la somme des inverses des rayons de courbure de deux
sections normales rectangulaires entre elles est constante;
et encore, si des sections normales sont faites suivant un
couple de tangentes conjuguées (voir n° 268), la somme
de leurs rayons de courbure est constante.

292. On observera que le rayon de courbure, étant propor-
tionnel au carré du diamétre d’une conique a centre, ne

devient pas imaginaire, mais change seulement de signe si la
quantité A cos?l + 2B cosl sinf + Csin®*§ devient négative.
Si les rayons de courbure dirigés d’un ¢6té du plan tangent

(') Cette formule est due & Euler (de méme que les conséquences qu’on
en tire).
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sont considérés comme positifs, ceux qui sont dans l'autre
sens doivent étre regardés comme négatifs; et le signe change
en méme temps que la direction suivant laquelle est tournée
la concavité de la courbe.

En un point elliptique d'une surface, c’est-a-dire quand B2
est moindre que AC, le signe de

A cost0 + 2B sin0 cos0 + Csin20

reste le méme pour toutes les valeurs de 0, et par conséquent,
en un point de ce genre, la concavité de chaque section est
tournée dans la méme direction.

En un point hyperbolique, c’est-a-dire quand B2 est plus
grand que AC, le rayon de courbure chahge deux fois de
signe et la concavité de quelques-unes des sections est
tournée dans une direction opposée & celle des autres. En
effet, la surface coupe le plan tangent dans le voisinage du
point, et les tangentes inflexionnelles marquent les directions
suivant lesquelles le plan tangent estrencontré par la surface
et séparent les sections dont la concavité est tournée dans un
sens de celles ol elle est tournée en sens contraire (*). Et si
nous avons choisi une hyperbole dont les carrés des diamétres
sont proportionnels a un systéme de rayons, ceux de ’autre
systéme seront proportionnels aux carrés des diamétres de
I’hyperbole conjuguée.

293. Aprés avoir montré comment trouver le rayon de
courbure d’une section normale quelconque, nous allons

donner le moyen d’exprimer en fonction de celui-ci le rayon
de courbure d’une section oblique quelconque, inclinée d’un

(') L’exemple du sommet d'une passe de montagne, ou d’une selle, per-
mettra au lecteur de concevoir comment une surface peut s’abaisser au-
dessous du plan tangent dans deux directions et étre au-dessus de lui dans
deux autres.
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angle ¢ sur la section normale, mais rencontrant le plan tan-
gent suivant la méme droite. Nous avons vu que le rayon de
courbure de la section normale faite par le plan y = o est la
moitié de I'inverse de A. Faisons maintenant tourner les axes
des 5 et des 3 d’un angle ¢ dans leur plan (ce qui s’obtient en
remplacant 5 par z cosp — y sin¢g et y par ssing 4 y cos¢p).
Si maintenant nous faisons le nouvel » = 0, nous obtiendrons
I'équation (toujours en coordonnées rectangulaires) de la sec-
tion par un plan faisant un angle ¢ avec I'ancien plan 3 = o
et passant toujours par l'ancien axe des x. Cette équation
sera évidemment

o=2zscose +Aa? + 2Bas sing + Cs?sin’o
+2Dxscose +2Ez%sine + Fz*cos?o +.. .,

et, par la méme méthode que ci-dessus, nous trouvons que le

rayon de cette courbure est ‘:“\ ou R cosg, R étant le rayon
de la section normale correspondante. C'est 1a le théoréme
de Meunier que : Le rayon de courbure d’une section
oblique est égal & la projection sur le plan de cette section
durayon de courbure de la section normale qui passe par
la méme tangente. Nous voyons ainsi que, parmi toutes les
sections qu’on peut faire et qui passent par une droite du plan
tangent, la section normale est celle dont le rayon de cour-
bure est le plus grand ; ¢’est-a-dire, la section normale est celle
qui est le moins courbée et qui se rapproche le plus d’une
ligne droite.

Le théoréme de Meunier a déja été établi dans le cas d’une
quadrique (n° 194) et nous aurions pu, si nous ’avions
voulu, nous dispenser d’en donner une nouvelle démonstra-
tion; en effet, nous avons vu que le rayon de courbure d'une
section quelconque de w, -+ ws +- 143+ ... est le méme que
celui de la section correspondante de la quadrique u; -4 ..
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294. On a démontré (n° 203) que si deux surfaces
W+ Uy ... et u-+-pop4. ..

sont tangentes, leur courbe d’intersection a un point double
dont les deux tangentes sont les intersections du plan «, avec
le cone w, — ¢s. Si le plan est tangent au cone, les surfaces
ont ce que nous avons appele’ un contact stationnaire. On
démontre aussi (comme dans le n° 205) qu’une sphére a un
contacl stationnaire avec une surface quand son centre est
sur la normale et quand son rayon est égal 4 un des rayons
principaux de courbure. En effet, la condition de contact sla-
tionnaire entre

s+ ax+-2hxy -0y +. ..
et
s+dxt+allzy + by +. ..
est
(@—a')(b— )= (h— I
Quand 2 et 2’ sont nuls tous deux, elle entraine ou bien
a—d oub=1"V.Donclasurface s+ Az2-- B)2 4-... aura
un contact stationnaire avec la sphére 275 + = -+ y- + 3%, si

1 : ’ .
P - ou Or ce sont la les valeurs des rayons princi-
21 2

paux.

295. Les principes posés dans le numéro précédent nous
permettent de trouver une express."on des valeurs des rayons
principauz en ce point, les axes de coordonnées ayant une
position quelconque.

Si nous rapportons I’équation de la surface a un point quel-
conque x'y' 5’ de la surface pris comme origine, elle devient

g /11 o g (1
dz' " dy 7 ds
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ou bien, en représentant les premiéres dérivées par I., M, N
et les secondes par a, b, ¢, ...,

2(Le +-My -+ Nz) + az-+ by?
e +afys+2gsx+2haoy 4-...=o.

1’équation d'une sphére ayant le méme plan tangent est
2(La-+-My + Ns) -+ Mz + y*+ 3*)=o,

et cette sphére aura un contact stationnaire avec la quadrique
sil’on détermine A de maniére a satisfaire & la condition pour
que Lz + My + Nz soit tangent au cOne

(a—A)a* + (b —n)y*
4-(c—X)s-+2fys + 2952+ 2hzy —o.
Cette condition est
a—\ h 3
h b—%  f
g ya c— A
L M

son développement est

[(b—X)(e—2) =12+ [(c—2)(a— Q) — g*|M?
+[(@a—2)(b—2) — N2+ a[gh —(a— X\) f]MN
+2[hf—(b— ) g]NL+-2[ fg — (¢ — X)) ]LM =o;

autrement dit, A est donné par 'équation quadratique

(L2 M2 +4- N 22— [(0 +¢) L2 + (¢ + a) M? +(a -+ b) N?
—2fMN —2oNL—2/ALM]X
4+ (bc — f2)L2 4 (ca — g*)M? + (ab — h2)N?
+2(gh —af)MN + 2(Af — bg)NL + 2( fg — ch) LM ==o.

Mais si r est le rayon de la sphére

A2+ )?+4-3%) +2(Le +~My 4+ Ns)=o,
S. — Géom. a trois dim. 11.
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L2 M2 N2
W

- Nous trouverons donc les

VL2 - M2 N2

!

nous avons 7-—

rayons principaux en remplacant A par dans

I’équation quadratique précédente.
Le terme absolu de I’équation en A peut se simplifier en
remplacant L, M, N par leurs valeurs déduites des équations

(n—1)L—ax+Ly-+gs5-+lw-+..

le terme absolu se réduit alors a — (n“—”ul):, IT étant le Hes-
sien que nous avons écrit tout au long n® 285. Nous aurions
pu voir @ priori que pour un point quelconque du Hessien
le terme absolu doit s’annuler. En effet, les directions des
sections principales bissectent les angles compris entre les
tangentes inflexionnelles; quand ces derniéres coincident,
une des sections principales coincide avec leur direction com-
mune, et le rayon de courbure de cette section est infini,
puisque trois points conséculifs sont en ligne droite. Done
une des valeurs de A (qui est 'inverse de r) doit étre nulle. En
égalant a zéro le coefficient de ) dans I'équation quadratique
précédente, nous obtenons I'équation d’une surface de degré
(3n — 4) qui coupe la surface donnée en tous les points ou

les rayons principaux sont égaux et de signe contraire, c'est-

a-dire ou l'indicatrice est une hyperbole équilatére.
L’équation quadratique du présent numéro aurait pu aussi

se déduire du n°® 102, qui donne les axes d’une section de la

quadrique
az?+ by-+c?+2fys+-2895x +2hxy —1
faite parallélement au plan Lz +~ My + Nz =o.

296. Aumoyen des équations du dernier article, nous pou-
vons trouver le rayon de courbure d’une section normale
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quelconque rencontrant le plan tangent suivant une droite
dont les angles de direction sont donnés.

En effet, le centre de courbure est sur la normale et, si nous
décrivons une sphére ayant ce point pour centre et un rayon
égal au rayon de courbure, elle doit étre tangente a la surface,
et son équation est de la forme

2(Le+My+Ns)+2A(z+9* +32)—o0.

Le point consécutif sur cette section de la surlace que
nous considérons vérifie cette équation et par suite I'équation
i, 4+ 1> =o0, c’est-a-dire

2(Lzx+My +-Ns3)+az®+ by?
+cst4-2fys+ 2852 +2hay =o.

IEn retranchant, nous trouvons

. ax*-+bvitest+tafys+agse -+ haoy
F — '

‘L.:_i_},z_:_ =t

Comme cette équation est homogéne, nous pouvons rem-

placer z, y, s par les cosinus de direction de la droite qui

joint le point consécutif a l'origine. Comme dans le dernier

yL- -+ M? - N?
=

nUMeEro, A — - Donc
?

VLE + M2 N?
j @cos*a 4 bcos*B -+ ccos®y + 2 fcosB cosy f'
[ +2gcosycosa—+ 2/coszcosP )

! gt

Le probléme qui consiste a trouver le maximum et le
minimum du rayon de courbure revient donc i rendre la
quantité

ax®+by*+czt+a2fys+agsx+ 2 hay

un maximum ou un minimuam, en ayant égard aux relations

Lz +My+Ns=o, -y 2=
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Nous voyons encore ici que c’est exaclement le méme pro-
bléme que celui ot il s’agit de trouver les axes d’une section
centrale déterminée dans une quadrique par un plan

Lz +My + Ns.

297. De la méme maniére, le probléme qui consiste &
trouver les directions des sections principales en un point
quelconque estle méme que celui ot I'on demande de trouver
les directions des axes de;la section déterminée par le plan
Lz + My -+ Nz dans la quadrique

az”--by*+c+afys 2852 -2 hxy =1.

Mais, étant donné un diamétre d’une quadrique, on peul
mener par ce diamétre une section dont il soil un axe; l'autre
axe est évidemment I'intersection du plan perpendiculaire au
diamétre donné avec le plan qui lui est conjugué. Ainsi, si la
quadrique & centre est U=1, et sile diamétre donné passe
par 2’y &', le diamétre perpendiculaire et conjugué est I'inter-
section des plans

zz' + yy'+ 35'=o, 2'Uy -+ y' Uy + 5 U, =—o.

Si le premier diamétre est dans un plan La'4+ My + N7\ le
second décrit un cdne qui est représenté par le déterminant
oblenu, en éliminant x'y’s entre les trois équations précé-
dentes, c’est-a-dire

(M5 —Ny»)U,+(Ne —Lz) U, +(Ly — Maz) U, —o;
el ce cone doit évidemment rencontrer le plan

Lz +My -+ Nz

suivant les axes de la section déterminée par ce plan. D’aprés
cela, les directions des sections principales sont déterminées
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comme intersections du plan tangent Lz 4+ My + Nz avec
le cone

(Ms —Ny)(ax + hy + g53)
-+ (Noze—Ls)hx+by+f35)+(Ly—Mz)(gz+fy-+cs)=o
ou
(Mg —NA)x? +(NA—Lf) 2+ (Lf—Mg)s?
4+ [L(b—c)—AhM +gN]ys+[Lh-+M(c—a)—Nf]sx
4+ [—Lg+Mf+ N(a— b)]zy—o.

298. Les méthodes employées dans le n® 293 nous per-
mettent aussi de trouver facilement les conditions pour un
ombilic ('). Si le plan des zy est le plan tangent en un
ombilic, I'équation de la surface est de la forme

2

s+A(z*+))+2Das - 2Bys +Fst+...—o,

(1) On pourrait s'imaginer que nous pourrions arriver a une seule con-
dition pour un ombilic en exprimant que Péquation ( n° 295) pour la déter-
mination des rayons principaux de courbure a des racines égales. Mais
(comme au n° 83) ’équation ayant ses racines toujours réelles est une de
celles qu’on a discutées (Alg. sup., n° 44), dont le discriminant peut s’ex-
primer par une somme de carrés. Si nous annulons séparément ces carrés,
nous obtenons deux conditions qu’on trouve aisément comme dans le texte.

En Géométrie plane, pour déterminer quand az*+2hzy +by* =1 repré-
sente un cercle, on peut prendre ’équation quadratique qui donne les valeurs
maxima ou minima de 2°+ y? = p?, c’est-d-dire (ap —1) (bp —1) = h*p?,
ct former la condition pour que cette équation ait des racines égales
(a — b)* + 4 h2 = 0. Mais cette seule condition n’est pas celle qui convient
pour que la courbe soit un cercle; car un ou lautre des facteurs
a — b= 2 hi égalé séparément A zéro exprime seulement la condition pour
que la courbe passe par un des points circulaires a I'infini. Si nous avons
ces deux facteurs égaux 3 zéro en méme temps, c’est-d-dire si nous avons
a—b =o0, h =0, la courbe passe par les deux points circulaires a l'infini
et est un cercle. La théorie pour les ombilics est presque identique : les
points de la surface pour lesquels les deux rayons de courbure sont égaux
sont des points tels que pour chacun d’eux ure des tangentes inflexion-
nelles rencontre le cercle imaginaire & Pinfini. Un ombilic est un point tel
que les deux tangentes infiexionnelles rencontrent le cercle a Pinfini. Les
points mentionnés en premier lieu forment sur la surface un lieu imaginaire
qui a les ombilics pour points doubles.
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el si nous en retranchons 1’équation d’une sphére tangente
quelconque

a

s+ A(x? + 9+ zt)—o,

il est évidemment possible de choisir X de telle sorte (par
exemple, en le prenant = A) que tous les termes restants
soient divisibles par z. Nous voyons ainsi que si

Uy—+ Ug . ..

représente la surface, el u, 4+ 2¢, une sphére tangente quel-
conque, il est possible, quand 'origine est un ombilic, de
choisir A de maniére que w, — Ay, puisse renfermer «, comme
facteur. Nous trouvons alors, par une transformation de
coordonnées, comme dans le n° 295, qu’un point 2’ y’' 7’ sera
un ombilic si I'on peut déterminer X de maniére que

(a—N)x*+(b—0) )+ (c— N 52+ 2 fys+2 gsx + 2 hay
admette Lz + My + N5 comme facteur. S’il en est ainsi,

I'autre facteur doit étre

a—i b— c-—h _
L .Z‘—l——z\',} L}'+<~N—— S
Multiplions el comparons les coefficients de yz, zz, z),
nous obtenons les conditions
N
b—2) - o ln
( ) l\l \

En éliminant )\ entre ces équations, nous trouvons pour

un ombilic les deux conditions
ON2 - cM?2—o2f/MN  ¢L?+ aN*—2gLN
N= - M2 . L2 N2
aM? bLF— 2 LM
ey M? 4 L2 :
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Comme il y a seulement deux conditions & satisfaire, une
surface du degré n a en général un nombre déterminé d’om-
bilics; car les deux équations, dont chacune représente une
surface, combinées avec la surface donnée, déterminent un
certain nombre de points. Il peut cependant arriver que les
surfaces, représentées par les deux conditions, se coupent
suivant une courbe qui soit (en totalité ou en partie) sur la
surface donnée. Dans un pareil cas, il y aura sur la surface
donnée une ligne dont chaque point sera un ombilic. Une
pareille ligne est appelée ligne de courbure sphérique.

299. Avant d’appliquer les conditions du numéro précé-
dent, la forme sous laquelle nous les avons écrites exige qu’on
ait égard aux considérations qui suivent. Elles semblent
ON2 4 cM? — 2 fFMN

N+ M?

I'on pourrait conclure que la surface L = o doit toujours
passer par les ombilics de la surface donnée. 1l est aisé de
voir géométriquement qu'il n’en est pas ainsi; en effet, L
(ou U,) est la polaire du point (y, z, ) par rapport a la
surface; de sorte que, si L passait nécessairement par les
ombilics, il s’ensuivrait, par transformation de coordon-
nées, que la premiére polaire de towt point passe par les
ombilics. En se reportant au numéro précédent, on verra
que la recherche suppose tacilement qu’aucune des quan-
tités L, M, N ne devient égale a zéro; en eflet, si quelques-
unes d’entre elles s’annulaient, quelques-unes des équations
dont nous nous sommes servi contiendraient des termes
infinis. Si donc nous supposons L = o, il nous faut chercher
directement la condition pour que My -+ Nz puisse étre
facteur dans

satisfaites si I'on pose L—=o0, ¢« = ; d'ou

{(a— N2+ (b— Ny +(c— W)z + 2fys + 2852 +2hxy.

Nous devons évidemment avoir A = @, et |'on voit alors aisé-
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ment que nous devons avoir, comme ci-dessus,

__ ON? - cM? — 2 fFMN
= NT M2 2

en oulre, comme les termes 2 252 -+ 2 hzy doivent éire divi-
sibles par My + N3, il faut que Mg = N/.. En combinant
alors avec les deux équations trouvées ici L == o et I'équation
de la surface, nous avons quatre conditions qui, exceplé dans
des cas particuliers, ne peuvent étre vérifiées par les coor-
données d’aucun point.

Si nous faisons disparaitre les fractions des conditions
données dans le dernier numéro, nous trouvons qu’elles
contiennent chacune L, M ou N comme facteur. Et ce que
nous avons démontré dans ce numéro, c’est que ces facteurs
peuvenl étre supprimés comme ne dépendant pas de la ques-
tion des ombilics.

On peut aussi montrer, en introduisant des coordonnées
homogénes, comme au n°® 295, que les numérateurs des frac-
tions ci-dessus, multipliés par (» — v)2¢ sont respectivement

n(n—1)(be — YU — (Dx? + Aw? — 2 Law),
n(n—i)(ca —g*)U—(Dy? - Bw?— 2Myw),
n(n—i)(ab—"n)U — (Dz? +4- Cw? — 2Nazw).

A, B, C, L, M, N sont les fonctions de a, b, ¢, ..., définies
au n° G7. Nos équations sont donc vérifiées pour U =o,
par w =0, D = 0; mais ce sont les points d’inflexion de I'in-
tersection de U avec le plan de I'infini qui sont aussi étrangers
a la question des ombilics (1).

(*) De ce qu'on a dit nous pouvons conclure le nombre d’ombilics que
peut posséder en général une surface de n° degré. Nous avons vu que les
ombilics sont déterminés comme intersections de la surface donnée avec

4 \ B £ 0 e
une courbe dont les équations sont de la forme — — T Mais, si A,
i ¥ i

B, C sont du degré et A’, B/, C’ du degré m, alors AB'— BA’, AC'— CA'
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Nous allons maintenant déduire quelques autres consé-
quences de ce qu'on a démontré (n°294) : a savoir que les
deux sphéres principales ont un contact stationnaire avec la
surface.

300. Sideux surfacesont un contact stationnaire, elles
sont tangentes en deux points consécutifs.
Les équations des deux surfaces étant
s+4-ax*+ 2hxy - by-+...—o,

s4+ax+ellay -+ yr*+.. .= o,

les plans tangents en un point consécutifs sont (n° 262)

s4+2(ax' -+ hy'Yz -+ a(ha' -+ by') y — o,
s+a(dz'+MyYoe +a(la' -+ 0 y')y =o.
Pour qu’ils solent identiques, nous devons avoir

ax' + hyl=a'x'+ W'y, ha'-+- by — a4+ by,

sont chacune du degré ! + m et se coupent suivant une courbe de degré
({-+ m)*. Mais l'intersection de ces deux surfaces renferme la courbe AA’
du degré Im qui n’est pas sur la surface BC'— B'C. Donc le degré de la
courbe commune aux trois surfaces est 2 -+ lm + m*. Dans le cas actuel,
!=3n—4, m—=2n—2etle degré de la courbe semblerait étre

1gn— j6n + 28,

Mais nous avons vu que le systéme que nous discutons renferme trois
courbes telles que L, a(M? 4~ N*) — (ON? + ¢M? — 2/ MN), qui ne passent
pas par les ombilics. Si donc du nombre qu’on vient de trouver nous
retranchons 3(n# —1)(3n — 4), nous voyons que les ombilics sont déter-
minés comme l'intersection de la surface donnée avec une courbe de degré
(ron?*— 25n +16) ; nous devons en retrancher 37 (n — 2) pour les inflexions
situées sur I'intersection de la surface avec le plan de linfini et, par con-
séquent, que le nombre des ombilics en général est n(1on*— 28n 4- 22)
(Voss, Math. Annalen, IX, 1876). En particulier, si n — 2, ce nombre est
douze; en effet, il y a quatre ombilics dans chacun des plans principaux.
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En éliminant 2’ ; 3 enlre ces équalions, nous avons
(a—a')Y(b—0")=(h—NI"),

qui est la condition pour le conlacl stationnaire.

Donc la sphére dont le rayon est égal & un des rayons
principaunx esl tangente a4 la surface en deux poinls consé-
cutifs; ou bien deux normales conséculives de la surface sont
aussi normales a la sphére, el par suile se coupent en son
centre. Or nous savons que, dans les courbes planes, le centre
du cercle de courbure peut étre considéré comme l'intersec-
tion de deux normales conséculives de la courbe. Dans les
surfaces, la normale en un point quelconque ne rencontrera

pas la normale en un point consécutif pris arbitrairement.

Mais nous voyons ici que, si le point conséculif est pris dans
la direction de I'une ou I'autre des sections principales, les
deux normales conséculives se couperont el leur longueur
commune sera le rayon principal correspondant. En raison
de I'importance de ce théoréme, nous en donnons une démon-
stration direcle.

301. Trouver dans quel cas la normale en un poin!
d'une surface est rencontrée par la normale consécutive.

Prenons le plan tangent pour plan des zy et soit

s+Az-+2Baxy +Cy?+2Dws+Eys +-Fz2+...=o0

I’équation de la surface.
Nous avons vu (n° 268) que I'équation d’un plan tangent
conséculif est

s+2(Az' +By')x +2(Ba'+ Cy')y =o;
une perpendiculaire menée a ce plan par le poinl 2'y’ sera

xz—x' y—3

e 9
Az'+ By = Bz'+Cy’

— 29,

cm 1 2 3 4 5 6unesp"' 8 9 g ol 12 &3
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elle rencontrera 'axe des z (qui est la normale originale) si

! i/

@ ' v
Ax'+ By~ Ba'+ Cy'

Donc la direction d’un point consécutif dont la normale ren-
contre la normale donnée est déterminée par ’équation

Bz?+ (C—A)z'y'— By?=o.

Mais c’est la méme équation (n® 291) qui détermine les direc-
tions de courbure maxima et minima. Donc, en un point
quelconque d’une surface, il y a deux directions rectangu-
laires entre elles et telles que la normale en un point consé-
culif pris sur 'une ou sur 'autre rencontre la normale origi-
nale. Ces deux directions sont celles des deux sections
principales en ce point. En prenant, pour plus de simplicité,

les directions des sections principales comme axes de coor-
données, c’est-a-dire en faisant B —= o dans les équations
précédentes, I'équation d’une normale consécutive devient

& Y —
A Oy
males qui correspondent aux points ' = o, 5’ == o coupent

— 2z, d’ou il est facile de voir que les nor-

3 I 2
I'axe des z aux distances 5 — — — .- 5— — —— respective-
F- 2.C 2 A p

ment. Donc les segments déterminés sur une normale par les
deux normales consécutives qui la rencontrent sont égaux
aux rayons principaux (*).

(') M. Bertrand, dans sa théorie de la courbure des surfaces, calcule
Pangle formé par la normale consécutive avec le plan qui contient la nor-
male originale et le point consécutif z'y’. En supposant encore les directions
des sections principales prises pour axes de coordonnées, lescosinus de direc-
tion de la normale consécutive sont proportionnels 4 2 Az, 2 Cy/, tandis que
ceux d’une tangente perpendiculaire au rayon vecteur sont — »’, z', o. Donc
le cosinus de Pangle compris entre ces deux droites, ou le sinus de 'angle
que la normale consécutive fait avec la section normale est proportionnel a
(G—A)z'y'; ou bien, si « est 'angle que la direction du point consécutif
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Nous pouvons aussi arriver aux mémes conclusions en
cherchant le lieu des points d'une surface dont les normales
rencontrent une normale fixe que nous prenons pour axe
des z. Faisant # = 0, ) = o dans I'équation d’une autre nor-

male quelconque, nous voyons que le point ou elle rencontre

la surface doit satisfaire a la condition — —= 2. La courbe

U," U,
suivant laquelle cette surface rencontre la surface donnée a
I'extrémité de la normale donnée comme point double, et les
deux tangentes en ce point sont les tangentes principales de
la surface en ce point (voir £z. 9, n® 121).

Le cas particulier ot la normale fixe passe par un ombilic
mérite Pattention. L’équation de la surface étant de la forme
s+ A(x?+y?)+4...= o, les termes de moindre degré dans
I’équation zU, =y U, quand nous faisons z=—o0 sont du
troisi¢éme degré, et’ombilic est un point triple sur la courbe
lieu. Ainsi, tandis que toute normale immédiatement consé-
cutive a la normale de 'ombilic rencontre cette derniére, il
y a trois directions pour lesquelles la normale suivante ren-
contre aussila normale a I'ombilic (*).

fait avec un des plans principaux, le cosinus ci-dessus est proportionnel &
(C— A)sin2a. L’angle « s’annule pour @ = 0, = = go°, et la normale con-
sécutive est dans le plan de la normale originale.

(*) Sir W.-R. Hamilton a montré (Elements of Quaternions, n° 411)
comment ceci se vérifie dans le cas d’une quadrique. Il a démontré que les
deux génératrices imaginaires {voir n° 139) menées par un ombilic sont des
lignes de courbure, la troisiéme ligne de courbure passant par I'ombilic
étant la section principale dans laquelle elle se trouve. En effet, pour un
point d’une section principale, le cone (Fz. 9, n° 121) se décompose en deux
plans. Donc la normale en un pareil point rencontre seulement les normales
aux points de la section principale, et aux points d’'une autre section plane.
Pour l'ombilic, ce dernier plan est tangent et la section se réduit a un
couple de génératrices imaginaires. Les normales le long de 'une ou l'autre
de ces génératrices sont dans le méme plan imaginaire. En tout point de
I'une ou I'autre génératrice, distinct de ’ombilic, les deux directions de
courbure coincident avec la ligne qui est perpendiculaire a elle-méme
(Sect. con., n° 382). C’est 1a toutefois une particularité pour ce qui regarde
la théorie des ombilics d’'une quadrique.
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302. Une ligne de courbure (') d’une surface est une
ligne tracée sur celte surface et telle que les normales en deux
points consécutifs quelconques se rencontrent. Ainsi, partant
d’un point quelconque M d’une surface, nous pouvons aller
en 'un ou l'autre des points consécutifs N, N’ dont les nor-
males se coupent sur la normale en M, comme nous 'avons
démontré. A son tour, la normale en N est coupée par les
normales consécutives, aux deux points P, P’, 'élément NP
étant la continuation de MN, tandis que ’élément NP’ lui est
approximativement perpendiculaire. De la méme maniére,
nous pourrions passer du point P & un autre point consécutif
Q et nous aurions ainsi une ligne de courbure MNPQ. Mais
nous aurions évidemment pu suivre la méme marche en par-
tant saivant la direction MN'. Donc par tout point M d’une
surface, on peut mener deux lignes de courbure; elles se cou-
pent a I'angle droit et sont tangentes aux deux tangentes
principales en M. Ordinairement une ligne de courbure ne
sera pas plane; dans le cas particulier ou elle serait plane, elle
ne coincide pas nécessairemepl avec une section principale
en M, quoiqu’elle doive lui étre tangente. Carla section prin-
cipale doit étre normale & la surface, et la ligne de courbure
peut étre oblique.

Un bon exemple des lignes de courbure nous est fourni par
le cas des surfaces engendrées par révolution d’une courbe

plane quelconque autour d’un axe situé dans son plan. En an

point P d’une telle surface une ligne de courbure est la sec-
tion plane passant par P et par I'axe, ou, en d’autres termes,
la courbe génératrice qui passe par le point P. Car toutes les
normales 4 cette courbe sont aussi des normales & la surface,
et. comme elles sont dans un méme plan, elles se coupent. Le
rayon principal correspondant en P est évidemment le rayon

(") Toute la théorie des lignes de courbure, ombilics, etc., est due & Monge.
Voir 'Appendice a Uapplication de I’Algébre a la Géometrie, p. 124, édi-
tion de Liouville.

2 3 4 5 6 unesp*8 9 10 11
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de courbure dela section plane au méme point. L'autre ligne
de courbure en P est le cercle qui est la section déterminée
par un plan mené par P perpendiculairement a 'axe de la
surface, Car les normales en tous les points de cette section
se coupent évidemment au méme point de ’axe de la surface
et par conséquent se coupent entre elles. Le segment déter-
miné sur la normale par P et I'axe est évidemment le second
rayon principal de la section.

La courbe génératrice qui passe par P est une section prin-
cipale de la surface, puisqu’elle contient la normale et est tan-
gente 4 une ligne de courbure; mais la section perpendicu-
laire a’axe n’est pas, en général, une section principale, parce
qu’elle ne contient pas la normale en P. La seconde section
principale en ce point serait la section plane menée par la
normale en P et la tangente au cercle décrit par P. L'exemple
choisi donne une application et une vérification du théoréme
Meunier, car le rayon du cercle décrit par P (qui est, comme
nous I’avons vu, une section oblique de la surface) est la pro-
jection sur ce plan du segment de la normale compris entre
P etl’axe, el nous venons de démontrer que ce segment est le
rayon de courbure de la section normale correspondante.

303. On a démontré (n°297) que les cosinus de direction

de la tangente a une section principale vérifient la relation
(M cosy — NcosB)(acose + & cosf + 2 cosy)
+ (Ncosa — L cosy) (L cosa + bcosB + f cosy)
-+ (L cosf — Mcosa) (g cosa —+ fcosf 4- ¢ cosy) =o.

Mais la tangente & une seclion principale est aussi la tan-
gente & la ligne de courbure; si ds est ’élément de I'arc d’une
courbe quelconque, les projections de cet élément sur les axes

étant dz, dy, dsz, il est évident que les cosinus des angles

. dx dy ds
que ds fait avec les axes sont a2 —Z, v
ds ds’ ds
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L'équation différentielle des lignes de courbure s’obtient
donc en remplacant cosz, cos3, cosy par dx, dy, dz dans la
formule qui précéde.

Cette équation peut aussi se trouver directement comme
il suit. Soient «, p, v les coordonnées d'un point commun a
deux normales consécutives. Si z)5 est le point ou la pre-
miére normale rencontre la surface, nous avons alors pour
équation de la normale e e L S

L. M N

représentant par § la commune valeur de ces fractions, nous

~ ou bien, en

avons

«=a + L0, 8 =y + Mo, y =5 -+ Nb,
Mais si la seconde normale rencontre la surface en un point
x +dz,y +dy, 5+ ds, en écrivant que afy satisfait aux
équations de la seconde normale, nous obtenons les mémes

résultats que si nous différentions les équations précédentes
en considérant «f3y comme constantes; ce qui donne

dx + Ldb —0dL — o, dy + Mdb + 0dM =o,

ds +~ Ndb -+~ 6dN = o.

En éliminant 6, df de ces équations nous avons le méme
déterminant que dans le n° 291, a savoir

| dv dy ds
TSV SN == Hl o),
dL dM dN
¢videmment

dL=adzr -+ hdy + g ds, M = ldx 4+ bdy + fds,

dN =g dx + fdy + cdx.

cm 1 2 3 4 5 6 unesp™ 8 9 L i 1E s
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Exercice.

Trouver l’équation différentielle des lignes de courbure de
Uellipsoide

a

= L 5 AL -
}—b‘l c?

R L
2

nous avons

T s
L:azv I“:F’

dr dr
dL = _6;2, dM = —b—,z')

in substituant ces valeurs dans I’équation précédente, elle devient,
quand on la développe

(b-— )z dy ds - (¢t — a?)y dsdr +(a*— b)Yz dx dy =o.

Comme nous savons que les lignes de courbure sont les intersec-
tions de l'ellipsoide avec un systéme de quadriques concentriques
(n° 196), il serait facile de prendre pour intégrale de cette équation
Az2+ By-+ CGs2=o0 et de déterminer les constantes par une sub-
stitution effective. Mais si nous ne présumons rien de la forme de
I'intégrale, nous pouvons éliminer z et dz au moyen de I'équation de
la surface, et obtenir ainsi une équation différentielle & deux variables
qui est I'équation de la projection des lignes de courbure sur le plan

des ). Dans le cas actuel, si nous multiplions par t; et si nous rédui-

sons au moyen de I'équation de I’ellipsoide et de ses différentielles,
nous avons

1 dy
+57)

T
e

[(62— )z dy + (2 — a?)y dr] (f
\

— = ;rl- ) da dy,
2 2

ou, en posant

a?(b? —¢?) \ a?(a?— b2)
bat—c?) A —

= Dy

nous avons

fdy\2 ’ dy —
A ‘TJ ({.I';.:: } S = A"} i B‘) ;’f;( _“ JJ PR

3 4 5 6 unesp*8 9 10 11 12
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dont I'intégrale (voir BooLg, Equations différentielles, Ex. 3, p. 135)
est

z2 L)Y I

B BC AC+1
C étant une constante arbitraire; autrement dit, les lignes de cour-
bure sont projetées sur le plan principal suivant une série de coniques
dont les axes a’, &' sont liés par la relation

a(ar—c?) | bbr—c?)
at(a®— 62) = B2(b*—a?)

Il n’est pas difficile de voir que ceci coincide avec 'apercu qu’on
a donné des lignes de courbure dans le n° 196.

304. Le théoréme que des quadriques homofocales se cou-
pent suivant des lignes de courbure n’est qu’un cas particu-
lier d’un théoréme di 4 Dupin et que nous énoncerons comme
il suit : SV trois surfaces se coupent orthogonalement et si
les surfaces prises deux a deux se coupent aussi orthogo-
nalement en leur point immédiatement consécutif, les
directions des intersections sont les directions des lignes
de courbure sur chaque surface.

Prenons le point commun aux trois surfaces comme ori-
gine et leurs trois plans tangents rectangulaires comme coor-
données; les équations de ces surfaces sont de la forme

x+ ay? +—2byz +c¢3 +o2dix +...=o,
y+das +2bzx 42+ 2d 2y +...=o,
s+a'x*+2bwy +c'yt ... +...=o0.

En un point consécutif commun a la premiére etala seconde

surface, nous devons avoir z =0, ¥ — 0, 5 = 3/, 2’ étant trés
petit. Les plans tangents consécutifs sont

(1+2ds'Yr+ 205"y +2c¢5'
203+ (1+2d's)y+2a'5'2=

Si nous formons la condition pour que ces droites soient

S. — Géom. a trois dim. 1I. 4
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perpendiculaires en ayant seulement égard aux termes oa 5
figure au premier degré, nous avons b+ b'=o.

De méme, en prenant les autres surfaces deux a deux, nous
trouvons que pour qu’elles soient orthogonales en un point
consécutif, il faut que &’ 4 "= o0, 0" + b = o. Ces trois équa-
tions ne peuvent étre vérifiées que si b, &', &’ sonl chacun
séparément égaux i zéro. Dans ce cas, la forme des équations
montre (n° 301) que les axes sont les directions des lignes
de courbure de chacune d’elles. De la résulte le théoréme
sous la forme que lui a donnée Dupin (') : §’il existe trois
systémes de surfaces tels que chaque surface d’un des
systémes soit coupée orthogonalement par toutes les sur-
Jaces des deux autres systémes, l'intersection de deux sur-
Jaces appartenant & des systémes différents est une ligne
de courbure sur chacune d’elles. En effet, en chaque point
de cette intersection on peut mener une troisiéme surface qul
coupe les deux autres & angle droit.

305. Par définition, uneligne de courbure est telle que les
normales 4 la surface en deux points consécutifs de cette

courbe se coupent l'une l'autre. Si donc nous considérons
la surface engendrée par toutes les normales le long d'une
ligne de courbure, ce sera une surface développable (voir
note, n® 113), puisque deux génératrices consécutives se
rencontrent. La développable engendrée par les normales le

(') Developpements de Géometrie, p. 330;1813. La démonstration donnée
ici est due & M. W. Thomson (Cambridge and Dublin Math. Journal,
t. IV, p. 62). Un théoréme intimement lié 4 celui-ci est le suivant : Si deux
surfaces se coupent orthogonalement et si leur intersection est une ligne
de courbure sur l’une, elle est aussi une ligne de courbure sur Uautre.

On peut le démontrer comme dans le texte en prenant Vorigine en un
point de I'intersection des deux surfaces, si elles se coupent 4 angle droit,
on a alors b + &' =o. Si donc & =o, on a aussi &' =0, ce qui démontre le
théoréme. Celui-ci est encore vrai, si les surfaces se coupent suivant un
angle consianl.
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long d'une ligne de courbure coupe évidemment la surface 4
angle droit.

Le lieu des points ou deux génératrices consécutives d’une
développable se rencontrent est une courbe dont les pro-
priétés seront plus longuement développées dans le Chapitre
suivant, et qui est appelée 'aréte de rebroussement de cette
développable. Chaque génératrice est une tangente i cette
courbe, car elle joint deux points consécutifs de la courbe;
ce sont ceux ou la génératrice en question est rencontrée par
la génératrice précédente et par la suivante (voir n° 123).

Considérons maintenant la normale en un point quel-
conque M d’une surface. Par ce point on peut mener deux
lignes de,courbure MNPQ ..., MN'P'Q) .. .; supposons que
les normales aux points M, N, P, Q, ..., se coupent en
C, D, E, ... et que celles en M, N', P/, Q' se coupent en
C,D, E, ...;il est évident alors que la courbe CDE ...
est I'aréte de rebroussement de la développable engendrée
par les normales le long de la premiére ligne de courbure,
tandis que C'D'E’ est 'aréte de rebroussement de la dévelop-
pable engendrée par les normales le long de la seconde. La
normale en M, comme on I'a expliqué, est tangente a ces
courbes aux points C, ¢/ qui sont les deux centres de cour-
bure correspondants au point M.

Le théoréme qu'on vient de démontrer peut s’énoncer de
la maniére suivante : P’aréte de rebroussement de la déve-
loppable engendrée par les normales le long d’une ligne de
courbure est le lieu de I'un des systémes de centres de cour-
bure correspondant a tous les points de cette ligne.

306. L’ensemble des centres de courbure G, C’ correspon-
dant 4 tous les points d’une surface est une surface a deux
nappes appelée la surface des centres (voir n° 198). La
courbe CDE se trouve sur une nappe, tandis que C/D'E’ est
sur I'autre. Toute normale 4 la surface donnée est tangente
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aux deux nappes de la surface des centres. En effet, on a
démontré que lanormale en M est tangente aux deux courbes
CDE, C'D'E/, et toute tangente a une courbe tracée sur une
surface est aussl tangente a la surface.

Si maintenant d’un point, non situé sur la surface, nous
menons deux tangentes consécutives a la surface, le plan de
ces droites est manifestement un plan tangent a la surface;
car il est tangent au cobne mené de ce point et tangent a la
surface. Mais si deux tangentes consécutives se coupent sur
la surface, on ne peut pas en conclure que leur plan soit tan-
gent a la surface, car, si nous coupons la surface par un plan
quelconque, deux tangentes consécutives a la courbe de sec-

tion (qui évidemment sont aussi tangentes a la surface)se

rencontrent sur la courbe, et cependant le plan de ces droites
est supposé n’étre pas tangent a la surface.

Considérons maintenant les deux normales consécutives:
aux points M, N : elles sont toutes deux tangentes aux deux
nappes de la surface des centres, et comme le point C ou
elles se coupent est- sur la premiére surface, mais pas néces-
sairement sur la seconde, le plan des deux normales est le
plan tangent a la seconde nappe de la surface des centres.

Le plan des normales aux points M, N’ est le plan tangent
a l'autre nappe de la surface des cenires; mais, comme les
deux lignes de courbure qui passent par M sont rectangu-
laires entre elles, il s’ensuit que ces deux plans sont perpen-
diculaires I'un a I'autre. Donc les plans tangents & la sur-
Jace des centres aux deuzx points C, C' ot une normale
quelcongue lawencontre se coupent ¢ angle droit.

307. Il est manifeste que, pour tout ombilic d’une surface
donnée, les deux nappes de la surface des centres ontL un
point commun; ou, en d’autres termes, la surface des centres
a un point double, et si la surface originale a une ligne de
courbure sphérique, la surface des centres aura une ligne
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double. Les deux nappes se couperont partout & angle droit
le long de cette ligne double.

Ce n’est cependant pas le seul cas ou la surface des centres
a une ligne double. Un point double sur cette surface se pro-
duit non seulement quand les deux centres qui appartiennent

a la méme normale coincident, mais aussi quand deux nor-
males différentes se rencontrent, et le point d’intersection est
un centre de courbure pour chacune d’elles. On a démontré
(n° 298) qu’une surface du degré n posséde ordinairement
unnombredéterminé d’ombilicset par conséquent, en général,
pas de ligne de courbure sphérique. Donc une ligne double
dela premiére espéce ne fait pas partie des singularités ordi-
naires de la surface des centres. Mais la surface aura en
général une ligne double de la seconde espéce. Par un point
quelconque, on peut mener plusieurs normales & une sur-
face : tout point de la surface des centres est un centre de
courbure pour une de ces normales; chaque point d’un cer-
tain lieu situé surla surface sera un centre de courbure pour
deux normales et il y aura méme un nombre déterminé de
points dont chacun sera centre de courbure de trois nor-
males ().

308. II convient de définir ici ce qu’est une ligne géodé-

(1) Monge et les géométres suivants avaient regardé comme impossible
Pexistence des lignes doubles de seconde espéce; elle fut assez singuliére-
ment constatée par M. Kummer, & I’examen d’un modéle de la surface des
centres d’un ellipsoide, qu’il avait fait exécuter (voir les Comptes rendus
de I’Académie de Berlin, 1862). Au lieu de trouver, comme il s’y attendait,
deux nappes se coupant seulement aux points correspondant aux ombilics,
il vit qu’elles se coupaient suivant une courbe et qu’elles n’étaient pas rec-
tangulaires le long de cette courbe. Quand D’existence de la ligne double
fut connue en fait, sa théorie mathématique était évidente. Par des consi-
dérations purement mathématiques, Clebsch était arrivé a la méme conclu-
sion dans un remarquable Mémoire sur les normales & un ellipsoide, Mémoire
de méme date que celui de M. Kummer, quoique publié plus tard. Une dis-
cussion de la surface des centres d’un ellipsoide, fondée surles principes posés
par Clebsch dans son Mémoire, sera donnée plus loin dans le Chapitre XIV.
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sique d'une surface et d’établir la propriété fondamentale
d’une de ces lignes, & savoir que son plan osculateur (voir
n° 123) en un point quelconque est normal & la surface.
Une ligne géodésique est la forme que prend un fil tendu,
situé sur une surface et joignant deux points quelconques de
cette surface. 11 est évident que la ligne géodésique est ordi-
nairement la plus courte ligne de la surface qui puisse unir
deux points, puisque, en tirant les extrémités du fil, nous pou-
vons raccourcir la ligne autant que le permet l'interposition
de la surface. Mais la résultante des tensions le long de deux
éléments consécutifs de la courbe formée par le fil est dans
le plan de ces éléments, et, comme elle doit étre équilibrée par
la résistance de la surface, elle est normale a cette surface.
Donc le plan de deux éléments conséculifs de la ligne géo-
désique contient la normale a la surface (').

Cette méme propriété peut aussi se démontrer géométri-
quement. En premier lieu, si deux points A, C situés dans
des plans différents sont joints chacun 4 un point B situé sur
I'intersection des deux plans, la somme de AB et BC sera
moindre que la somme des deux autres lignes analogues AB'
et B'C si AB et BC font des angles égaux avec TT’, I'intersec-

tion des plans. Car si I'on fait tourner 'un des plans autour
de TT', jusqu’a ce qu’il coincide avec l'autre, AB et BC
deviennent une méme droite, puisque 'angle TBA est sup-

(1) Dans cette démonstration, j’ai suivi Monge. Les principes mécaniques
qu’elle renferme sont si élémentaires qu’il semble pédantesque de faire des
objections a leur igtroduction. Pour ceux qui préféreraient une démonstra-
tion purement géométirique, j’en ai ajouté une ou deux dans le texte. Pour
les lecteurs familiers avec la théorie des maxima et minima, il est & peine
nécessaire d’ajouter qu’une ligne géodésique n’est pas nécessairement la
ligne la plus courte d’'une maniére absolue qui puisse joindre les deux
points de la surface. Ainsi, si nous considérons deux points d’'une sphére
joints par un grand cercle, la portion restante de ce grand cercle, qui
excéde 180°, est une ligne géodésique, quoiqu’elle ne soit pas la ligne la plus
courte qui relie ces points. La ligne géodésique sera toutefois toujours la
plus courte ligne si les points considérés sont pris suffisamment rapprochés.

3 4 5 6 unesp 8 9 T Ll iE)
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posé égal a T'BC, et la ligne droite est la plus courte qui
puisse joindre les points A et C.

Il en résulte donc que, si AB, BC sont des éléments consé-
cutifs d’une courbe tracée sur la surface, cette courbe sera la
plus courte ligne joignant A et G, st AB et BC font des angles
égaux avec BT, 'intersection des plans tangents en A et C.

Nous voyons ainst que ABC (ou son prolongement) et BG
sont les arétes consécutives d’un céne droit qui a BT pour
axe. Mais le plan contenant deux arétes consécutives est un
plan tangent au céne; et comme tout plan tangent & un céne
droit est perpendiculaire au plan contenant I’axe et la ligne
de contact, il s’ensuit que le plan ABC (le plan osculateur de
la ligne géodésique) est perpendiculaire au plan AB, BT qui
est le plan tangent en A. Le théoréme de cet article est donc
établi.

M. Bertrand a remarqué (Liouville, t. XIII, p. 73, cité par
M. Cayley, Quarterly Journal, 1, p. 186) que cette propriété
fondamentale des lignes géodésiques découle naturellement
du théoréme de Meunier (n° 293). En effet, il est évident que
pour un arc infiniment petit, dont la corde est donnée, I'excés
de longueur de 'arc sur la corde est d’autant plus petit que
le rayon de courbure est plus grand. Donc I'arc le plus court
qui joigne deux points indéfiniment voisins A, B d'une surface
est celui qui a le plus grand rayon de courbure, et nousavons

vu que c’est 'arc de la section normale.

309. Revenons maintenant a la surface des centres; je dis
que la courbe CDE (n° 306), lieu des points d’intersection
des normales consécutives le long d’une ligne de courbure,
est une ligne géodésique de la nappe de la surface des centres
sur laquelle elle se trouve. En effet, nous avons vu (n° 306)
que le plan de deux normales consécutives de la surface
(c’est-a-dire le plan de deux tangentes consécutives de la
courbe) est le plan tangent a la seconde nappe de la surface
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des centres, et est perpendiculaire au plan tangent en C &
) perp p 8
cette nappe de la surface des centres sur laquelle se trouve C.
Donc, comme le plan osculateur de la courbe CDE est tou-
) p
jours normal a la surface des centres, la courbe est une ligne
géodésique sur cette surface.

310. Nous avons donné les équations qui se rapportent aux
lignes de courbure en supposant que I’équation de la surface
a été mise, comme & I'ordinaire, sous la forme ¢(zyz) = o.

Comme il convient toutefois que le lecteur puisse trouver ici
les formules qui ont été communément employées, nous ter-
minerons ce Chapitre en faisant connaitre les principales
équations sous la forme donnée par Monge et les écrivains
qui sont venus aprés lui, c’est-a-dire quand I'équation de la
surface est de la forme 5 =¢(x, ). Nous employons la
notation ordinaire

s = pdx <+ qdy, dp = rdx + sdy, dqg —=sdx + tdy.

Nous pourrions déduire les résultats sous cette forme de ceux
P

que nous avons déja trouvés; en effet, puisque nous avons
U=o(z,y)— 5, nous en déduisons

dU du du _

el e e ey
dpeet dy $ ds

2

avec des expressions correspondantes pour leurs dérivées

secondes. Cependant nous reprendrons les recherches sous

cette forme, comme elles sont usuellement données.
L’équation d’un plan tangent est

s—d=plz—2z)+q(y —y")

et les équations de la normale sont

(z—2)+p(s—35)=o0, (y—y)+q(s—35)=o0;
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si donc afy est un point situé sur la normale et 2y le point
ot elle rencontre la surface, nous avons

(r—2)+ply—z)=o0, (B—y)+q(y—3z)=0;

si a3y vérifie aussi les équations d’une seconde normale, les
diftérentielles de ces équations doivent s’annuler, autrement
dit

dz - pds = (y— z)dp; dy +qds =(v— 5)dq;
par suite, en éliminant () — ), nous avons l'équation de

condition

(dx + pdsz)dg = (dy -+ qds)dp.

En remplacant dz, dp, dg par leurs valeurs déja données et
ordonnant, il vient

d d oo
d:;:yz [(1+a%)s—pgt] -+ —‘é [(+ g%yr — (1t} é]
—[(+p)s—pgri=o

Cette équation détermine les projections sur le plan des 2y
des deux directions suivant lesquelles on peut mener les nor-
males consécutives de maniére qu’elles coupent la normale
donnée.

311. Au moyen des équations du numéro précédent, nous
pouvons aussi trouver les longueurs des rayons principaux.
Les équations

dx +pds=(y— 3)dp, dy +qds = (y—=s)dq,
transformées comme ci-dessous, deviennent

[t +p" — (y— 2)r]dz +[pg — (y — 5)s]dy =o,
[1+¢*—(y—3)t]ldy +[pg—(y —3s)s]dz=o.
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En éliminant ——, nous avons
dy
(1 —3)(rt —s)
— =3+ g)r—2pgs+ (1 +p?) ]+ (+ p*+ g*)=o.

Mais y — 3 est la projection du rayon de courbure sur I'axe
des z; le cosinus de I'angle que fait la normale avec cet axe
A 1
etant ————— nous avons
S s
ey

R=(y—5z)V1+p*+q°.
O " . 5
Eliminant alors y— 3 au moyen de la derniére équation,

R est donné par ’équation

R(rt—s")—R[(1+q-)r—2pgs
+(+pYelya+ptt+g (1 +p g ) =0
312. Des théorémes précédents nous pouvons déduire
celui de Joachimsthal (Crelle, t. XXX, p. 347); si une ligne
de courbure est plane, son plan fait un angle constant avec

le plan tangent a la surface en un quelconque des points on
il le rencontre. Soit z = o le plan, 'équation du n° 310

(dz + pds)dqg = (dy + dz)dp
devient dzdq = dydp. Mais nous avons aussi
pdx + qdy =o;

par suite, pdp -+ gdg = o; p-—+ ¢* = const. Mais p*—+-¢*
est le carré de la tangente de I'angle que le plan tangent fait

1

avec le plan zy, puisque cosy= ——= - Autrement

VP 4§+ 1
(Liouville, v. XI, p. 87), solent MM/, M'M" deux éléments
consécutifs et égaux d’'une ligne de courbure; les deux nor-

males consécutives sont deux perpendiculaires & ces lignes,
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passant par leurs points milieux I, I’; et G, le point de ren-
contre des normales, est équidistant des lignes MM', M'M".
Mais si de C nous abaissons une perpendiculaire GO sur le
plan MM'M”, O sera aussi équidistant des mémes éléments et
par conséquent l'angle CIO = CI'O. Il est donc démontré
que l'inclinaison de la normale sur le plan de la ligne de
courbure ne change pas quand nous passons d’un point & un
autre point de la ligne.

Plus généralement, supposons que la ligne de courbure ne
soit pas plane; alors, comme ci-dessus, les plans tangents
passant par MM’ et par M'M” font des angles égaux avec le
plan MM'M’. Et évidemment 'angle que le second plan tan-
gent fait avec un second plan osculatear M'M"M" differe de
I'angle qu'il fait avec le premier d’un angle égal & celui com-
pris entre les deux plans osculateurs. Nous avons ainsi le
théoréme de Lancret :

Le long d’une ligne de courbure, la variation de ’angle
compris entre le plan tangent & la surface et le plan
osculateur & la courbe est égal & U'angle compris entre
les deux plans osculateurs.

Par exemple, si une ligne de courbure est géodésique,
elle doit étre plane. En effet, 'angle compris entre le plan
tangent et le plan osculateur ne varie pas, puisqu’il est tou-
jours droit. Donc le plan osculateur lui-méme ne varie pas.

313. Enfin cherchons le rayon d'une section normale

quelconque. Puisque le centre de courbure est sur la nor-

male, nous avons

B—v)+aix—sz)=o.

Ri=(z—a)+ (y— B2+ (s—1)%
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Et comme cette relation a lien pour les trois points consé-
cutifs de la section qui est osculée par le cercle que nous
considérons, nous avons

(x—x)dr +(B—y)dy +(yv—35)ds =o,
(e —x)Px + (B—y)d2y + (Y — 3)d*s=dz* + dy* + dz?,

Si nous combinons ces derniéres équations avec les précé-
dentes, il vient

Y 1+i R _ dzidy*~-da*
p i U Viapiaq pdizqdiy —dis’

mais, en différentiant I'équation dz = pdz -+ gdz, nous
avons

d*s —pd*x —qdy = rdz’+ 2sdx dy 4 tdy?,
d’ott

- dx?*+ dy*+ (pdx + g dy)?
— L e T Y P qay)
R kPl 5 rd*x+asdrdy + td*y

Donc le rayon de courbure d'une section normale dont la
projection sur le plan des x)’ est paralléle & y = mx est

= (1+p?) -+ apgm (1 4+ g2 ) m?

¥k / r—+ 28m -+ tm?

Les conditions pour un ombilic s’obtiennent en exprimant
que cette valeur est indépendante de n; elles sont

1+p_ pyg _1+4¢°

r FISE P
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CHAPITRE X]IL

COURBES ET SURFACES DEVELOPPABLES.

SECTION 1.
PROPRIETES PROJECTIVES.

314. On a démontré (n® 11) que deux équations repré-
sentent une courbe dans I'espace. Ainsi les équations U == o,
V = o représentent la courbe d’intersection des deux sur-
faces U, V.

Le degré d'une courbe dans I’espace est mesuré par le
nombre de points suivant lesquels elle est rencontrée par un
plan. Ainsi, si U, V sont des degrés m et n respectivement,
les surfaces qu’elles représentent sont rencontrées par un
plan quelconque suivant des courbes de méme degré qui se
coupent en mn points. La courbe UV est donc du degré mn.

En éliminant les variables alternativement entre les deux
équations données, nous obtenons trois équations

‘?(.}/1 5):;0, iy ‘:"):'—'0) X(a%}’)_—O,

qui sont les équations des projections de la courbe sur les
trois plans coordonnés. Une quelconque de ces équations
prise séparément représente le cylindre dont les arétes sont
paralléles a un des axes et qui passe par la courbe (n°25). La
théorie de I'élimination montre que I'équation ¢(y, 5)=o,

obtenue en éliminant z entre les équations données, est du
degré mn. Etil est aussi évident géométriquement qu’'un cone
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ou un cylindre (') qui a pour base une courbe de degré r est
du degré r. Car si nous menons un plan quelconque par le
sommet du cdne (ou parallélement aux génératrices du
cylindre), ce plan rencontre le cdne suivant r~ droites; ce sont
les droites qut joignent les 7 points ou le plan rencontre la
courbe.

315. Réciproquement, sil’on nous donne une courbe de
I'espace et si nous désirons la représenter par des équations,
nous n’avons qu’a prendre les trois courbes planes qui sont
les projections de la courbe sur trois plans coordonnés; deux
quelconques des équations ¢ (yz) = 0,¢(zzx) =0, y(zy) =0
représenteront la courbe donnée; mais, en général, elles ne
formeront pas le syst¢éme d’équations le plus simple qui
puisse représenter cette courbe. En effet, si 7 est le degré de
cette derniére, ces cylindres étant chacun du degré r, deux
quelconques d’entre eux se couperont suivant une courbe du
degré r*; c’est-a-dire, non seulement suivant la courbe que
nous considérons, mais encore suivant une courbe étrangére
du degré r-— r. et si nous désirons non seulement obtenir
un systéme d’équations vérifiées par les points de la courbe
donnée, mais aussi exclure tous les points étrangers, nous
devons conserver le systéme des trois projections; car la pro-
jection sur le troisiéme plan de la courbe étrangére suivant
laquelle les deux premiers cylindres se coupent sera différente
de la projection de la courbe donnée.

Il peut étre possible, en combinant les équations des trois
projections, d'arriver & deux équations U=o0, V=0 qui
solent satisfaites par tous les points de la courbe donnée et

qui ne le soient par aucun autre. Mais il n’est pas vrai, en
général, que toute courbe de 'espace est I'intersection com-
pléte de deux surfaces.

(*) Un cylindre est évidemment le cas limite d'un cone dont le som-
met est a Pinfini.
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Poar prendre 1'exemple le plus simple, considérons deux
quadriques ayant une droite commune, par exemple, deux
cones ayant une aréte commune. L'intersection de ces sur-
faces, qui est en général de quatriéme degré, doit se composer
de la droite commune et d’une courbe du troisiéme degré.
Comme les seuls facteurs de 3 sont 1 et 3, une courbe du
troisiéme degré ne peut pas étre I'intersection compléte de
deux surfaces 2 moins d’étre plane; mais la courbe que nous
considérons ne peut étre plane (*); car s’il en était ainsi, une
droite arbitraire située dans son plan la rencontrerait en
trois points, tandis qu'une pareille droite ne peul rencon-
trer I'une et I'autre quadrique en plus de deux points, et par
suite ne peut pas passer par trois points de leur intersection.

316. La question se pose maintenant de savoir comment
représenter en général une courbe de I’espace au moyen d’é-
quations. On peul y répondre de plusieurs maniéres.

(A) En généralisant la méthode du commencement du
dernier numéro, nous pouvons considérer une série de sur-
facesU=0, V=0, W=o0, ... (o0 U, V, W, ... sont des
fonctions rationnelles et entiéres des coordonnées) passant
toutes par la courbe donnée. Cela étant, si M, N, P, ... sont
aussi des fonctions rationnelles et entiéres des coordonnées,

MU 4+ NV +-PW +...=o0

est une surface qui passe par la courbe. Sil'une quelconque

des équations originales peut ainsi étre représentée au moyen

des autres équations, par exemple, si nous avons identique-

(*) Les courbes de ’espace qui ne sont pas planes sont communément
appelées courbes a double courbure. Dans ce qui suit, j’emploie le mot
courbe pour indiquer une courbe dans I’espace, qui n’est pas plane ordi-
nairement et j’ajoute la qualification @ double courbure quand je veux
bien indiquer que la courbe n’est pas plane.




(4 CHAPITRE XII.

ment U= NV + PW —+ ..., nous rejetons cette équation.
Si nous avons une surface T = o passant par la courbe et qui
ne soit pas représentable de la sorte (c’est-a-dire si T n’est
pas delaforme T = MU + NV 4+ PW +...), nousajoutons
I’équation T =0 au systéme original; et ainsi de suite. Si,
comme cela peut arriver, I'adjonction d’une nouvelle équation
rend une équation antérieure superflue, nous devons rejeter
celte équation antérieure. Nous arrivons ainsi & un systéme
compLeT de surfaces passant par la courbe donnée; c’est-a-dire
qu’un pareil systéme est U=0, V =0, W= o oli ces fonctions
ne sont liées par aucune équation comme U= NV 4+ PW
et ol toute autre surface passant par la courbe est exprimable
souslaforme MU -+ NV 4+ PW —+...=o0. On peut admettre
avec certitude, quoique cesoitdifficile 2 démontrer, que, pour
une courbe d’un ordre donné quelconque, le nombre des
équations qui constituent un systéme complet de ce genre est
fini. Et nous avons ainsi la représentation d’une courbe dans
I'espace au moyen d'un systéme complet de surfaces qui
passent par elle.

(B) En prenant comme sommet un point arbitraire, le cone
passant par une courbe donnée de 'ordre m est, comme nous
I’avons vu, de 'ordre m, et il est tel que chaque génératrice
ne rencontre la courbe qu'une fois. Nous pouvons donc, sur
chaque génératrice d’'un céne de 'ordre m, déterminer un

point unique tel que le lieu de ces points soit une courbe de
Pordre m. Il semblerait & premiére vue que nous puissions
ainsi déterminer la courbe comme intersection du cdne avec

une surface de I'ordre 7, ayant au sommet du céne un point
(n—1)Pe, Car alors chaque génératrice du cdne rencontre
la surface au sommet compté (2 — 1) fois et en un autre point.
Mais la courbe d’intersection n’est pas alors en général une
courbe de 'ordre 7, mais une courbe de 'ordre mn ayant
un point singulier au sommet. Pour que cette courbe puisse
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étre d’ordre m, il faut que la surface d’ordre n ayant un
point (n — 1)P'® soit particularisée; une pareille surface ren-
ferme n(n —1) droites passant par le point multiple, et si
une ou plusieurs de ces droites sont situées sur le cone, I'in-
tersection compléte du cone et de la surface comprendra
comme partie intégrante cette ou ces lignes, et il y aura une
courbe résiduelle d’un ordre moindre que mn et qui peut se
réduire a m; dans ce cas, I'intersection compléte du cone et
de la surface se composera de m(n —1) droites passant par
le sommet (ou plutot de droites comptées en tout pour ce
nombre) et d’une courbe résiduelle de 'ordre m. La repré-
sentation analytique de la courbe (en employant des coor-
données quadriplanaires) s’obtient au moyen des deux équa-
tions du céne (2, y, 5)" = o, et de la monoide

('Tv .},’ ;)” =i~ “"(‘7;; ,}’; 3)”_‘: 07

particularisées comme ci-dessus ().

(C) Les coordonnées d’un point quelconque d’une courbe
de I'espace peuvent étre données comme fonctions d’un seul
paramétre 9. En général, on ne peut pas les exprimer ainsi
sous forme de fonctions rationnelles, car ce serait la une
restriction & la généralité de la courbe de 'espace (en effet,
la courbe serait wnicursale); mais, si nous imaginons deux
paramétres 8, ¢ liés par une équation algébrique, on peut
alors prendre les coordonnées du point de la courbe de I’espace
sous forme de fonctions rationnelles de §, . Ou, ce quirevient

E o -
auméme, en remplagant b, 9 par 7> =» nous avons entre g, 1, &

(G
une équation (&, 7, ) = o et alors (en employant des coor-
données quadriplanaires pour la courbe de 'espace) z, y, z, w
sont proportionnels a des fonctions rationnelles et entiéres
«(§, 1, £)"; nous déterminons ainsi la courbe de I'espace en

(*) Voir CayLEY, Comptes rendus,t. LIV, p. 55, 396, 672; 1862.
S. — Géom. a trois dim. 11.
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exprimant les coordonnées d’'un quelconque de ses points,
d’une maniére rationnelle en fonction des coordonnées d’un
point de la courbe plane (&, 4, {)*=o.

(D) Une courbe dans I'espace seradéterminée si nous déter-
minons toutes les droites qui la rencontrent, c’est-a-dire si
nous établissons entre les six coordonnées® d'une droite la
relation qui exprime que cette droite rencontre la courbe.
Une pareille relation est représentée par une seule équation
(p» g, 'y S, t, u)*—o0 entre les coordonnées d’'une droite.
Mais il y a la une difficulté qui vient de ce que toute équa-
tion de ce genre n’exprime pas que la droite rencontre une
courbe déterminée de 'espace, mais qu’il n’y a qu’une seule
équation de forme spéciale a le faire. Ainsi la relation linéaire
générale (p, ¢, r, s, t,u)! = on’est]'équation d’aucune courbe
de ’espace. La forme particuliére

ps' =gt +ru +sp' -+ tqg" 4- ur' = o,

ou ', ¢, r'y s, U, « sont des constantes telles que

plsl+ (/,Itl_'_ ,.Iul — 0

est’équation d’une droite, celle dont les six coordonnées sont
(p',q,1,s, U, ). En effet, 'équation exprime évidemment
que la droite (p, ¢, r, s, £, u) rencontre cette droite.

317. Si une courbe est I'intersection compléte ou partielle
de deux surfaces U, V, la tangente a la courbe en un quel-
conque de ses poinls est évidemment I'intersection des plans
tangents aux decux surfaces; elle est représentée par les
¢quations

2U| + yU,+ sU, +wU), =o,
2V 4+ yV,+ sV, +-wV, —o.

Sinous employons des coordonnées rectangulaires, les cosinus
de direction de la tangente sont évidemment proportionnels
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4 MN'— M'N, NL'— N'L, LM’ — L'M, ou L, M, ... sont les
dérivées premiéres.

Un cas spécial se présente quand les deux surfaces sont
tangentes; dans ce cas, le point de contact est un point
double de leur courbe d’intersection. Tout ceci a été expliqué
plus haut (n°203). Comme cas particulier de ce qui précéde,
la projection de la tangente & une courbe est la tangente a sa
projection; et si la courbe est donnée comme intersection

des deux cylindres y =»(s), x = 4(3), les équations de la
tangente sont

W Al . , dy
e N B — D] s & -
ds

Y — 3 - wi'=— == (% — %)
i i dz > /

Ceci peut s’exprimer autrement de la maniére suivante :
considérons un élément quelconque ds de la courbe; il se
projette sur les axes de coordonnées suivant dzx, dy, ds.

de dy ds

Les cosinus de direction de cet élément sont done —, =~ , —
ds” ds’ ds

¢t les équations de la tangente sont

xz-—-2z' y—y 5—3
dx_ Ry TN
ds ds ds

Comme la somme des carrés des trois cosinus est égale i
{’unité, nous avons ds* = dz- + dy* + ds-.

Nous ajournons & une autre section la théorie des nor-
males, rayons de courbure, en un mot tout ce qui se rattache
aux considérations d’angles, et dans cette section nous con-
sidérerons seulement ce qu’on peut appeler les propriétés
projectives des courbes.

318. La théorie des courbes est dans une grande mesure
identique avec celles des développables; et pour celte raison
il estnécessaire d’entrer plus avant dans cette dernicre théorie.
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Par le fait, on a démontré (n° 123) que la réciproque d’unc
série de points formant une courbe est une série de plans
enveloppant une développable. Nous avons fait voir alors que
les points d'une courbe, regardée comme un systéme de
points 1, 2, 3, ... donnent naissance & un systéme de droites;
ce sont les droites 12, 23, 34, ... qui joignent chaque point
a celui-qui lui est immédiatement conséculif; ces droites sont
aussi les tangentes & la courbe; les points donnent aussi nais-
sance a un systéme de plans; ce sont les plans 123, 234, ...
qui contiennent chacun trois points consécutifs du systéme :
ce sont les plans osculateurs de la courbe. L’assemblage des
droites du systéme forme une surface dont I'équation peul se
trouver quand I’équation de la courbe est donnée. En effet,
les deux équations de la tangente a la courbe contiennent les
trois coordonnées x’, 3, 5°; celles-ci, étant liées par deux
équations, sont réductibles a un seul paramétre; et, en élimi-
nant ce paramétre entre les deux équations de la tangente,
nous obtenons ’équation de la surface.

Ou en d’autres termes, nous devons éliminer «/, 3/, 5" entre
les deux équations de la tangente et les deux équations de
la courbe. Nous avons dit (n® 123) que la surface engendrée
par les tangentes est une développable, puisque deux posi-
tions consécutives de la génératrice se coupent entre elles.
Le nom donné a ce genre de surface vient de la propriété
qu’elles ont de pouvoir étre développées suivant un plan sans
pli ni déchirure.

Imaginons une série de droites Aa, B, Ce,Dd, ... (que
pour le moment nous prenons & une distance finie les unes
des autres) telles que chacune coupe la droite consécutive
aux points @, b, ¢, ... et supposons qu’on ait formé une
surface avec les faces AaB, BbC, CeD, .. .; il est évident

alors qu’une pareille surface pourrait ¢tre développée sui-

vant un plan, en faisant tourner la face AaB autour de B
comme charniére jusqu’a ce que celle-ci forme la continuation
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de B4 C; puis en faisant tourner les deux premiéres, quin’en
font plus qu'une, autour de ¢C jusqu’a ce qu’elles forment la
continuation de la face suivante et ainsi de suite. A la limite,
quand les droites Aa, B, ... sont infiniment voisines, I'as-
semblage des éléments plans forme une développable qui peut
se développer suivant un plan, comme on vient de I'expliquer.

Le lecteur n’aura aucune difficulté & concevoir ceci d’apres
les exemples de développables avec lesquels il est le plus
familier : un c6ne et un cylindre.

1l n’y a pas de difficulté & plier une feuille de papier de
maniére a lui donner la forme de I'une ou de 'autre de ces
surfaces, puis a la déplier de nouveau suivant un plan; mais
on verra aisément qu'il est impossible de plier une feuille
de papier suivant la forme d’une sphére (qui n’est pas une
surface développable); ou, réciproquement que, si nous
coupons une sphére en deux, il estimpossible d’appliquer les
portions de la surface & plat sur un plan.

Mais pour mieux faire ressortir la forme d’une dévelop-
pable et en méme temps sa courbe cuspidale dont on parlera
plus loin, prenons deux feuilles de papier et découpons
dans chacune d’elles deux anneaux circulaires égaux (dont
les rayons des cercles soient de o™, 10 et 0™, 15), plagons-les
I'un sur Pautre et faisons-les tenir ensemble le long de 1'aréte
intéricure au moyen de petits fragments de mousseline ou
de papier fin collés 2 la gomme. Nous avons ainsi un anneau
double qui, tant qu’il reste intact, ne peut étre plié que
comme s'il était simple. Coupons le double anneau suivant un
rayon; en saisissant les deux extrémités, le tout peut s’ouvrir
en donnant naissance & deux nappes d’une développable, don!
le cercle intérieur, devenu courbe & double courbure, est la
courbe cuspidale ou aréte de rebroussement (').

(*),Thomson et Tait, p. 97; 1867. M. Cayley a indiqué qu’il croit la
construction due au professeur Blackburn.
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Il convient d’ajouter que, si nous menons sur chaque
nappe les tangentes au cercle intérieur, et si nous considé-
rons chaque tangente comme formée de deux moitiés sépa-
rées par le point de contact, quand le papier est courbé de
maniére & donner une surface développable comme ci-dessus,
on verra un systéme de demi-tangentes sur une nappe se
réunir & un systéme de demi-tangentes sur I’autre nappe pour
former les génératrices dela surface développable; tandis que
les deux autres systémes de demi-tangentes se réuniront pour
former sur la surface développable une série de courbes &
double courbure, tangentes chacune a une génératrice en un
point de la courbe cuspidale, 4 la maniére dont une courbe
plane touche sa tangente en un point d’inflexion.

319. Le plan AaB contenant deux génératrices consécu-
tives est évidemment, & la limite, un plan tangent a la déve-
loppable. Il est évident que nous pourrions regarder la sur-
face comme engendrée par l¢ mouvement du plan AaB
suivant une loi donnée; I'enveloppe de ce plan dans toutes
ses positions serait la développable. Si maintenant nous
considérons la développable engendrée par les tangentes
d’une courbe de I'espace, les équations de la tangente au
point x', ', 7/ sont évidemment fonctions de ces coordon-
nées; et I’équation du plan qui contient une tangente quel-
conque et celle qui lui est immédiatement consécutive (e
d’autres termes, I'équation du plan osculateur en z'y’7’) est
aussi une fonction de ces coordonnées. Mais, comme z'y' 3/
sont liés par deux relations, les équations de la courbe, nous
pouvons éliminer deux de ces quantités et arriver ainsi
a ce résultat qu'une développable est U’enveloppe d’un
plan dont Uéquation ne contient qu’un seul parametre
variable. Pour mieux faire comprendre cette proposition,
nous ferons ressortir une différence importante entre les cas
ou une courbe plane est considérée comme enveloppe d’une




COURBES ET SURFACES DEVELOPPABLES. 71

droite mobile, et ceux ot une surface en général est consi-
dérée comme I'cnveloppe d’un plan mobile.

320. L’équation de la tangente & une courbe plane est unc
fonction des coordonnées du point de contact; ces deux
coordonnées étant liées par I'équation de la courbe, nous
pouvons, ou éliminer l'une d’elles, ou bien les exprimer
toutes deux en fonction d’une troisiéme variable de maniére
a obtenir I'équation de la tangente en fonction d'un seul
paramétre variable. Le probléme inverse: obtenir 'enveloppe
d’une droite dont1’équation renferme un paramétre variable,
a été discuté (C. P., n° 86). Soit U= o I’équation d’unc
tangente cuelconque, U étant du premier degré en z et y,
et les constantes étant des fonctions d'un paramétre ¢. La
droite qui répond & la valeur du paramétre ¢ + 7 est

du b dPu R
dt v der 1.

et le point d’intersection de ces droites est donné par les

; . du h d? Sk
équations U =o, = ;—L; -dil'-’i “+...=o0. A la limite, le

point d'intersection d'une droite avec celle qui lui est immé-
diatement consécutive (ou, en d’autres termes, le point de
contact d'une droite quelconque avec son enveloppe) est

i

fourni par les équations U = o, - == 0. 51, entre ces équa-
LR 8

tions, nous éliminons . nous oblenons le lieu des points
d'intersection de chaque droite du systéme avec la droite
immédiatement consécutive, c’est-a-dire’équation de ’enve-
loppe de ces droites. II est ais¢ de démontrer que le résultat
de cette élimination représente unc courbe a laquelle « est.
tangente. Nous y arrivons en remplacant ¢ par sa valeur en

A . p . du
fonction de z et y, déduite de I’équation —7 =0
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S1 maintenant nous différentions, nous avons

du  du dt

du
dx (dx) " dt dx

dL_t [ du) du dt
dy ~ (a’y) de dr’

du . du\ , s .

(. SECRT | dyw étant les dérivées de « dans la supposition que

i ) du . s du du
Tz =0 il est évident que Frdier

sont les mémes que dans I'hypothése de ¢ constant. 11 en

résulte done que I'éliminant en question représente une

2 est constant. Et comme

courbe a laquelle # est tangente.

Si I'on nous demande de mener une tangente i cette
courbe par un point quelconque, nous n’avons qu’a porter
les coordonnées de ce point dans ’équation # = o et a déter-
miner ¢ de maniére qu'il satisfasse 4 cette équation. Ce pro-
bléme aura un nombre fini de solutions, et ce nombre sera
celui des tangentes qu’on peut mener i la courbe par un
point arbitraire, c’est-a-dire la classe de la courbe. Par
exemple, I'enveloppe de la droite

at* +—3b8 + 3ct -+ d—o,

ol a, b, ¢, d sont des fonctions linéaires des coordonnées,
est évidemment une courbe de la troisiéme classe.

321. Procédons de la méme maniére avec une surface.
L’équation du plan tangent & une surface est une fonction
des trois coordonnées; celles-ci n’étant liées que par une
seule relation (I'équation de la surface), I'équation du plan
tangent, mise sous sa torme la plus simple, contient deux
paramétres variables. Le probléme inverse consiste a trouver
I’enveloppe d’un plan dont I'équation # = o contient deux
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paramétres variables s, {. L’équation d'un autre plan quel-
conque répondant aux valeurs s -/, ¢ -+ k, sera

/, du , du\ /ANl
e = - . e

at) T e\t @

=] l'__ 7 0
Mais a la limite, quand % et /& sont pris indéfiniment petits,
ilspeuventgarderentre eux unrapport fini quelconque = =2/
Nous trouvons ainsi que l'intersection d’un plan quelconque
par un plan conséculif n’est pas une droite définie, mais
peut étre une droite quelconque représentée par les équa-

it - : L
= . --- = 0, dans lesquelles X estindéterminé.
ds dr = © 9

Nous voyons ainsi que tous les plans consécutils a « passent
. . : . du du

par le point donné par les équations v = o, 2 = 07 — O
s L

Entre ces trois équations nous pouvons éliminer les para-

tions ¥ = o,

métres s et ¢ et trouver ainsi le lieu de tous ces points ot un
plan du systéme est rencontré par la série des plans consé-
cutifs. On démontre, comme dans le numéro précédent, que
la surface représentée par cet éliminant est tangente a u.
Sil'on nous demande de mener a cette surface un plan tan-
genl passant par un point quelconque, nous n’aurons qu’a
introduire les coordonnées de ce point dans l'équation
©=o. l’équation ainsi obtenue, qui contient deux para-
métres indéterminés s et #, peut étre vérifié d’'une infinité
de maniéres; autrement dit, par un point donné on peut,
comme nous le savons, mener une infinité de plans tangents,
qui enveloppent un cdne.

Supposons maintenant que nous considérions ¢ comme
constant ou comme une fonction définie de s; I’équation du
plan tangent est ramenée & ne contenir qu'un seul paramétre,
et l'enveloppe de ces plans tangents particuliers, qui satis-
font a la condition supposée, est une développable. De cette
maniére encore, nous voyons l'analogie entre une dévelop-
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pable et une courbe. Quand une surface est considérée
comme lelieu de points liés par une relation donnée, si nous
ajoutons une autre relation liant les points, nous obtenons
une courbe tracée sur la surface donnée. De méme, si nous
considérons une surface comme I'enveloppe d’une série de
plans liés par une seule relation, et si nous ajoutons une
autre relation entre ces plans, nous obtenons une dévelop-
pable qui enveloppe la surface donnée.

322. Cherchons maintenant quelles propriétés des déve-
loppables on peut déduire en les considérant comme enve-
loppes d’un plan dont 1’équation contient un seul paramétre
variable. En premier lieu, on voit que par un point donné on
peut mener, non plus une infinité de plans du systéme, for-
mant un céne, mais un nombre défini de plans. Ainsi, si I'on
demande de trouver 'enveloppe de at? + 3b¢* -+ 3¢t + d,
ou a, b, ¢, d représentent des plans, il est évident que par
un point donné on ne peut mener que trois plans, puisqu’en
substituant les coordonnées d'un point quelconque nous
avons une équation cubique pour ¢,

De méme un plan quelconque du sysiéme est coupé par

un plan consécutif suivant une droite définie : c’est la droite

du " o ,
it =0, - = 0; et si nous éliminons ¢ entre ces deux equa-

s

tions, nous obtenons la surface engendrée par toutes ces
droites, qui est la développable demandée.

On démontre (comme au n°® 320) que le plan « est tan-
gent a la développable en tout point qui satisfait aux équa-

tions 1 = o, = 0; ou, en d’aulres termes, est Langent tout

el
le long de la droite du systéme correspondant & . On a
démontré (n® 110) qu’en général, si une surface renferme
une ligne droite, le plan tangent en chaque point de la droite
est différent. Mais, dans le cas de la développable, le plan
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tangent est le méme en chaque point. Si z est le plan tan-
gent tout le long de la droite zy, ’équation de la surface

peut étre mise sous la forme z9 +2d =0 (8,

323. Considérons maintenant trois plans consécutifs du
systéme; il est évident, comme plus haut, que leur intersec-
tion satisfait aux équations u« — o, it =0 d—ZIi

dt ’ de?
une valeur quelconque de ¢, on détermine ainsi le point o
une droite quelconque du systéme est rencontrée par la

— 0. Pour

droite consécutive. Le lieu de ces points s’obtient en élimi-
nant ¢ entre ces équations. Nous avons ainsi deux équations
en z,y, 5 dont 'une est I’équation de la développable. Ces
deux équations représentent une courbe tracée sur la déve-
loppable.

Il est évident ainsi qu’en partant de la définition d’une
développable comme enveloppe d'un plan mobile, nous
sommes ramenés & sa génération comme lieu des tangentes a
une courbe. En effet, les intersections consécutives des
plans donnent une série de droites, et les intersections con-
sécutives des droites constituent une série de points qui for-
ment une courbe a laquelle les droites sont tangentes. Nous

(*) I ne parait pas nécessaire d’entrer dans de plus longs détails sur les
enveloppes en général, puisque ce qu’on a dit dans le texte s’applique éga-
lement si u, au lieu de représenter un plan, représente une surface quel-
conque dont ’équation renferme un paramétre variable. Monge appelle la

i T du .
caractéristique de I’enveloppe la courbe u — o, —; — © suivant laquelle
une surface quelconque du systéme est coupée par la surface consécutive.
En effet, la nature de cette courbe dépend seulement de la maniére dont
les variables z, y, & entrent dans la fonction « et non de la maniére dont
les constantes dépendent du paramétre. Ainsi, si « représente un plan, la
caractéristique est toujours une droite et 'enveloppe est le lieu d’un sys-
téme de droites. Si u représente unc sphére, la caractéristique, étant I’in-
tersection de deux sphéres consécutives, est un cercle, et ’enveloppe est le
lieu d’'un systéme de cercles, et de cette maniére, les enveloppes peuvent
étre divisées en familles suivant la nature de leurs caractéristiques.
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allons aussi montrer que la courbe est 'aréte cuspidale de la

développable (*).

324. Quatre plans consécutifs du systéme ne se rencon-

treront en un méme point que si les quatre conditions & = o,
du d?u Bu S,
= o, Tk 0, 5w 0 sonl verinees.

Il est possible, en général, de trouver certaines vaieurs de ¢
pour lesquelles ces conditions seront satisfaites. En effet, si
nous éliminons z, 57, 5, nous avons la condition pour que les
quatre plans, dont on a écrit les équations, se rencontrent
en un point. Cette condition consiste en ce qu'une fonction
de ¢ est égale & zéro; nous en déduirons donc, en général,
un nombre déterminé de valeurs de ¢ pour lesquelles la con-
dition est sausfaite. 1l y a donc, en général, un certain
nombre de points du systéme par lesquels passent quatre

plans de ce systéme; ou, en d’autres termes, un certain
nombre de points oti se coupent trois droites consécutives du
systeme. Nous les appellerons (comme dans les C. P.) les

points stationnaires du systéme, puisque dans ce cas le
point déterminé comme intersection de deux droites consé-
cutives coincide avec celui qui est déterminé comme inter-
section du couple immédiatement suivant.

Réciproquement, il y aura, en général, un certain nombre
de plans du systéme qu’on peut appeler plans stationndires.
Ce sont ceux qui contiennent quatre points consécutifs du

(1) Monge l'appelle ’aréte de rebroussement de la développable. Sur
chaque enveloppe il y a une courbe semblable; c’est le lieu des points ou
chaque caractéristique est rencontrée par celle qui lui est immdédiatement
consécutive. La portion de la caractéristique située d'un colé de cette
courbe engendre une nappe de la surface, et celle qui est de 'autre coté
engendre 'autre nappe. Les deux nappes sont tangentes le long de la
courbe qui est leur limite commune et qui est I'aréte cuspidale de I’enve-
loppe. Ainsi, dans le cas d’un cdne, les parties des génératrices situées de
cOtés vpposés du sommet engendrent les nappes opposées du cbne, et aréte
cuspidale se réduit 4 un simple point, le sommet.
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systéme; car, dans ce cas, les plans 1 23, 23 4 coincident évi-
demment.

325. Nous allons maintenant montrer comment des équa-
tions de Plucker qui lient les singularités ordinaires des
courbes planes ('), M. Cayley déduit (2) les équations qui
lient les singularités ordinaires des développables. Nous
allons d’abord faire une énumération de ces singularités.

Nous donnerons aux mots points du systéme, droites du
systeme et plans du systéme le sens indiqué au n° 123.

Soit m le nombre des points du systéme qui sont situés
dans un plan quelconque, ou, en d’autres termes, le degré
de la courbe qui engendre la développable.

Soit r le nombre des plans du systéme qu’on peut mener
par un point arbitraire. Nous avons démontré(n® 322) que
le nombre de ces plans est fini. Nous 'appellerons la classe
du systéme.

Soit 7 le nombre des droites du systéme qui rencontrent
une droite arbitraire. Il est évident que, si nous formons la

o . sl
i et une droite arbitraire se rencon-
[

trent, le résultat sera une équation en ¢ qui donnera un
nombre déterminé de valeurs de ¢. Soit 7 le nombre de solu-
tions de cette équation. Nous l'appellerons le rang du sys-

condition pour que «,

(*) Ces équations sont les suivantes (voir C. P.) : soient u le degré d’une
courbe, v sa classe, & le nombre de ses points doubles, ¢ le nombre de ses
tangentes doubles, z le nombre de ses rebroussements et : celui de ses
points d’inflexion; alors

V= (p—r)—20— 3%, =v(v—1)—a2t — 3,

t=3p(p—2)—638—8x%, #=3s(v—2)— 67— 8
D'ou

t—x=3(v—p), 2r—8)=(v—p)(v+pr—9)

(?) Voir Journal de Liouville, tome X, p. 245: Cambridge and Dublin
Mathematical Journal, tome X, p. 18.
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teme et nous allons montrer que les autres singularités du
systéme peuvent s’exprimer en fonction des trois quantités
qu’on vient de définir.

Soient o le nombre des plans stationnaires et 3 celui des
points stationnaires (n° 324).

Deux droites non consécutives du systéme peuvent se ren-
contrer. Quand cela aura lieu, nous dirons que le point de
rencontre est un point sur deux droites et leur plan un
plan par deuz droites. Soient z le nombre de points sur
deux droites qui sont dans un plan donné, et y le nombre de
plans par deux droites qui passent par un point donné.

De la méme maniére nous appellerons la droite joignant
deux points quelconques du systéme une droite par deux
points, et 'intersection de deux plans quelconques une droite
dans deux plans. Soient g le nombre de droites dans deux
plans qui sont dans un plan donné, et & le nombre de droites
par deux points qui passent par un point donné. J'appel-
lerai aussi A le nombre de points doubles apparents de la
courbe; car, pour un eil placé en un point quelconque, deux
branches de la courbe paraissent se couper si une droite
quelconque menée par I'eil rencontre les deux branches.

La développable a d’autres singularités qui seront dé-
terminées dans un Chapitre suivant; mais celles que nous
venons d’'indiquer sont les singularités que les équations de

Pliicker (voir la note précédente) nous permettent de déter-
miner.

326. Considérons maintenant la section de la dévelop-
pable par un plan quelconque. 1l est évident que les points
de cette courbe sont les traces sur son plan des droites du
systéme, tandis que les tangentes a la section sont les traces
sur son plan des plans du systéme. Le degré de la section
est donc r, puisqu’il est égal au nombre des points suivant
lesquels une droite arbitraire menée dans son plan rencontre
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la section, et nous avons un des points de cette sorte chaque
fois que la droite rencontre une droite du systéme.

La classe de la section est évidemment n, car le nombre
des tangentes a la section menées par un point arbitraire est
évidemment le méme que le nombre des plans du systéme
menés par le méme point.

La section aura un point double quand deux droites du

systeme rencontreront le plan de la section au méme point.
Le nombre de ces points est & par définition. Les tangentes
en un pareil point double sont généralement distinctes, parce
que les deux plans du systéme qui correspondent aux droites

du systéme qui se coupent en un quelconque des points x
sont habituellement distincts.

De méme le nombre des tangentes doubles de la section
est g; car une tangente double provient de ce que deux
plans du systéme rencontrent le plan de section suivant une
méme drotite.

Les m points du systéme qui sont situés dans le plan de la
section sont des points de rebroussement de cette section.
Chacun d’eux est un point double, parce qu'il est I'intersec-
tion de deux droites du systéme; et les plans tangents en ces
points coincident, puisque les deux droites consécutives qui
se coupent en un des points m sont dans le méme plan du
systeme. Cect démontre, ce que nous avions déja établi, que
la courbe dont les tangentes engendrent la développable est
I'aréte cuspidale de la développable; en effet, elle est telle que
tout plan coupe la surface suivant une section qui a pour re-
broussements les points ot1 le méme plan rencontre la courbe.

Enfin nous avons un point d’inflexion (ou une tangente
stationnaire) quand deux plans consécutifs du systéme coin-
cident. Le nombre des points d'inflexion est donc a.

Nous n’avons qu’a faire dans les formules de Pliicker

w=r, vy=n, E o ®=1Imn,
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el nous avons

n—=r (r—1)—ox—3m, r =n (n—1)-—2g—3a,

# =3r(r—2)—6x-—8m, m=3n(n—2)—6g—8q,
ce ¢ui donne aussi
m—a=3(r—n), 2(x —g)=(r—n)(r -n—g).

327. On trouve un autre systéme d’équations en considé-
rant le c6ne dont le sommet est un point quelconque et qui
s'appuie sur la courbe donnée. En considérant la section du
cone par un plan, on voit de suite, entre les arétes doubles, les
plans doublement tangents, etc., des cones les mémes équa-
tions qu’entre les points doubles, les tangentes doubles, etc.,
et des courbes planes.

Les arétes du cdne que nous considérons maintenant sonl
les droites qui joignent le sommet & tous les points du sys-
téme; et les plans tangents au céne sont ceux qui joignent le
sommet aux droites du systéme; car évidemment le plan qui
contient deux arétes consécutives du cdne doit contenir la
droite qui joint deux points consécutifs du systéme.

Le degré du cone est évidemment le méme que celui de la
courbe, c’est-a-dire m. La classe du cdne est la méme que le
nombre de plans tangents au céne qui passent par une droite

arbitraire menée par le sommet. Comme chaque plan tan-
gent contient une droite du systéme, il s’ensuit que nous
aurons autant de plans tangents passant par la droite arbi-
traire qu'il y a de droites du systéme qui rcncontrent cette
droite. Le nombre cherché est donc r (*).

(*) Il est facile de voir que la classe de ce cone est la m¢me que le degré
de la développable qui est la réciproque des points du systéme donné.
Donc, le degré de la développable engendrée par les tangentes ¢ une
courbk est le méme que celui de la developpable qui est la reciproque
des points de cette courbe. ( Voir nole, n° 124.)
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Le cone a une aréte double quand la méme aréte passe par
deux points du systéme, ou 6 = /2. Les plans tangents le long
de cette aréte sont les plans qui joignent le sommet aux
droites du systéme qut correspondent a ces deux points.

Le cone aura un plan doublement tangent quand le méme
plan passant par le sommet contiendra deux droites du sys-
téme, ou T y.

Le cOne n’aura d’aréte stationnaire ou cuspidale que s’il y
a un point stationnaire dans le systéme, ou » = 8.

Enfin 1l y aura un point tangent stationnaire quand un
plan contenant deux droites consécutives passera par le som-
met du systéme, ou t-= n.

Nous avons donec u=m, v=r, o="h, 1=y, »x:=f,
L=z n.

Donc, d’apres les formules rappelées plus haut,

r—m (m--1)—2h--38, m= r(r—i1)—zay—3n,
n—3m(m—2)--6h -8B, B =3r(r—=2)—6y— 6n,
d’ot1 aussi

(n--8)—=3(r—m), 2(y —h)=:(r—m)(r—+ m—q).
Et en combinant ces équations avec celles qu’on a trouvées
dans le numéro précédent, nous avons ausst

2a---B=2(n—m), xr—y—n—m,
2(g—h)—(n—m)(n+m—7).

Les équations de Plucker nous permettent, étant données
trois des singularités d’une courbe plane, de déterminer
toutes les autres. Mais trots quantités r, m, n sont communes
aux équations de ce numéro et du précédent. Donc, ézant
données, pour une courbe de l’espace, trots des singula-
rités que nous avons énumérées, le reste peut étre déterminé.

328. Il faut remarquer que, en outre des singularités que

S. — Géom. a trois dim. 11. 6
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nous avons énumérées, une courbe peut en avoir d’autres
qui peuvent avoir droit d’étre comptées comme singularités
ordinaires. Par exemple, elle peut, outre les points doubles
apparents, avoir H points doubles effectifs ou nceuds; en
effet, en considérant la courbe comme engendrée par le
mouvement d’un point variable, nous avons un ncud si ce
point passe deux fois par la méme position. Réciproque-
ment, le systéme peut avoir G plans doubles; car, en consi-
dérant la développable comme I’enveloppe d’un plan mobile,
si dans le cours de son mouvement le plan vient occuper
deux fois la méme position, nous avons un plan double.
On peut tenir compte de ces singularités en posant T = g + G
dans les formules du n°® 326, et 6 = 2 -+~ H dans celles du
n°® 327. De la méme maniére, le systéme peut avoir v droites
stationnaires, ou droites contenant trois points consécultifs

du systéme.

Une pareille droite rencontre en un rebroussement la
section de la développable par un plan quelconque et en
conséquence, dans le n° 326, au lieu de x = m, nous avons

% —=—m—v; et de méme, dans le n° 327, au lieu de .= n,
nous avons t == n -+ v. Enfin le syst¢éme peut encore avoir w
droites doubles, ou droites contenant chacune deux couples
de points consécutifs du systéme. En y ayant égard, nous
avons dans le n® 326 8 = z -+ wet, dans le n° 327, 7 —= y 4~ w.

329. Comme application de cette théorie, prenons la déve-
loppable qui est 'enveloppe du plan

ath - kbth=1 4~ L k(k —1)eth—2+.. =0,

ol ¢ est un paramétre variable, @, 0, ¢, ... des plans et & un

nombre entier.

La classe de ce systéme est évidemment £, et I'équation de
la développable étant le discriminant de 'équation précé-
dente, son degré est 2(k —1); donc r==u(x —1).
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I est facile de voir aussi que cette développable ne peut
pas avoir de plans stationnaires; car, en général, sinous com-
parons les coefficients dans les équations de deux plans, il y
atrois conditions a satisfaire pour que les deux plans puissent
étre identiques. Si donc nous cherchons & déterminer ¢ de
telle sorte qu'un plan puisse étre identique avec le plan con-
sécutif, nous nous trouverons en présence de trois conditions
a remplir, et nous n’aurons qu’une seule constante & notre
disposition.

Sinous prenons n — A, 7= 2(k —1), o = o, les équations
des deux derniers numéros nous permettent de déterminer
les autres singularités. Le résultat est

m=23(k—2), B=4(k—23),
w=a(k—2)(k—3), y=a(k—1)(k—3),
g=1t(k—1)(k—2), h=1%(gk*—53k+8o).

La plus grande partie de ces résultats peut s’obtenir d’une

maniére indépendante (voir C. P., n°86); mais, pour écono-
miser la place, nous ne donnons pas d’autres détails.

330. Le cas considéré dans le numéro précédent, qui esL
celui ou le paramétre ne figure que rationnellement dans

I’équation, nous met & méme de vérifier aisément beaucou
)

de propriétés des développables. Comme le systéme u = o,
du

T est évidemment réductible a

att=1 - (k —1) btk +...—=o0,
bth~14-(k—1) cth2+...=:0,
& du d-u . :
comme le systéme © = o, —7 =0, > = 0 s¢ rameéne a
atc—* - (k —2)bth— 4. . .=
bts =2 4 (k—2)eth? ... =
cth=t - (k—2)dth—3+.. .=
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il en résulte que a est lui-méme un plan du systéme (celui
qui correspond a la valeur ¢ =— o) ; ab est la droite correspon-
dante, et abc le point correspondant. Mais nous savons,
d’apreés la théorie des discriminants (Alg. sup., n° 111), que
I'équation de la développable est de la forme a¢ -+ 024 —o,
ol U est le discriminant de # quand on y a fait @ — o. Nous
vérifions ainsi ce que nous avions énoncé (n° 322) que «
est tangent a la développable le long de la droite ab. De plus,
¥ est lui-méme de la forme b¢' -~ c*¢/. Si maintenant nous
considérons la section de la développable par un des plans du
systéme (ou, en d’autres termes, si nous faisons @ = o dans
I’équation), la section se compose de ladroite ab comptée deux
fois et d’une courbe de degré r — 2; et cette courbe (comme
le montre la forme de 1'équation) est tangente 4 la droite ab
au point abc, et par conséquent la rencontre en r» — 4 autres
points. Ce sont tous des points sur deuz droites, puisque c’esl
sulvant eux que la droite ab rencontre les autres droites du sys-
teme. Etil est vrai, en général, que si rest le rang d'une déve-
loppable, chaque droite du systéme rencontre r — 4 autres
droites du systéme. Le lieu de ces points forme une courbe
double surla développable; son degré est x; dans un Chapitre
suivant nous donnerons ses autres propriétés, et nous détermi-

nerons aussi certaines autres singularités de la développable.

Nous ajoutons ici une table des singularités de quelques
sections particuliéres de la développable. Le lecteur qui vou-
dra bien se donner la peine d’examiner le sujet n’éprouvera
pas grande difficulté a les établir. J'ai donné la démonstra-
tion de la majeure partie d’entre elles dans le Cambridge and
Dublin mathematical Journal, vol. V, p. 24. Voir aussi un
Mémoire de M. Cayley dans le Quarterly Journal, vol. XI,
p- 295.

Section par un plan du systéme

v=n—1, s,
t=g—n-+2 S=z—ar-+S8.
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Cone dont le sommet est un point du systéme

vt —n—3,

T—y—ar-+38§, S=h—m-i2,
Section passant par une droite du systéme

p=r—i, V= N, t=a-{-1I,

x = nm—2, T=g—1, 8=z —r—4§.
Céne dont le sommet est sur une droite du systéme

= m, Vo= e Lo - 2,

% =B+, Ty — 1 by S=h—1.
Section par un plan par deux droites

L=r—2 v n, t=a-2,

x = m—4, T=g—2, 8=z —a2r -q.
Cone dont le sommet est un point sur deux droites

r=—m, My = e =n—'4v

% =f--2, Ty —2r--g9, — h— 2.
Section par un plan stationnaire

p=r—3, v=n-—2,

x=m—4, T=g—2n+0,
Cone dont le sommet est point stationnaire
p=m—a2, v=1r-—3, n—4,

R = [ =51 t=y —3r-~13, =h-—a2m—6.

Dans les formules précédentes nous n’avons pas tenu

compte des singularités G, H, v, w, parce que nous avons
montré (n° 328) comment on doit modifier les formules pour
les y comprendre. Les formules suivantes, dues & M. Gayley,
se rapportent a ces singularités.
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Section par un plan G

p=r —4, v=n—2, t=a,
2=m—6-+v, t=g—2n+06+G—1, S=z—{4r+20+uw.

Céne dont le sommet est un point H

p=m—2, v=r—4¢, t=n—06-+v,
% =f, T=y —4I+ 20+ w, S=h—aom+6+H—).

Section par un plan passant par une droite slationnaire v

0 == P o) Y= i b= @G == D,

#—m—3+v—1, T=g—2+G, S=z—2r+9+ w.
Cone dont le sommet est sur une droite stationnaire v

p=m, v=r—2, t=n—3+v—1,

* =B+ 2, T=y—a2r+ g+ o, §=rh—a2+H,.
Section par un plan tangent au point de contact d'une droite v

p=r—3, v—n—I, =a+1,

t
x=m—4+v—I, T=g—n-+1+G, S=z—3r+14+uw.

Cone dont le sommet est au point de contact d’une droite v

p=m-—1, V=73l t=n—j-+v—I,
% =81, T=y—3r4+14+uw, 8=h—m-+1+ H.

Section plane par une tangente double w

w=r—oa, v=mn, t=0 + 2,
2=m—4+v, ct=g—2+ G, d=z—a2r-+i1o+w—I.
Cone dont le sommet est un point d’une tangente double w

Ve P — 9, t=n—4+v,

=m,

x=fp+9, T=y—2r+io4+w—Ii, d=h—2+H.
Section par un plan tangent en I'un des contacts d’une droite w

=r—3, v=n—I, t=a—+1,

=m—5-+v, t=g—n—+1-+G, d=z—3r+15+w—r1.
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Cone dont le sommet est un contact d’'une droite w

p—=m—r, v=r—3, t=n--5-+v,

% =81, T=y—3r+i15+w—i, 6 —=h—m 1411

SECTION 1II.
CLASSIFICATION DES COURBES.

331. L’énumération suivante repose sur ce principe qu’une
courbe de degré r rencontre une surface de degré p en pr
points. Ceci est évident, si la courbe est l'intersection com-
plete de deux surfaces dont les degrés sont m et n. Car nous
avons alors r» — mn et les trois surfaces se coupent en mnp
points. Ceci est encore vrai quand la surface se décompose
en p plans (!). Nous admettons qu’en vertu de la loi de con-
tinuité le principe est généralement vrai.

L’usage que nous faisons de ce principe est celui-ci. Sup-
posons que nous prenions sur une courbe de degré r autant
de points qu'il en faut pour déterminer une surface de degré p;
si alors le nombre de points pris ainsi est plus grand que pr,
la surface décrite par les points doit contenir entiérement la
courbe; car autrement le principe serait violé.

Nous supposons dans ceci que la courbe est une courbe
proprement dite du degré r; car si nous prenions deux
courbes des degrés m, n (ot m + n=r), les deux courbes
considérées ensemble pourraient étre regardées comme une

(') Le D" Hart remarque que, puisque toute courbe gauche de degré r
est I'intersection partielle de deux cones de degré » —r, I'intersection com-
pléte se composant de la courbe gauche, de la droite qui joint les som-
mets des cones et d'une courbe de degré (7 — 3), le principe est démontré
pour les cubiques gauches. En effet, les deux cones du second degré coupent
une surface quelconque du degré n en 4 n points; n d’entre eux sont situés
sur la droite qui joint les sommets, en sorte que 32 sont situés sur la
cubique gauche,
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courbe complexe du degré r; ct si l’une quelconque d'entre
clles se trouvait'sur une surface quelconque de degré p, nous
pourrions évidemment prendre sur elle un nombre quel-
conque de points communs a la courbe et & la surface. Tout
ceci sera suffisamment élucidé par les exemples qui suivent.

332. Il n’y a pas d’autre ligne du premier degré que
la ligne droite. En effet, par deux points quelconques d’une
ligne du premier degré et un point arbitraire quelconque,
nous pouvons faire passer un plan qui doit contenir la ligne
tout entiére; car autrement nous aurions une ligne du pre-
mier degré rencontrant un plan en plus d’un point. De la
méme maniére, nous pouvons mener un second plan conte-
nant la ligne qui doit par conséquent étre I'intersection de
deux plans, c’est-a-dire une ligne droite.

Il n’y a pas d’autre ligne proprement dite du second
degré qu’une conigue. Par trois points quelconques de la
ligne nous pouvons mener un plan; et le raisonnement pré-
cédent montre qu’il doit conlenir la ligne tout entiére.
Celle-ci doit donc étre une courbe plane du second degré.

L’exception indiquée a la fin du dernier article se produi-
rait si la ligne du second degré se composait de deux lignes
droites non situées dans le méme plan, car alors le plan
mené par trois points du systéme ne contiendrait qu’une des
droites. Dans ce qui suit, nous ne croyons pas nécessaire

d’indiquer ceci & nouveau, et nous ne parlerons que de

courbes proprement dites de leurs ordres respectifs.

333. Une courbe du troisiéme degré doit étre, ou une
cubique plane, ou U'intersection partielle de deuzx qua-
drigues, comme on I'a indiqué n°® 315 (*).

(1) Les courbes gauches du troisiéme degré paraissent avoir été remar-
quées la premiére fois par Mcebius dans son Calcul barycentrique, 1827.
Quclques-unes de leurs propriétés les plus importantes sont données par
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Par sept points de la courbe et deux autres points quel-
conques, menons une quadrique; comme ci-dessus, elle doit
contenir la courbe tout entiére. Sila quadrique se décom-
pose en deux plans, la courbe peut étre une courbe plane
située dans un des plans. Comme nous pouvons évidemment
avoir des courbes planes de tout degré, nous ne reviendrons
pas la-dessus dans les numéros suivants. Si donc la quadrique
ne se décompose pas en deux plans, nous pouvons mener
une seconde quadrique par les sept points; et l'intersection
des deux quadriques contienl la cubique donnée. Comme
I'intersection compléte est du quatriéme degré, elle doit se
composer de la cubique et d’une ligne droite; il est ainsi
démontré que la seule cubique non plane est celle dont on a

parlé n° 315.

334. Le cOne qui contient une courbe du degré m et dont
le sommet est un point de la courbe est du degré m—r;
donc le cOne (ui contient une cubique et dont le sommet est
sur la courbe est du second degré. Nous pouvons donc
décrire une cubique gauche par six points donnés. En
effet, nous pouvons mener un cone du second degré dont le
sommet et cinq arétes sont donnés, puisque, de cetle ma-
niére, nous avons cinq points donnés de la section du céne

ar un plan quelconque et que nous pouvons ainsi déter-
P q q P

miner celte question. Si donc on nous donne six points a, b,
¢, d, e, f, nous pouvons décrire un cOne ayant le point a
pour sommet et les droites ab, ac, ad, ae, af pour arétes;
de méme aussi nous pouvons construire un autre céne ayant b

M. Chasles dans la Note XXXIII de son Apercu historique, 1857, et dans
un Mémoire (Journal de Liouville, 1857). Plus récemment les propriétés
de ces courbes ont ¢té traitées par M. Schraeter (Crelle, vol. LVI), et par
M. Cremona de Milan (Crelle, vol. LVIIT, p. 118). Nous avons fait un usage
considérable de ces deux Mémoires dans les articles qui suivent immédia-
tement.
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pour sommet et les droites ba, bc, bd, be, bf pour arétes.
L'intersection de ces cones se composera de l'aréte com-
mune ab et de la cubique, qui est la courbe demandée,
passant par les six points.

Le théoréme que les six droites qui joignent six points
d’une cubique & un septiéme sont les arétes d’un coéne du
second degré, nous conduit immédiatement au suivant, au
moyen du théoréme de Pascal : Les droites d’intersection
des plans 712, 745; 723, 756; 734, 761 sont dans un
méme plan. Ou, en d’autres termes, les points ot les plans
de trois angles consécutifs 567,671, 712 rencontrent les
cotés opposés sont dans un méme plan passant par le
sommet 7 (). Réciproquement, si ce théoréme est vrai pour’
deux sommets d'un heptagone, il est vrai pour le reste, car
alors ces deux sommets sont les sommets de cones du second
degré contenant les autres points qui doivent par conséquent
étre sur la cubique, intersection des cones.

335. Une cubigue, tracée sur un hyperboloide & une
nappe, rencontre toutes les génératrices d’un systéme une
Jois, et celles de 'autre systeme deux fols.

Une génératrice quelconque d'une quadrique rencontre en
deux points sa courhe d’intersection avec une autre qua-
drique : ce sont les deux points ol la génératrice rencontre
l'autre quadrique. Mais, quand l'intersection se compose
d’une droite et d’'une cubique, il est évident que les généra-
trices du méme systéme que la droite ne rencontrant pas
cette derniére couperont la cubique en deux points, tandis
que les génératrices de systéme différenl rencontrant la droite

en un point couperont la cubique en un autre point seu-

lement.

(*) M. Cremona ajoute que, si les six points sont fixes et le septiéme
variable, ce plan passe par une corde fixe de la cubique.
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Réciproquement nous pouvons décrire un systéme d’hy-
perboloides par une cubique et une corde qui la rencontre
deux fois. En effet, prenons sept points sur la courbe et un
huitieme sur la corde qui joint deux d’entre eux; on peut
par ces huit points mener une infinité de quadriques. Mais
comme trois de ces points sont sur une ligne droite, celte
droite doit &tre commune & toutes les quadriques, de méme
que la cubique sur laquelle sont les sept points.

336. La question qui consiste & trouver l'enveloppe de
at® — 3bt? 43¢t — d (ou a, b, ¢, d représentent des plans
et ¢ un paramétre variable) est un cas particulier de celui
qu’on a discuté (n° 329). Nous avons

PN = o == M= g =i =0 il (o == T

Ainsi le systéme est de méme nature que celui qui lui est
réciproque, et tous les théorémes qui s’y rattachent sont
doubles. Ce systéme, étant du troisiéme degré, doit étre du
genre de celui que nous considérons; ceci résulte aussi de
I'équation de 'enveloppe

(ad — bc)?—= 4(b*— ac)(c? — bd),

car il est facile de voir qu'un couple quelconque des surfaces
ad — be, b® — ac, ¢2— bd a une droite commune, tandis
qu’il y a une cubique commune a toutes les trois, qui est

ligne double sur I’enveloppe.

On voit aussi, d’aprés le Tableau que nous venons de
donner, que chaque plan contient une droite dans deux
plans, ou que la section de la développable par un plan
quelconque a une tangente double, tandis que réciproque-
ment on peut, par un point quelconque, mener une droite
rencontrant deux fois la cubique; donc le cone qui a son
sommet en ce point et pour base la courbe a une aréte
double; ou en d’autres termes, la cubique est projetée sur
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un plan quelconque suivant une cubique ayant un point
double.

Les trois points d’inflexion d’une cubique plane sont sur
une méme droite. On a démontré (n° 327) que les points
d’inflexion correspondent aux trois plans du systéme qu’on
peut mener par le sommet du céne. Donc les trois points du
systéme qui correspondent aux trois plans qu'on peut mener
par un point O quelconque sont dans un plan passant par
ce point (').

On sait de plus que, si une cubique plane a un point con-
jugué, ses trois points d'inflexion sont réels, mais que, si la
cubique a un point double dont les tangentes soient réelles,
deux des points d’inflexion sont imaginaires. Donc, si la
corde qu'on peut mener par un point quelconque O ren-
contre la cubique en deux points réels, deux des plans du
systéme, qu'on peut mener par O, sont imaginaires. Réci-
proquement, si par une droite on peut mener deux plans
réels du systéme, un plan quelconque mené par cette droite
rencontre la courbe en deux points imaginaires et en un seul

réel (2).

337. Ces théorémes peuvent aussi s’obtenir aisément par
la voie algébrique. En effet, le point de contact du plan
atd — 3bt- 1 3¢t — d étant donné par les équations at = b,
bt = ¢, ct=d peut étre représenté par les coordonnées
a=1,b=t c= t* d= 1t Les trois valeurs de ¢ qui corres-

pondent aux plans passant par un point quelconque sont four-
nies par la cubique a'¢3 — 30/t +- 3¢t — d’'=o0; 1l est done
¢vident, d’aprés les valeurs qu’on vient de trouver, que les
points de contact sont dans le plan

ad—30c¢c+3cb -da—o.

(*) CuasLes, Liouville, 1857 ; ScHR®TER, Crelle, vol. LVL.
(*) JoacHiMsTHAL, Crelle, vol. LVI, p. 45; CrEmMoNa, Crelle, vol. LVIII
p. 146.
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Mais ce plan passe par le point donné. Donc, {’intersection
de trois plans du systéme se trouve dans le plan des points
correspondants.

L’équation que nous venons d’écrire ne change pas quand
on échange les lettres accentuées et non accentuées entre

elles. Donc, si un point A est dans le plan des poinits de
contact correspondant & un point quelconque B, B sera
de méme dans le plan correspondant @ A. Et encore,
les plans qui correspondent ainsi & tous les points d’une

droite AB passent par une droite fixe, qui est I'intersection
des plans qui correspondent 4 A et B. La relation entre les
droites est évidemment réciproque. A un plan quelconque
du systéme correspondra dans ce sens le point correspondant
du systtme; et & une droite située dans deux plans corres-
pond une corde joignant deux points.

Les trois points ot un plan quelconque

Aa--Bb-+Cc - Dd
rencontre la courbe ont leurs ¢ donnés par ’équation
Dp--Ce2--Be-+-A=o0

et, quand elle est un cube parfait, le plan est un plan du
systeme.

Il découle immédiatement de la, comme 1’a remarqué
Joachimsthal, qu’un plan quelconque, mené par I'intersection
de deux plans réels du systéme, ne rencontre plus la courbe
qu’en un seul point réel. Car, dans un pareil cas, la cubique
qu’on vient d’écrire est la somme de deux cubes et n’a qu’un
seul facteur réel.

338. Nous avons vu (n° 134) qu'une cubique gauche est
le lieu des poles d’un plan fixe par rapport a un systéme de
quadriques ayant une courbe commune. Plus généralement,
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une pareille courbe s’exprime par le résultat de 1'élimination
de 2 entre le systéme d’équations ha — o', 1o =¥/, he = (.
Mais, comme le rapport anharmonique de quatre plans dont
les équations sont dela formeha =a/, Na=2a', ... dépend
seulement des coefficients %, ¥, ... (voir S. C., n° 59), cette
maniére d’obtentr I'équation de la cubique donne le résultat
suivant comme interprétation géométrique : Soit un systéme

de plans menés par une droite quelconque ad', un systéme

homographique passant par une autre droite bb' et un
troisiéme par cc, le liew de Uintersection des plans cor-
respondants du systéme est une cubique gauche. Les
droites aa', b, cc' sont évidemment des droites par deux
points, ou des cordes de la cubique.

Réciproquement, si trois droites sont divisées homogra-
phiquement, le plan des trois points correspondants enve-
loppe la développable engendrée par une cubique gauche,
et les trois droites sont des droites dans deux plans du
systéme.

La droite qui joint deux points correspondants de deux
droites divisées homographiquement est tangente 4 une co-
nique quand les droites sont dans un méme plan, et engendre
un hyperboloide dans le cas contraire. Donc, étant données
une série de points sur une droite et une série homographique,
ou de tangentes 4 une conique, ou de génératrices d'un hyper-
boloide, les plans qui joignent chaque point a la droite cor-
respondante engendrent une développable, comme on I'a
énoncé plus haut,

Ezemple. — Si les quatre faces d'un tétraédre passent par des
droites fixes et si trois sommets se meuvent sur des droites fixes, le
lieu du quatriéme sommet est une cubique gauche. Un nombre quel-
conque de positions de Ja base forme un systéme de plans qui divisent
homographiquement les trois droites sur lesquelles se meuvent les ,
angles de la base; il résulte de la que les trois plans qui se coupent au
sommet libre sont les plans correspondants de trois systémes homo-
graphiques.
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339. Des théorémes du numéro précédent il résulte réci-
proquement que les plans qui joignent quatre points fixes du
systéme & une droite variable par deux points forment un
systéme anharmonique constant, et que quatre plans fixes
du systéme divisent une droite dans deux plans suivant un
rapport anharmonique constant. 1l est trés facile de démon-
trer ces théorémes d’une maniére indépendante. Ainsi, nous
savons que la section d’une développable par un plan quel-
conque A (') du systéme se compose de la droite correspon-
dante a du systéme comptée deux fois, et d’une conique &
laquelle tous les autres plans du systéme sont tangents. Alors
lapropriété anharmonique des tangentes 4 une conique montre
que quatre de ces plans coupent deux droites quelconques
dans deux plans AB, AC suivant le méme rapport anharmo-
nique; et de méme AC est coupé dans le méme rapport que CD.

Comme cas particulier de ces théorémes, puisque les droites
du systéme sont a la fois des droites dans deux plans et des
droites par deux points, quatre plans fixes du systéme cou-
pent toutes les droites du systéme suivant le méme rapport
anharmonique; et les plans joignant quatre points fizes
du systéme a toutes les droites du systéme forment un
systeme anharmonique constant.

On peut déduire un grand nombre de cas particuliers de
ces théorémes, comme dansles S. C., n° 326 et suivants.

Ainsi considérons quatre points o, 3, y, 6, et exprimons
que les plans qui les joignent aux droites @, b et af3 coupent la
droite yo homographiquement. Supposons que les plans A, B
rencontrent Y5 aux points ¢, ¢’ et que les plans joignant la

droite @ a {3 etla droite b 4 o coupent yo en £, k’. Nous avons

alors
(thy8) = (K t'yd) — (kK'y3).

(*) 11 est souvent commode de représenter les plans du systéme par de
grandes lettres, les lignes correspondantes par de petites, et les points corres-
pondants par des lettres grecques.
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Si les points ¢, k' coincident, il résulte de la premiére équa-
tion que les points &, ¢’ coincident et de la seconde que les
points ¢, ¢',y, & forment un systéme harmonique. Nous obte-
nons ainsi le théoréme de M. Cremona : Si une série de
cordes rencontrent la droite d’intersection d’un plan quel-
conque A avec le plan qui joint le point correspondant a
a une droite quelconque b du systéme, elles rencontreront
aussi la droite d’intersection du plan B avec le plan joi-
gnant B avec a, et elles seront divisées harmoniquement
aux points ou elles rencontrent ces droites et & ceux ot
elles rencontrent la courbe.

Le lecteur n’aura aucune difficulté a voir ce qui arrivera
quand l'une de ces droites passe a l'infini; dans ce cas,
I’autre devient un diamétre.

340. Nous avons vu que les sections de la développable par
des plans du systéme sont des coniques. La droite d’intersec-
tion de deux plans du systéme est une tangente commune aux
deux coniques correspondantes. Par suite, les plans tangents
aux deux coniques, qui ont elles-mémes comme tangente
commune la droite d’intersection de ces plans, sont des plans
osculateurs d’une cubique gauche. Nous pouvons rechercher
le lieu des centres de ces coniques ou, plus généralement, le
lieu des pdles par rapport a ces courbes de l'intersection de
leur plan avec un plan fixe. Puisque dans chaque plan nous
pouvons mener une droite dans deuz plans, nous pouvons
supposer que le plan fixe passe par l'intersection de deux
plans A, B du systéme.

Considérons maintenant la section par un autre plan C; les
traces sur ce plan de A et B sont tangentes a cette section, et
le pole d’une droite quelconque passant par leur intersection
est sur leur corde de contact, c’est-a-dire se trouve sur la droite

qui joint les points ou les droites du systéme a@. b rencon-

trent C. Mais comme tous les plans du systéme coupent homo-
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graphiquement les droites @, b, les droites de jonction engen-
drent un hyperboloide & une nappe dont a et b sont des géné-
ratrices. Donc, de quelque maniére que le plan soit mené par
la droite AB, le lieu des péles est sur cet hyperboloide. Mais,
de plus, il est évident que le péle d’un plan quelconque,
passant par lintersection de AB, se trouve dans le plan
qui est harmonique conjugué de ce plan par rapport a ces
plan tangents. Donc le lieu que nous cherchons est une
conique plane. D’aprés la construction, il est évident aussi
que, puisque les poles se trouvent sur une conique située
dans le plan A — 2B, quand on prend le plan A 4 2B pour
plan fixe; réciproquement, le lieu sera une conique située

dans ce dernier plan, si 'on prend le premier pour plan
fixe ().

341. Pour terminer, il est bien évident que les cubiques
peuvent se diviser en quatre espéces suivant les différentes
sections de la courbe par le plan a l'infini. Ainsi ce plan peut
rencontrer la courbe : ou bien en trois points réels; ou bien en
un point réel et deux imaginaires; ou bien en un point réel
et deux coincidents, c’est-a-dire qu'une droite du systéme
peut étre a I'infini; ou bien enfin en trois points coincidents,
c’est-a-dire qu’un plan du systéme peut étre tout entier & I'in-
fini. Ces espéces ont été appelées hyperbole cubique, ellipse
cubigue, parabole hyperboligue cubique, et parabole cu-
bigue. 1l est clair que si la courbe a des points & Uinfini, elle a
des branches qui s’en vont & l'infini, et les droites du systéme
qui correspondent aux points a 'infini sont des asymptotes de
la courbe. Mais si une droite du systéme est elle-méme a I'in-
fini, comme dans le troisiéme et le quatriéme cas, les branches
dela courbe sont de la forme parabolique; elles s’en vont a
l'infini sans tendre a s’approcher d’une asymptote finie quel-

(*) Les théorémes de cet article sont extraits du Mémoire de M. Cremona.
S. — Géom. a trois dim. II. n
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conque. Comme les cones du second ordre qui contiennent
la courbe deviennent des cylindres, quand leur sommet passe
a I'infini, il est clair qu'on peut décrire trois cylindres qui
contiennent la courbe et que les génératrices de ces cylindres
sont paralléles aux asymptotes. Evidemment, dans le cas de
ellipse cubique, deux de ces cylindres sont imaginaires; dans
le cas de la parabole hyperbolique, il n’y a que deux cylindres,
dont I'un est parabolique; et enfin, dans le cas de la parabole
cubique, il n’y a plus qu’un cylindre, qui est parabolique. On
peut se représenter l'ellipse cubique comme située sur un
cylindre elliptique, dont 'une des génératrices est une asym-
ptote; la courbe est une ligne continue faisant une fois le tour
du cylindre et s’approchant de 'asymptote, mais de cotés dif-
férents & ses deux extrémités.

Il découle, du n® 336, que dans le cas de l'ellipse cubique,
le plan a I'infini contient une droite réelle dans deux plans,
tandis que cette droite est imaginaire dans le cas de ’hyper-
hole cubique. Ceci revient a dire que dans le premier cas deux
plans du systéme penvent étre paralleles, mais que ce fait ne
peut pas se produire dans le second. Nous déduisons de la

propriété anharmonique que, dans le cas de la parabole
cubique, trois plans du systéme divisent toutes les droites du
systéme suivant un rapport constant. Dans ce cas, tous les
plans du systéme coupent la développable suivant des para-
boles. Le systéme peut étre considéré comme ’enveloppe de
zt*—3yt-+4 3zt —d, ol d est constant. Pour plus de
détails, nous renvoyons au Mémoire de M. Cremona.

342. Nous passons maintenant a la classification des
courbes d’ordre plus élevé. Nous avons démontré (n° 331)
que par une courbe quelconque on peut décrire deux surfaces
‘et qu'il n’y a pas de difficulté & déterminer dans chaque cas
les plus petites valeurs de leur degré. Mais il est évident,
d’autre part, que, si nous commengons par les valeurs les plus
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simples de i1 et v et si nous discutons tous les cas différents
de l'intersection de deux surfaces dont les degrés sont p etv,
nous comprendrons toutes les courbes possibles jusqu’a celles
du 7™ ordre, et, dans chaque cas, cette limite r se détermi-
nera facilement quand @ et v seront donnés. C’est en vue
d’une pareille discussion que nous commengons par étudier
les caractéristiques de la courbe d’intersection de deux sur-
faces ('). Nous avons évidemment m = pv, et, si les surfaces
n’ont pas de lignes multiples et ne sont pas tangentes (nous
supposons qu’il en est ainsi), leur courbe d’intersection n’a
pas de points multiples (n° 203) et, par conséquent, = o.
Pour déterminer complétement le caractére du systéme, il
faut encore connaitre une de ses singularités; et nous allons
chercher r, le degré de la développable engendrée par les
tangentes. Cette surface s’obtient en éliminant 2/, y', ' entre
les quatre équations

U/=—o, Vi=o,

U,z 4+ U,y+U;s+U,w=0,
Viz +V,y +Vyz +V,w=o0.

Ces équations sont respectivement des degrés p,v, px—1,
vy —1; et, comme il n’y a que les deux derniéres a contenir
zyz, ces variables entreront dans le résultat au degré

w (v — 1)+ py(pr—1)=pv(p+v—2);

ou bien, autrement : la condition pour qu’une droite du sys-
téme rencontre la ligne arbitraire

ax—+ By +yz+ow, W+ py+ys+Sw

(*) La théorie exposée dans le reste de cette Seclion est empruntée 3
un Mémoire, en date de juin 184g, que j’ai publié dans le Cambridge and
Dublin mathematical Journal, vol. V, p. 23.
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qui est évidemment du degré p + v — 2. Ce déterminant
représente une surface, lieu des points pour lesquels les
intersections des plans polaires par rapport a U etV rencon-
trent la droite arbitraire. Et les points ou ce lieu rencontre
la courbe UV sont les points pour lesquels les tangentes a
celte courbe rencontrent la droite arbitraire.

Comme nous avons ainsi

m=ypy, P=o  r=p(p+v—2),
nous trouvons, d’aprés le n° 327,
n=3pv(p--v—3), a=2uv(3p + 3v—10),
2h=pv(p—1)(v—r)

28 = ww(3p+3v—9) —22(p+v)+71],
2z = pt v—2— hlu+v)+ 8],
oy —uv[w( p+ v—2)—r1o(pr-v)+ 28]

343. Nous vérifierons ce résultat en déterminant d’une
maniére indépendante le nombre 4 de « droites par deux
points » qui peuvent passer par un point donné, c’est-a-dire,
le nombre de droites qu’on peut mener par un point donné,
de maniére qu'elles passent par deux points de l'intersection
de U et V. A cet effet, il est nécessaire de rappeler au lecteur
la méthode employée (n° 124, Ex. T) pour trouver 1'équation
du cone dont le sommet est un point quelconque et qui passe
par I'intersection de Uet V. On voit, d’aprés ce numéro, que
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I’équation du cone est le résultat de 1'élimination de A entre

A a3

U 4+ — 32U + kU e=0)
1.2 10D 6)

}.2
1.2.3

A
o2

BV4...=o.

Ces équationsen A sont des degrés u — 1,v—1; 8U, 82U, ...
contiennent les coordonnées &/, )/, 7'; z, y, z aux degrés
wW—1,1; #—2, 2; ...; par exemple, un terme du résultat
est (SU)~* V=1, On voit ainsi que le résultat contient les
variables z, ¥, z au degréy — 1+ -{;- —1)= pv—1, tandis
qu'il renferme 2/, 3/, 2’ au degré (i — 1)(v — 1). Toute aréte
de ce cone de degré (uv — 1) dont le sommet est un point de la
courbe est évidemment « une droite par deux points ». Si
maintenant nous considérons les coordonnées d'un point
quelconque xyz du céne comme connues, et 2/, 3/, z’ comme
quantités & trouver, cette équation du degré (p—1)(v —1),
combinée avec les équations U, V, détermine les points
appartenant a toutes les « droites par deux points » qui
peuvent passer par le point choisi. Le nombre total de ces
points est donc uviw —1)(v — 1) et le nombre des « droites
par deux points » en est évidemment la moitié. Le nombre
des points ainsi déterminés a été appelé (n° 328) le nombre
des points doubles apparents sur I'intersection des deux
surfaces.

344. Considérons maintenant le cas out la courbe UV a
aussi des points doubles egfectifs, c’est-a-dire ou les deux
surfaces sont tangentes en un ou plusieurs points. Le nombre
des points doubles apparents reste précisémentle méme que
dans le numéro précédent, et le cone qui s’appuie sur la courbe
d’intersection et dont le sommet est un point quelconque a
pour arétes doubles les droites qui joignent le sommet aux
points de contact, en plus du nombre déterminé dans le
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numéro précédent. Il est facile de voir que la recherche faite
dans ce numéro ne comprend pas les droites qui joignent un
point arbitraire aux points de contact; car elle détermine le
nombre de fois que le rayon vecteur mené d’un point quel-
conque a deux valeurs qui soient les mémes pour les deux
surfaces; tandis que le rayon vecteur en un point de tangence
n’a qu’une seule valeur pour les deux surfaces, puisqu’il n’est
pas point double sur chacune d’elles. Chaque point de con-
tact ajoute ainsi une unité au nombre des arétes doubles du
cbne et par suite diminue le degré de la développable de
deux unités. Ce résultat aurait pu se déduire aussi du n° 342,
puisque la surface engendrée par les tangentes & la courbe
d’intersection doit contenir comme facteur le plan tangent
au point de contact; en effet, toute tangente située dans ce
plan est tangente a la courbe d’intersection.

Si les deux surfaces ont un contact stationnaire en un
point quelconque (n° 204), la droite qui joint ce point au
sommet du céne est une aréte cuspidale de ce cone. Si donc
les deux surfaces sont tangentes en ¢ points de contact ordi-
naire et en 3 de conlact stationnaire, nous avons

m=pv, 2h=—pv(p—1)(v—1)+ 2¢,
p:p) I‘:p.v(p.-—i—v—2)———2t-—3p,

et le lecteur peut calculer sans difficulté les modifications
qu’éprouvent les nombres du n° 342.

Nous pouvons déduire de 13 une limite pour le nombre des
points ou deux surfaces peuvent étre tangentes sans que leur
intersection se décompose en courbes de moindre degré. En
effet, nous n’avons qu’d retrancher le nombre de points
doubles apparents du nombre maximum de points doubles
que peut avoir une courbe de degré pv (C. P., n° 42).

345. Nous allons montrer maintenant que, si la courbe

d’intersection de deux surfaces se décompose en deux
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courbes plus simples, les caractéristiques de ces courbes sonl
liées de telle maniére que, si celles de I'une d’elles sont con-
nues, on peut trouver celles de l'autre. On a démontré
(n° 343) que les points appartenant aux « droites par deux
points » qui passent par un point donné sont les intersections
de la courbe UV avec une surface de degré (p. —1)(v —1).
Supposons maintenant que la courbe d’intersection se décom-
pose en deux autres courbes dont les degrés soient m et m/,
ot m —+ m’ = pv; il est clair alors que « les deux points » sur
une quelconque de ces lignes se trouvent, ou tous deux su:
la courbe m ou tous deux sur m’, ou bien enfin un sur une
courbe et l'autre sur 'autre courbe. Soient /4 le nombre de
droites par deux points de la premiére courbe, 2’ celui de la
seconde et H le nombre de droites qui passent par un point
de chacune des courbes ou, en d’autres termes, le nombre
des intersections apparentes des courbes. Si nous considé-
rons 4 présent les points ou chacune des courbes rencontre
la surface de degré (p —1)(v — 1), nous avons évidemment
les équations

m(p—1)(v—r1)—=2h+H, m'(p—1)(v—=)=12/'+ H;

d’ot
2(h—M)y=(p—1)(v—1)(m—m').

Ainsi, quand m et /& sont connus, on peut trouver m' et A'.
Pour prendre un exemple que nous avons déja discuté, sup-
posons que l'intersection de deux quadriques se compose
pour partie d’une ligne droite (pourlaquelle ' =1, /' = o),
Dintersection qui reste doit étre du troisiéme degré, et I'équa-
tion ci-dessus détermine 2 = 1.

346. On a prouvé de la méme mantiére (n° 342) que le lieu
des points pour lesquels I'intersection des plans polaires par
rapport & U et V rencontre une droite arbitraire est une
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surface du degré 4+ v — 2. La premiére courbe coupe cette
surface aux ¢ points ol les courbes m et m' se coupent
(puisque U et V sont tangents en ces points) et aux r points
pour lesquels la tangente a la courbe rencontre la droite
arbitraire. Alors

m(p--v—2)=r-+¢ m(p+y—2)=r'+t,
(m—m(pt+-v—2)=r—r,

équation qui résulte du numéro précédent, comme on I'éta-
blit aisément.

L’intersection des cénes qui s’appuient sur les courbes
m, m' se compose des ¢ droites qui vont aux points de ren-
contre effectifs des courbes et des H droites d'intersection
apparente; et 'équation H —+- ¢ = mm' se vérifie facilement
en employant les valeurs qu’on vient de trouver pour H et ¢
et en se rappelant que m'=pv —m, r=m(m —1)— ah.

347. Aprés avoir ainsi établi les principes que nous aurons
occasion d’employer, nous reprenons notre énumération des
différentes espéces de courbes du quatriéme ordre. 7oute
courbe du quatriéme ordre (ou quartique) est sur une
quadrique. En effet, la quadrique déterminée par neuf points
de la courbe doit contenir la courbe tout entiére (n° 331).

Il n’est pas vrai en général qu’'on puisse faire passer une
seconde quadrique par la méme courbe; il y a donc deux
Jamilles principales de quartiques, celles qui sont I’inter-
section de deux quadriques, et celles par lesquelles il ne
peut passer qu’une seule quadrique (*). Nous commengons
par celles de la premiére famille. Les caractéristiques de

(') L’existence de cette seconde famille de quartiques a été indiquée pour
la premiére fois dans le Mémoire auquel on a déja renvoyé.
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deux quadriques, gui ne sont pas tangentes, sont (n° 342)
m=»4, n=—ie,
xz =16, y =38, & —=38, h=o2.

Plusieurs de ces résultats peuvent s’établir d’'une maniére
indépendante. Ainsi nous avons donné (n° 218) I’équation
de la développable engendrée par les tangentes & la courbe
et qui est du huitiéme degré. Nous avons aussi démontré
que la développable a, dans chacun de ses quatre plans prin-
cipaux, une ligne double du quatriéme ordre, d’ot z =16 (*).
On a montré aussi (n° 218) que ’équation du plan osculateur
est T = T'¢ (u et v étant les plans tangents 3 U et V en ce
point) et qu’elle contient les coordonnées du point de contact
au troisi¢éme degré. Si donc on demande de mener un plan
oscalateur par un point donné, les points de contact sont
déterminés comme intersections de la courbe UV avec une
surface du troisiéme degré, et par conséquent le probléme
admet douze solutions n = 12. Enfin, toute génératrice d’une
quadrique contenant la courbe est évidemment une « droite
par deux points » (n° 343). Mais, comme, par un point quel-
conque, nous pouvons décrire une quadrique de la forme

U -+ )V, les deux génératrices de cette quadrique, qui passent

par le point, sont deux « droites par deux points », ou 2 = 2.
Les droites par deux points peuvent se trouver autrement par
la construction suivante, dont il est facile de voirl’exactitude :
Menez un plan par le point choisi O et par l'intersection de
ses plans polaires par rapport aux deux quadriques; ce plan
coupe la quartique en quatre points qui sont sur deux lignes
droites se coupant en O.

(*) On a déja mentionné (n°216) que la développable circonscrite 4 deux
quadriques a, pour lignes doubles, une conique dans chacun des plans
principaux. On déduit de 13 le nombre y = 8.
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Une quartique de cette espéce est déterminée par huit

points (n° 130).

348. En second lieu, supposons les deux quadriques tan-
gentes; alors (n° 344) le cone qui s’appuie sur la courbe a
une aréte double de plus que dans le cas précédent, et la
développable est d’un degré moindre de deux unités. Par
suite

m=A4, n =26, r—=6, g=026, h=3,

a=4, pzoy z = 6, )":4-

Troisiémement, les quadriques peuvent étre en contact sta-

tionnaire en un point, ce qui nous donne
m =4, n—A4, ==y, 2=a, f—s2)
A== 11y, Bi=Ht 72 = 3 S = G
Ce systéme (') peut étre exprimé comme 1’enveloppe de
att + bet®> + L dt + e,
ol ¢ est un paramétre variable. L'enveloppe est
(ae + 3¢y =27 (ace — ad* — c*)?;

cette équation développée contient @ comme facteur et se
réduit ainsi au cinquiéme degré. L'aréte de rebroussement
est 'intersection de ae + 3¢2 avec 4ce — 3 d2.

Comme un céne du quatriéme degré ne peut avoir plus de
trois arétes doubles, deux quadriques ne peuvent étre tan-
gentes en plus d'un point sans que leur courbe d’inter-
section se décompose en courbes plus simples. Si deux
quadriques sont tangentes en deux points d’'une méme
génératrice, cette droite est commune aux deux surfaces, et

(1) Cette remarque est de M. Cayley.
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I'intersection se décompose en une droite et une cubique.
Si elles se touchent en deux points non situés sur la méme
génératrice, l'intersection se décompose en deux coniques
planes, dont les plans se coupent suivant la droite qui joint
les points.

349. Si une quartique r’est pas U'intersection de deux
quadriques, elle doit étre I'intersection partielle d’une qua-
drique et d’une surface cubique. Nous avons déja vu que la
courbe doit étre sur une quadrique; et si par treize de ses
points et six autres qui ne soient pas dans le méme plan
nous décrivons une surface cubique, elle devra contenir la
courbe donnée (). L’intersection de cette surface cubique
avec la quadrique déja trouvée doit se composer de la quar-
tique donnée et d’unc ligne du second degré; et les points
doubles apparents des deux courbes sont liés par la relation
h — W= 2, comme on le voit en portant dans la formule du
n° 345 les valeurs m = 4, m'= 2, p =3, v=2. Si la ligne
du second degré est une courbe plane (une conique ou deux
droites), nous avons &' = o, par suite & = 2; c’est-a-dire que

la quartique est une courbe de 'espéce déja examinée et qui a
deux points doubles apparents. Il est facile de voir autrement
que, si une quadrique et une surface cubique ont en commun
une courbe plane, on peut mener une autre quadrique par le
reste de leur intersection; en effet, les équations de la qua-

drique et de'la surface cubique sont de la forme zw = u,,
B9y = UZs, qui se coupent suivani ¢» = zw. Si cependant la
surface cubique et la quadrique ont en commun deux droites
non situées dans le méme plan, ces droites constituent un

(*) Cette limitation est nécessaire; sans quoi la surface cubique pourrait
se composer de la yuadrique et du plan. Ainsi, si une courbe du cin-
quiéme ordre est sur une quadrique, on ne peut pas prouver qu’une sur-
face cubique, distincte de la quadrique, peut contenir la courbe donnée.
(Voir Cambridge and Dublin Mathematical Journal, vol. V, p. 27.)
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systéme ayant un point double apparent, puisque par un
point quelconque on peut mener une transversale rencon-

trant les deux droites. Comme alors 2/ =1, on a A =3; ces
quartiques ont trois points doubles apparents et par consé-
quent sont essentiellement distinctes de celles qu’on a déja
discutées et qui ne peuvent en avoir plus de deux. Les carac-
téristiques numériques de ces courbes sont précisément les
mémes que celles de la premiére espéce du n° 348; le cone
qui s’appuie sur l'une ou l'autre de ces courbes a trois arétes
doubles; la différence consiste seulement en ce que, dans
un cas, une des arétes doubles provient d’un point double
effectif, tandis que dans I’autre elles viennent toutes de points
doubles apparents.

Ce systéme de quartiques est le réciproque de celui qui est
donné par 'enveloppe de at® + 4bt* + 6ct2 + 4 de +e. Ce
dernier systéme, outre sa courbe cuspidale du sixi¢me ordre,
a en plus une courbe nodale du quatriéme ordre qui est de
I'espéce dont nous nous occupons actuellement.

On démontre, comme au n°® 333, que ces quartiques sont
rencontrées en trois points par toutes les génératrices de la
quadrique qui les contient et qui sont du méme systéme que
les droites communes a la quadrique et a la surface cubique.
Elles sont coupées en un point seulement par les généra-
trices du systéme opposé. Le cone qui s’appuie sur la courbe,
et qui a son sommet en un de ses points, est alors un cone
cubique ayant une aréte double; cette derniére est une des
génératrices (passant par le sommet) de la quadrique qui
contient la courbe. Ainsi, tandis qu'une cubique quelconque
peut étre la projection de I'intersection de deux quadriques,
les quartiques de cette seconde famille peuvent seulement
étre projetées suivant des cubiques ayant un point double.
La quadrique peut étre considérée comme la surface engen-
drée par toutes les « droites par trois points » de la courbe.
D’aprés ce qui a été établi, il est évident que toute gquai-
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ligue ayant trois points doubles apparents, peut étre
considérée comme [’intersection d’une quadrique avec un
cone du troisiéme ordre qui a une des génératrices de la
quadrique comme aréte double.

350. M. Cayley a remarqué qu’il est possible de décrire
par huit points une quartique de cette seconde famille. Nous
avons & mener par les huit points un cone du troisiéme degré
dont le sommet soit en l'un d’eux, et qui de plus ait une
aréte double qui sera une génératrice d’une quadrique pas-
sant par les huit poirts. Mais il résulte, du n° 347, que si 1'on
fait passer un systéme de quadriques par huit points, toutes
les génératrices qui passent par I'un quelconque d’entre eux
sont sur un c6ne du troisiéme degré, qui passe par la.quar-
tique de la premiére famille déterminée par les huit points.
Si S, S/, §” sont trois cbnes cubiques ayant un sommet
commun et passant par sept autres points, AS - S 4 vS”
est'équation générale d’un cdne satisfaisant aux mémes con-
ditions; et, s’il a une aréte double, AS, 4 S 4 vS', passe
par cette aréte. Eliminant A, g, v entre les trois dérivées, le
lieu des arétes doubles est le céne du sixiéme ordre

51(S, 8% — S5S4) -+ S:(Sy S} — S5S,) + S4(S, 8, — 8, =o.

L'intersection de ce cdne du sixiéme degré avec 'autre cOne
du troisitme détermine des droites, par I'une quelconque
desquelles, on peut mener une quadrique et un céne cubique
satisfaisant aux conditions données. 11 faut remarquer toute-
fois que les droites qui joignent le sommet choisi aux sept
autres points sont des arétes, simples sur I'un de ces cdnes et
doubles sur I'autre, et que ces derniéres sont étrangéres a la
solution du probléme (elles équivalent a quatorze intersec-
tions). On peut donc mener quatre quartiques par les
points donnés.




11IC CHAPITRE XII.

351. M. Cayley a attiré mon attention sur un cas parti-
culier de cette seconde famille de quartiques, dont j'avais
omis de tenir compte. C’est celui ou la courbe a une
inflexion linéaire du genre signalé (n° 328), c’est-a-dire ou
trois points consécutifs de la courbe sont sur une ligne
droite. Un pareil poinl ne peut évidemment pas exister sur
une quartique de la premiére famille; car la droite qui joint
les trois points doit alors étre une génératrice sur les deux
quadriques; et 'intersection se décomposerait alors en une
droite et une cubique, ¢t ne serait plus une quartique. Exami-
nons dans quel cas trois plans consécutifs du systéme

att +- a0+ 6¢t*+ 4dt +e

peuvent passer par la méme droite. Si un pareil cas se pré-
sente, nous pouvons supposer que nous ayons transformé
I’équation de telle sorte que le point singulier en question
puisse correspondre & ¢=oo; les trois plans a, b, ¢ doivent
donc passer par la méme droite, ou bien ¢ doit étre de la
forme %@ + pb. Mais nous pouvons alors transformer I’équa-
tion encore davantage, en remplacant ¢ par ¢ + 0 et en déter-
minant § de maniére que la quantité qui multiplie 6 dans le
coefficient de ¢- s’annule. Le systéme est alors I’enveloppe
d’un plan at* + 4 bt* 4 6 hat- + 4dt + e. Un cas plus parti-
culier est celui ot A est nul, ou bien ol le plan se réduit a
at’4- 406° + 4dt +-e. 11 est évident alors que nous avons
deux points d’inflexion linéaire, un qui répond & ¢ =,
I'autre 4 ¢ = o. La développable dans ce dernier cas est

(ae — 40d)? = 27(aa® + eb?)?

qui a pour aréte de rebroussement I'intersection de

(ae — 4bd)

(ad? + eb®);
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elle se compose d’une courbe du quatriéme degré et des
droites ab, de. Ce systéme est tel que son réciproque est de
méme nature; car nous avons

==V B =1, x=y =4,

et la section de la développable par un plan quelconque a
six rebroussements, qui sont les quatre points ot le plan ren-
contre I'aréte de rebroussement et les deux ou il coupe les
génératrices doubles ab, de.

Dans le cas signalé précédemment, ou ¢ n’est pas nul,

mais bien égal & Ve, il n’y a qu'un seul point d’inflexion

linéaire; 'enveloppe en question est alors la réciproque d’un
systtme ou m—=4, n=>5, r=06, h=3, k=4, =25,
¥ =4. Un autre cas particulier 4 considérer est celui ot une
courbe a une tangente double; une pareille droite, étant dou-
blement une droite du systéme, est une droite double de la
développable. Mais ce cas ne se présente pas dans les courbes
du quatriéme ordre ().

(*) Pour les autres propriétés des courbes du quatri¢me ordre, voir les
Mémoires de M. Chasles ( Comptes rendus,vol. LIV et LV ) et de M. Cremona
(Mémoires de I’Académie de Bologne, 1861). Pour compléter 'énuméra-
tion des courbes jusqu’au quatriéme ordre, il serait nécessaire de classifier,
suivant leurs points doubles apparents, les systémes impropres composés de
courbes plus simples d’ordres inférieurs. Ainsi, pour m =2, i =1 nous
avons deux lignes non situées dans le méme plan; m = 3, 2 = 1, une conique
et une droite qui se rencontrent une fois; 2 = 3, trois droites qui ne sont pas
deux a deux dans le méme plan; m — 4, & — 2, une cubique plane et une
droite qui la rencontre une fois, ou bien une cubique gauche et une droite
qui la rencontre deux fois, ou deux coniques qui ont deux points communs;
m =4, h = 3, une cubique plane et une droite qui ne la rencontre pas, ou
bien une cubique gauche et une droite qui la rencontre, ou deux coniques
ayant un point commun; m = 4, s = 4, une cubique gauche et une droite
qui ne la rencontre pas, ou deux coniques qui ne se coupent pas; i =5,
une conique et deux droites qui ne se rencontrent pas et ne renconlrent
pas la conique; & = 6, quatre droites qui ne sont pas deux a deux dans le
méme plan.

On a oublié de citer & sa place une quartique intéressante, la cartesienne
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352. I n’est pas difficile d’étendre cette énumération
des courbes d’ordre plus élevé. C’est ce qui a été faiL pour
les courbes du cinquiéme ordre dans le Mémoire déja cité.
11 est facile de voir que, outre des quintiques planes, nous
avons : 1° des quintiques qui sont l'intersection partielle
d’une quadrique et d'une surface cubique, le reste de I'inter-
section étant une ligne droite. Ces quintiques ont quatre
points doubles apparents et peuvent avoir en outre deux
points doubles effectifs ou deux rebroussements. Nous pou-
vons avoir : 2° des quintiques avec cinq points doubles appa-
rents et pouvant posséder en outre un point double effectif
ou un rebroussement; ces courbes sont I'intersection partielle
de deux surfaces cubiques, le reste de l'intersection étant
une quartique dela seconde classe. Nous pouvons aussi avoir :
3° des quintiques avec six points doubles apparents; elles
sont l'intersection partielle de deux surfaces cubiques; le
reste de l'intersection est une quartique impropre avec quatre
points doubles apparents. On peut encore ajouter : 4° les quin-
tiques & six points doubles apparents qui sont l'intersection

partielle d’une quadrique et d’une surface du quatriéme
ordre; le reste de I'interseclion se compose de trois droites
non situées dans le méme plan.

353. Au lieu d’énumérer, comme nous 'avons fait, les
espéces de courbes suivant leurs ordres respectifs, nous
aurions pu faire notre discussion en ayant égard a I’ordre des
développables engendrées, et énumérer les différentes espéces
de développables des quatriéme, cinquiéme, etc. ordres.

gauche de Sylvester (Phil. Mag., 1866, p. 287, 380). Cette courbe est le
lieu d’un point dont les distances a trois foyers fixes sont lides par les rela-
tions lp+ mp' +np"=a, l'p +m'p'+ n'p"=b.

Cette courbe a une infinité de foyers situés sur une cubique plane qui
est le lieu des foyers de coniques passant par quatre points situés sur un
cercle. Cette courbe peut étre représentée comme lintersection d’une sphére
et d’'un cylindre parabolique.
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C’est la méthode suivie par M. Chasles, qui a énuméré les
différentes espéces de développables jusqu’au sixiéme ordre
(Comptes rendus, t. LIV), et par Schwarz (Crelle, t. LXIV,
p- 1), qui a poussé son énuméralion jusqu’au septiéme ordre.
La discussion de ce dernier contient la réponse a la question
suivante posée par M. Cayley : L’équation considérée, n° 329,
ol le paramétre entre rationnellement, représente un plan
unique dont 'enveloppe appartient & une classe de dévelop-
pables auxquelles M. Cayley donne le nom de développables
planaires; d’autre part, si le paramétre figure sous des radi-
caux, I'équation rendue rationnelle représenterait un sys-
téme de plans dont I'enveloppe serait appelée d’aprés cela
une développable multiplanaire; on demande de déter-
miner quel est, dans cette acception, le degré de planarité de
chaque" développable. M. Schwarz a répondu i cette ques-
tion en montrant que les développables des sept premiers
ordres sont toutes planaires.

En fait, si une développable est planaire, les plans, droites
et points du systéme peuvent s’exprimer rationnellement au
moyen d'un paramétre et, par conséquent, chaque section
de la développable est une courbe unicursale (C. P., n° 44),
de méme que l'aréte de rebroussement et tout céne qui
s'appuie sur elle. On peut vérifier, au moyen des équations

des n° 326-327, que

L —1)(r—2)—(m4@)=1(r —1)(r —2)—(n-+y)
m—1)(m—2)—(h+8)
R —1)(n —3)—(g+ 1)

une quelconque de ces expressions représente la déficience

(oule genre) soitde la section (n° 326), soit du cone (n° 327).

Quand cette quantité s’annule, la développable est planaire;

quand elle égale 1, la développable est biplanaire, etc. Et ce

nombre est le méme pour une courbe quelconque de I’espace
S. — Géom. a trois dim. I1. 8
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el pour toute autre courbe qu’on en déduit par une transfor-
mation linéaire.

354. La discussion des caractéristiques possibles d’une
développable d’ordre donné repose sur le principe que la
section par un plan du systéme est une courbe de degré » — 2
ayant m — 3 rebroussements. Ainsi, si la développable est
du cinqui¢me ordre, la section par un plan du systéme est
une cubique; et comme cette derniére ne peut avoir plus
d’un rebroussement, I'aréte de rebroussement est au plus du
quatriéme ordre. Ei elle ne peut éire de degré moindre,
puisque nous avons vu déja que les cubiques gauches engen-
drent des développables du quatriéme ordre seulement. Donc
les seules développables du cinquiéme ordre (') sont celles
(ui sont engendrées par une courbe du quatriéme ordre.

De la méme maniére, la section de la développable du
sixiéme ordre par un plan du systéme est une quartique qui
peut avoir un, deux ou trois rebroussements. Nous avons
donc m =4, 5 ou 6; et de méme, n est compris entre les
mémes limites; par conséquent (n° 330), la section par un

plan du systéme est au plus de la cinquiéme classe. Mais une

courbe du quatriéme degré avec un rebroussement doit
avoir deux autres points doubles, si elle est seulement de la
cinquiéme classe; et si elle a deux rebroussements, elle doit
avoir un autre point double. Donc, dans I'un et I'autre cas,
elle est unicursale et la développable est planaire. On a déja
considéré le cas ou la quartique n’a qu'un rebroussement
(m =4). L'aréte de rebroussement a un point nodal, et le
systéme est le réciproque de celui qui enveloppe

at* + 4be3 4 6¢t2 4 4dt +-ha=o

(*) Les propriétés de ces développables sont traitées par M. Cremona
( Comptes rendus, vol. LIV, p. 604).
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et ou il existe un plan double du systéme qui correspond
dt=o0ett—=oco.

Si la section du quatriéme degré a trois rebroussements,
elle est de la troisiéme classe et, par suite, pour la déve-
loppable n = 4.C’est 14 aussi un cas déja discuté n° 349; la
développable est 'enveloppe de

at* + 4063 4-6¢t2 4~ 4dt + e —o.

Enfin, sila quartique a deux rebroussements, elle doit aussi,
comme nous l'avons vu, avoir un point double et, par suite,
étre de la quatriéme classe. Donc n = 5. D’aprés les formules
précédentes, les caractéristiques d’un systéme ot m = n =5,
r=6sont g=h—4, x=y—=2>5, a= =2, et, si nous
prenons les deux plans stationnaires comme correspondant
a ¢t =, t = o0, le systéme est ’enveloppe de

at® + 5hat* +1ocl +10d? +Suft + f—o.

M. Schwarz a remarqué que les plans stationnaires peuvent
étre remplacés par un plan triplement tangent, c¢’est-a-dire
que le systéme peut étre I’enveloppe de

at® -- dhat* 4 1opat® 4 10de* - Set + f=o.

Je n’ai pas examiné avec soin la théorie des effets des
points triples de la courbe d’intersection de deux surfaces sur
le nombre de ses points doubles apparents. Mais (en consi-
dérant le cas oti A et w sont nuls dans la derniére équation),

si nous faisons b —o et e= o dans les équations que j’ai
données (Camb. and. Dub. mathematical Journ., V, 158)
pour I'aréte de rebroussement de la développable qui est 1'en-
veloppe d’une fonction du cinquiéme degré, nous trouvons
que ’aréte de rebroussement est I'intersection de 2¢* — 3df
avec af-—r2d*e. Ei, cette intersection est la droite ef avec
une courbe du cinquiéme ordre, ayant le point def pour
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point triple. En effet, ce dernier étant point double sur
chaque surface est un point quadruple sur leur intersection,
et comme la ligne droite passe par le point def, la courbe qui
reste a un point triple en ce point.

305. Nous terminerons celte section en appliquant ques-
ques-uns des résultats que nous y avons obtenus & la solu-
tion d’'un probléme qu’on a 'occasion de rencontrer :

Trois surfaces dont les degrés sont w, v, p ont une cer-
taine courbe qui leur est commune & toutes les trois; com-
bien des pvp points d’intersection sont absorbés par la
courbe? En d’autres termes, en combien de points les
surfaces se coupent-elles en dehors de la courbe com-
mune?

Supposons que les deux premiéres surfaces se coupent
suivant la courbe donnée, dont le degré est m, et sui-
vant une courbe complémentaire pv — m; les points d’in-
tersection qui ne sont pas sur la premiére courbe doivent

étre compris parmi les (pv — m)p intersections de la der-
niére courbe avec la troisiéme surface. Mais quelques-unes
de ces intersections sont sur la courbe m, puisqu’on a démon-

tré (n° 346) que la derniére courbe coupe la courbe com-
plémentaire en m(u + v —2)—r points. En déduisant
ce nombre de (pv — m)p, nous trouvons que les surfaces
se coupent en pyp—m (@ + v p —2)—+ 7 points qui ne
sont pas surla courbe n2; ou que la courbe commune absorbe
m(v:l. -+ v + p — 2)— r points d’intersection.

Exemple. — Si nous appliquons cette formule a I'intersection de
trois cubiques, qui ont une courbe commune de degré m, le nombre
des points restants non situés sur la courbe m est 27 — 7m + r. Sup-
posons maintenant que les surfaces aient quatre droites communes;
ceci semble a premiére vue donner m — 4. A — 6, par suite r = o, et
le nombre de points restants serait — 1. Mais il est facile de voir que,
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dans ce cas, les surfaces cubiques ont aussi en commun les deux trans-
versales des quatre droites et que ces deux droites ont également un
point double apparent. Donc il aurait fallu prendre pour les valeurs
ci-dessus m = 6, i — 7, et elles montrent que le nombre des points
d’intersection qui restent est égal a 1.

Si la courbe commune se compose de deux coniques, la droite sui-
vant laquelle leurs plans se coupent est aussi située sur les surfaces,
et alors m = 5, i = 4, et il y a quatre intersections autres.

Nous pouvons résoudre exactement de la méme maniére
la question correspondante si la courbe commune est une
courbe double sur la surface p. Du nombre (v — m)p, nous
avons alors aretrancher 2[m (g -+ v — 2) — r] points et nous
trouvons que la courbe commune diminue les intersections
de m(p+ou—+2v—4)—or points.

Ces nombres exprimés en fonction des points doubles
apparents de la courbe m sont

m(p—+v+p—m—1)+2~h
mp-t-2n+2v—2m—2)+4h.

356. Le numéro précédent nous permet de répondre 2 la
question suivante :

Si Uintersection de deux surfaces est, pour partie, une
courbe de degré m qui est courbe double sur l’une des
surfaces, en combien de points rencontre-t-elle la courbe
complémentaire d’insersection?

Ainsi, dans le dernier exemple considéré, les surfaces p., o
se coupent suivant une courbe double m et une courbe
complémentaire pg—2m; et les points d’intersection des
trois surfaces s’obtiennent en retranchant de (pp—2m)v le
nombre d’'intersections de la courbe double avec la complé-
mentaire. Donc

(vp—2m)yv—v=pvp—m(p+2p+2v—4)+ar,
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d’ou
v=m(p+2p—4)—2r.

Nous pouvons vérifier cette formule quand la courbe m est
I'intersection compléte de deux surfaces U, V, dont les degrés
sont & et [. Alors p est de la forme AU2+- BUV + CV?2, ou
A est du degré p — 2k, ...;et u est de la forme DU 4- EV,
ot D est du degré m — k. Les intersections de la courbe
double avec la courbe complémentaire sont les points pour
lesquels un des plans tangents a’'une des surfaces en un point
de la courbe double coincide avec le plan tangent a I'autre

surface. lls sont donc lesintersections de la courbe UV avec
la surface AE? — BDE + CD2 qui est du degré

pt+ap—a(k+1).

Le nombre des intersections est kl[p + ap-—2(k—+0)];il
coincide avec la formule déja obtenue en faisant A!— m,
kKl(k+1—2)=r.

357. Aumoyen du numéro précédent, nous pouvons mon-
trer comment, lorsque les surfaces se coupent suivant une
courbe qui est courbe double sur I'une d’elles, les singula-
rités de cette courbe sont lides avec celles de sa complémen-
taire. La premiére équation du n® 346 cesse d’éire applicable,

parce que la surface - v — 2 contient entiérement la courbe
double; mais la seconde équation nous donne

m (pAv—2)=2+r'=r +om(p+2v—4)—4r,

d’ou
br—r=(2m—m)(p+v—2)+a2m(v—2).

De la méme maniére nous trouvons que les points doubles
apparents des deux courbes sont liés par la relation

8 — ol =(2m—n)(p—1)(v —1)—2am(v--1).
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Ainsi, quand une quadrique passe par une ligne double

d’une surface cubique, 'intersection restante est du quatriéme

degré, du sixiéme rang, et a trois points doubles apparents.

SECTION III.
PROPRIETES NON PROJECTIVES DES COURBES.

358. Comme dans celte Section nous aurons plus d’une
fois I'occasion de considérer des droites infiniment voisines
les unes des autres, il convient de commencer par montrer
comment quelques-unes des formules obtenues dans le pre-
mier Chapitre se modifient quand les droites sont infiniment
voisines. Nous avons démontré (n° 14) que I'angle d’incli-
naison de deux droites est donné par la formule

sin?6 —(cos B cosy' — cosB'cosy)?
-+ (cosy cosa’ — cosy’cosa)® + (cosa cos B’ — cosa’cosf)*.

Si les droites sont infiniment voisines, nous pouvons rem-
b

placer cose’ par cosa -+ 8 cosa, ..., et poser sin) = 84 ; nous

avons alors

862 = (cosfo cosy — cosyd cosB)?
~+ (cosy8 cosa — cosad cosy)? +- cosad cosf — cos B8 cosa)®.

Si les cosinus de direction d’une droite quelconque sont

n > 4 L s
ol /2 -4+ m? + n° = r*,laformule précédente donne

r+362 =(mdn — ndm )2+ (ndl — I8n)2 + (18m — mdl)?;
comme nous avons c¢os2a - ¢cos? ﬁ - cos?y=1,

cosad cosa —+ cos 8 cosf + cosyd cosy = 0;
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et si nous élevons la derniére expression au carré et I'ajou-

tons & celle de 692, nous obtenons cette autre forme trés
utile

802 — (o cosa)® 4+ (8 cosB)? + (3 cosy)>.

On a démontré (n° 15) que (cos P cosy’ — cosf'cosy), ...
sont proportionnels aux cosinus de direction de la perpen-
diculaire au plan des deux droites. Il résulte de la que les
cosinus de direction de la perpendiculaire au plan des
droites consécutives qu’on vient de considérer sont propor-
tionnels & mén — nom, né{ — lon, [om — m3dl, le diviseur
commun étant 7289,

De méme, on a démontré (n° 44) que les cosinus de direc-
tion de la droite qui bissecte P'angle extérieur que deux
droites font entre elles sont proportionnels a

cosa — cosa/, cosf — cosB/, cosy—cosy/,

Donec, si deux droites sont indéfiniment voisines, les
cosinus de direction d’une droite menée dans leur plan et

perpendiculairement & leur direction commune sont pro-

portionnels & &cosa, ocosf, dcosy, le diviseur commun
étant 68.

359. Nous avons démontré (n® 317) que les cosinus de

. . : dr dv ds
direction d’une tangente 4 une courbe sont —-,
FE/0

Tk o
que, si cette courbe est donnée comme intersection de deux
surfaces, ces cosinus sont proportionnels & MN — M'N,
NL/—N'L, LM'—L'M, ot L, M, N, ... représentent les
dérivées premiéres.

On peut évidemment mener une infinité de normales en
un point de la courbe. On en a distingué deux par des noms
particuliers : ce sont la normale située dans le plan oscula-

teur, qu'on appelle ordinairement la normale principale;
1 q PP P P
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et la normale perpendiculaire & ce plan qui, étant normale &
deux ¢éléments consécutifs de la courbe, a été appelée, par
M. de Saint-Venant, la binormale. En un point quelconque
de la courbe, la tangente, la normale principale et la binor-
male forment un systéme de trois axes rectangulaires.

Toutes les normales sont dans le plan perpendiculaire a
la tangente, c’est-a-dire

(¢ —a'Ydz + (y —y')dy + - —3')ds =0
dans une notation; ou dans l'autre

(MN'— M'N) (2 — #') + (NL'— N'L) (y — »')
+ (LM'— L'M)(s—5') =o.

360. Considérons maintenant ’équation du plan oscula-
teur. Comme 1l contient deux tangentes consécutives de la
courbe, ses cosinus de direction (n° 358) sont proportion-
nels a

dyd-z —dsd®y, did*x—dxds, dedy —dydz,

que, pour abréger, nous appellerons X, Y. Z. L’équation du
plan osculateur est donc

X(¢—a")+=Y(y—y"Y+Z(5—35")=o.

On aurait pu obtenir la méme équation (n°31) en formant1'é-
quation du plan qui joint les trois points consécutifs 2/, y/, z':

x' +dx', y' 4 dy', 5+ ds';
x'+2dx'+ d*x!, v+ 2dy' +d*y', 5+ ads'+ d?F.

En appliquant cette formule, nous pouvons la simplifier
en prenant a volonté une des coordonnées comme variable
indépendante, et faisant alors d-z, d2y ou d*z = o.

361. Pour donner un exemple de I'application des for-
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mules de cette Section, il convient d’établir ici les équations
el de donner quelques-unes des propriélés de 1'hélice ou
courbe formée par le filet d’une vis.

L’hélice peut étre définie comme la forme que prend une
ligne droite tracée sur un plan quelconque, quand ce plan est
enroulé sur la surface d’un cylindre droit (*). On déduit
facilement les équations de I'hélice de cette définition.
L’équation d'une droite quelconque, y» = mx, exprime que
I'ordonnée est proportionnelle au segment que son pied
détermine sur 'axe des 2. Si maintenant le plan de la droite
est enroulé sur un cylindre droit, de maniére que ’axe des
z coincide avec la base circulaire, la droite deviendra une
hélice, et 'ordonnée d’un point quelconque de la courbe sera
proportionnelle au segment, mesuré suivant la circonférence,
que cette ordonnée détermine sur la base circulaire a partir
du point ou I'hélice coupe cette base. Ainsi les coordonnées
de la projection, sur le plan de base, d’'un point quelconque
de I'hélice sont de la forme 2 = a cosl,  — asinl, a étant
le rayon de la base circulaire. Mais on a démontré que la

hauteur z est proportionnelle a I'arc 0 : les équations de
I’hélice sont donc

/'1‘7

<~

Z == @ cos :
h

¥ = asin
d’ou aussi
g S
Nous obtenons évidemment les mémes valeurs de z et y

quand I'arc augmente de 2w, ou quand 3 croit de 2w/ ; donc
I'intervalle entre les filets de la vis est aw /.

(') Réciproquement, une hélice devient une droite quand le cylindre sur
lequel elle est tracée est développé suivant un plan; c’est donc une ligne
géodésique du cylindre (n° 308).
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Comme nous avons

e U e L U,
dz = 7 Sing ds = A ds, A 7

2 X -
. a*+ h- ds
nous en tirons ds?=— dz?. Donc s est constant, ou

h? d.
I'angle formé par la tangente & I'hélice avec 'axe des z (qui
est la direction des génératrices du cylindre) est constant. Il
est facile de voir qu'il est le méme que I’angle que fait avec
les génératrices la droite suivant laquelle I'hélice se développe
quand le cylindre se développe lui-méme suivant un plan.

La longueur de I'arc de courbe est évidemment dans un
rapport constant avec la hauteur dont on monte.

Les équations de la tangente sont (n°® 317)

x—x y—
A = wl

Si donc z et y sont les coordonnées du point ot la tangente
perce le plan de base, nous tirons des équations précédentes

~r2
(z— 24+ (y — )V =(a"r+y'?) e —a

ou bien la distance entre le pied de la tangente et la projec-
tion du point de contact est égale a I'arc qui mesure, le long
de la circonférence, la distance de cetle projection au point
initial. Ceci peut aussi se démontrer géomélriquement; car, si
nous imaginons le cylindre développé sur le plan tangent,
I'hélice coincidera avec la tangente, et la ligne joignant le
pied de la tangente & la projection du point de contact sera
I'arc de cercle développé suivant une ligne droite. Donc le
lieu des points ou la tangente rencontre la base est une déve-
loppante de cercle.
L’équation du plan normal est

yae—2a'y=h(s—2z).
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Pour trouver I'équation du plan osculateur, nous avons

d‘-’x:—ixd%, d*y — =

h?

I’équation du plan osculatleur est donc
h(yo—z'y)+a*(z—s')y—o.

L forme de ’équation montre que le plan osculateur fait un
angle constant avec le plan de la base.

Comme exercice, nous laissons au lecteur le soin de
trouver la tangente, le plan normal, le plan osculateur de I'in-
tersection de deux quadriques a centre.

362. Nous pouvons donner a I'équation du plan osculateur
une forme plus commode pour la pratique, quand la courbe
est donnée comme intersection de deux surfaces U, V.
Comme le plan osculaleur passe par la tangente, son équa-
tion doit étre de la forme

ALz +My+Ns+Pw)=p(L'z +My+ Nz+ Pw),

ou Lz +... estle plan tangent a la premiére surface. Cette
équation est idenliquement satisfaite par les coordonnées
d’un point commun aux deux surfaces et par celles d’un
point consécutif; en substituant les coordonnées d’un second
point consécutif, nous obtenons

p=Ld?’zx +Md?y + Nd*z + Pd?w,
r=Vd*x+Mdy+ Nds+ P d?w.

Mais, en différentiant les équations,

Ldx +~Mdy + Nds + Pdw —o,
nous avons

Ld?x +~Md*y +~ Nd?z +Pd2w — — U’
Y

=adz?+ bdy* + cdz* + ddw-+ 2 fdy dz
+e2gdsdz+2hdxdy —-2ldxdv+2mdydw + 2ndsdw,
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ott a, b, ... sont les dérivées secondes. Maintenant dz, . . .
satisfont aux équations

Ldx + Mdy -+ Ndz +-Pdw —o
L'dz +~-M'dy + N'ds + P'dw —o,

et puisque nous pouvons, comme en équations cartésiennes
ordinaires, prendre sv comme constant; ou bien z, ou y, ou z,

ou, plus généralement, prendre une fonction linéaire quel-
conque de ces coordonnées comme constante, nous pouvons
ajouter aux deux équations précédentes I'équation arbitraire

adz + Bdy + ydz + Sdw=o.

Or on peut facilement vérifier que, st nous substituons, dans
I'équation d’une quadrique quelconque, les coordonnées de
I'intersection des trois plans

Lz+- My +NzPw=o, Le+My+Nz+Pw=o,
vz + By +y5+8iw=o,
le résultat sera proportionnel au déterminant (n° 80)

{ L L
MI
NI

a h
b
J
I m P’
M
M
B

h

g

IJ
LI

4

!

Ce déterminant peut étre réduit en soustrayant de la cin-
quiéme colonne multipliée par (m — 1) la somme des quatre
premiéres, multipliées respectivement par z, ¥, 5, w; la
cinquiéme colonne s’annule alors, a ’exception du terme de
la derniére rangée qui devient — (az 4 By -+ vz +ow).
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Nous pouvons de méme retrancher de la cinqui¢me rangée,
multipliée par (m — 1), la somme des quatre premiéres, res-

pectivement multipliées par z, y, 5, @, et, comme plus haut,
cette cinquiéme rangée s’annule, 4 'exception de son dernier

terme qui est — (ax -+ By + 15+ ow). Le déterminant se

réduit alors a
a h [} 1Ly

&
h b f m M
R e e eI
{ n d P
I e R 1P

(2 + By +v3+dw)

(a=1)h

Si nous appelons S le dernier déterminant que nous venons
d’écrire, S’ le déterminant correspondant pour I'autre équa-
tion, le plan osculateur sera donné par I'équation

SI
=Tt (Lz+My + Nz -+ Psw)
S
—. U’T—T (L' =My -+ Nz +P'w) (1).

Cette équation a été vérifiée dans le cas de deux quadriques.

Ezxemple I. — Trouver le plan osculateur de
ax?+by?+ czt+ dw?, a'z? -+ b'y? + ¢ 32+ d'wl.

Réponse.

(ab'— ba')(acd'— ca’)(ad'— da')x'3x
+(ba'— abd')(bc'— cb')(bd'—db)y'3y
(ca'—ac)(cd —c'b)(ed —dc)z'3z
+(da'—ad)(db'— bd')(dc' — cd')w'3w = o.

Exemple II. — Trouver le plan osculateur dela ligne de courbure

22 y: gt ot et

AL A T Sl B B e
G HE gy i b2

() Cette équation est due au D* Hesse (voir Journal de Crelle, vol. XLI).
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Réponse.
a’/z.rx’ . bNZ.?/-yl c”2 zzl

ata? = b2b? e 2 R

363. La condition pour que quatre points soient dans un
méme plan, ou, en d’autres lermes, pour qu’'un point sur la
courbe soit le point de contact d’un plan stationnaire, s’ob-
tient en substituant les coordonnées d’un quatriéme point
consécutif dans 'équation d’un plan passant par trois points
consécutifs. Ainsi, d’aprésle n° 31, la condition cherchée est
le déterminant

Bz(dy d?s—dsd’y) + d*y(dsd"x — dx d*3)
+d*s(dx d*y —dy d*z) = o.

Si une courbe dans I’espace est plane, cette condition doit
étre satisfaite par les coordonnées de chacun de ses points.
Quand la courbe est donnée comme intersection de deux
surfaces U, V, Clebsch détermine de la maniére suivante
(Crelle, t. LXI11, 1) la condition pour un point d’osculation.
En écrivant, pour abréger, S — (m —1)2T, 8'=(n — 12T,

I’équation donnée dans le numéro précédent pour le plan
osculateur est

(T"L — TLy & 4+ (T'M — TM") y
+(T'N — TN) 5+ (T'P — TP)w =0,

et I'équation d’un plan osculateur consécutif ne différe de
celle-ci que par des termes

T'dL 4+- LdT' — TdL'— L'dT)z +...=o.
)

Pour que les deux plans puissent coincider, nous avons, en
introduisant une différentielle arbitraire d¢, les quatre équa-
tions

T'dL + LdT' — TdL'— L'dT = (T'L — TL) d¢,
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Si maintenant nous posons
T-—AL'4-BM'+- CN'4+-DP/, T"=A'L+B'M+ C'N + D'P,

ou A, B, ... sont proportionnels aux mineurs du détermi-
nant S, et ayant par le fait les valeurs

1 dT 1 dT
A= B=game
nous devons avoir

AL - BM 4+ CN —+DP —o,
AL 4+-BM+CN+D'P'=o,

AdL 4+-BdM +-CdN + DdP —o,
A'dL! 4+ B'dM' -+ C'dN' -~ D' dP' = o.

En effet, si, dans le déterminant S, nous mettons dans la
derniére colonne soit L., M, N, P, soit dL, dM, dN, dP, il
est facile de voir que le déterminant s’annule. Multiplions les
quatre équations, considérées en dernier lieu, par A, B, C,

D respectivement et ajoutons; aprés avoir divisé par T, nous
trouvons
1/dT aT aT

="l ! 5 e 1 e ! e
dT+EKdL’dL+dM’dM +a’N'dN+

que nous pouvons écrire
dl +1d(T)=Tds,

et ol par @( L ) nous représentons la dérivée de T considérée
seulement comme fonction de L/, M/, N, P'; @, b, ... étant
regardés comme constants.

De méme, nous avons d1'+1d(T')=T'd¢. Mainte-
nant, remplagons tout au long dT par T, dz + T, dy +...
et éliminons dz, dy, dz, dw entre les deux équations ainsi
obtenues et les trois conditions qui lient dz, dy, dz, dw;
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nous obtenons la condition cherchée sous la forme du déter-
minant

Ty +4(Ty) Ta+4(Te) Ts+3(Ts) T,+3(Ty)
Ty +3(T)) To+4(T) T-+3(Ty) Tp=4(T))
L M N P
ILf M’ N/ P!

« B Y o

MaisT estune fonctiondex, ¥, 5, wdudegré3m +an — §;

et quand on a égard seulement aux z, y, 5, w qui entrent
dans I/, M/, ..., (T) est du degré 2(n —1). Si donc nous
multiplions les quatre premiéres colonnes par z, y, z, w res-
pectivement et les retranchons de 3(m + n — 3) fois la der-
niére, les quatre premiers termes de la derniére colonne
s’annulent, et I’équation qu’on a écrite peut étre réduite en
biffant la cinquiéme rangée et la cinquiéme colonne du déter-
minant. La condition que nous venons d’obtenir est du degré
6m 4+ 6n — 20 par rapport aux variables, comme on aurait
pu le prévoir d’aprés la valeur de a (n° 342). Si les surfaces
U, V sont des quadriques et si, par suite, les coefficients a,
b, ... sont réellement constants, (T,), (T,), ... sont iden-
tiques avec T, Ty, ... et la condition que nous avons
obtenue est le résultat qu’on trouve en égalant a zéro le Jaco-
bien des quatre surfaces T, T', U, V.

364. Nous allons maintenant considérer le cercle déter-
miné par trois points consécutifs de la courbe, et qu'on
appelle cercle de courbure comme dans les courbes planes.
Il est évidemment dans le plan osculateur; son centre est
'intersection des traces sur ce plan de deux plans normaux
consécutifs; son rayon est généralement appelé le rayon de
courbure absolue, pour le distinguer du rayon de courbure
sphérique, qui est le rayon de la sphére déterminée par

S. — Géom. a trois dim. 11. 9
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quatre points consécutifs et dont nous allons nous occuper.
Si, par le centre d’un cercle, on méne une droite perpendi-
culaire a4 son plan, un point quelconque de cette droite
est équidistant de tous les points du cercle et peut étre
appelé un pdle de ce cercle. L'intersection de deux plans
normaux consécutifs passe évidemment par le centre du
cercle de courbure et est perpendiculaire & son plan. Clest
pourquoi Monge a appelé les droites d’intersection des
couples de plans normaux les droites polaires de la courbe.
Il est évident que tous les plans normaux enveloppent
une développable dont toutes les droites polaires sont les
génératrices et qui, en conséquence, a été appelée lasurface
développable polaire. Nous allons faire connaitre quelques-
unes de ses propriétés. La droite polaire est évidemment
paralléle & la droite appelée la binormale (n° 359).

365. Pour obtenir le rayon de courbure, nous calculerons
Yy ’

d’abord 'angle de contact ou de contingence, c’est-a-dire

I'angle que font entre elles deux tangentes consécutives de la

dz
|

ds

courbe. Les cosinus de direction de la tangente étant

%: g,j:, il résulte du n° 358 que db, I'angle de deux tan-

entes consécutives, est donné par 'une ou l'autre des for-
g )

mules
s— (292N (a2 ( dz\*
dﬁ ---(({ d.s‘) ( (d {.’.‘.5‘) Ty dds

ds*do? =X+ Y2 + 72,

ou bien

X =dyd's —dsd®y, ...

On peut voir géométriquement I'exactitude de la derniére
formule, car le second membre de I'équation représente le
carré du double du triangle formé par trots points consécu-
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tifs (n°® 32). Mais deux cotés de ce triangle sont égaux chacun
a ds et comprennent entre eux 'angle d; donc le double de
laire est ds-df (*).

Si maintenant ds est un élément d’arc, et si les tangentes
a ses extrémités font entre elles un angle du. comme l’angle

que font entre elles deux tangentes & un cercle est a l’angle

au centre que sous-tendent leurs points de contact, nous
avons p di = ds. L’élément d’arc et les deux tangentes étant
communs i la courbe et au cercle de courbure, le rayon de
courbure est donné par la formule

ds
P 4o’

ds?

(o N AR N T ds\*
(@5 el )+ (’T) ;

by

4 ds
X2

Ezxzemple. — Trouver le rayon de courbure de Phélice. En

at-+h
cmployant les formules du n°361, nous trouvonsp = ; ce rayon
a

de courbure est donc constant.

(*) En effectuant les différentiations indiquées dans la premiére formule,
on trouve aisément une autre valeur de 46? qui est

ds*dbr = (d*x )+ (d*y )+ (d*3)* — (d*s)™

Cette formule peut aussi se démontrer géométriquement. Soient AB,BC deux
¢léments consécutifs de la courbe et AD une ligne paralléle 2 BC; comme
les projections de BC sur les axes sont dz -+ d*x, dy + d?*y, dz + d'z, il
est évident que les projections sur les axes de la diagonale BD sont d*z,

dry, d*z, dout BD = (d*xz)*+ (d*y)*+ (d*3)*. Mais BD projeté sur I'élé-
ment d’arc est d*s, et sur une ligne perpendiculaire c’est dsdf ; d’oit 'on
déduit

(dis) 4 (dsdb) = (d*z)' +(d'y ) + (d"3)*
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366. Aprés avoir ainsi trouvé la grandeur du rayon de
courbure, nous pouvons déterminer sa position au moyen
des formules du n°® 389. Car les cosinus de direction d’une
droite menée dans le plan de deux tangentes consécutives et
perpendiculairement & leur direction commune sont

1 ,dx 1 .dy 1 ,dz
&%as’ % ds’ a5 %ds

Si #', ', 5’ sont des coordonnées d’un point de la courbe, et
z, ¥, s celles du centre de courbure, les projections du rayon
de courbure sur les axes sont z'—z, ' —y, 5 — 3, mais
elles sont aussi égales 4 p cosa, pcosf, p cosy. Remplagons
cosa, cosf3, cosy par leurs valeurs qu’on vient de trouver;
les coordonnées du centre de courbure seront déterminées
par les équations

1% % o &&

ds ds ., ds

BTty | Y g pl o e ot

367. Quand une courbe est donnée comme intersection de
deux surfaces qui se coupent a angle droit, on peut obtenir
aisément une expression pour le rayon de courbure. Soient
r et ' les rayons de courbure des sections normales aux sur-
faces et dirigées suivant la tangente & la courbe; et soit ¢
I'angle que fait le plan osculateur avec le premier plan
normal ; par le théoréme de Meunier, nous avons p = r coso;
I 1

2y 1

4 = A 4 1

et aussi de méme p = 7'sing. D’ol —; =
2
¢

7




COURBES ET SURFACES DEVELOPPABLES. 133

Les mémes équations déterminent le plan osculateur par
la formule tango = f'.
=

Si les surfaces font entre elles un angle w, la formule cor-
respondante est
sinw r 2 COS
ot gy R
Nous pouvons de la tirer une expression pour les rayons
de courbure d’une courbe donnée comme intersection de
deux surfaces. Nous pouvons poser L2-+ M2+ N2=R?,

L2+ M2+ N2 =R’? et nous avons

LL/+~ MM’ +— NN’

RR’ ;
el (MN’ — M/N)? +(NL/ — N'L)? + (LM’ — L/M)?
S1In-w — . R2R"‘ .

COSw —

Nous devons maintenant dans la formule du n° 296 poser

MN'— M'N NL/'— N'L

COS0 == ———————— COosSp = —
RR'sinw B RR'sinw

LM'—L'M

%Y = RR'sinw

Le dénominateur de cette formule devient

h g L L
b f M M
f ¢ N N
M N
M N

En le réduisant comme dans le n°® 362, il devient (71—]:1_)“ o

et nous avons
(m —1)2R*R'?sin%w
]
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. (n—1)R2R%sin*w
F gl == 5’ 3

d’ou

1 i
e?  (m—1)*R°R"*sin‘w
Si2 258'cos 0

5 (n—1)*R*R%sin‘w  (m —1)}(n— 1)* R°R"sin’w

Dans la notation du n® 363 ceci peut s’écrire

R*R'* sinfw T_2 'E 2TT cosw
it = REF RR

368. Considérons maintenant l’angle que font entre eux
deux plans osculateurs consécutifs et que nous appellerons
angle de torsion et représenterons par dn. Les cosinus de
direction du plan osculateur sont proportionnels 2 X, Y, 7Z;
la seconde formule du n°® 359 donne

(X2 - Y? 4 22)2dn? = (Y dZ — Z.dY)?
+(ZdX — X dZ)* + (X dY — Y dX)?;
mais
Y =dsd?x —dxd- 3, Z—dzdy—dydz,
dY —dsdPx — dx d*z, dL—=—dxd’y — dy d*x.
Par conséquent (Alg. sup., n° 31), |
Yds — Zdy =Mdxz,
ou M est le déterminant
Xdz+Ydy+1ZLd¥s,
d’ou

Mds

(X2 U .Y2 -+ Z2 )gd'f]?: Mzdsg, (Z'l] = m .
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Cette formule peut aussi se démontrer géométriquement.
En effet M représente six fois le volume de la pyramide formée
par quatre points consécutifs, tandis que X?* + Y2 4 72 est
égal a quatre fois le carré de I'aire du triangle formé par trois
points consécutifs. Mais si A est la base triangulaire d’une
pyramide, A’ une face adjacente faisant un angle 7 avec la
base, s le c6té commun aux deux faces, et p la perpendicu-
laire abaissée du sommet sur s, en sorte que 2A'= sp, nous
avons pour le volume de la pyramide 3V = A p siny et

6Vs=2Apssing = 4AA’siny.
Dansle cas considéréle cdté commun est ds, d lalimite A = A’;
done

6Vds— [ A%dn. C. Q. F. D,

] . ds
Par analogie avec le rayon de courbure, qui est = les
£

Bk . ., ds
géometres francais appellent la quantité = le rayon de tor-
1

ston et le représentent par la lettre r ('). Mais le lecteur re-
marquera que ce n’est pas, comme le rayon de courbure, le
rayon d’un cercle réel intimement lié avec la courbe.

369. De méme que nous avons considéré un cercle oscu-
lateur déterminé par trois points consécutifs du systéme, de
méme nous pouvons considérer un céne droit déterminé par
trois plans consécutifs du systéme. Imaginons qu’on ait décrit
une sphére ayant pour centre le point du systéme ot les trois
plans se coupent; et supposons que les droites du systéme
passant par ce point rencontrent la sphére en A et B, et que
les plans correspondants la coupent en AT, BT; si nous

Aa
(*) La quantité :—‘;r est quelquefois appelée la seconde courbure de la

courbe.
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décrivons un petit cercle de la méme sphére qui passe par
A et B et soit tangent & AT, BT, le cone dont le sommet est
le centre et qui a pour base ce petit cercle osculera évidem-
ment la courbe donnée. Le probléme consiste donc, étant
donné dn, 'angle de deux tangentes consécutives a un petit
cercle d’une sphére, et d, I'arc de cercle correspondant, a
trouver son rayon H.

Soit © I'angle extérieur compris entre les tangentes a un
cercle, s la longueur de ces tangentes; le rayon H du cercle
est alors donné par la formule

tang; o tangH — sinis.,

Soit maintenant C le centre du petit cercle, et ¢ le pied de la
perpendiculaire abaissée de ce point sur AB, nous avons

tanglotangH —sinA ¢

tanglo'tangH —sinB¢,

©' ne différant de ¢ a la limite que d’une quantité infiniment
petite. Mais comme, 4 la limite, AB mesure aussi I'angle com-
pris entre les droites consécutives du systéme et ¢ celui des
plans consécutifs, nous avons alors

db T e
F T

LFI]]gI} -

370. Imaginons que par chaque droite du syst¢éme on méne

un plan perpendiculaire au plan osculateur correspondant;
ce plan est appelé plan rectifiant et’ensemble de ces plans
engendre une surface développable qui est appelée la déve-
loppable rectifiante. La raison de cette dénomination vient

(') M. Bertrand a démontré que si le rapport # : p est constant, la courbe
doit étre une hélice tracée sur un cylindre; et M. Puiseux a prouvé que, si
r et p sont tous deux constants, le cylindre est & base circulaire.




COURBES ET SURFACES DEVELOPPABLES. 13,

de ce quela courbe donnée est évidemment une ligne géodé-
sique de cette développable, puisque son plan osculateur est,
par construction, partout normal 4 la surface. Si donc la déve-
loppable est développée suivant un plan, la courbe donnée
deviendra uune ligne droite.

L’intersection de deux plans conséculifs de la développable
rectifiante est la droite rectifiante. Comme le plan qui passe
par I'aréte d’'un cone droit perpendiculairement au plan tan-
gent passe par I’axe du cone, il s’ensuit que le plan rectifiant
passe par ’axe du céne osculateur considéré dans le numéro
précédent; et, par conséquent, que la droite rectifiante est
l’axe de ce cone osculateur. Cette droite peut donc se con-
struire en menant dans le plan rectifiant une droite faisant
avec la tangente un angle H qui a la valeur déterminée dans
le numéro précédent.

La surface rectifiante est la surface des centres de la déve-
loppable originaire formée des droites du systéme. En effet,
on a démontré (n° 306) que les plans normaux i la surface
originaire, le long des deux tangentes principales, sont tan-
gents 2 la surface des centres; mais la génératrice elle-méme
est, en chacun de ses points, une des tangentes principales;
le plan rectifiant est donc tangent a la surface des centres qui
est I’enveloppe de tous ces plans rectifiants. En un point

quelconque d’une développable, le centre de courbure de
Pautre section principale, c’est-a-dire de celle qui est per-
pendiculaire & la génératrice, est le point ot son plan ren-

contre la droite rectifiante correspondante; car les traces sur
ce plan de deux plans consécutifs sont évidemment deux
normales consécutives de la section. Si donc { est la distance
d’'un point quelconque de la développable a l'aréte de
rebroussement, distancé mesurdée suivant la génératrice, le
rayon de courbure de la section transverse est /tangH.
Quand ! s’annule, le rayon de courbure est nul, comme cela
doit étre, puisque le point est un rebroussement.
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Dans le cas de I’hélice, la surface rectifiante est évidemment
le cylindre sur lequel la courbe est tracée.

371. Trouver l'angle de deux rayons de courbure con-
sécutifs (1).

Soient AB, BC les traces sur une sphére, de rayon unité,
des plans paralléles aux plans osculateur et normal, le rayon
qui joint le centre au point B est la direction du rayon de
courbure. Si AB', B'C sont les positions consécutives des

Iig. 1.

mémes plans, B’ donne la direction du rayon de courbure
consécutif, et BB’ mesure 'angle qu’ils font. Mais le triangle
Bo B’ étant un trés petit triangle rectangle, nous avons

BB =55 + 01"

Mais comme I'angle ABC est droit, Bo mesure BAB', c’est-
a-dire dr, I'angle de deux plans osculateurs consécutifs, et
0B/ mesure 0 CB/, ou df I'angle de deux plans normaux con-
sécutifs. L’angle cherché est donc donné par la formule

BB =dn?*+ av-. on dy, di ont les valeurs déja trouvées.

(*) Le lecteur trouvera des recherches géométriques simples sur cette
formule et d’autres qui se rattachent aux courbes 4 double courbure dans
un Mémoire de M. Routh, Quarterly Journal of Alathematics, vol. VII,
p- 37.

3 4 5 6 unesp“:-': 8 9 10 211 32

13
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La série de tous les rayons de courbure aux points d’une
courbe engendre une surface sur les propriétés de laquelle
nous ne pouvons insister. C’est évidemment une surface
gauche, puisque deux rayons consécutifs ne se coupent pas en
général (voir ci-dessous n° 374).

Ezemple I. — Trouver I'équation de la surface des rayons de
courbure dans le cas de I'hélice.

Le rayon de courbure étant l'intersection du plan osculateur et du
plan normal a pour équations (n°361) 'y = 'z = 3’, d’ou nous
devons éliminer #'y'z" au moyen des rayons de la courbe. En prenant
pour équations de I'hélice » = acosnz, ¥ = asinnz, la surface
demandée est y cosnz = sinns.

Ezemple II. — Trouver Véquation de la développable engendrée
par les tangentes d’une hélice. Les équations de la tangente étant
x —acosnzs — —nasinnz'(z —z'),

Yy —asinnzg =nacosns (s —3),
on trouve que le résultat de I’élimination de 3’ est

' 1
(22 +y- — a?)?
@

171
3 (xz_l_r-yz_az)z |

zcos|nz = I+_ysin[nz_ = a.
L 1 L a 1

Comme I'équation est impossible quand 2+ 3% < a?, il est évident
qu’aucune partie de la surface ne se trouve en dedans du cylindre sur
lequel I'hélice est tracée.

372. Nous allons maintenant parler de la développable
polaire engendrée par les plans normaux ala courbe donnée.
Fourier a remarqué que « I'angle de torsion » d’un des sys-
témes est égal A « I'angle de contact ou de contingence » de
I'autre; ceci est d’ailleurs évident puisque les plans de ce
nouveau systéme sont perpendiculaires aux droites du systéme
originaire, et réciproquement. Le lecteur remarquera toute-

. > : . b, 2 A
fois qu’il ne s’ensuit pas que le o7 d’un systéme soit égal au

2 3 4 5 6 unesp™ 8 8 16 1T

12

13
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dr X
d—T de I'autre, parce que le ds n’est pas le méme pour tous les
&

deux.

Comme l'intersection des plans normaux en deux points
consécutifs K, K’ de la courbe est I’axe d’un cercle dont K
et K’ sont des points (n°® 364), il s’ensuit que, si un point
quelconque D de cette droite est joint a K et a K, les deux
droites de jonction sont égales et font des angles égaux avec
cet axe.

Il est évident que trois plans normaux consécutifs se
coupent au centre de la sphére osculatrice; donc l’aréte de
rebroussement de la développable polaire est le lieu des
centres de courbure sphérique.

Dans le cas d'une courbe plane, cette développable polaire
se réduit a un cylindre qui a pour base la développée de la
courbe.

373. Toute courbe a une infinité de développées situées
sur la développable polaire ('), c’est-a-dire la courbe donnée
peut étre engendrée d’une infinité de maniéres par le dérou-
lement d'un fil enroulé suivant une courbe tracée sur cette
développable. Soient MM', M'M”, . .. les éléments successifs
de la courbe ; K,K', . .. les points milieux de ces éléments; les
plans menés par les points K perpendiculairement aux élé-
ments sont alors les plans normaux. Les droites AB, A'B/, ...
sont les droites suivant lesquelles chaque plan normal est
coupé par le suivant. Ces droites sont les génératrices de la
développable polaire et par suite les tangentes & I'aréte de
rebroussement RS de cette surface. Menons a volonté (2)
dans le premier plan normal une droite KD qui rencontre la

(*) Voir Monge, p. 396.
(?) Cette figure est empruntée 4 la Geéomctrie a trois dimensions de
Leroy.
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remiére génératrice en D joignons DK/ qui, étant dans le
p 8 3 Joig Jut,

second plan normal, rencontrera la seconde génératrice A’B'
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en K/, de méme K"D' rencontrera A”B” en D”. Nous obtenons
ainsi une courbe DD'D" tracée sur la développable polaire
et qui est une développée de la courbe donnée. Car les droites
DK, D'K/, ..., tangentes & la courbe DD'D’, sont normales &
la courbe KK’K’, et 'on a DK = DK/, D'K'=D'K", ...
(n°372). Si donc DK est un bout de fil enroulé suivant DD'D”,
il est évident que, quand le fil se déroulera, le point K se
mouvra suivant la courbe donnée.

Comme la premiére droite DK était arbitraire, la courbe
a une infinité de développées. Une courbe plane a ainsi une
infinité de développées situées sur un cylindre qui a pour
base la développée dans le plan de la courbe. Par exemple,
dans le cas particulier ou cette développée se réduit a un
point, ¢’est-a-dire out la courbe est un cercle, ce dernier peut
se décrire, en faisant tourner en rond un fil de longueur con-
stante attaché en un point quelconque de I'axe qui passe
par le centre du cercle.

Dans le cas général, toutes les développées courbes D, D',
D”, ... sont des géodésiques sur la développable polaire.

En effet, nous avons vu (n°® 308) qu'une courbe est géo-
désique, quand deux tangentes successives quelconques font
des angles égaux avec l'intersection des plans tangents cor-
respondants de la surface; et on vient justement de démon-
trer (n° 372) que DK, DK’, qui sont deux tangentes succes-
sives de la développée, font des angles égaux avec AB qui est
I'intersection de deux plans tangents consécutifs de la déve-
loppable. On a donc une développée en menant de DK un fil
tangent & la développable polaire et ’enroulant ensuite libre-
ment sur la développable.

374. Le lieu des centres de courbure est une courbe située
sur la développable polaire, mais en général elle n’appartient
pas au systéme des développées. Supposons que le premier

plan osculateur MM’'M" rencontre les deux premiers plans
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normaux en KG, K'GC : ¢’est alors le premier centre de cour-
bure; et de la méme maniére le second centre est C/, point
d’intersection de K'C/, K"C/, qui sont les droites suivant les-
quelles le second plan osculateur M'M’M" est rencontré
par le second et le troisiéme plan normal. Mais les rayons
K'CG, K'C’ sont distincts, puisqu’ils sont les intersections du
méme plan normal par deux plans osculateurs différents;
K'C" rencontrera donc la droite AB en un point I, distinct
de C. En conséquence, les deux rayons de courbure KGC,
K'C' situés dans les plans P, P’ n’ont pas de point commun
sur AB, intersection de ces plans; deux rayons consécutifs ne
se coupent donc pas, excepté dans le cas ot deux plans oscu-
lateurs consécutifs coincident.

Comme les centres de courbures ne sont pas fournis par

les intersections successives de rayons consécutifs, ces rayons

ne sont pas tangents au lien des centres. Par conséquent
aucun rayon ne serait le prolongement d’un fil enroulé
sur G, ¢/, (7, et le déroulement d’un pareil fil ne donnerait
pas la courbe K, K/, K’, excepté dans le cas ol cette der-
niére serait plane (*).

375. Trouver le rayon de la sphére quipasse par quatre
points consécutifs. — Soient R le rayon d’une sphére quel-
conque, p le rayon d’une section faite par un plan formant

(*) Les caractéristiques de la développable polaire peuvent étre cher-
chées par des moyens analogues a ceux employés ( C. P., n** 111, etc.). Elles
sontn'=m4+7r, a’=0, =3m-+n, m=5m--a,ot m, n, ... ont la
méme signification que dans le n° 325 et sont les caractéristiques de la courbe
donnée, et m', n' celles de la développable polaire. Si, comme on le
suppose ici, il n’y a rien de particulier dans le caractére des points & I'in-
fini de la courbe donnée, les plans normaux correspondants & ces points
sont tout entiers 4 'infini, et les génératrices correspondantes de la déve-
loppable polaire sont communes & trois plans consécutifs. Le plan 4 I'infini
rencontre la développable polaire suivant m droites, comptées chacune
trois fois, et suivant une courbe du n'*=° ordre.

I/ i

r

13
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un angle 7 avec le plan normal en un quelconque de ses
points; d’aprés le théoréme de Meunier, R cosn =p, el,
pour un plan consécutif faisant un angle 4 + &9, nous avons
6p = — Rsinnon; d'od

e (8%
B BT (r'[‘r,)

Dans cette expression nous n’avons plus qu‘a donner & p
et dn les valeurs déja Lrouvées.

do Y ! 4 1

= est évidemment la longueur de la perpendiculaire abais-
dn
sée du centre de la sphére sur le plan du cercle de courbure.

376. Trouver les coordonnées du centre de la sphére
osculatrice.

Soit
(a2 —x)doe + (B —y)dy ~(y —3)ds =0

I’équation d’un plan normal quelconque, ou z, y, 5 estle

point sur la courbe, o, B, v un point quelconque du plan,
I’équation d’un plan normal consécutif, combinée avec la
précédente, donne

(xa —2)d?2 + (B + y)d2y + (y — 5)d2s = ds;
et I’équation du troisiéme plan donne
(e —2)dPz +-(B—y)By 4 (y —<)d*z=—=3ds d?*s.

Représentons, comme ci-dessus, dy d*s — dzd-y, ... par
X, Y, Z; dydis—dsddy, ... par X', Y/, 7/ et le détermi-
nant Xd*z +- Yd?y + Zd? 5 par M. En résolvant les équa-
tions précédentes, nous avons

M(a—2)=—X'ds? - 3X ds d?s,
M(B—y)=—Yds®*+3Y ds d?s,
M(y —35) =— Z'ds® 4- 3Z ds d2s.
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En élevant au carré et ajoutant ces équations, nous obte-
nons une autre expression de R? qui est ce que deviendrait

la valeur donnée dans le numéro précédent si nous rempla-

- aa
cions p et - par leurs valeurs.

v

Nous donnons encore quelques aulres expressions, dont
la majeure partie se démontre géométriquement d'une ma-
niére simple, mais dont le manque de place nous oblige a
passer les détails.

Ezemple I. — Sisest I'are dela courbe, licu des centres de cour
bure absolue,

ds — dp? - p2dn?, ou ds = R dx.

Ezemple II. — Si I est la longueur de 'are du lieu des centres
g RdR p dn y

de courbure sphérique, ¢z = —5 2 ou = -(:'_T; est la distance entre
le centre de la sphére osculatrice et celui du cercle osculateur. De
cette expression nous déduirons immédiatement les valeurs des
rayons de courbure et de torsion de ce lieu, en nous rappelant que
I'angle de torsion est I'angle de contingence de la courbe originale,
¢t réciproquement.

Ezemple III. — L’angle de deux lignes rectifiantes consécutives
est oH.

Exemple TV. — L’angle ¥ de deux R consécutifs est donné par la
formule

R2dW? = ds? 1 dS? — dR? (1).

(1) Le lecteur trouvera de plus amples détails sur les sujets traités dans
cette Section dans un Mémoire de M. de Saint-Venant (Journal de I’Ecole
Polytechnique, Cahier XXX), qui a aussi réuni dans une Table environ une
centaine de formules pour la transformation et la réduction des calculs
relatifs & la théorie des courbes non planes, et dans un Mémoire de
M. Frenet (Liouville, vol. XVII, p. 437). Je donne un abrégé de historique
de ces recherches, tiré du Mémoire de M. de Saint Venant : « Les lignes
courbes, non contenues dans le méme plan, ont été successivement étudices

S. — Géom. a trois dim. 11. 10
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SECTION IV.

COURBES TRACEES SUR LES SURFACES.

377. Les coordonnées z, 3, 5 d’'un point d’une surface
peuvent s’exprimer en fonction de deux paramétres p, g; et
réciproquement, si les coordonnées z, », 5 sont exprimées
en fonction de deux paramétres, ces expressions déterminent
‘la surface. En effet, par I'élimination des paramétres, nous
obtenons entre les coordonnées z, y, 5 'équation V=o de

la surface; si I'on donne une valeur spéciale a p ou g, le point

z, ¥, 5 est assujetti & se mouvoir sur une courbe définie de la
surface. Ce mode de représentation est tout particuliérement
propre i la discussion de la théorie de la courbure, et il a été

par Clairaut ( Recherches sur les courbes a double courbure, 1731), qui a
mis en usage le nom sous lequel elles sont généralement connues (mais qui
avait ét¢ employé par Pitot) et qui a donné des expressions pour les
projections de ces courbes, leurs tangentes, leurs normales, etc.; par
Monge (Mémoire sur les développdes, etc., présenté en 1771 et inséré au
X vol. des Savants étrangers et dans son Application de I’Analyse & la
Géométrie) qui a donné des expressions pour le plan normal, le centre et
le rayon de courbure, les développées, lignes polaires, développable polaire,
centre de la sphére osculatrice, pour le critérium des points de simple
inflexion ou quatre points consécutifs sont dans un plan, et ceux de
double inflexion ol trois points consécutifs sont sur une droite; par Tin-
seau (Solution de quelques problémes, etc., présenté en 1774, Savants
étrangers, vol. IX, 1780), qui considéra le premier le plan osculateur et
la développable engendrée par les tangentes; par Lacroix (Calcul diffé-
rentiel) qui le premier rendit les formules symétriques en introduisant
les différentielles des trois coordonnées; et par Lancret (Mémoire sur les
courbes a double courbure, lu en 1802 et inséré en 1805 au vol. I des
Savants étrangers de I'Institut) qui calcula PPangle de torsion, et intro-
duisit Ta considération des lignes et surfaces rectifiantes. » Le lecteur trou-
vera aussi des recherches nouvelles et intéressantes sur les courbes a
double courbure dans les Eléments de Quaternions de Sir Wm. Hamilton;
par exemple, la théorie de la cubique gauche osculatrice qui passe par six
points consécutifs de la courbe.
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N

employé a cet effet par Gauss (*). Nous allons actuellement
donner un apergu de ses recherches, mais auparavant il con-
vient d’expliquer sa notation et d’établir la connexion de
sa méthode avec celle qui a servi & traiter la courbure dans le
Chapitre XI. Nous avons z, ¥, 5 qui sont des fonctions don-
nées de p, ¢; les coefficients différentiels partiels de ces
variables sont exprimés de la maniére suivante. Nous avons

dx = adp-+adq, dy—>bdp+bdy, s —cdp -+ c'dq.

d-2—adp? + 24 dp dg -+ a"dq?,
d*y =Bdp?+ 28'dp dq + §8"dqg?,
d-z—=dp?+2v'dpdq + +"dq*.

Gauss pose aussi

be' —bec—A cal—c'a—B abll—ab=_C,
’ 2
b+t =E, ad -+ bb +cc’=T, a2+ 024 c2=3G.

A ces notations il convient de joindre V2 =EG —I2:
Az--BB+Cy=E, A«4Bp+Cy=TF,
Aad"4-BB"4-Cy" =G,
E', I, G’ représentent respectivement les déterminants

|

a a b ¢

] a' ik [a U
" ni "

| = _ # g

Nous avons identiquement
Adr+Bdy + Cds—=o.

C’est 'équation différentielle de la surface; ou, ce quirevient

(1) Voir son Mémoire Disquisitiones circa superficies curvas [ Comm.
Gott. recent., L. VI (1827)], réimprimé dans appendice a I'édition de Monge
(Liouville), el dans ses OEuvres compléles.
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au méme, si U= f(z, y, 5) = o0 est I'équation de la surface,

welle: ; . dU dU duU e

A, B, C sont proportionnels 8 —, —, ——- Nous avons évi-
g% dy .ds

demment

A? - B2 - C2=EG — F2— V2,

Si ds est un élément de longueur sur la surface, c’est-a-dire
sic’est la distance entre les points (p, g)et(p -+ dp, g -+ dgq),

alors
ds* =Edp*+-2F dp dq -- G dg.

378. L’équation différentielle (n® 303) des lignes de cour-
bure peut s’écrire
| de dy ds
‘ A5 IR BRRKE
| dA dB dC
En répétant la recherche qui conduit a cette équation, nous

avons pour les coordonnées d’un point indéterminé de la
normale

E==ax + A), p=y + B, t=74 Ch:

elle est rencontrée par la normale consécutive, si, en prenant

5 i . : ;
2, u, & pour les coordonnées du point d’intersection, nous

avons
o==dx--Ad\+2dA, o-=dy-Bd+\dB,
o0 =dz + Cd)\ + 21 dC,

équations qui par I’élimination de % et dA donnent I’équation
en question.
Ciette équation peut s’écrire (Alg. sup., n° 24)

adr +bdy +-cds a'de+bdy+cds
=0,
adA +bdB--¢dC a dA - b dB 4 ¢’ dC
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puisque c’est ce qui peut étre représenté par

a b c | de dy ds l
= 0.

a b ¢| |4\ dB dC

Calculons la quantité a dz + b dy + ¢ ds en remplacant du

par adp 4+ a’ dg; nous trouvons qu’elle est Edp - F dqg.

De méme, a'dz+ 0 dy - ds—Fdp -+ Gdg.
Différentions les identités

aA +- 0B +¢C —o, aA--bB+c¢'C=o,
nous trouvons

adA 4+ 0dB+¢cdC = — (Ada + Bdb +Cdc),
@' dA - 0'dB +c¢'dC=— (Ada +-Bdb +Cdc),

En y remplacant da par la quantité égale adp + a'dg, ...,
elles deviennent dans les seconds membres — (E'dp + I"'dq)
et —(F'dp 4+ G'dg); et finalement I’équation des lignes de
courbure est

Edp +~Fdq Fdp-+ Gdg
E'dp-+F¥dq Fdp+ G'dg

|=o.

qu’on peul aussi écrire

dy- —dpdg dp?*|
IE r G
| O I G |

379. En posant dA = A,dp -+ A.dq, ..., les équations
o=dz + Ad)h+hdA, ... du numéro précédent peuvent
s‘ecrire

o=(a—+ AA)dp + (a' 4+ 2A,)dq +- A dX,
0= (b—+ AB)dp + (b'+ xBy)dg + Bd),
co=(c + 2C)dp + (c' + 1C;)dg -+ Cd),




120 CHAPITRE XII.

équations qui, par I’élimination de dp, dy, d}, donnent pour
la détermination de X une équation quadratique correspondant
a celle du n° 295. En prenant p pour le rayon de courbure,
nous avons p2=(§ — z)2 4+ (, — y)? + ({—3z)2=V2X2 0u

bien encore A = _\— Portons cette valeur de X dans I’équation

en question; elle devient.

(eV-+Ap) (bV--Bip) (ecV-i-Cyp)
(@'V -+ Ayp) (U'V-+Byp) (¢'V-+GCyp)
\, A B o

C’est I'équation quadratique qui détermine le rayon de cour-
bure. Cette équation peut étre traitée comme ci-dessus; elle
devient

EV+p(Aja+B,b+Cic) FV i-p(Aa + Byb - Cye') |
—)s
FV 4-p(Aya +Byb + Coc) GV -p(Aya’ + Byb' 4-Coc’)

Dans celle-ci, d’aprés le numéro précédent, les coelficients
de p sont —E/, —F’, —G'. Par suite, 'équation pour les
rayons de courbure est

Ep—EV Fo—FV
Flo—FV Glp—GYV |’

=0,

380. D’aprés ce qui précéde, nous avons une équation qua-
dratique pour la direction des lignes de courbure, et une équa-
tion quadratique pour lavaleur de p; mais il est évident qu’en
choisissant & volonté 'une des deux lignes de courbure, la
valeur correspondante de p se déterminerait linéairement. La
formule demandée s’oblient immédiatement au moyen des
équations o= dz + Adk+ AdA, ... du n° 378, en mul-
tipliant celles-ci par dz, dy, ds respectivement et ajoutant;
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si 'on remplace alors A par sa valeur précédemment obtenue
P

=ED) il vient
V(da? + dy? - ds*) + p (d@ dA + dy dB -+ ds dC) = o,
ou, d’aprés ce qui précéde,

dz® + dy? +- ds- = Edp- + 2Fdp dq -+ Gdq-.

Mais I'équation de la surface, Adx -+~ Bdy + Cds = o0, nous
donne

dxdA +dydB -i-ds dC=— (Ad?z + Bd?y -+- Cd- )
ou, en faisant les substitations du n® 377,
= — (Bldp?*+ 2 dp dy - G'dg*);
I’équation devient donc alors
o (E'dp:+2Fdpdg--G'dq-)—V (Edp* +2Fdpdy + Gdg-) —o.

En considérant dans cette équation dp : dg comme ayant &

volonté 'une ou l'autre des valeurs données par I'équation

différentielle des lignes de courbure, I'équation donne linéai-

rement la valeur correspondante du rayon de courbure.
Mais en écrivant l'équation sous la forme

(pE' — VE)dp? + 2(p " — VF)dp dg + (p G' — VG)dg* =o,

et ayant égard 4 I'équation pour la détermination de p, on voit

que cette équation peut se mettre sous I'une des formes

(eE'— VE)dp + (pI' — VI )dg —o,
(pF'— V) dp + (pG' —VG)dg —=o,

ou, ce qui revient au méme, les équations des n* 378, 379
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peuvent s’exprimer sous les formes plus complétes

’. Edp +-Fdg Fdp -+ Gdg
=
Edp-+F'dg Fldp--Gldg|

| dg pPE—VE pF' —VF ‘|
{. —dp ¢F'—VF oG'— VG

| 0.
i

La premiére donne I'équation quadratique pour les lignes de
courbure, et (linéairement ) la valeur de p pour chaque courbe;
la deuxiéme donne I’équation quadratique pour les rayons de
courbure, et (linéairement) la direction de la courbure pour
chaque valeur du rayon. On voit aussi que les équations qua-
dratiques qui donnent p et dp : dg sont des transformations
linéaires I'une de ’autre.

381. Revenons a I’équation
p(E'dp? -+ 2F'dp dg -1- G'dg?) =V (Edp* + 2F dp dg -i- Gdqg?)

du numéro précédent; il faut remarquer que (le rapport
dp : dg étant arbitraire) c’est ’équation qui détermine le
rayon de courbure de la section normale passant par le point
conséeutif (p -+ dp, ¢ + dq). En effet, le centre de courbure
de cette section est déterminé comme intersection de la nor-
male en (p, ¢) et du plan passant par le milieu de la droite
qui joint les deux points (p, ¢) (p --- dp, g + dgq) et perpen-
diculaire a cette droite. En prenant &, , { pour coordonnées
courantes, les équations de la normale sont, comme ci-dessus,

s =2+ AA, n =y + 2B, =54 2C,
d’ott

(5= &) (1 — y) -+ (L — 5 )2 =22 V2

p? =122V?,
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c'est-a-dire

=}
I

v’
p étant une distance mesurée le long de la normale. 1.’équa-
tion du plan en question est

G2 —tde—Ltdz—.. Y(dz+ Ltdz+...)+...=o0,

3 oA

ct, si 'on remplace £ — z, r — y, { -— 5 par les valeurs f\. )
pB pC
Vv
petits d’ordre supérieur,

y

%, l'équation devient, en négligeant les infiniment

L [A(de -+ tdre) - B(dy +§ &y)+ Cds +§d?s)]

— 1 (da* + dy? + da?).
Observons que Adz + Bdy -}- Cds == o; il vient
p(Ad2z - Bdty - Cd?s) + V(da- -+ dy- + ds?)—o
ou, en remplacant dz, ..., d-z, ... par leurs valeurs,

p(E'dp? -+ 2F'dp dq -+- G' dy?)
— V(Edp* +2Fdpdg + 2G dg?) =o:

c’est I’équation mentionnée ci-dessus (*).
Cette formule fait connaitre la signification des coefficients
E, F/, G; elle montre que I'équation

E'dp? -i-2F'dpdq + G'dg? —o

détermine les directions des tangentes inflexionnelles au
point (p, ¢). On peut remarquer que si E'= o, G'= o, cette
équation devient dp dg = o; nous avons alors p — const.,

(*) Cette équation est obtenue géométriquement par M. Williamson
( Quarterly Journal, vol. XI, p. 364; (1871).
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¢ = const. comme ¢quation des courbes d’inflexion, ou des
courbes qui en chaque point coincident en direction avec une
tangente inflexionnelle.

382. Nous pouvons imaginer les paramétres p, ¢ déter-
minés de telle sorte que les équations des deux systémes de
lignes de courbure soient respectivement p = const. et
q =const. S'il en est ainsi, I’équation différentielle des lignes
de courbure sera.dp dg — o;ce serale cas si F = o, I"=o0;
nous obtenons ainsi I =0, Y =0 comme conditions pour que
les équations des lignes de courbure puissentétre p — const.,
g = const. En écrivant ces conditions tout au long, elles sont

dx_dx ! dy dy  ds ds
dp dg ' dp dq ' dp dq

dx dy
dp dp dp
dx dy ds
dy dq dq
d-zx azy s
dpdq  dpdg  dpdyg |

On peut remarquer que la premiére équation exprime simple-
ment que les courbes p = const., ¢ = const. se coupent a
angle droit.

383. Si, comme ci-dessus, ' = o, I’= o0, I'équation qua-
dratique pour p est

(o1 — VE)(pG'— VG) =o,

et, d’aprés les équations du n° 380, en posant successivement

~

— = —_— ~\—" L L
(i 2 (] d 0, on voit ue la \/ale ro s () rien
/ ) q ) q i ) (T ppa &
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=
]

: v :
la ligne de courbure p — const. et la valeur p — == A la ligne

=

de courbure ¢ = const.

384. L’équation écrite ci-dessus sous forme de déterminant
F'= o peut étre remplacée par trois équations

drx . dr dzx

dpdq dp L dg g 4

olt A, p, v sont des coefficients indéterminés. Multiplions
dx dy ds
d’abord par —-, Sl gt s

do” dap” dp
tion qui contient seulement A et qui est

et ajoutons. Nous avons une équa-

di
-— + M E=o;
q

1
2

. W) dxr dy ds
de méme, en multipliant par Sl ke

» =%, —— el ajoutant, nous
dq ag «ay

obtenons

On voit ainsi que, p — const., ¢ = const. étant les équations
des lignes de courbure, les coordonnées z, y, z considérées
comme fonctions de p, ¢ satisfont chacune a I'équation diffé-
rentielle partielle

d-u 11 dE du 11 .dG du )
dpdg 2B dgdp 2Gdp dg  ~ "7

385. Comme suite immédiate de ces recherches, nous
donnons un apercu de la théorie de Gauss sur la courbure
des surfaces (?). Dans les courbes planes, nous mesurons la

oir LAME, Legons sur les coordonnées curvilignes. Paris, 1809, p. 8.
oir son Mémoire cité précédemment, dans la note du n° 377.
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courbure d’un arc de longueur donnée par I'angle compris
entre les tangentes ou les normales & ses extrémités: en
d’autres termes, si nous prenons un cercle de rayon égal a
I’unité et si nous menons des rayons paralléles aux normales
aux extrémités de 'arc, le rapport de I'arc intercepté sur le
cercle a I'arc intercepté sur la courbe donne une mesure de
la courbure de I’arc. De méme, si nous avons une portion de
surface limitée par une courbe fermée quelconque, et sinous
menons, dans une sphére de rayon égal a I'unité, des rayons
paralléles aux normales en tout point de la courbe limite,
I’aire de la portion correspondante de la sphére est appelée
par Gauss la courbure totale de la portion de surface con-
sidérée. Et si, en un point quelconque d’une surface, nous
divisons la courbure tolale de I'élément superficiel adjacent
au point par l'aire de cet élément lui-méme, le quotient esl
appelé la mesure de la courbure pour ce point.

386. Nous allons maintenant exprimer la mesure de la
courbure par une formule. Comme, par hypothése, les plans
langents en un point quelconque de la surface et au point
correspondant de la sphére unité sont paralléles, les aires des
portions élémentaires quelconques de chaque surface sont
proportionnelles a leurs projections sur un quelconque des
plans coordonnés. Considérons donc leurs projections sur le

plan des z, y et supposons I’équation de la surface donnée
sous la forme 5 = ¢ (z, y).

Si z, y, z sont les coordonnées d’un point quelconque de
lasurface, X, Y, Z celles du point correspondant de la sphére
unité, z -+dz, x + oz, X +dX, X + 98X, ... les coor-
données de deux points adjacents sur chacune d'elles, les
aires des deux triangles élémentaires formés par les points
considérés sont ¢videmment dans le rapport

dX8Y — dY X : dzx by — dy 3.




COURBES ET SURFACGES DEVELOPPABLES.
Mais dX, dY, X, 8Y sont liés avec dz, dy, ...

157

par les

mémes transformations linéaires, qui sont

X — ﬁX dx -+ i}i
arxr dy
dx . dx .

« O Oy

dr ey

ay,

oX

A

Ed :f‘.d
% x—{—(—{}T Y

S
dr

,dY: .
. “{.}_.J."

d’ou 'on déduit, par la théorie des transformations linéaires,
ou par une multiplication effective,

dX3Y — dY 3X == (de 3y — dy 8z) |
N

tl ntité GheR.
et la qua ite % -"15/

bure.

dX dY
T dy dx

dX dY dX dY)

2z dy

@5 0

est ainsi la mesure de la cour-

Mais, X, Y, Z, étant les projections surles axes d’une droite
égale a 'unité et parallele a la normale, sont proportionnels

aux cosinus des angles que la normale fait avec les axes. Nous

avons donc

= L4

2 \T— - P - gF
M sl =y
dx (1+4+p*-q*)s
aY (1+p-)s—pgr
dz (+p-g93%

)

dX dY » dX dY
dz dy dy dx

q
Y e — ]
Vi+p? g
dX  (1+ g*)s — pgt
Ay T
g = O ER S R
dy — (+prghy’

(rt— s-_) ‘
GRS

Mais, d’aprés I'équation du n® 311, on voit que la valeur

trouvée pour la mesure de la courbure est

——> ou R, R'sont

nn
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les deux rayons principauzx de courbure au point consi-
déré.

387. Il est facile de vérifier géométriquement la valeur
ainsi lrouvée. En eflet, considérons le rectangle élémentaire,
dont les cotés sont dirigés suivant la direction des tangentes
principales. Soient %, W' les longueurs des cotés, et par suite
22 Daire de ce reclangle.

Les normales aux extrémités de A se coupent et, si elles font

A
entre elles un angle 0, nous avons 6 = " ouRestlerayon de
courbure correspondant. Mais les normales correspondantes
de la sphére font entre elles le méme angle, par hypothése, el

leurlonzueurest I'unité. Si donc west la longueur de I'élément
: 8

\ o . A A
surla sphére qui correspond a A, nous avons = — u. De méme
P ) i b]

R

W uf

nous avons 'I:" = u/, et par suite — ce qu’il fallait
i

RR’
démontrer.

388. D’aprés la formule du n® 379, on voit que la valeur

de la mesure de la courbure est = o m) (E'G' — F'2).

Mais Gauss obtient cette expression sous une forme trés
diflérente, en fonction seulement de E, F, G et de leurs coef-
ficients différentiels par rapport a p, ¢. Pour arriver a ce
résultat nous avons a exprimer sous cette forme la fonction
E'G' — F'2, c’est-a-dire la fonction

p "t o p// ¥
b

a
a b

Mais si ces produits sont développés suivant la régle ordinaire
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de la multiplication des déterminants, ils donnent la diffé-
rence des deux déterminants (')

an’ - ppll i Y,Yl/ ao —=b pl/_+_ CY” a'a’ 4 b B” e CIY!/
ac b3+ cy at+ b*+-c? aa' -+~ bb’ +- cc!
ae-+08+cy aa -+ bbd-+cc a'® < b'? 4 c*

W2 B2y @+ OB ey a'd 4+ DB -
ad + b - cy' a—+ b* + c? aa' + bb'+ cc’
alal+ b’BI+C’Y’ aal+ bbl+ ccl a'2+ b’?__;__cl2 l

389. Il est maintenant facile de montrer que les termes de
ces déterminants sont des fonctions de E, F, G et de leurs
différentielles. En nous reportant 4 la définition de a, b, c,
a, o, 2", ... (n° 3TT), il est évident que,

da , da da’ ., da

T = A ety

dp dg dp
comme
E=a’+0?+¢? F—=aa' +bb' +-cc/, G=a"+ 0"+ c",
on a

D T ai N ey oy MRl
ar 0B -+cv 5 aw +bB' ey = i

ad + b +c'y' = 1 LJE, @'+ bR 'y = L d(i,

2 dp 2 dg

dar ; d? 1 dG

N . o Il IR I I e— Ex = L

Gl IO et C dy (LS &0 2o dq 2 dp
r ! [, dlj ' ! ! ——d_F_.[_ (“E
a'e +b'B+4-c'y .dp—(aa +b8 +cY)._a,P 5

On voit que ces expressions expriment, en fonction de E, F,

(') Je dois a M. Williamson la remarque que I'application de cette régle
met le résultat sous une forme qui rend manifeste la vérité du théoréme
de Gauss.
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G, chacun des termes des déterminants précédents, a 'excep-
tion du premier de chacun d’eux. Pour exprimer ceux-ci,
différentions par rapport a4 ¢ la derniére équation écrite;
nous avons

Ipdg 2 dg?

Différentions de méme par rapport & p I'équation

1 dG

a' - b/p.’ . C',l,'
nous avons
1 d*G
2 dp?
: de  do s g
Mais, comme -~ =--, .-, les quantités entre parenthéses

dg — dp

dans les deux derniéres équations sont égales; et comme le

2/t - B2 4 42 =

premier terme de chaque déterminant est multiplié par le
méme facteur, en retranchant les déterminants nous n’avons
a nous occuper que de la différence de ces termes et la quan-
tité entre parenthéses disparait du résultat. La fonction eu
question est donc égale a la différence des délerminants

arI 1 ’E dF L a’G 1 dG
dpdg 2 dq* dqg 2 dp 2 dg
B
2 dp
dF 1 dE

dp 2 dgq

F
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Nous obtenons la mesure de la courbure en divisant la quan-
tité ainsi trouvée par (EG — F2)2 et le résultat est ainsi une
fonction de E, F, G et de leurs différentielles. Le théoréme
de Gauss est donc démontré. On peut remarquer que I’expres-
sion renferme seulement les dérivées secondes de E, F, G,
c’est-a-dire les dérivées troisiemes des coordonnées; cepen-
dant ces derniéres disparaissent réellement puisque ’expres-
sion originale E'G'—I'2 ne renferme que les dérivées
secondes des coordonnées.

Nous donnons ici le développement effectif des détermi-
nants, quoiqu’il ne soit pas nécessaire 3 la démonstration.
En désignant par K la mesure de la courbure, nous avons

4(EG — 22K
g @B 4G a¥ 4G ;(dG>?
~ ldg dg " dp dg " \dp

N

(dEdG dEdG _ dEdF _, dFdF  dF dG\
\dp dg dqdp~ ~dqdq ' “dpdg dp dp
IrdiE dG dE dF dE>2]

-+ F

i l,-dl) tlj) s dp 'El'(/ [ _@

n Hal Lo 12 r./{!;{..l‘: WSS, _ri!il:‘. )= le |
—2(EF —G )l,\ a7 S )

(Liougille, Edition de Monge, p. 523) (*).

390. Le théoréme précédent, que la mesure de la courbure
est une fonction de E, F, G et de leurs différentielles, montre
que si une surface, supposée flexible mais non extensible, est
transformée d’une maniére quelconque, ¢’est-a-dire si la forme

(*) MM. Bertrand, Diguet, Puiseux (Liouville, vol. XIII, p. 80) ont éta-
bli le théoréme de Gauss en calculant le périmétre et I'aire d’un cercle géo-
désique de la surface, et dont le rayon supposé étre trés petit est s. Ils
et pour l'aire ws* — I—J—l%
demment la supposition qu’ils ne sont pas alterés par la déformation im -
plique que RR' est constant.

o g TS Bt évi
trouvent pour le périmétre 27s — TRE - Et évi-

S. — Géom. atrois dim. 11
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de la surface est changée et si cependant la distance de deux
points mesurée sur la surface reste la méme, la mesure de la
courbure en chaque point n’est pas altérée. Nous avons un
exemple de ce changement dans le cas d’une surface déve-
loppable, qui est une déformation d’un plan;la mesure de la
courbure s’annule pour la développable aussi bien que pour
le plan, un des rayons principaux étant infini. Pour voir que
le théoréme général est vrai, observons que I'expression d’un
élément de longueur sur la surface est

ds* — Edp*=+-2F dpdg + G dy-.

Soit 2’y 5’ le point de la surface déformée correspondant &
un point quelconque z, y, 5 de la surface originale. Alors
z'y ', 2’ sont des fonclions données de z, y, 5 el par consé-
quent peuvent s’exprimer en fonction de p, ¢; et I'élément
d’un arc quelconque de la surface déformée peut s’exprimer
sous la forme

ds®* =E,dp*+ 2V dpdy + G, dq¢*.

Mais la condition que la longueur de 'arc ne soit pas altérée
par la transformation demande évidemment que E=E,,
F = F,, G = G,. Donc une fonction quelconque de E, F, G,
et en particulier la mesure de la courbure, ne change pas par
suite de la déformation en question.

391. Nous pouvons considérer deux systémes de courbes
tracées sur la surface pour I'un desquels p est constant et
pour I'autre ¢; de maniére que tout point de la surface soit
I'intersection d’une courbe de chaque systéme. Alors I'expres-
sion ds:=Edp>+ 2Fdpdq + Gdg- montre que yEdp
est I'élément de la courbe passant par le point pour lequel ¢

est constant; et \/Gdg est I'élément de la courbe pour
laquelle p est constant. Si ces deux courbes se coupent sous
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un angle w, comme ds est la diagonale d’un parallélogramme
I & - F

donty/E dp et /G d¢ sont les cotés, nous avons cosw = NG

Vik

tandis que l'aire du parallélogramme est
dsds'sinw —\VEG — I'*dp dq.

Si les courbes du systéme p coupent & angle droit celles du
systéme g, nous devons avoir F —o.

Un cas particulier de cette formule est celul ot nous nous
servons des coordonnées géodésiques polaires. Dans ce cas,
comme nous le montrerons dans la suite, nous avons toujours
une expression de la forme ds? — dp? -+ P? dw?. Si mainte-
nant, dans les formules du n° 389, nous posons F =o,
E = const., nous avons

[dG\? L d*G

WEGih=E 2 EG
[I E( rf’!J"

dp !

et, si nous faisons E=1, G=P2, p=p, K= iﬁiijifiﬁ' nous
a:pr P ; ; : — > 205
avons = -+ [ = 0 équation qui doit étre satisfaite par
la fonction P sur une surface quelconque, si P dw exprime
I’élément de l'arc d’un cercle géodésique. M. Roberts a
vérifié (Cambridge and Dublin mathematical Journal,

Vol. 111, p. 161) que cette équation est satisfaite par la fonc-

a Y a
tion —— sur une quadrlque.

I YEY

392. Gauss applique ces formules & la recherche de la
courbure totale (dans le sens qu’il donne & cette expression)
d’un triangle géodésique sur une surface quelconque. L’élé-
ment de 1'aire étant Pdwdp et la mesure de la courbure

da:P

1 Sy,
étant — = la courbure totale se trouve en intégrant deux
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. d:P av] g 3

fois — I dos dw. En intégrant d’abord par rapport a P
% dPh r :

nous avons{ C — ?l—)dw. Si maintenant les rayons sont
\ 17
A .

mesurés d partir du sommet du triangle donné, I'intégrale doit

s’annuler pour p =o; et il est évident aussi que pour e=o

. dP . g s
nous devons avolr - =1, car, sip Lend & s’annuler, la lon-
T

gueur d’un élément perpendiculaire au rayon tend a devenir
dP \} ,

. dp

Ceci peut s’écrire sous une forme plus convenable comme

o dw. Donc la premiére intégrale est dw(n -

il suit.
Soit § 'angle que fait un rayon vecteur quelconque avec
I'élément d’un arc géodésique ab. Comme aa'== P dw,

bb'= (P -+ dP)dw et cb — aa’, nous avons b'c = dP dw el

dP L S o

I’angle b'ac = = dw; mais d'ac est évidemment la dimi-
"
L}

nution de P'angle § en passant au point consécutif; donc
dp oo .
df = — — do. L’intégrale qu’on vient de trouver est donc
dw -+~ df, qui intégrée une seconde fois donne w - ¢ — 4",
ol w est I'angle compris entre les deux rayons vecteurs
extrémes que nous considérons et ¢, 0" les valeurs corres-
pondantes de 0. Si nous appelons A, B, C les angles inté-
rieurs du triangle formé par les deux rayons extrémes et la
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base, nous avons w = A, 0’=1B, §"== w — C et la courbure
totale est A - B-- C —wm. Donc l'excés sur 180° de la
somme des angles d’un triangle géodésique est mesuré par
l'aire de cette portion de la sphére unité qui correspond aux
directions des normales le long des c6tés du triangle donné.

La portion de la sphére unité qui correspond a l'aire
enclose par une ligne géodésique qui revient sur elle-méme
est la moitié de la sphére; car, si le rayon vecteur tourne
autour de l'origine de maniére & revenir au point d’ou il est
parti, les valeurs de % et " sont égales, tandis que w a
augmenté de 2w. La mesure de la courbure est donc 2w, ou
la moitié de la surface de la sphére (1).

Dans un autre endroit, Gauss applique les formules 4 la
représentation d’une surface sur une autre, et en particulier
ala représentation d’une surface sur un plan, de maniére que
les éléments infinitésimaux de I'une des surfaces soient sem-
blables 4 ceux de 'autre; cette condition est satisfaite dans
la projection stéréographique et dans d’autres représenta-
tions de la sphére.

393. Il nous reste a dire quelques mots des propriétés des
courbes considérées comme appartenant a une surface par-
ticuliére. Ainsi la sphére, nous le savons, a une géométrie
qui lui est propre et ou les grands cercles prennent la place

des droites dans un plan; et, de méme, chaque surface a une
géométrie propre, les lignes géodésiques de la surface cor-
respondant aux lignes droites (2).

(') Pour d’autres théorémes intéressants, relativement a la déformation
des surfaces, voir un Mémoire de M. Jellett Sur les propriétés des surfaces
inextensibles (Transactions of the Royal Irish Academy, vol. XXII). Con-
sulter aussi les Mémoires de Bour et M. Bonnet (Journal de I’Ecole Poly-
technique). L’'un d’eux a eu le grand prix de Mathématiques en 1860 &
I'Académie des Sciences.

(*) La géométrie des courbes tracées sur I’hyperboloide 4 une nappe
a été étudiée a peu prés de la méme maniére par Plicker (Crelle,
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Nous avons déja donné par anticipation (n° 308) la pro-
priété fondamentale d’une géodésique. L'équation différen
tielle se déduit immédiatement de la propriété qu’on a
démontrée, que la normale est située dans le plan de deux
¢léments consécutifs de la courbe el bissecte I'angle qu'ils
font entre eux; donc L, M, N, qui sont proportionnels aux
cosinus de direction de la normale, doivent étre proportion-

o i i 1y s ; . ’ 4
nelsad=-, d =L, d=>, qui sont les cosinus de direction de
as ds ds

la bissectrice (n® 368). Ainsi, si les tangentes & une géodc-
stque font un angle constant avec un plan fixe, les nor-
males le long de cette courbe seront paralléles & ce plan,
ct réciproquement ( Dickson, Cambridge and Dublin ma-
thematical Journal, vol. V, p. 168). De I’équation
dz dy ds

a " -+ b ?15 + ¢ s — consl.,
qui indique que les tangentes font un angle constant avec
un plan fixe, nous pouvons déduire en effet

aLl + bM +- ¢N=o,

vol. XLIII, :847) et par M. Chasles ( Comptes rendus, vol. LIII, 861,
p- 985); les coordonnées employées sont les segments interceptés par deux
génératrices menées par un point sur deux génératrices fixes prises pour
axes. Il est facile de montrer que dans cette méthode I’équation la plus
générale d’une section plane est de la forme

Azy +Bx+Cy+D=o

et en général que Pordre d’une courbe quelconque est ¢gal a la somme des
plus hautes puissances de & et y dans son équation, que ces puissances
entrent ou non dans le méme terme. Les courbes sont distinguées par
familles, suivant le nombre des intersections de la courbe avec les généra-
trices des deux espéces respeclivement. Ainsi, pour une courbe quartique
de premiére espéce, ou quadriquadratique, chaque génératrice de chaque
espéce rencontre la courbe en deux points; mais pour une courbe quar-
tique de seconde espéce, ou excubo-quartique, chaque génératrice d’une
espéce rencontre la courbe en trois points, tandis que chaque génératrice
de lautre systéme ne la rencontre qu’en un point.
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qui exprime que les normales sont paralléles au méme plan.

394. Si par un point d’une surface on pewut mener
deux géodésiques égales et infiniment voisines, la ligne.
qui joint leurs extrémités est perpendiculaire a toutes les

deux ().

Soit AB = AC ct supposons que I'angle en B ne soit pas

; : ; BC
droit, mais égal a §. Prenons BD = T5,} comme tous les
s

cbtés du triangle sont infiniment petils, on peut le traiter

Fig. 4.

comme un triangle plan et I'angle DCB est un angle droit.
Nous avons done DC << DB, AD + DC << AB et, par suite,
< AC. Il s’ensuit que AC n’est pas la plus courte ligne de
A a G, ce qui est contraire & I'hypothése. I.a démonstration
peut encore s’énoncer ainsi : La plus courte ligne d’un point
quelconque A a une courbe quelconque tracée sur la sur-
face rencontre cette courbe perpendiculairement. Car, s’
n’en est pas ainsi, prenons sur le rayon vecteur issu de A un
point D infiniment prés de la courbe, et de ce point abais-
sons une perpendiculaire sur la courbe (ce que nous pou-
vons faire en prenant sur BC une longueur égale & BD cosb

(*) Ce théoréme est du & Gauss, qui le démontre aussi par le calcul des
variations. ( Voir I’Appendice & I'édition de Mongc pa~ Liouville, p. 528.)
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el en joignant a D le point ainsi trouvé). Nous pouvons donc
aller de D 4 la courbe d’une maniére plus rapide en suivant
la perpendiculaire qu’en cheminant le long du rayon vecteur
qjui n’est plus le plus court chemin.

Donc si une géodésique quelconque passant par A ren-
contre perpendiculairement la courbe, la longueur de cette
géodésique est constante. 1l est évident aussi, mécanique-
ment, que le cercle décrit sur une surface par une corde

tendue & partir d'un point fixe est partout perpendiculaire
a la direction de la corde.

395. Le théoréme qu'on vient de démontrer est le théo-
réme fondamental de la méthode des infiniment petits,
appliqué aux lignes droites (S. C., n® 390).

Donc tous les théorémes qu’on a démontrés au moyen de
ce principe seront vrais, si au lieu de droites nous considé-
rons des géodésiques Lracées sur une surface. Par exemple,
sl nous construisons sur une surface quelconque la ligne
correspondant & une ellipse ou une hyperbole, c’est-a-dire
le lieu d’un point pour lequel la somme des distances géo-
désiques a deux points fizes de la surface est constante,
la tangente en un point. quelconque du liew bissecte
l'angle compris entre les géodésiques qui joignent le
point de contact aux points fixes. La réciproque de ce
théoréme est vraie.

De méme, si deux tangentes géodésiques & une courbe,
menées par un point P, font des angles égaux avec la tan-
gente a une courbe sur lagquelle se meut P, la différence
entre la somme de ces tangentes et I’arc de la courbe a
laquelle elles sont tangentes est constante (S. C., n° 399).

Ou encore, si l’on prend des longueurs égales sur les

normales géodésiques & une courbe, la ligne qui joint
leurs extrémités les coupe & angle droit; ou bien, si deux
courbes différentes coupent toutes deux & angle droit un
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systéme de géodésiques, elles interceptent une longueur
constante sur chaque vecteur de la série.

Nous allons appliquer ces principes au cas des géodési-
ques tracées sur des quadriques.

396. De méme que la courbure d’une courbe plane est
mesurée par le rapport de I'angle de deux tangentes consé-
cutives & I'élément de 'arc, de méme la courbure géodésique
sur une surface est mesurée par le rapport de I'angle compris
entre deux tangentes géodésiques consécutives a I'élément
de I'arc. Le calcul suivant du rayon de courbure géodésique,
di a Liouville, donne en méme temps une démonstration du
théoréme de Meunier (').

Soient mn, np deux éléments consécutifs et égaux de la

Fig. 5.

courbe. Prolongeons nt — mn; abaissons tg perpendiculaire
a la surface; joignons ng et pg. Comme n¢ fait un angle infi-
niment petit avec la surface, sa projection ng lui est alors
égale. ng est le second élément de la section normale et par
suite est aussi le second élément du prolongement géodé-

sique de mn. Si maintenant § est I'angle de contingence ¢np.

% I'angle de contingence ¢ng de la section normale, nous
avons Ip == lds, tqg =Wds. L'angle gtp(=0) est I'angle
compris entre le plan osculateur de la courbe et le plan de

(') Appendice a P’Analyse, etc. de Monge, p. 576.
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la section normale, et comme (g=(pcosp, nous avons

§ =10 cosop et I]{ = 00:?, ce qui donne le théoréme de Meu-

nier, R étant le rayon de courbure de la section normale
et p celui de la courbe donnée.

De la méme maniére, png étant 0, I’angle géodésique de
contingence, nous avons pg — §"dset pg = /p sine; ou bien

1 sin e o

= ——- Le rayon de courbure géodésique (') est donc
r P o o

Sino
I est facile de voir que ce rayon géodésique est le rayon
absolu de courbure de la courbe plane suivant laquelle la
courbe donnée se transformerait, si, aprés avoir circonscrit
une développable a la surface le long de la courbe donnée, on
développait cette développable suivant un plan.

397. La théorie des géodésiques tracées sur les quadriques
dépend de la premiére intégrale que Jacobi a donnée de
I'équation différentielle de ces lignes; comme proposition en
connexion intime avec celle intégrale, nous avons le théo-
réeme {ondamental de Joachimsthal qu’en chaque point d’une
pareille courbe pD est constant (p étant, comme au n° 166,
la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan langent au
point considéré, et D le diamétre de la quadrique paralléle &
la tangente de la courbe au méme point). Ceci peut se démon-
trer au moyen des deux principes suivants : 1° Si d’un poinl
on méne deux tangentes a une quadrique, leurs longueurs
sont proportionnelles aux diamétres qui leur sont paralléles;
ceci est évident d’aprés le n° T4. 2° Si de chacun des deux
points A et B d’une quadrique on abaisse une perpendiculaire
sur le plan langent & l'autre point, ces perpeadiculaires

(') Je n’ai pas adopté le nom de seconde courbure géodésique intro-
duit par M. Bonnet. Il exprime le rapport de I'arc & 'angle que la nor-
male 4 une extrémité fait avec le plan qui contient I’¢élément et la normale
4 l'autre extrémité.
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seront proportionnelles aux perpendiculaires abaissées du

centre sur les mémes plans. En effet, la longueur de la per-
pendiculaire abaissée de z", 5", 5"

) | ’ 'z vyl
X,), 5 estp = apd=is

a* /e

sur le plan tangent en

)

N
S - 1) et celle de la per-

pendiculaire abaissée de z', 3/, 3’ sur le plan langent en
L', y", " est p/ (%{” MLy 1—;)’—” +- ::;” s ) Si maintenant
des points A, B on méne des droites AT, BT a un point
quelconque T de I'intersection des plans tangents en A et B
et si AT fait un angle 7 avec I'intersection de ces plans, leur
angle élant w, la perpendiculaire abaissée de A sur l'inter-
section des plans est AT sinz; de méme, celle abaissée de A
sur lautre plan est AT sin¢sinw. De la méme maniére, la
perpendiculaire abaissée de B sur le plan tangent en A est
BT sin¢ sinw. Si donc les droites AT, BT font des angles
égaux avec l'intersection des plans, ces droites AB, BT sont
proportionnelles aux perpendiculaires abaissées de A et B sur
les deux plans. Mais AT et BT sont proportionnels 4 D et D,
et les perpendiculaires sont entre elles comme les perpendi-
culaires abaissées du centre, p et p’. Donec D p =D'p'. Mais on
a démontré (n° 308) que, si AT, TB sont les éléments succes-
sifs d’une géodésique, ils font des angles égaux avec I'inter-
section des plans tangents en A et B. Donc la quantité pD
demeure invariable quand nous passons d’un point d'unc
géodésique & un autre (). C. Q. F. M.

398. En raison de I'importance du théoréme précédent,
nous allons aussi montrer comment on peut le déduire des
équations différentielles d'une géodésique (2). Différentions

(') Cette démonstration est due au D* Graves ( Crelle, vol. XLIL, p. 259).
(®) VoirJacobi [ Crelle, vol. XIX (1839), p.309]; Joachimsthal ( Crelle,
vol. XXVI, p. 155); Bonnet (Journal de l’Ecole Polytechnique, vol. XIX,
p- 138); Dickson ( Cambridge and Dublin mathematical Journal, vol. V,

‘I | ‘III H{HTHHTH LTI II‘III | ‘II
2 3 4 5 6 unesp 8 9 Lo Lz

[
12

13
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I'équation
N2

Pt = b

ou L, M, N sont les coefficients différentiels, et

R? = L® - M2 -+ N?,

et remplagons L, ... par d cz’[—f -+ +(n°393); nous obtenons

dzy LN (dy\ (M ds\ /Ny

Il faut remarquer que cette équation est également vraie

. I . ;
pour une ligne de courbure: car T’\j étant les cosinus de

direction de la normale, les cosinus de direction d’une ligne
située dans le méme plan avec deux normales consécutives
et perpendiculaires & celles-ci, sont (n°® 358) proportionnels

b d(%;\—) ..+ Donc les dz -++ d'une ligne de courbure sont

ds

TN
proportionnels aux d | T"I ) - Mais, si nous différentions
¥ /

dz®  dy*  dz-

dst ' dst T dst

; dx
et sl nous remplagons —- - .- parles valeurs que nous venons

ds
d1' M A\ 11 4 e
1nd|quer, nous obtenons & nouveau cquation

dx r!‘: M rl’. "N
R

o -"”( i ;) & [; ds J'{( ) r’( ) ( =2

s
Si maintenant nous effectuons les différentiations et si nous

p- 168); Jacobi (Vorlesungen iiber Dynamik, p. 212). La théorie des géo-
désiques sur un sphéroide de révolution, et en particulier sur un sphéroide
allongé, a été étudiée par Legendre.
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réduisons le résultat au moyen de Iéquation différentielle de

la surface
Ldx =i M d‘)f — N ds-—=o

et de celle qui s’en déduit
dLdx +-dMdy --dNds — —(Ld*z +~Md?y + Nd?z),

nous obtenons

(dLdx +- dM dy + dN dz) (dR ds —R d-s)
+ (dLdx -~ dM d?y + dN d*z)Rds—o (')

Al.dz + dMd’y + dNd*z  dR  ds
dLdz + dMdy +-dNdz + R ds

=ity

399. L’équation précédente est vraie pour une géodésique
ou une ligne de courbure d’une surface quelconque ; mais, si
la surface est seulement du second degré, on peut trouver
une premiére intégrale de I'équation. En effet, nous avons

dLd?x 4+~ dM d?*y <+ dN d*z = L d(dL dx + dM dy + dN dsz).

On peut le vérifier aisément en prenant I’équation générale

(*) Le Dr Gehring a remarqué (voir les Vorlesungen de Hesse, p. 325)
que cette équation, multipliée par R ds avec la condition

Ldx -+ Mdy-i-Ndz =o,

peut se résoudre en produit de deux détcrminants
dz dy dsz dr: dy ds |
L M N < i Pe dPy dPs i
| gL am an | L M N |

en sorte que pour les quadrique le déterminant des lignes de courbure est
le facteur intégrant des géodésiques. Le D* Hesse montre que le facteur inté-
grant ainsi trouvé apparticnt exclusivement & ces derniéres.
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d’une quadrique ou plus simplement I’équation

-2

'._‘y_ —t
b

L= —,

o

dx dy
([lJ —(‘lj_"; dl\l = 7)’2 ]

et en substituant ces valeurs dans I’équation qu’on a écrite.

I’équation du numéro précédent se compose alors de

termes dont chacun est intégrable séparément. En intégrant,

nous avons
R2(dL dz -+ dM dy + dN ds) = ¢ ds.

Or, d’aprés les valeurs précédentes,

2 .]."_‘ 3 I
Re= 2oL

it ne o j)i

dl.dx dM dy = dN ds voda? 1 dy?

ds .ds ' ds ds ' ds ds a* dst b ds*

Mais le second membre de 1'équation représente l'inverse
du carré d'un rayon central dont les cosinus de direction
sont —-» ﬁ) Eij

ds” ds” ds

Donc la signification géométrique de I'intégrale que nous

avons trouvée est pD = constante (').

(*) Le D- Hart prouve le méme théoréme comme il suit : Considérons
une section plane d’un ellipsoide; soit & la perpendiculaire abaissée du centre
de la section sur la tangente, d le diamétre de la section paralléle & cette
tangente, i 'angle que fait le plan de la section avec le plan tangent en un
point quelconque. Le long de la section @d jest constant, et évidemment
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400. La constante pD a la méme valeur pour toutes les
géodésiques qui passent par un ombilic; car & un ombilic

N

le p est évidemment commun a toutes les géodésiques, sa

) oar . .
valeur étant -— - 5 e, comme la section centrale paralléle
s

au plan tangent a 'ombilic est un cercle, le diamétre paral-
lele a la tangente a la géodésique est constant et toujours
égal & I'axe moyen. Par suite, pour une géodésique passant
par un ombilic, nous avons pD = ac.

Supposons maintenant qu’un point d’une quadrique soit
joint par des géodésiques aux deux ombilics; comme nous
avons prouvé que pD est le méme pour ces lignes, que de
plus au point de rencontre le p est aussi le méme pour les
deux, le D en ce point doit aussi avoir laméme valeur; c’est-
a-dire les diaméetres paralléles aux tangentes des géodésiques
a leur point de rencontre sont égaux. Mais deux diamétres
égaux dans une conique font des angles égaux avec ses axes,
et nous savons que les axes d’une section centrale d’une qua-
drique, paralléle au plan tangent en un point quelconque,
sont paralléles aux directions des lignes de courbure en ce
point. Donc les géodésiques joignant un point quelconque
d’une quadrique & deux ombilics font des angles égaux
avec les lignes de courbure passant par ce point ().

Il s’ensuit que les géodésiques joignant un point quel-
conque aux deux ombilics opposés qui sont sur le méme dia-
métre sont la continuation I'une de 'autre, puisque les géo-
désiques font avec I'une et I'autre ligne de courbure passant

pD est dans un rapport constant avec @ d sini. Donc le long de la section
pD varie comme sin¢ et sera un maximum aux points o le plan rencontre
la surface normalement.

Mais une géodésique oscule une série de seclions normales; donc pour
une telle ligne p D est constant, sa différentielle étant toujours nulle ( Camb.
and Dubl. math. Journal., vol. IV, p. 84).

(") Ce théoréme et ses conséquences, développées dans les numéros sui-
vants, sont dus 4 M. Michael Roberts (Liouville, vol. XI, p. 1).
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par le point des angles opposés verticalement égaux entre
eux. Il en résulte aussi (n°® 395) que la somme ou la diffé-
rence des distances géodésiques de tous les points d’une
méme ligne de courbure a deux ombilics est constante. La
somme est constante quand les deux ombilics sont pris &
I'intérieur de la ligne de courbure; c’est la différence, quand
nous remplagons I'un d’eux par celui qui lui est diamétrale-
ment opposé, de sorte que I'un des ombilics soit intérieur et
l'autre extérieur a la ligne de courbure.

Si A, A’ sont deux ombilics opposés, et B un autre ombi-
lic, comme la somme PA -+ PB est constante de méme que
la différence PA’— PB, il s’ensuit que PA + PA’ est con-
stant, c’est-d-dire que toutes les géodésiques qui joignent
deux ombilics opposés sont de méme longueur. En effet,
il est évident que deux géodésiques infiniment voisines qui
unissent les deux mémes points d’une surface doivent étre
¢gales entre elles.

401. La constante pD a la méme valeur pour toutes les
géodésiques tangentes a la méme ligne de courbure.

On a démontré (n° 166) que pD a une valeur constante
le long d’une ligne de courbure; mais, aux points ol une
géodésique est tangente a cette ligne, p et D ont tous deux
la méme valeur pour la géodésique et la ligne de courbure.

Ainsi donc un systéme de lignes de courbure a des pro-
priétés complétement analogues & celles d’'un systéme de
coniques homofocales dans un plan : les ombilics correspon-
dent aux foyers. Par exemple, si d’un point d’une deices
courbes on méne deux tangentes géodésiques & une autre
courbe, elles font des angles égaux avec la tangente en ce
point. Le théoréme de Graves pour les coniques planes
subsiste aussi pour les lignes de courbure; c’est-a-dire que
'excés de la somme de deux tangentes & une ligne de cour-
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bure sur I'arc qu’elles interceptent est constant, tant que
Pintersection de ces tangentes se meut le long d’une autre

ligne de courbure de méme espéce (S. C., n° 399).

402. L’équation pD = constante a été mise sous une
forme trés commode ('). Soient &/, a'les demi-axes majeurs
de deux surfaces homofocales passant par un point de la
courbe, et soit -/ I'angle que la tangente a la géodésique fait
avec une des tangentes principales.

Comme a*— a'2, a= — a’? (n° 164) sont les demi-axes de
la section centrale paralléle au plan tangent, un autre demi-
diamétre de cette section est donné par I’équation

1 cos*i  sin%{
D2 at—a? ' a®— a'?

tandis que}% (e a—a ) (n° 165).

a* ot et
Donc I’équation pD = const. équivaut a

(a®— a'?) cos*i + (a* — a"*) sin?{ = const.
ou a
a'? cos?? - a"? sin*{ — const.

403. Le liew de Uintersection de deux tangentes géo-
désiques & une ligne de courbure, qui se coupent & angle
droit, est une conique sphérique.

Ce théoréme se démontre comme le théoréme correspon-
dant pour les coniques planes. Si a, @’ se rapportent au
point d’intersection, nous avons

a't cos?i + a"* sin? = const., a'? sin*t +4- a” cos?i = const.,

d’on

a'? + a”’? = const.

(") Liouville, vol. IX, p. 481.
S. — Géom. a trois dim. 11,
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Donc (n° 161) la distance du point d'intersection au
centre de la quadrique est constante. Le lieu cherché est
donc P'intersection de la quadrique donnée avec une sphére
concentrique. La démonstralion subsiste si les géodésiques
sont tangentes & des lignes de courbure différentes; et,
comme cas particulier, le hieu du pied de la perpendiculaire
géodésique abaissée d'un ombilic sur une tangente a une
ligne de courbure est une sphéro-conique.

40%. Trouver le liew de Uintersection des tangentes
géodésiques & une ligne de courbure qui se coupent sui-
cant un angle donné (Besce, Liouyille, vol. X1V, p. 247).

Les tangentes menées d'un point, dont les &/, @’ sont
donnés, a une ligne de courbure donnée sont déterminées
par I’équation a2 cos2¢ - a”2 sin?7 = §3; et comme elles font
des angles égaux avec I'une et 'autre des tangentes princi~
pales menées par le point Z, 'angle qu’elles font avec I'une
de ces tangentes est la moitié de 'angle qu’elles font entre
elles. Nous avons donc :

V(g —a”)
v(a*—§)

(a’2+a”2"‘ 2;3)2 tang‘le __[I{?‘(alﬁ - all2) — 4(1’2 a!/z __[ng.

2Vif—a™(a”—§)
)

5 tangb — . :
te) alz = al/_z_~ 2‘3

I
tang— 6 =—
°g

Cette relation se raméne aux coordonnées ordinaires au

moyen des équations (n° 160-161)

a'? - a? — 22 +.72 - 32 2= 2 —- aﬂ,
] g 3 2 o s
” a2 (a— b)) (a® — ¢?
gt { _,)( )3
@
et I'on voit que le lieu cherché est I'intersection de la qua-
drique avec une surface du quatriéme degré (*).

(*) M. Michael Roberts a démontré (Liouville, vol. XV, p. 291) par la
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405. On a démontré (n°® 176) qu'on peut mener deux
surfaces homofocales tangentes a une droite donnée; que
si les axes des trois surfaces passant par un point quel-
conque de la droite sont a, &', a’, et si les angles de cette
droite avec les trois normales au point sont «, 3, v, le grand
axe de la surface homofocale tangente est déterminé par
I'équation quadratique

cos?a cos?B

a—at " d-—a?
Supposons maintenant que la droite donnée soit tangente a
la quadrique dont I'axe est @, nous avons alors cosa = o,
puisque la droite est perpendiculaire 4 la normale a la pre-
miére surface; et nous avons cos(3 = sin¥y, puisque le plan
tangent a la surface contient la droite et les deux autres
normales. L'angle v est ce que nous avons appelé ¢ dans les
numéros immédiatement précédents. L’axe de la seconde
surface homofocale tangente & la droite donnée est donc
déterminé par I’équation

sin%¢ cos?t

= 2 2y i Al ata a2
=) @ COS°L -i- @ “sIn-I — a“.
a'? a2 a"? a2

Si donc dans I'équation d’une géodésique (n°® 402) nous

écrivons a'? cos?t + a’~sini = a2, nous voyons que loules
les lignes tangentes a une méme géodésique sont tan-
gentes a la swiface homofocale dont ’axe majeur
esta(').

La géoddsique elle-méme sera tangente a la ligne de

méthode du n° 188, que la projection de cette courbe sur le plan des sec-
tions circulaires est le lieu de I'intersection des tangentes, se coupant sous
angle constant, de la conique suivant laquelle se projette la ligne de
courbure.

(') Ces théorémes sont tirés du Mémoire de M. Chasles (Liouville,
vol. XI, p. 5).




18¢ CHAPITRE XII.

courbure suivant laquelle cette surface homofocale coupe la
surface originaire; car la tangente a la géodésique au point
o la géodésique rencontre la surface homofocale est,
comme nous l'avons démontré, la tangente i cette surface en
ce point. Donc la géodésique et I'intersection de la surface
donnée avec la surface homofocale ont une tangente com-
mune.

Les plans osculateurs de la géodésique sont évidemment
des plans tangents a la méme surface-homofocale, puisqu’ils
sont les plans de deux droites consécutives tangentes a cetle
surface.

La valeur de pD pour une géodésique passant par un
ombilic est ac (n° 400) et I’équation correspondante est
alors /= cos2t 4+ a’= sin2¢ = a* — b*. Mais la surface homo-

focale dont I'axe majeur esty/a= — b- se réduit a la conique
(ocale ombilicale. Donc, comme cas particulier des théo-
rémes qu'on vient de démontrer, toutes les tangentes a une
géodésique qui passe par un ombilic coupent la conigue
Socale ombilicale.

Réciproquement, si d’un point O de cctte conique focale
on méne des tangentes reclilignes a une quadrique et qu’on
les prolonge géodésiquement sur la surface, les lignes ainsi
prolongées passeront par I'ombilic opposé, et les longueurs
comprises entre O et 'ombilic sont égales.

406. De ce fait (démontré n° 176) que les plans tangents
menés par une droite quelconque & deux surfaces homofo-
cales qui lui sont tangentes sont perpendiculaires entre eux.
nous aurions pu déduire directement, comme dans le n° 309,
que les tangentes & une géodésique sont tangentes 3 une
surface homofocale. En effet, le plan de deux tangentes con-
sécutives & une géodésique étant normal a la surface est

tangent & la surface homofocale touchée par la premiére
tangente. Donc la seconde tangente a la géodésique est tan-




COURBES ET SURFACES DEVELOPPABLES. 81

geute 4 la méme surface homofocale et il en est de méme
des tangentes suivantes. Aprés avoir ainsi établi le théoréme
du numéro précédent, nous pourrions, en renversant 'ordre
des raisonnements, obtenir une démonstration indépendante
du théoréme pI) == const.

407. La développable circonscrite a une quadrique le
long d’une géodésique a son aréte de rebroussement sur
une autre quadrique, qui est la méme pour toutes les
géodésiques tangentes & une méme ligne de courbure.

En effet, un point quelconque de I’aréte de rebroussement
est l'intersection de trois plans consécutifs tangents a la
quadrique donnée, et, par hypothése, les trois points de con-
tact déterminent un plan osculateur d’une géodésique qui
est tangent & une surface homofocale fixe. Le point de I'aréte
de rebroussement est le pole de ce plan par rapport a la qua-
drique donnée; mais le pole par rapport & une quadrique
d’un plan tangent & une autre quadrique se trouve sur une
troisi¢éme quadrique fixe et déterminée.

408. M. Chasles a donné la généralisation suivante du
théoréme de M. Roberts, n® 400 : S? un fil attaché & deux
points fixés d’une quadrique A est tendu par un crayon
qui se meut sur une surface homofocale B (en sorte que
le fil forme des géodésiques quand il est en contact avec les
quadriques et des droites quand il est en dehors d’elles), le
crayon tracera une ligne de courbure sur la quadrique B.

En effet, les deux géodésiques de la surface B, qui se ren-

contrent en P, font évidemment des angles égaux avec le
lieu de P; mais ces géodésiques ont, pour tangentes, les
parties rectilignes du fil qui sont toutes les deux langentes
4 une méme surface homofocale; donc (n° 405) le pD est le
méme pour les deux géodésiques, et la ligne qui bissecte
I’angle qu’elles font est une ligne de courbure.
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Comme cas particulier de ce théoréme, lellipse focale
d’une quadrique peut étre décrite au moyen d’un fil fixé en
deux points situés sur les branches opposées de I'hyperbole
focale.

409. Coordonnées elliptiques. — La méthode employée
(n® 403, 404%), dans laquelle un point d’un ellipsoide est
défini par les axes majeurs des deux hyperboloides qui se
coupent en ce point, est appelée la méthode des coordonnées
elliptiques (voir n" 188). Comme il est plus commode de se
servir de lettres non accentuées, nous imitons M. Liouville (*)
en représentant par ., v les quantités que nous avions appelées
jusqu'ict @', @”; dans cette notation, I'équation des lignes de
courbure d’un systéme serait de la forme u = const., celle
de l'autre vy = const. L’équation d’une géodésique s’écrirait
2 cos2t 4 vsin? i = u'?; quand la géodésique passe par un
ombilic, nous avons w'?=a*— b* = L. On se rappellera
(n® 159, 160) que w est compris entre les limites 2 et %, et
v entre les limites £ et o.

Si nous mettons 'équation d’une géodésique sous la forme

w2 - v tang?i = 2 (1 + tang?/),

(*) Cette méthode est évidemment un cas particulier de celle qu'on a
exposée n° 377. M. Cayley, dans son Mémoire sur les géodésiques ( Pro-
ceedings of London Mathematical Society, 1872, p. 199) emploie les
coordonnées sous une forme un peu différente. Si un point d’une quadrique
xl 2 zﬂ ¥ L N
e % + = =rest 'intersection de celle-ci avec les deux surfaces lromo-
focales

@ : yz_ at _zz LS x? : yu- A z? —
a+—p b+ p c+p a+q¢qg  b-i+qg c-+gq
P et g sont les deux coordonnées : p — const., ¢ = const. représentent des
lignes de courbure et nous avons, d’aprés le n° 160, des expressions pour
z, v,  en fonction de p et ¢g. L'équation différentielle des lignes droites
de la surface est *

dp ] dg e

Via+p)(b- pie+p) Vlatq)(b-q)(cig
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nous voyons qu’elle est satisfaite (quel que soit ') par les
valeurs p2 =2, tang®¢ = — 1. D’oll il résulte que toutes les

lignes de courbure sont tangentes & un méme couple de tan-

gentes imaginaires, menées par un ombilic (*). C’est une
analogie de plus avec les foyers des coniques planes.

410. Exprimer en coordonnées elliptiques ’élément de
Uarc d’une courbe quelconque tracée sur la surface.

Considérons en premier lieu I’élément d’une ligne de cour-
bure, ;= const. Supposons qu’elle soit rencontrée par les
deux hyperboloides consécutifs dont les axes sontv ety + dv;
comme elle les coupe perpendiculairement, le segment inter-
cepté est égal a la différence entre les perpendiculaires abais-
sées du centre surles plans tangents paralléles aux deux hyper-
boloides. Mais (d’aprés le n” 180)

(1)” e dl)ll)ﬁ _P”2 = (v-+ dv )2 2

pldp’ —vds.

Nous avons démontré que dp”= ds, I'élément de I'arc que
nous cherchons, et

A a" b e V(R — v2) (K% = v?)

T (a—dh(@T—a7 (@—A )’

P

(a2 —v2) [ g2 == v2)
det = -

L A
=) (keE—w)

De la méme maniére, I’élément d’arc de la ligne de courbure
y = const. est donné par la formule

(a* — p2)(p?

d="? “[. '.;‘: ____hﬁ_fﬂ_ —1

(*) M. Roserts, Liouville, vol. XV, p. 289.
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Simaintenant par les extrémités de 1'élément d’arc ds d’une
courbe quelconque, nous menons des lignes de courbure des
deux systémes, nous formons un rectangle élémentaire dont
ds, ds' sonl les cOtés et ds la diagonale. Donc

(a?—p2)(p2—v2) , ., (@®—v?)(u2—?)

dp?

ds® = (s — A2) (K> — p?) ke (A% —V2) (L —?)

411. De méme nous pouvons exprimer !’aire d’une por-
tion quelconque de surface, bornée par quatre lignes de
courbure : deux lignes p;, us et deux v,, v,. L’élément
d’aire est

do,ds, — (2 —v)y/(a? — p2) (a2 —v?)
ol V(2 — A2 (k2 — p2) (A2 — V) (k2 —¥?)

dont I'intégrale est

du. dv,

(" we—s . N @@= dy
L)P’: \/(:T?ﬁ-—i‘/),z—)(/;“—— P}) 5 ¢(/l2— v2)(/“2_ VE)

/WI _ Vai— p2 du e (a2——v2)(h ;

ot ()
o vw—m)(k' D, VA=)

Nous pouvons, de la méme maniére, trouver I'équation
différentielle de la trajectoire orthogonale d’une courbe dont
I'équation différentielle est M dy. -1- N dv = o. En effet, la Lra-
jectoire orthogonale de P ds -+ Q do’ est évidemment

ds ds’

PN
puisque ds, do’ sont un systéme de coordonnées rectangu-
laires. Mais M du. + N dv peut sans difficulté se mettre sous

la forme Pds + Qds’ au moyen des équations du numéro

(*) L'aire de la surface de I’ellipsoide a été exprimée ainsi pour la pre-
micre fois par Legendre, Traite des fonctions elliptiques, vol. I, p. 352.

3 4 5 6 unesp® 8 9 10 11 12

13
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précédent. On trouve ainsi que 'équation de la trajectoire
orthogonale est

a?— 2 du. at—v? dv fan
(p2— ) (lk2—p2y M (P —)(k2—v3) N =

412. La premiére intégrale d’une géodésique
#2cos® i + visin?i = p'?

peut se mettre sous une forme ou les variables sont séparées
et o l'on peut obtenir la seconde intégrale. Cette équation
donne

2 2

? /P- —

tangi —=\,/ ——»
/PR

tangi & = V@ = AT =) du

TG \/(az—-‘l"')(p."'— 1) (k— p2) dy

et, en égalant, nous avons

duyas — p2 dv\Ja?-—-?

V(e — @) (= ) (R — ) V=) P — ) (k=)

£l

dont les termes peuvent s’intégrer séparément ().

(*) Ceci est équivalent a la premiére intégrale de Jacobi pour I'équation
différentielle des lignes géodésiques (voir n° 397; voir aussi les Vorlesun-
gen de Hesse, p. 328). Nous recommandons aussi au lecteur de consulter la
méthode d’intégration employée par WEIERSTRASS, Monatsbericlte der Ber-
liner Akademie, 186, p. ¢86. Dans la notation employée par M. Cayley,
P’équation ci-dessus est

f .
d = i = \/ 4 —0
(i VA o ey ey Ty Sl A VA P s e

ol 6 est la constante de l'intégration. C'est & peu prés la forme donnée par
Jacobi dans les Vorlersungen iiber Dynamik, dont on a parlé n° 398.
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Si la géodésique passe par les ombilics, nous avons x'2 —= A=
(n° 409) et I'équation de la géodésique est

dv —=o.

Vat— pl dit __\/a"—— v2
(P‘z_hz)\/kz_}:z (/L‘l—v")\//.‘-'—vz

M3. Trouver une expressionde la longueur d’une por-
tion de géodésique. — L'élément de la géodésique est I'hypo-
ténuse d’un triangle rectangle, dont ds, ds’ sont les cotés et
dont I'angle a la base est i. Nous avons donc

ds — sini ds’ &= cosi ds;
et en faisant

sin7 — : — €coSl— —————>
V’l"." S0 \/sz — v

et en donnant & do, ds' les valeurs du n® 410, nous avons

(BT e T e sy (e i [ v
d=de\/ =iy —an) T PN =y e —

Si p est I'élément d'une ligne passant par les ombilics, nous
avons

= g =

ja’ — u? a*—v?

5 —= dp. . v .

f ¥ k2 — pe k% —v?
Il faut remarquer que si, dans le numéro précédent, nous
donnons le signe + au radical, nous devons prendre ici le
signe —. On le voit en formant (n°411) I'équation différen-
tielle de la trajectoire orthogonale d’une géodésique passant

par un ombilic, équation qui doit étre équivalente 3 dp =o

(n° 394).

414. Au lieu d’indiquer la position d’un point quelconque
sur un ellipsoide par les coordonnées elliptiques ., v, nous
pourrions employer des coordonnées géodésiques polaires
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ayant le péle en un ombilic el représenter un point par p,
sa distance géodésique d un ombilic, et par w 'angle que fait
le rayon vecteur avec la ligne qui joint les ombilics. Mais
I’équation (n° 413) d’une géodésique qui passe par un ombilic
donne la somme de deux intégrales égale 4 une constante.
Celle constante ne peut étre fonction de g, puisqu’elle reste
la méme quand nous suivons la méme géodésique : elle doit
donc étre une fonction de w seulement; et si nous passons
d’un poinl quelconque & un point infiniment voisin, non situé
sur le méme rayon vecteur géodésique, nous aurons

Var — pidu Var —vidy
(B2 —A2)WAE— (B — ) AT — 2

o' (w) dw.

Nous déterminerons la forme de la fonction en calculant
sa valeur pour un point infiniment voisin de l'ombilic,
pour lequel' w. =v = /. Lalimite du premier membre devient

la* — 2 .. /d oy Eogm N
alors l‘ a7 >< limde | s ! |- Simaintenant

rr—n \pt— At N — s

gy

nous posons (= l~t-7, v=~/, ¢, la quantité dont nous

d de
_— —+« Quand 7, et ¢
2 it 1,2 2fle — <2 Q /

tendent a s’annuler. cette quantité devient la limite de

cherchons la limite est

I ( ) de®

\ i T
A . ) ou de T (llogz-

Comme I'angle extérieur a I'angle au sommet du triangle
formé par les lignes qui joignent un point quelconque a deux
ombilics est bissecté par la direction de la ligne de courbure,
cet angle extérieur est le double de I'angle ¢ dans la for-
mule p?cos?i -+ v2sin?i = l=. A la limite, quand le sommel
approche de I'ombilic, I'angle extérieur du triangle devient
© el nous avons a 'ombilic

(h+ 1) cos?tw - (fh—e)sin?lw = /7,

{ < T
et a la limite tang— w = "+
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Eu nous servant de cette valeur, la limite du premier
membre de I’équation est

U fai =R g T
—— @ 1w tang — W),

ah \ -

nous avons donc

Vat — prdp Va-— vt dy I //a2 —h? duw

(u.:—/ﬁ)\/m = (I — V)2 =2 . s /z\/ k2 — A= sinw

et la constante qui entre dans 'équation intégrée d'une géo-
désique qui passe par un ombilic est de la forme

I ar— i? L4 51 o
wE e (6] an - w o
ahV fE—qz °8M"8
415. Si P, Q sont deux points consécultifs d’une courbe et
si 'on méne PI¥ perpendiculaire au rayon vecteur géodésique

0Q, il est évident que PQ_2=1)P7A+ P'Q". Mais, comme
(n°394) OP = OP’, nous avons P'Q = dp, tandis que PP’
étant I'élément d’un cercle géodésique, pour lequel p est con-
stant (ou dp = o), doit avoir la forme P dw. Donc I’élément
d’un arc de courbe tracé sur la surface peut s’exprimer par

une formule ds = do?+ P?dw?. Nous allons examiner

maintenant la forme de la fonction P pour le cas de rayons
’ e A L WL

vecteurs menés par un ombilic d’un ellipsoide. Considérons

la ligne de courbure w = p’. Nous avons (n°® 413)

B2 — ) (a? — v2)

. vk
W= T R

D’aprés le méme numéro,

dvt (a2 — v?)
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P oot (w2 — f5ias — v2) 7
“fl= iy .
(ot — 2 ) (A2 — w2

Mais (n® 414), si p. est constant,

Vat— 1 /at— At dw
dyiz="=4 | =T o 5
(h*— ) \hE— 32 hy A*— /02 sinw

introduisons cette valeur pour «v; nous avons

pr— (a® — h2) (A% — v2) (2 — N-) Ly b2hE D2 ' = .V2_ .
A2 (k* — /?)sin?w T (b2 —a?) (b —c¢YH)sin*w sin?o

donc (n° 160) P = .~

sinw

Dans cette recherche, il n’est pas nécessaire de supposer
connu le résultat du numéro précédent. Car si, dans le
second membre de I’équation de ce numéro, nous mettons
une fonction indéterminée de w, on démontre de méme que
P =y ¢(w). Nous déterminons alors la forme de la fonction
en nous rappelant que dans le voisinage d’un ombilic la sur-
{ace se rapproche de celle d’une sphére. Or, sur une sphére,
la formule de rectification est ds*= dp? -+ sin?p dw?. Donc
P = sinp. Mais dans lasphére v = sing sinw. Donc lafonction
’/ ax I
Yy est S

416. Considérons maintenant le triangle formé en joignant
un point quelconque & deux ombilies O, O'. Pour l'arc P,

.

nous avons alors la fonction P = —— et pour I'arc O'P aui

4

sinw’

P: P ::sinw': sinw, équation analogue & celle qui exprime

joint P & ’autre ombilic, nous avons la fonction P/:=
J )

que les sinus des cOtés d’un triangle sphérique sont propor-
tionnels aux sinus des angles opposés, puisque P et P’, dans
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la rectification d’arcs sur l'ellipsoide, correspondent & sinp,
sinp’ sur la sphére.

J17. De méme, si P est un point d'une ligne de courbure,
nous savons (n° 400) que dp == dp'=0, ou p et o’ sont les
distances 4 deux ombilics. Si § est 'angle que le rayon vec-
leur OP fait avec la tangente, ’élément perpendiculaire
P dw est évidemment dptangh. Mais le rayon vecteur or
fait aussi 'angle 8 avec la tangente. Nous avons donc

Pdw =P de'=0

do | dw

sinw  sinw

Donc lang!w < tangtw’ est constante quand la somme des
cotés est donnée; et tangs w est dans un rapport constant avec
tang ', quand on donne la dillérence des c6tés du triangle.
Ainsi quand on prend pour base d'un Lriangle la distance
entre deux ombilics, si le produit ou le rapport des tangentes
des demi-angles de base est donné, le lien du sommet est
une ligne de courbure (').

De ce théoréme découlent un grand nombre de corollaires;
par exemple : 8¢ une géodésique passant par un ombilic O
rencontre une ligne de courbure aux points P, I, le pro-
duit ouw le rapport de tangiPO'O, tangiP’O’O (suivant
I'espéce de la ligne de courbure) est constant. Iincore : S¢ les
géodésiques, qui joignent auzx ombilics un point P d’une
ligne de courbure, rencontrent é nouveau la courbeen P,
D", le liew des intersections des transversales géodésiques
O'P!, OP’ sera une ligne de courbure de méme espéce.

(') Ce théoréme, de méme que ceux sur lesquels repose la démonstration
(ne 414, ete.,), est de M. Roberts auquel cette branche de la Géométrie doit
tant (Liouville, vol. XIII, p. 1, et XV, p. 275).
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418. L’expression donnée par M. Roberts pour 1'élément
d'arc perpendiculaire & une géodésique ombilicale a éié
généralisée comme il suit par le D* Hart. Soient OT, OT'
deux géodésiques consécutives tangentes a la ligne de cour-
bure formée par l'intersection de la surface avec une surface

Fig. 6.

homofocale B; dw I'angle suivant lequel elles se coupent.
Alors la tangente en un point quelconque T d’une des géo-
désiques est tangente a B en un point P (n° 405) et si I'on
prend TT' conjugué & TP le plan tangent a T’ passe aussi par
TP (n° 268) et la tangente a la géodésique en T" est tangente
a B etau méme point P. Nous voulons actuellement exprimer
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sous la forme P dw la distance perpendiculaire de T aTp.
Menons les tangentes aux points consécutifs sur chaque géo-
désique; elles se coupent en P’ et font entre elles un angle d¢'.

Supposons que les normales a la surface sur laquelle les
géodésiques sont menées au point TT' rencontrent les tan-
gentes PT, PT' aux points T,, T,. Comme la différence entre
T, T,, T, T, estinfiniment petite du troisieme ordre, PT» do,
et P'T, dy’ sont égaux au méme degré d'approximation. Mais
PT,, P'T, sont proportionnels & D et D/, les diamétres de
la surface B menés parallélement aux deux tangentes succes-
sives de la géodésique. Donc D do =D'dy'. Cette quantité
demeure donc invariable quand nous cheminons suivant la
geodésique. Mais, au point O, do =dw; si donc D, est le
diameétre de B paralléle 4 la tangente en O a la géodésique
D dp =D, dw et, par conséquent; la distance que nous vou-
lons exprimer

DO

PT do = D dw + ¢,

ou ¢t (= PT') est la longueur de la tangente menée de T ala

ala IC¥
surface homofocale B; ou bien 7y ¢ est une moyenne enire

les segments d’une corde de B menée par T parallélement ala
tangente en O. Si la géodésique passe par un ombilic, la sur-

- e I 3 n
face B se réduit au plan des ombilics et o t devient la droite

menée par T jusqu’a rencontre du plan des ombilics et
parallélement & la tangente en O; c’est I'expression due a
M. Roberts.

Donc si un polygone géodésique est circonscrit @ une
ligne de courbure, et si tous les sommets moins un se
meuvent sur des {ignes de courbure, ce dernier se mou-
vra aussi sur une ligne de courbure, et le périmétre du
polygone sera constant si les lignes de courbure sont de
méme espéce. La démonstration est identique avec celle
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qu'on a donnée pour la propriété correspondante des co-
niques planes (S. C., n° 401) ().

419. Si une géodésique joignant un ombilic & l'ombilic
diamétralement opposé et faisant un angle w avec le plan des
ombilics est prolongée de maniére i revenir au premier om-
bilic, elle ne suivra plus son premier tracé comme dans le cas
de la sphére, mais aprés son retour fera avec le plan des
ombilics un angle différent de w. Pour le démontrer, nous
chercherons une expression de §, 'angle que fait avec le plan
des ombilics le plan osculateur en un point quelconque de
cette géodésique.

Il convient de poser d’abord le lemme suivant : dans un
triangle sphérique, un coté et I'angle adjacent demeurent finis,
tandis que la base diminue indéfiniment; on demande de
trouver la limite du rapport de la base a la différence des

Fig. 7.

~7
o
Ve
(;,, 2 /{,
/u Frbeedy
I ISR IR S

A
= )

angles de base mesurés dans le méme sens. La formule de
Trigonométrie sphérique
g p

cosi(a +b)

1 e
cosl(A 4+ B)—=sin!C =0

nous donne & la limite

db — cosady,

(1) Voir Cambridge and Dublin Mathematical Journal, Vol. IV, p. 192,
S. — Geom. a trois dim. II. 3
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mais évidemment
sina d¥ = sin6 do.

Done ﬂ— = - dovN
s tanga
Nous savons (n°® 403) que la tangente en un poinlt quel-
conque d’une géodésique passant par un ombilic rencontre,
quand on la prolonge, le plan des ombilics en un point de
I'hyperbole focale, et le plan osculateur de la géodésique en
ce point est le plan qui joint ce point & la tangente corres-
pondante de I'hyperbole focale. Nous savons aussi (n° 184)
que le cone circonscril & un ellipsoide, et dont le sommet est
un point de 'hyperbole focale, est un cone droit.
Soit maintenant PP’ un élément d’une géodésique ombili-

Iig. 8.

—_—

BN

cale prolongée jusqu’a sa rencontre en H avec I’hyperbole
focale. Soit P’P'I’élément consécutif, rencontrant 'hyperbole
focale en H'. Si alors I1/, II'2 sont deux tangentes consécu-
tives de I'hyperbole focale, PII/2, P'H'/ seront deux plans
osculateurs consécutifs. Imaginons maintenant une sphére
décrite autour de H’, et considérons le triangle sphérique

formé par les rayons allant aux points 4, 7/, P'.

Si d¢ est 'angle 2 H'7/, 'angle de contingence de I'hyper-
bole focale, si § estl’angle compris entre le plan osculateur et
hH'L, le plan des ombilics, tandis que ZH'P’ est o le demi-
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angle du céne, le triangle sphérique est celui que nous avons

- L dh do
considéré dans notre lemme et nous avons -.— =— I
sin 6 tangax

Pour intégrer cette équation, il nous faut exprimer do en
fonction de a; et ceci peut étre considéré comme un probléme
de Géométrie plane; car o est le demi-angle compris entre les
tangentes menées de II a la section principale contenue dans
le plan des ombilics, tandis que d9 est 'angle de contingence
de I'hyperbole focale au méme point. Si @', &', a’, 0" sont les
axes d’une ellipse et d'une hyperbole passant par H et homo-
focales avec une ellipse dont les axes sont a, b, el si 2a est
I'angle compris entre les Langentes menées de H a la derniére

e

q ; at—a’ AT .
ellipse, nous avons tang?o.—= -— - - Différentions, en regar-

a*—a*
dant @” comme constant (puisque nous passons a un point
consécutif le long de la méme hyperbole homofocale), nous
avons

a'da’

dy — —tangeg ————»
" glt— g

Mais si p, p’ sont les perpendiculaires abaissées du centre sur
les tangentes en I & Pellipse et a Phyperbole, nous avons

ada =pds

(n° 410), ott ds est’élément d’arc de I'hyperbole focale, et si

o est le rayon de courbure au méme point ds = p do; mais

2T Dene
P
pds

ds— tange-——:

d i a'b de
X — LANg oA — ot -
Eal al/ bU

Mais .

a?=a’+ (a*-— a®)col’x, 0t = b*+- (@® -— a"?) cot?x,
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al/ bl/ dfl

tanga /a2 o™ 4 g-tang-ay/a-— a’c 4+ bitangla

Dans le cas que nous considérons, les axes de l'ellipse tou-
chée sont a, ¢, tandis que les carrés des axes de ’hyperbole
Liomofocale sont a? — 42, b* — c*. Nous avons donc I'équation

db Va:— b2\ — ¢ da

sin 6 It 4 atang?a \/[)'-’—i—c_-2 tang?x

En intégrant, et prenant une des limites 4 I'ombilic ot nous

avons B — w et 2 = =, nous avons
2

f/‘l Var— b*\/bT — ¢* dn

Vb + a* tang?«\/b* 4 ¢* tang®a

2

Si donc nous désignons par I la valeur de cette intégrale, nous
avons tang; 0 = ktang{ v, ot K =¢.

Cette intégrale ne change évidemment pas de signe entre
les limites o= £ =, ¢'est-a-dire en passant d’un ombilica 'autre.
Si donc @ est la valeur de § pour 'ombilic opposé a celui
dont nous sommes partis, 4 cette limite I a une valeur diffé-
rente de zéro, et K une valeur différente de I'unité, et nous
avons tangt o = A'tang} w; o' est donc toujours différent
de w. De la méme maniére la géodésique revient a I'ombilic
original en faisant un angle o’ tel que tang! "= k2tang} w,
et elle continuera de méme indéfiniment en faisant une série
d’angles tels que les tangentes de leurs moitiés forment une
proportion continue (*).

(') Les théorémes de ce numéro sont du Dr Hart (ambridge and Dublin
Mathematical Journal, Vol. IV, p. 82); mais pour les démonstrations, j'ai
suivi M. William Roberts ( Liouville, 1857, p. 213).
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420. Si nous considérons des arétes appartenant au méme
cone tangent dont le sommet est un point H de I'hyperbole

I3

ocale, o (et par suite k) est constant, et I’équation
focal tp te k) est tant, et I'équat

tangl 0= ktangiw
donne
dy  do

sinfd sinw

Mais comme le plan osculateur de la géodésique est normal
a la surface, el par suite aussi normal au cOne langent, il
passe par I'axe de ce cone. Si donc nous coupons le cone
par un plan perpendiculaire a I'axe, la seclion est évidemment

Vv db

i T 7 L]
un cercle dont le rayon est —— et I'élément de I'arc esl —
sin 0 sinf

v dw 5 A k . -
ou——: Mais cet élément, étant la distance entre les points
nw

de contact de deux arétes consécutives du cdne circonscril,
est ce que nous avons appelé {n°® 413) Pdw, et la recherche
ellectuée dans le numéro précédent nous donne ainsi une
preuve indépendante de la valeur trouvée pour P (n° 415).

421. Lignes de niveau. — Les différences de niveau d’un
pays peuvent étre représentées sur une carle par une série de
courbes marquant les points qui sont au méme niveau. Sil’on
méne une série de ces courbes, correspondant 4 des hauteurs
équidistantes, les endroits ou les courbes sont le plus rap-
prochées indiquent les points ot le niveau du pays change le
plus rapidement; la courbe qui contient le sommet d'une
passe, ou le point de déversement d'un lac, a ce point pour
point double nodal, etc. (*). En général, les courbes de niveau
d'une surface sont les sections de cette surface par une série

(*) Voir, Recn, Sur les surfaces fermées (Journal de I’Ecole Polyt.,
t. XXI, 1858, p. 169); et CAYLEY, Sur les lignes de contour et de pente
(Phil. Mag., vol. XVIII, 1859, p. 264).
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de plans horizontaux que nous pouvons supposer paralléles au
plan des zy. Les équations des projections horizonlales d’une
pareille série_s’obtiennent en faisant 3 = ¢ dans I’équation
de la surface, et on a une équation différentielle commune a
toutes ces projections en faisant ds = o dans I’équation diffé-
rentielle de la surface, ce qui nous donne

U,dr + U,dy = o.

Nous pouvons la ramener a une fonction de z et y seulement,
au moyen del’équation de la surface, en éliminant 3, qui peut
entrer dans les coeflicients différentiels,

Lignes de plus grande pente. — La ligne de plus grande

pente passant par un point est celle qui coupe normalement
toutes fes lignes de niveau, et I'équation djfférentielle de sa
projection est
U,dy — Usdir —o.

On définit souvent aussi la ligne de plus grande pente la
ligne dontla tangente en chaque point faitle plus grand angle
avec I’horizon. Or il est évident que la droite d’'un plan tan-
gent, qui fait le plus grand angle avec I’horizon, est celle qui
est perpendiculaire a la trace horizontale de ce plan, et nous
obtenons la méme équation que ci-dessus, en exprimant que
la projection de I’élément de courbe (dont les cosinus de direc-
tion sont proportionnels & dz, dy) est perpendiculaire a la
trace dont I’équation est

Ui(@—a')+Us(y — ") — Uss'=o (1).

(') I est évident que I'équation dilférenticlle de la courbe qui est tou-
jours perpendiculaire a Pintersection du plan tangent (dont les cosinus de
direction sont L, M, N) avec un plan fixe dont les cosinus de direction sont
a, b, c est

dz dy ds
L. M N

e b c
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Lzxemple I. — Trouver la ligne de plus grande pente de la qua-
drique Az24- B y?2+ Cz® =
L'équation différentielle est

Azdy — By dx,

qui, intégrée, donne

ou la constante a été déterminée de maniére que la ligne passe par
le point # = ', y = »'. La ligne de plus grande pente est l'intersec-
tion de la quadrique par le cylindre dont on vient d’écrire I'équation;
ce sera une courbe a double courbure, excepté quand z', y' est dans
un des plans principaux; Péquation qu’on a trouvée se réduit alors a
Z=o00uy=o0.

Ezemple II. — On peut écrire les coordonnées d’un point d'un
hyperboloide 4 une nappe sous la forme

r 1+ Y h—npu z _ I—Ap

= =) o= ’ S
@« A-+u O h+np ¢ A-rp

Démontrer que si
a?— 20— ¢?
{l - —

at— ot

les lignes de courbure sont déterminées par les équations (Cf. Note,
n° 409)

dXx -~ dp. —
Vi—ephi kv J1— apud ph

Lzemple 1II. — LExprimer dans le méme systéme de coordonnées,
I'équation différentielle des géodésiques de la surface.
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CHAPITRE XIIIL

FAMILLES DE SURFACES.

422. Supposons que les équations d’une courbe
(&, )y 55 Ciy Cgy vt Cp) =0, i, %50 55 Coy oyl oo o €y} =0

renfermenl n paramétres, ou constantes indéterminées, il
est évident que, sil’'on donne n équations liant ces paramétres,
la courbe est complétement déterminée. Si cependant on ne
donne que n — 1 relalions entre les paramétres, les équa-
tions ci-dessus représentent une infinité de courbes, et leur
ensemble constitue une surface dont I'équation s’obtient en
éliminant les n parsmétres entre les 7 4-1 équations don-
nées; c'est-a-dire les n—1 relations paramétriques et les
deux équations de la courbe. Par exemple, si les deux équa-
tions écrites ci-dessus représentent une courbe variable dont
le mouvement est déterminé par la condition qu’elle coupera
n—1 courbes directrices fixes, le probléme a résoudre est
du genre de celui que nous considérons actuellement. En
effet, en éliminant z, ), z entre les deux équations de la
courbe variable et les deux équations d'une des courbes
directrices, nous exprimons la condition pour que ces
courbes se coupent, et nous avons ainsi une relation entre
les n paramétres. Et avec n — 1 relations pareilles, nous
trouvons l'équation de la surface, de la manie¢re que nous
venons d’indiquer. Nous avons traité (n° {112) un cas parti-
culier de ce probléme,.
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Les surfaces, pour lesquelles la forme des fonctions ¢ et &
est la méme, sont dites de la méme famille, quoique les
équations qui lient les paramétres puissent étre différentes.
Par exemple, si le mouvement de la méme courbe variable
était réglé par différents systémes de courbes directrices, on
dirait que toutes les surfaces engendrées appartiennent a la
méme famille. Dans plusieurs cas importants, les équations
de toutes les surfaces faisant partie de la méme famille peu-
vent étre ramenées 4 une seule équation renfermant une ou
plusieurs fonctions arbitraires; I'équation d’une surface indi-
viduelle s’obtient alors en particularisant la forme des fonc-
tions. Si nous éliminons les fonctions arbitraires par différen-
liation, nous obtenons une équation aux différences partielles,
commune & toutes les surfaces de la série, qui est ordinaire-
ment l'expression de quelque propriété géométrique com-
mune 4 toutes les surfaces de la famille et qui conduit plus
directement que l’équation fonctionnelle & la solution de
certaines classes de problé¢mes.

423. Le cas le plus simple est celui ou les équations de la
courbe variable ne renferment que deux constantes ('). En
résolvant successivement par rapport a chacune de ces con-
stantes, nous pouvons mettre les équations données sous la
forme « = ¢,, v = ¢., ot u et ¢ sont des fonctions connues
de z, y, z. Pour que cette courbe puisse engendrer une sur-
face, il faut qu’on nous donne une relation entre ¢y, ¢; qui
sera de la forme ¢, =v(c.). En y remplacant ¢, et ¢. par
leurs valeurs, nous voyons que, quelle que soit I'équation de
liaison, I'équation de la surface engendrée doit éire de la
forme . = = (¢).

Nous pouvons aussi, dans ce cas, obtenir facilement I'équa-

(1) S’il n’y avait qu’une constante, son élimination donnerait 1'équation
d’une surface définie, mais pas d’une famille de surfaces.




20! CIHAPITRE XIII,

tion différentielle partielle qui doil étre salisfaile par loules
les surfaces de la famille. Car, si U = o représente une quel-
conque d’entre elles, U ne peul diltérer de w— o(¢) que par
un multiplicateur constant. Nous avons donc

WU =u-—o(e)
et, en diflérentiant,
WO, =u.—o'(¢)y,

avec deux aulres équalions semblables pour les différentielles
par rapport a ¥ el 5. En éliminant X el ¢'(¢) nous oblenons
I'équation différentielle cherchée sous la forme d’un détermi-
nanl

| U,

1

1
‘ i, | =o.
]‘] !

Dans ce cas, u el ¢ sonl supposées élre des fonctions con-
nues des coordonnées, et I’équation qu’on vient d’écrire
élablit une relation du premier degré entre Uy, U,, Us.

Si T’équation de la surface était écrite sous la forme

s=9(&, ),

nous aurions Uy=1, U= —g¢, Uy=—¢, p et ¢ ayanl
leur signification habituelle, et I'équation différentielle par-
tielle de la famille serait de la forme Pp +- Q¢ =R, ou P,
Q, R sont des fonctions connues des coordonnées. Lt réci-
proquement l'intégrale d’une pareille équation différentielle,
qui est de la forme u = 9(v) (voir Boorr, Equations diffé-
rentielles, p. 322), représente géométriquement une surface
qui peut étre engendrée par le mouvement d'une courbe

dont les équations sonl de la forme u = ¢,, v = Ca.

L’équation différentielle partielle fournit le moyen le plus
expéditif pour décider si une surface donnée appartient i
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une famille déterminée. Nous n’avons qu’a donner 4 Uy, U,,
Uj; leurs valeurs déduites de I’équation de la surface donnée;
ces valeurs doivent vérifier identiquement I’équation diffé-
rentielle de la famille si la surface appartient & cette famille.

42%. Si I'on demande de déterminer une surface particu-

liére de la famille donnée u = o (v) par la condition que la

surface passe par une courbe donnée, on peut trouver la
forme de la fonction dans ce cas en posant les équations
w=c¢y, ¥ = cy et en éliminant 2, ), 5 entre ces équations
et celles de la courbe fixe : on obtient ainsi une relation
entre ¢, et ¢y, ou entre u et ¢, qui est I’équation de la sur-
face cherchée. L'interprétation géométrique de cette maniére
de faire consiste en ce que nous dirigeons le mouvement
d’une courbe variable u = ¢, ¢ = ¢, par la condition qu’elle
coupe toujours la courbe fixe donnée. Tous les points de
cette derniére sont donc des points de la surface engendrée.

Si 'on demande de trouver une surface de la famille
w=ov(v) qui enveloppe une surface donnée, nous savons
qu’en chaque point de la courbe de contact U,, U,, U; ont
la méme valeur pour la surface fixe et pour celle qui I'en-
veloppe. Si donc, dans l'équation différentielle partielle de
la famille donnée, nous remplagons U,, U,, U, par leurs
valeurs déduites de 1'équation de la surface fixe, nous obte-
nons une équation qui sera satisfaite pour tout point de la
courbe de contact et qui, par suite, combinée avec I’équation
de la surface fixe, déterminera cette courbe. Le probléme se
raméne donc a celui qu'on a considéré dans la premiére
partie du présent numéro, c’est-d-dire a décrire une surface
de la famille donnée qui passe par une courbe donnée. On
comprendra mieux toute cette théorie a 'aide des exemples
suivants, relatifs & des familles importantes de surfaceslappar-
tenant a la classe considérée ici, c’est-a-dire dont les équa-
tions peuvent se mettre sous la forme u = 3 (¢).
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425. Surfaces cylindriques. — Une surface cylindrique
est engendrée par le mouvement d’une droite qui reste tou-
jours paralléle a elle-méme. L’'équation d’une droile ren-
ferme quatre constantes indépendantes. Si donc I'on donne
la direction de la droite, ceci détermine deux constantes et
il ne reste plus que deux indéterminées. La famille des
'surfaces cylindriques appartient i la classe considérée dans
les deux numéros précédents.

Si les équations d’une droite sont données sous la forme
x=1Iz-4p,y=ms5—+q, [ et m qui déterminent la direc-
tion de la droite sont supposés connus; et si le mouvement
de la droite est réglé par une condition (comme de se mou-
voir le long d’une’ certaine courbe fixe, ou d’envelopper une
certaine surface fixe), ceci élablit une relation entre p et g, et

I’équation de la surface se présente sous la forme

x— Iz = o(y —msz).

Plus généralement, si la droite doit éire paralléle a I'inter-
section de deux plans az - by + ¢z, 'z + 0’y + 'z, son
équation doil éire de la forme

azx+by--cs5=g, adx+0y+c's5=238,
et I'équation de la surface engendrée sera-de la forme
ax + by 4-cs—=o(d'x +0'y+¢'s).

Remplagons w parax +- by 4-czety para’x + 0’y - ¢'z
dans I'équation du n°® 423, nous voyons que l'équation diffé-
rentielle des surfaces cylindriques est

(be' — V"YU + (ca' — ac' ) U, +- (ab' — ba' YUy, —o,
ou (Ex. 111, n° 42)
U,cosx + U,cos B + Ujcosy =o,

ou a, B, v sont les angles de direction de la droite généra-
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trice. En nous rappelant que U,, U,, U, sont proportionnels
aux cosinus de direction de la normale & la surface, il est évi-

dent que, géomélriquement, celle équation exprime que le

plan tangent & la surface est toujours paralléle a la direction
de la droite fixe.

Ezxemple I. — Trouver I'équation du cylindre dont les arétes sont
paralléles a # = /3, ¥ — m 3, et qui passe par la courbe plane z = o,
(z, y)—=o.

Réponse. — o(x — 13, y —mz)—=o.

Exemple II. — Trouver 'équation du cylindre dont les cotés sont
paralléles a I'intersection de az + by +-c3,a'z + b’y + 'z, et qui
passe par I'intersection de az + 8y -+ vz = o, F(=z, ¥, 5) = 0. Résol-
vons par rapport & z, y, 5 entre les trois premiéres €équations et
substituons les valeurs résultantes dans (2, y, 3) =o.

Exemple IIl. — Trouver I'équation d’un cylindre dont les arétes
ont pour cosinus de direction /, m, n et qui passe par la courbe U = o,
V =o. L’élimination peut se faire commodément comme il suit : si
z', y', 3’ sont les coordonnées du point od une aréte rencontre la
courbe directrice, z, ¥, 5 celles d’'un point quelconque de I'aréte,

r—z v—v z—2
nous avons —,— — ~———— =— - En appelant 6 la commune
{ m n
valeur de ces fractions nous avons
o — x—10, y =y —ml, 3 = z3—n0.

Substituons ces valeurs dans les équations U =0, V=0, que 'y’ s
doivent satisfaire, et entre les deux équations résultantes éliminons
I'inconnue 0, le résultat scra I'équation du cylindre.

Exemple IV. — Trouver le cylindre, dont les arétes ont pour
cosinus de direction , m, n et qui enveloppe la quadrique

Az~ By?+Cs? =1.

En partant de I'équation dillérentielle, la courbe de contact est
I'intersection de la quadrique avec

¢t Alz +-Bmy +Cns=o.
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Et en procédant comme dans le dernier exemple, on trouve que
I'équation du cylindre est

AL+ Bm2+Cn2)(Ax?+By24-Cz2—1) = (Alr+Bmy +CGnz)p.

426. Surfaces coniques. — Elles sont engendrées par le
mouvement d’une droite qui passe constamment par un point
fixe. En exprimant que les coordonnées de ce point satisfont
al'équation de la ligne droite, nous avons deux relations qui
lient les quatre constantes dans les équations générales de la
droite. Dans ce cas encore, les équations de la courbe géné-
ratrice ne contiennent que deux constantes indéterminées et
le probléme est du genre de ceux qu'on a discutés (n® 423).

Soient
x—a

—

les équations de la droite génératrice, ou o, 3, y sont les
coordonnées connues du sommet du cone, et £, m, n des
quantités proportionnelles aux cosinus de direction de la
génératrice; les équations, quoique renfermant en apparence
trois constanles indéterminées, ne contiennent réellement
que deux, puisque nous n’avons a nous occuper que des rap-
ports des quantLités ¢, m, n.
En écrivant les équations sous la forme

T —a r—=a m

5 S z-~?"lz

nous voyons que les conditions du probléme doivent établir

. : { ) 5 5 2
une relation entre — el = et que I'équation du cédne doit étre
'

de la forme
5—~

Il est facile de voir que ceci revient & dire que I'équation
du céne doit étre une fonction homogeéne des trois quantités




FAMILLES DE SURFACES. 207

x—a, )y —B, 5—v. On peut aussi le reconnaitre directe-
ment en considérant que les conditions du’probléme doivent
établir une relation entre les cosinus de direction de la géné-

- : / 7
ratrice; que les cosinus étant, —————. . . ., une équa-

&=t n?
tion quelconque qui exprime une relation de ce genre est
une fonction homogéne de /, m, n et par conséquent de
x —a,y — P, 5—y qui sont proportionnels & /, m, n.

Quand le sommet du céne est I'origine, son équation est

I

de la forme — = v { = |; ou, en d’aulres lermes, c’est une

fonction homogéne de z, y, =.

L'équation diflérentielle s’obtient en faisant w — —y
5-=

[ — _—3 dans I'équation du n°® 423. En faisant disparaitre

les fractions, elle est

UQ Ug U3
G— o —(x—a)

o s—y —(y—5p |

(x —a) Ui+ (y —B)Uy+ (5 —7)Us=o.

Celte équation exprime évidemment que le plan tangent
en un plan quelconque de la surface doit toujours passer par
le point a3y.

Nous avons déja donné (£z. VII, n° 121)1a méthode pour
former1’équation du cdne qui s’appuie sur une courbe donnée
et (n® 277) celle du cone qui enveloppe une surface donnée.

427. Surfaces conoidales. — Elles sont engendrées par le
mouvement d’une droite qui coupe toujours un axe fixe et
demeure paralléle a un plan fixe. Ces deux conditions laissent.
indéterminées deux des constantes dans les équations de la
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droite, de sorte qu’elles appartiennent & la classe considérée
(n° 423). Si l'axe est lintersection des plans «, B et sila
génératrice doit étre paralléle au plan v, les équations de la
généralrice sont o= ¢, 3, Y =c. et I'équation générale des

ik -3
surfaces conoidales est évidemment 7 = o () (*)-
r)

L’équation diflérentielle partielle est (n® 423)

U, U, U,
Pay—afy Bup— B, Bay—af; | =o,
Tt Y2 T3 ‘

&= X+ %y + %35+ %,

Le premier membre de I’équation peut s’exprimer comme dif-
férence des deux déterminants

ﬁ(Uiaz‘{s)‘— “(Ulﬁz‘(a)zo.

On peut obtenir directement cette équation en exprimant que
le plan tangent en un point quelconque de la surface contient
la génératrice.

Le plan tangent, le plan mené par le point de la surface,
parallé¢lement au plan directeur, etle plan 2’3 — a3’ qui joint
le méme point a I'axe ont une droite d’intersection commune.
Les termes du déterminant qu’on vient d’écrire sonl les coef-
ficients de z, ¥, 5 dans les équations de ces trois plans.

Dans la pratique nous n’avons presque exclusivement
affaire qu’aux conoides droits, c’est-a-dire & ceux dont ’axe
est perpendiculaire au plan directeur. Si cette droite est prise

7

pour axe des z et le plan pour plan des zy, I'équation fonc-

(') De méme, I’équation d’une surface quelconque engendrée par le mou-
vement d’une droite rencontrant deux droites fixes «8. v8 doit étre de la forme
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tionnelle est ;= x¢(s) et l'équalion différentielle est
.TU, -+ U,=o.

Les lignes de plus grande pente (n° 421), dans ce cas, se
projettent toujours suivant des cercles. En eflet, en raison de
I'équation différentielle qu’on vient d’écrire, I'équation du
n® 421

Uyde — U, dy —o

se transforme en z dz + y dy = o qui représente une série
de cercles concentriques. Le méme résultat est évident géo-
métriquement, car les lignes de niveau sont les génératrices
du systéme; et, comme elles se projettent suivant une série
de rayons passant tous par l'origine, elles sont coupées ortho-
gonalement par une série de cercles concentriques.

Exemple I. — Trouver I'équation du conoide droit passant par
I'axe des z et par une courbe plane dont les équations sont # = a
F(y,%) = o. Eliminons 7, y, 5 entre ces ¢quations et y = ¢, &, 3 — ¢a,
nous obtenons F(¢; @, c;) =0 et I'équation cherchée est

On a le cono-cuneus de Wallis quand la courbe fixe est un cercle
(#z = a, y2+ 32=r?); son équation est ainsi a?2y? -+ x232= rig?.

Ezemple Il. — Supposons que la courbe directrice soit une hélice
et laligne fixe 'axe du cylindre sur lequel est tracée 'hélice. 1’équa-
tion est celle que nous avons donnée (Exemple I, n°371). Cette sur-
face s’offre souvent a I'eeil; c’est celle qui forme le dessous d’un esca-
lier en spirale.

428. Surfaces de révolution. — La propriété fondamentale

d’une surface de révolutiou consiste en ce que sa section per-
p
pendiculaire 4 son axe se compose d’un ou plusieurs cercles
dontles centres sont sur I’axe. Une pareille surface peut donc
se concevoir comme engendrée par un cercle de rayon variable
dont le centre se meut le long d’une droite fixe ou axe et dont
8
S. — Geom. a trois dim. I1. 74
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le plan est perpendiculaire & cet axe. Si les équations de

: xz—a y—p  s—~ o

I’axe sont = ¢ — » le cercle générateur dans
{ m n

une quelconque de ses positions peut étre regardé comme

I'intersection du plan {z + m)  + nz = c¢; perpendiculaire

a I'axe avec la sphere, dont le centre est un point déterminé

de I'axe
(2 —a) 4 (¥ —B)+(s—1)=c,.

Ces équations ne contiennent que deux constantes indé-
terminées; le probléme appartient donc ala classe considérée
(n" 428) et I'équation de la surface doit étre de la forme

(2 — ) 4+ (r — B)P - (5 — 7)* = ¢ (@ + my + n3);

si I'axe des z est 'axe de révolution, nous pouvons prendre
le point 23y comme origine, ct I'équation devient

2% - y* = B ()

5= o (&t y?).

On trouve par la formule du n° 433 que 1'équation différen-

tielle partielle est :

RS prUS e Ut

ot y—ﬁ & —

{ { m 7

ou

[m(s—y)—n(y—)]1U+[n(e—a)—{z—1)]U,
+ [y —p)—m(x—a)]U;=o0.

Quand P'axe des z est l'axe de révolution, cette équation se
réduit a

yU,—zii.=o.

I’équation différentielle partielle exprime que la normale
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rencontre toujours I'axe de révolution. En effet, si nous vou-
lons exprimer la condition pour que les deux droites

r

. T—a 5 —p  S5—7 z—z y— | oz
o : ’ G| Yol

7S TR 77 n W YU U,

se coupent, nous pouvons écrire que la commune valeur des
fractions égales est dans chaque cas § et 0. En résolvant par
rapporta z, y, 5 et égalant les valeurs déduites de 1'équation
de chaque droite, nous avons
-+ 10==2o + U0, B+ mo=y'=U,0,
v~ n0 =z U0’

et, en éliminant 0, §', le résultat est le déterminant déja trouvé

U, U, U,

l m n

x'—a y—p —y

429. L’équation de la surface engendrée par la révolu-

tion d’une courbe donnée .autour d’un axe donné s’obtient
(n°® 427) en éliminant z, y, 5 entre

lz +-my—-ns-—=u, (el PR (A BN T =
el les deux équations de la courbe; puis remplagant U et V
par leurs valeurs. Nous en avons déja donné un exemple

(Ez. 111, n° 121); nous nous proposons pour autre exemple
de « trouver la surface engendrée par un cercle

Yy =0, (z— a)?+ 5= rt

qui tourne autour d’un axe situé dans son plan (I’axe des 3) ».
Posant z = U, 22+ y*=V et éliminant entre ces équa-
tions et celles du cercle, nous obtenons

(V=)=
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(j;’.l:: -y — a)2 4t
et, en faisant disparaitre les radicaux,
(22 y-+ 52+ 2 — )= 4a® (2 + y?).

11 est évident que si @ est plus grand que r, c’est-a-dire si
le cercle générateur ne rencontre pas I'axe, il en sera de
méme pour la surface qui aura la forme d’un anneau, et I'es-
pace autour de I'axe sera vide. D’autre part, quand le cercle
mobile rencontre I’axe, les segments suivant lesquels 'axe
divise le cercle engendrent deux nappes distinctes de la sur-

face qui se coupent aux points de I'axe ol 5 =1/ — a*; ces

derniers sont des points nodaux de la surface.

Les sections du tore par des plans paralléles & I’axe s'ob-
tiendront en faisant » — const. dans I’équation précédente.
L’équation de la section peut se mettre immédiatement sous
la forme S8’ = const., ou S§ représentent des cercles. Les
sections sont des cassiniennes de différentes espéces (C. P.,
Ez. III, n° 55). Il est évident géométriquement que, lorsque
le plan de section s’éloigne de I'axe, il continue & couper la
surface suivant deux ovales distincts jusqu'a ce qu'il lui
soit tangent () = a—1r); 4 ce moment il la coupe suivant
une courbe ayant un point double (lemniscate de Bernoulli).
Apres, la section est une courbe continue. .

Ezemple. — Vétifier que 23 + 33+ 3" — 3xys = r? est une sur-
face de révolution.

Réponse. — L’axe de révolution est z =y = z.

430. Les familles de surfaces qu’on a considérées sont les
plus intéressantes parmi celles dont les équations peuvent
s'exprimer sous la forme u = 9 (¢). Nous passons maistenant
au cas ol les équations de la courbe génératrice contiennent
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plus de deux paraméires. Au moyen des équations qui lient
ces par:lmétres, nous pouvons exprimer tous les autres en
fonction de 'un d’eux, et meltre ainsi les équations de la
courbe génératrice sous la forme

Flz, y, 5, ¢, o(c), ¥(c), ...]=o,
Sz s 5 ¢, 6(e), ¥(e), ...

L’équation de la surface engendrée s’obtient en éliminant
¢ entre ces équations; et, comme on I'a déja énoncé, toutes
les surfaces sont dites de la méme famille quand la forme des
fonctions F et f est la méme, quelles que soient les formes
des fonctions o, &, .... Mais, comme I'élimination ne peut
évidemment pas s’effectuer tant qu’on n’a pas donné de
formes définies aux fonctions o, ¢, ..., il n’est générale-
ment pas possible de former une équation fonctionnelle
unique qui renferme toutes les surfaces de la méme famille;
el nous pouvons seulement les représenter, comme ci-dessus,
par deux équations ou il reste une constante a éliminer.

Cependant, nous pouvons faire disparaitre les fonctlions arbi-
traires par la différentiation et obtenir une équation diffé-
rentielle partielle, commune 4 toutes les surfaces de la méme
famille. Comme nous allons le montrer, 'ordre de cetle
équation est égal au nombre des fonctions arbitraires 9, 4, .. ..

Il faut remarquer, néanmoins, qu'en général 1'ordre de
I'équation différentielle partielle obtenue par I'élimination

d’un nombre de fonctions arbitraires contenues dans une
équation est plus élevé que le nombre de fonctions éliminées.
Si, par exemple, une équation contient deux fonctions arbi-
traires ¢, ¢ et si nous différentions par rapport a z et y, que
nous considérons comme variables indépendantes, les diffé-
rentielles combinées avec 1'équation primitive forment un
systéme de quatre équations renfermant quatre fonctions
inconnues o, ¢, ¢/, I/,
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La seconde différentiation (deux fois par rapport a z, deux
fois par rapport a y et par rapport & z et y) nous donne trois
équations de plus; mais du systéme de six équations il n’esl
généralement pas possible d’éliminer les six quantités o, ¥,
¢, ¥, ¢, ¥. Nous devons donc procéder & une troisieme
différentiation avant que I'élimination puisse s’effectuer. 1l
est facile de voir de la méme maniére que, pour éliminer n
fonctions arbitraires, nous devons différentier 272 — 1 fois.
La raison pour laquelle, dans le cas actuel, l'ordre de
'équation différentielle est moindre tient & ce que toutes les
fonctions éliminées sont fonctions de la méme quantité.

431. Pour le démontrer, il convient de considérer d’abord
le cas particulier ol une famille de surfaces peut s’exprimer
par une seule équation fonctionnelle. Ceci arrivera quand il
sera possible, en combinant les équations de la courbe géné-
ratrice, de séparer une des constantes de maniére a metire
les équations sous la forme u = ¢,; F(z, y, 5, ¢4, ...y Cn) =0.
Si ’on exprime alors les autres constantes en fonction de ¢y,
au moyen des équations de condition, le résultat de I'élimi-
nation est évidemment de la forme

Fla, ¥, 5 4, g(u), ¥(u), ...]=0.

Si maintenant nous représentons par F, la différentielle
par rapport a z de I’équation de la surface, en supposant
constant, nous avons

dF , . dF dr

U=TF ~u == Uy i, —T¢ - Uy,
. LT du “¥ g 3

Mais, dans ces équations, les fonctions dérivées ¢', &', ...,

¥
entrent seulement dans le terme T Elles peuvent donc
I
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s"éliminer toules ensemble, et nous pouvons former 1'équa-
tion, homogéne en U,, U,, U,

‘Ul U, Ual
'Fl F, I, ‘:’:0’

w, U iy |

qui contient seulement les fonctions originales ¢, ¢, . ... Si
nous écrivons celte équation V = o0, nous pouvons en déduire
de méme I’équation

U,
V,

u,

qui ne contient d’autres fonctions arbitraires que ¢, ¢, ...,
mais qui renferme les dérivées secondes de U, qui entrent
dans V,, V,, V;. De la derniére équation, nous pouvons en
déduire une autre et ainsi de suite; et de la série d’équations
ainsi obtenues (la derniére étant du n**™¢ ordre de différen-
tiation) nous pouvons éliminer les n fonctions ¢, ¢, .. ..

Si nous laissons de c¢6té la derniére de ces équations, nous
pouvons éliminer toutes les fonctions arbitraires, sauf une,
et, suivant le choix que nous faisons de la fonction a garder,
nous pouvons obtenir n équations différentes de 1’ordre
n —1, contenant chacune une fonction arbitraire. Ce sont
les premiéres intégrales de I'équation différentielle finale du
n*®¢ ordre. De la méme maniére, nous pouvons former

tn(n—1)

équations du second ordre, contenant chacune deux fonctions
arbitraires, el ainsi de suite.

432. Sinous prenons z et ) pour variables indépendantes,
et si nous posons comme d’habitude ds=pdx - q dy,

13
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dq =rde +sdy, ..., le procédé pour former ces équa-
tions peut s’énoncer plus commodément comme il suit :
« Prenez la différentielle totale de I'équation donnée en y
supposant « constant,

Fyde 4- Fydy + Fy(pde + g dy)=o;

poser dy = m d.x et remplacez m par sa valeur déduite de la
dillérentielle de © = o, c'est-a-dire

U dr + uydy + wy(pdr -+ q dy)—o.»

En effet, si nous différentions I'équation donnée par rap-
port a x et y, nous avons

; . dy
Fy+pl, -+ Z_i'_ (uy+ pus)=o,

{F
F,+q¢gFy+ :iu (uy+ quz) =o,

, -l ke F dlF ’ .
et le résultat de I’élimination de - entre ces deux équations

est le méme que celui de I'élimination de m entre les équa-
tions

Fi+pFy+ m T+ qF) =o, uy - puy+ m (i, + qi) =o.

En pratique, il est commode de choisir pour une des équa-
tions, représentant la courbe génératrice, sa projection sur le
plan des zy; comme celte équation ne contient pas 3, la
valeur de m qu’on en déduit ne renferme ni p ni ¢ et la pre-
miére équation différentielle est de la forme

p+gm=R,

R étant aussi une fonction qui ne contient ni p ni ¢. Dans
la seconde équation différentielle, les seuls termes qui renfer-
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meront 7, s ou £ sont ceux qui proviennent de la différentia-
tion de p + gm, et cette équation sera de la forme

r-2sm -+ tm- =8,

ou S peut contenir z, y, 3, p, ¢, mais ne renferme pas r, s
ou ¢. Si nous n’avions que deux fonctions a éliminer, nous
résoudrions par rapport 4 ces constantes, en les déduisant de
I’équation fonctionnelle originale de la surface et de

p+mqg=R.

En portant alors ces valeurs dans m et S, la forme de la
seconde équation différentielle finale serait encore

- asm' 4 tm'2 =8,

ou m' et §' pourraient contenir x, y, 3, p, ¢- De méme, si
nous avons trois fonctions a éliminer et si nous représentons
par o, 5, v, 8 les dilférentielles partielles du troisiéme ordre
de z, I'équation différentielle partielle serait de la forme

a+3mB+ 3my+ mis =T,

et il en serait de méme pour les ordres supérieurs. Cette
théorie se comprendra mieux par les exemples qui suivent.

433. Surfaces engendrées par des droites paralléles &
un plan fize. — C’est une famille de surfaces qui comprend
les conoides comme cas particulier. Prenons en premier lieu
le plan fixe pour plan des xy. Les équations de la génératrice
sont alors de la forme z = ¢,, ¥ = ¢,z + ¢;. L’équation fonc-
tionnelle de la surface s’obtient en remplacant dans la der-

niére équation ¢, par ©(3) et ¢y par ¥ (5). Comme en formant
I'équation différentielle partielle nous devons regarder 3
comme constant, nous pouvons tout aussi bien laisser les
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équations sous la forme z=¢,, y = c.x + c;. Elles nous

donnent
P -i-mg=o, m = cs.

Selon que nous éliminons ¢; ou ¢y, ces équations nous don-
nent
P Eqgc——o, Px-qy —qce;.

Ce sont donc deux équations du premier ordre contenant
chacune une {onction arbitraire

pqe(s)=o, pr-+qy=14(3).

Pour éliminer complétement les fonctions arbitraires, difle-
rentions p + ¢m = o, en nous rappelant que, puisque m = c.,
on doit le regarder comme une conslante, ce qui nous donne

I'--2sm - Lm-— 0,

En éliminant m au moyen de p -+ ¢gm == o, I'équation cher-
chée est
q r—apqs-+pil=-o.

Supposons maintenant la génératrice paralléle d

ax + by --cs,
ses équations sont

ar -+ by +c3=g¢, Y= C -+ Cy,

et I'équation fonctionnelle de la famille de surlaces s’obtient
en écrivant que ¢*, ¢y sont des fonctions de ez + by + cs.
IEn différentiant, nous avons

a-+cp—+ m{b--cq)—o, m=c.

Les équations qu’on obtient en éliminant une fonction arbi-

traire sont
a—+cp+-(0+cq)plax +- by +cs)—=o,

(a+cp)a + (b eq)y =(b+cq) b(az + by + ).
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Diflerentions ¢ +- bm —+ ¢{p -+ mq) ennous rappelant que m
doit étre Lraité comme une constante, nous avons

4 asm -+ mrt=o0
et, en introduisant la valeur de m déja trouvée,

(b+4cqg)r—a2(a+cep)(b+cq)s+(a-+ecp)l=:0.

434. On peut aussi arriver & cette équation en exprimant
que les plans tangents en deux points de la méme génératrice
se coupent sur cette génératrice (comme cela doit évidem-
ment exister). Soient a, 3,y les coordonnées courantes, z,
¥, 5 celles du point de contact. Une génératrice quelconque
est |'intersection du plan tangent

1—s=pla—2)+q@—y),
avec un plan mené par le point de contact parallélement au
plan fixe
a(z—2)+b0(f —y)+c(y—s)=o0,
d’ot
(@+cp)(a—x)+(b+cq)(f—y)=o0.
Si maintenant nous passons a la ligne d’intersection de ce plan
tangent avec un plan consécutif, «, 3, v restent les mémes,
tandis que z, ¥, 3, p, ¢ varient. Iin diflérentiant I'équation
du plan tangent, nous avons

(rdrz +sdy)(z— ) +(sdz -+ tdy)(B —y) =o.
Eliminons & — z, # — y, il vient

(b+cq)(rdz+sdyy=(a+cp)(sdx + tdy);

mais, comme le point de contact se meut le long de la géné-
ratrice qui est paralléle au plan fixe, nous avons

ade+bdy+cds=o,




CHAPITRE XIII.
(a+cp)da + (b -+ cq)dy =o,

Si maintenant nous éliminons dz, dy ge la derniére équa-
tion, nous avons comme plus haut

(b+cq)tr—2(a +cp) (b +cq)s +(a+cp)t=o.

435. Surfaces engendrées par des droites qui rencon-
trent un aze fixe. — Cette classe comprend aussi la famille
des conoides. Supposons d’abord que 'axe fixe soitl’axe des z.
Leséqualionsdelagénératricesontalorsy = c¢,z,3= cax +cs,
et’équation de la famille de surfaces s’oblient en remplagant

dans la derniére équation ¢, et ¢y par des fonctions arbitraires
v o . .
de =. En différentiant, nousavons m == c¢,, p + mq = ¢»;d’olt

A

px—i—q‘y:.rc‘o('ll) el :;—px-—q_y:qJ(%)-

\I-

En dilférentiant de nouveau, nous avons r -+ 2 sm -+ tmn*==o

et, en remplagant m par sa valeur = ¢, = £, I"équation diflé-
. i oG£

rentielle cherchée est
ro®*4-asxy + ty*=o,

On peut aussi obtenir cette équation en exprimant que
deux plans tangents consécutifs se coupent suivant une géné-
ratrice. Comme dans le numéro précédent, nous avons pour
I'intersection de deux plans tangents consécutifs

(rdx—+sdy)(a—x)+ (sdr + tdy)(B—y)=o0;
mais une génératrice quelcoaque se trouve dans le plan

oy =Bz, ou (z—z)y =(B—y)e.




FAMILLES DE SURFACES.

Donc, en éliminant

x(rdxz +sdy) +y(sdr + tdy)—=o,

¥ :
=" Donec, comme ci-dessus,

rxc -4 osxy 4+ t_y2 —o.

Plus généralement, supposons que la droite rencontre un axe
fixe «, 3, ou

a—ax+ by -+ cs+ d, B=dx+by+cz+d.
Les équations de la génératrice sont alors
x=c B, Y = Ca% 4 Cy

et I'équation de la famille de surfaces est

En différentiant, nous avons
m =c,, a+cp-m(btcq)=c,[a'+c'p+m(d+c'q)]
Différentions de nouveau, nous avons
I+ 2sm + tm-—=o.

Si nous remplagons m par sa valeur tirée de la derniére équa-
tion, I'équation différentielle partielle cherchée est

[(a +cp)B— (@ +'p)a]tt — 2[(a + cp) B — (a'+ ¢'p)a]
< [(b+0g) B — (V' +'q)a]s + [(b-+cq)B— (b’ -+ 'g)al r=o.

436. Si I’équation d’une famille de surlaces renferme n
fonctions arbitraires de la méme quantité et si I'on nous
demande de déterminer une surface de la famille qui passe
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par n courbes fixes, nous écrirons les équations de la courbe
génératrice

uU=cy, F(z, y, 3, ¢1, ¢y, ...)=0.

En exprimant que la courbe génératrice rencontre chacune
des courbes fixes, nous aurons un nombre d’équations suffi-
sant pour éliminer ¢y, ¢z, . ... Ainsi on peut demander de
trouver une surface de la famille

z -+ yo(s)-+¥(s)=o0

qui passe par les courbes fixes

=@ F(x,z)=o0;

¥y —a, Fi(z, 3)=o0.

Les équations de la droite génératrice étant

5=c, Z = y ey Gy,
nous avons par substitution

F(acy, -+ c3, ¢))=o0, F;(cs— ac,, ¢;) =0
ou, en remplagant ¢y, ¢; par leurs valeurs,
Flaz+ c,(a—y), 5]=0, Fife—c,(a+y), 3]=o.

En ¢éliminant c,, on trouve la surface cherchée.

Ezemple. — Supposons que les courbes directrices soient

P 12
= - — =] = — 24 52 = p?
Ve 3 b Py L9} b4 @, Z* i % c,

nous ¢liminons ¢, entre

x— cala _-T_}»HE 4 i —

- ca(a—y)]2
o' :
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En résolvant chaque équation par rapport a ¢,, nous avons
k.:)' o AI_. — s
Y xr — \/c2 — 32

a—y a -y

Le résultat, en apparence du huitiéme degré, se décompose en deux
conoides qui se distinguent 'un de I'autre en donnant aux radicaux
dans la derniére équation lcs mémes signes ou des signes contraires.

I3

437. Nous avons vu que, si 'équation d’une famille de sur-
faces contient un certain nombre de fonctions arbitraires de
la méme quantité, il est commode, en formant 1'équation diffé-
rentielle partielle, de remplacer I’équation de la surface par
les deux équations de la courbe génératrice. Il est facile de
voir que ce procédé est également applicable quand la famille
de surfaces ne peut pas étre représentée par une seule équa-
tion fonct'onnelle. Les fonctions arbitraires qui entrent dans
les équations (n° 430) sont toutes fonctions de la méme quan-
tité, quoique ’expression de cette quantité en fonction des
coordonnées soit inconnue. Si donc, par la différentiation,
cetle quantité donne dy = m dz, nous pouvons éliminer la
quantité inconnue m entre les différentielles totales des deux

équations de la courbe génératrice et obtenir ainsi I'équation
différentielle partielle demandée. En pratique, il est commode
de choisir, pour une des équations de la courbe génératrice,
sa projection sur des zy.

Par exemple, supposons qu’on demande de trouver ’é-
quation générale des surfaces réglées, c’est-a-dire des sur-
faces engendrées par le mouvement d’une ligne droite. Les

équations de la droite génératrice sont
5= ¢y Z + Cs, ¥ =z + ¢y,

et la famille de surfaces s’exprime en remplagant c., ¢, ¢y
par des fonctions arbitraires de ¢,. En différentiant, nous
avons p -+ mq = ¢;, m = c¢,. Différentions la premiére de
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ces équations (m est constant d’aprés la seconde), nous

avons
r-+asm—+ tm?—o.

Comme cette expression renferme encore m ou c», dont nous
ne connaissons pas l'expression en fonction des coordonnées,

nous devons différentier & nouveau, ce qui nous donne

a-+3Bm 4+ 3ym? +8m*—o,

ol «, 3, v, & sont les dérivées troisitmes. En éliminant m

entre les équations du deuxié¢me et du troisiéme degré en m
qu’on vient de trouver, nous avons l'équation différentielle
partielle cherchée. Elle se décompose évidemment en les
deux équations différentielles linéaires du troisiéme ordre
qu’on obtient en remplagant successivement dans I’équation
cubique m par les deux racines de I'équation du second degré.

On pourrait obtenir cette équation géométriquement, en
exprimant que les plans tangents en trois points consécutifs
d’une génératrice passent par la génératrice. L’équation
ds = p dx + ¢ dy est une relation entre p, ¢, — 1 qui sont
proportionnels aux cosinus de direction d’un plan tangent,
tandis que dz, dy, dsz sont proportionnels aux cosinus de
direction d’une droite quelconque située dans le plan pas-
sant par le point de contact. Si nous passons & un second
plan tangent mené par un point consécutif de la méme droite,
nous devrons faire varier p, ¢, tandis que les rapports mutuels
de dx: d)’, ds restent constants. Ceci donne

rda?-+a2sdr dy + tdy?=o;

pour pascer & un troisi¢me plan tangent, nous différentions
encore en rejardant dz ; dy comme conttant et nous avons
ainsi

adz®+38dxdy + 3¢ drdy® +ody*=o.
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En éliminant dx : dy entre les deux derniéres équations,
nous avons la méme équation que ci-dessus.

Les premiéres intégrales de cette équation s’obtiennent,
comme on 'a expliqué (n° 431) en laissant de c6té la der-
niére équation, et éliminant toutes les constantes sauf une.
Nous avons ainsi I'équation p + mg = c¢;; d’otr il résulte
qu’une des intégrales est p + mqg = p(m), ol m est une des
racines de 7 -+ 2sm + tm*=o. Les deux autres intégrales
premiéres sont

A —mx =Y(m) et 5—px — gy =y (m).

Les trois intégrales secondes s’obtiennent en éliminant
entre deux quelconques de ces équations.

438. Enveloppes. — Sil’équation d’une surface renferme n
paramétres liés par » —1 relations, nous pouvons exprimer
tous les autres en fonction de I'un quelconque d’entre eux,
et mettre I'équation sous la forme

s=Fla, 5, ¢, 9(c), ¥(e), ...].
Al : dF
En éliminant ¢ entre cette équation et — =— 0, nous trou-
vons I'enveloppe de toutes les surfaces obtenues en donnant
différentes valeurs a ¢. Les enveloppes ainsi obtenues sont
dites de la méme famille tant que la forme de la fonction I
reste la méme, les formes des fonctions ©, ¢ pouvant varier
d’une maniére quelconque. La courbe d’intersection de la

o

§ Al i By
surface donnée avec 7 est la caractéristique (voir n° 322)
(e

ou ligne d’intersection de deux surfaces consécutives du sys-

ttme. En considérant la caractéristique comme une courbe
mobile, des équations de laquelle il faut éliminer ¢, il est
évident que le probléme des enveloppes est contenu dans
celui qu'on a disculé (n° 430, etc.). Si la fonction F ren-

S, — Geom. a trois dim. 1. 5
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4

ferme n fonctions arbitraires ©, ¢, ..., comme r— contient
e

¢, ¥/, ..., il semblerait que, d’aprés la théorie exposée pré-
cédemment, ’équation différentielle partielle de la famille
devrait étre de 'ordre 2n; mais, en examinant la maniére
suivant laquelle ces fonctions figurent dans les équations, il
est facile de voir que 'ordre se réduit a n. En effet, en diffé-
rentiant ’équation 5 = F, nous avons

dr

e A gq=T3~+ — €4,
I 1 . 1 4 iz B

c’est-d-dire
p=F +cl, g =T+ ¢, .

. dF
Mais, comme —, = 0,nousavons p = F,, g =F,; et, comme
F, et F, sont les différentielles dans I’hypothése que ¢ est
constant, ces quantités ne contiennent que les fonctions ori-
ginales o, ¢, ..., et non leurs dérivées ¢/, &', .... De ce
couple d’équations nous pouvons en déduire un autre, comme
dans le numéro précédent, et ainsi de suite jusqu'a ce que
nous arrivions au 2™ ordre. D’aprés ce qui suit, on voit
facilement alors qu’on a assez d’équations pour éliminer tous

les paramétres.

439. Nous n’avons pas besoin de considérer le cas ou
I'équation donnée ne contient qu'un paramétre, puisque 1’¢-
limination de cette quantité entre I’équation et sa dérivée
donne I’équation d’une surface définie et non pas celle d'une
famille de surfaces. Supposons donc que 1’équation con-
tienne deux paramétres a, b, liés par une équation qui donne
b en fonction de a; entre les trois équations z =F, p =F,,
g = I, nous pouvons alors éliminer @, & et la forme du
résultat est évidemment f(z, y, 3, p, ¢)=o.
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Considérons, par exemple, 'enveloppe d’une sphére de
rayon fixe dont le centre se meut le long d’une courbe plane
dans le plan des z, y. C’esl un cas particulier de la classe
générale des surfaces-canaux que nous allons examiner.
I’équation d’une sphére étant

(@ — @)+ (y—B) 32 =1%,

et les conditions du probléme assignant un lieu sur lequel le
point of3 doit se mouvoir, et par conséquent déterminant §
en fonction de o, I’équation de I'enveloppe s’obtient en éli-
minant o entre

(2 — - [y = g () ]+ 5= 02,
(2 —a) =4[y —e(x)]¢'(2) =o.
Comme I'élimination ne peul s’eflectuer, & moins que 'on ne
fixe la forme de la fonction ¢, la famille de surfaces ne peut
s’exprimer que par la combinaison des deux équations ci-

dessus.
Nous aurions pu obtenir aussi ces équations en exprimant

que la surface est engendrée par un cercle fixe qui se meut

de maniére que son plan soit toujours perpendiculaire a la
ligne sur laquelle se meut le centre. En effet, I’équation de
la tangente, au lieu décrit par a3, est

Jr_’.. \ 1]
(-{;'-(.:'—5:? Yy —o(2) =9 (2)(x—a),

et le plan qui lui est perpendiculaire est
(# —a) -+ ' (2) [y —9(«)] =0,

comme on I’a déja trouvé. Pour obtenir 'équation différen-
tielle partielle, différentions I'équation de la sphére, en regar-
dant o, 3 comme constants, ce qui nous donne

z—a+ps=o, y—B-+4.gz=o.
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Résolvons par rapport & x — o, ¥ — 3 et substituons dans
I'équation de la sphére, I'équation demandée est

14+ pr4g*)=1rt

Nous aurions pu avoir de suite cette équalion-comme expres-
sion géométrique de ce fait que la longueur de la normale
est constante et égale 3 »; ce qui est évident.

440. Avant d’aller plus loin, nous voulons monirer com-
ment les fonctionsarbitraires qui entrent dans1'équation d’une
famille d’enveloppes peuvent éire déterminées par la condi-
lion que la surface en (uestion passe par des courbes don-
nées. La tangente a 'une des courbes données en un point
quelconque est évidemment dans le plan tangent 4 la surface
cherchée; mais, comme la surface enveloppante posséde en
un point quelconque le méme plan tangent que la surface
enveloppée qui passe par ce point, il s’ensuit que chacune

des courbes données est en un quelconque de ses points tan-

gente 4 la surface enveloppée qui passe par ce point. Si donc
’équation de la surface enveloppée est

SE(E, Y, €y Coe - vy Cp)s

on peut astreindre I'enveloppe de cette surface a passer par
n— 1 courbes données; car, en exprimant que la surface
dont on vient d’écrire I'équation est tangente a chacune des
courbes données, nous obtenons 7 — 1 relations entre les
constantes ¢y, C», . .. qui, combinées avec les deux équations
de la caractéristique, nous permettent d'éliminer ces con-
stantes.

Par exemple, la famille de surfaces discutée dans le numéro
précédent ne contient que deux constantes et une fonction
arbitraire; on peut donc la faire passer par une courbe don-
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née. Supposons qu’on demande de trouver une enveloppe
de la sphére
(v —2)+(r—By+s2=r,

qui passe par la droite £ = m 3z, y = o. Les points d’intersec-
tion de cette droite avec la sphére étant donnés par I’équation
quadratique
(ms—a)2+ g+ 52 =2
ou
(14+m*)z2—smsa+ 2+ 32— rt=o,

la condilion pour que cetle droite soit tangente & la sphére
est

(1 m2) (22 + B2 — 1) = m*«*.

Nous voyons ainsi que le lien des centres de sphéres tan-
gentes a la droite donnée est une ellipse. L’enveloppe cher-
chée est donc une sorte de tore elliptique dont on oblient
I’équation en éliminant a, 3 entre

(—a)* 4+ (r — B2+ 352=1r% (14 m) (2% -+ 32— r?) — m?a?,
(x—a)da+ (v — B)dB =o, ade—+ 8dB(1 4+ m*)—=o0;
les deux derniéres équations nous donnent
(14 m*)B(z —2)==(y — B).
Le résultat est une surfuce du huitiéme degré.

441. Supposons encore qu’on demande de déterminer la
fonction arbitraire de maniére que la surface enveloppe
puisse aussi envelopper une surface donnée. En I'un quel-
conque des points de contact de la surface cherchée avec la
surfacefixez = f(x, ), la surface mobilezs =T (x, y,c, ...)
qui passe par ce point a aussi le méme plan tangent que la
surface fixe. Les valeurs de p et ¢ déduites des équalions de
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ces deux surfaces doivent donc étre les mémes. Nous avons
ainsi fy =F,, /=T, el si entre ces équations et les deux
équations 5 =TI, 5 = f, qui sont satisfaites pour le point de
contact, nous éliminons z, y, 5, le résultat donnera une rcla-
lion entre les paramétres. On peul s'arranger pour que la
surface enveloppe autant de surfaces fixes qu'il y a de fonc-
tions arbitraires dans son équation. Supposons qu’on demande
de déterminer une surface-canal du genre discuté dans le
numéro précédent et qui soit tangente a la sphére

Z? -+ ¥y 32 = R,

Cette surface doit étre tangente a

(z—a) +(y—08)>+3

Nous avons ainsi

RS S st ) —

conditions qui impliquent
5==0, s =1

En éliminant z et y, au moyen de ces équations, entre
I’équation de la sphére fixe et celle de la sphére mobile,
nousavons 4(a2 -+ 32)R2=(R2— r2 4 a2+ 32)2. Ceci donne
une équation quadratique pour x? -+ {32; les racines en sont
(R == r)- : ce qui montre que le centre de la sphére mobile
se meut surl’un ou surl'autre des deux cercles dont les rayons
sont R == 7. La surface cherchée est donc I’'un ou l'autre des

deux tores qui ont pour ouverture annulaire les valeurs cor-
respondantes a celles qu’on vient d’assigner.

442. Nous ajoutons un ou deux exemples de familles d’en-
veloppes dont les équations ne renferment qu’une fonction
arbitraire. Cherchons I’enveloppe d’un céne droit dont I'axe




FAMILLES DI SURFACES. 251

est paralléle & ’axe des 5 et dont le sommet se meut le long
d’une courbe déterminée dans le plan des x, y. Soit

st=m? (x4 v?)

I'équation du cdne dans sa position primitive. Si on trans-
porte le sommet au point (2, ) I'équation du cdéne devient

F=m[(x—2) -+ (y— B)2],

et si I'on nous donne une courbe le long de laquelle se
meut le sommet, 3 est donné en fonction de «. En différen-
tiant, nous avons pz = m2*(x —a), gs=m*(y — ) et, en
éliminant, p? + g* = m?. Cette équation exprime que le plan
tangent & la surface fait un angle constant avec le plan des z,
¥ cela est évident d’aprés le mode de génération. 1l est facile
de déduire de la que I'aire d’une portion quelconque de la
surface est dans un rapport constant avec sa projection sur
le plan des z, y.

443. Les familles de surfaces considérées (n® 439, 442)
sont toutes deux comprises dans la suivante : Trouver I’en-
veloppe d’une surface de forme quelconque qui se meut
sans tourner, le mouvement étant dirigé par une courbe
le long de lagquelle se meut un point quelconque de la sur-
Sace. Soit 3 =F (z, y)’équation de la surface dans sa posi-
tion primitive; si elle se meut sans rotation de maniére que
le point primitivement & l'origine passe par la position
2, B, v, 'équation de la surface sera évidemment

s— o =TF(z—a y—B)

Si I'on nous donne une courbe le long de laquelle le point

(¢, 3, v) doit se mouvoir, nous pouvons exprimer 2, {3 en
fonction de y et le probléme rentre dans la classe de ceux
qu’on considérera dans le numéro suivant et ot I’équation de
Penveloppe renferme deux fonctions arbitraires. Supposons
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cependant que la courbe directrice soit tracée sur une sur-
face connue. Des deux équations de la courbe directrice,
'une est alors connue, etil n’y a que I'autre d’arbitraire. en
sorte que I'équation de l'enveloppe ne contient plus qu’une
seule fonction arbitraire. Si, par exemple, nous prenons
pour 8 une fonction arbitraire de «, I’équation de la surface
nous donne y sous forme d’une fonction connue de «, 3. On
voil aisément comment on trouve l'équation différentielle
dans ce cas.
Entre les trois équations

5—-{——3'@’”—“:)’—?), 1):_1“1(1‘.—1,_)’—@),
q=Fy(z—a,y—3)

résolvons par rapport & £ —a.y — 3, 5— v, ce qui nous
donne

x—a=f(p,q), y—E=Ywq) s—1="f(p, D)

Si T (e, B, y)==o0 est I'’équation de la surface sur laquelle
«, p, v doit se mouvoir, ’équation différentielle cherchée est

lz—f(p;9),y =Y (P q), s—(p, g)]=o.

Les trois fonctions f, 'f, “f sont évidemment liées par la
velation ¥/ = p df + ¢ d‘/.

11 est facile de voir que I’équation différentielle partielle
qu’on vient de trouver exprime ce fait que le plan tangent
en un point quelconque de I’enveloppe est paralléle au plan
tangent au point correspondant sur la surface primitive.

" Exemple. — Trouver 'équation différentielle partielle de I'enve-
loppe d’une sphé.c de rayon constant qui se meut le long d’une
courbe quelconque tracée sur une sphére fixe égale

Z- = ve 52 =2,
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I’équation de la sphére mobile est
(w—a)4-(y—B)r4-(yr—s)-
d'ol
(z—a)+p(s—7)=0, y—{}+

et nous aurons ensuite

’

— pr 5]
e ! e n 4
xr — A= =0 J 2

T 1
(1+p2+ g% (14 2+ g2

s

y = s
(14 p?+q*)*
Si nous posons

L.&,.p"l_}_ (1: — P‘l’

il est facile de voir, en différentiant eflfectivement, qu’'on a la relation
(fg = -/Jr."(-{:j--!jd{ ({ )

I’équation différentielle est donc

Zp - pry}4-(yp+qr)--(sp—r)2=2r2
Pess? SR G ; i

1
(‘z-2_|_.1/'2_1_ ’2)('+[‘2+(12)2+2(1)T+"'I"—3)1‘:0.

444%. Nous allons maintenant étudier la forme de 1'équation
différentielle partielle de 'enveloppe quand I’équation de la
surface mobile renferme trois constantes liées par deux rela-
tions. Si I’équation de la surface est

= F("E! Y, Q, b, c),
nous avons
p="r, @) =10y

Diflerentions encore comme dans n® 437, nous avons

r—+sm="=TF;,+ mF,,, S+ tm = Fy+ mFy;
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en éliminant m, I'équation cherchée est (')
(r —T) (¢ —TFa)=(s — Fy,)~

Les trois fonctions IF,,, F,,, Fa, renferment a, 0, ¢, que
nous devions remplacer par leurs valeurs en fonction de p,
g, &, ¥, 5 déduites de la résolution des trois équations pré-
cédentes; ce qui nous donne une équation de la forme

Rr+2Ss+Tt+U(zt—s)=V
ouR, S, T, U, V sont liés par la relation

RT -+ UV =82

445. Les exemples suivants renferment les cas les plus

importants ott I’équation contient trois paramétres.

Surfaces développables. — Elles sont 'enveloppe du plan
%= ax —+ by + c ounous pouvons remplacer b et ¢ par ¢(a)
et ¥(a). En différentiant, nous avons p=a, ¢ = b, d'ou
q — ¢(p). Une surface est donc développable si p et ¢ sont
liés enlre eux par une relation indépendante de z, v, 5. Ainsi
la famille (n° 447) pour laquelle p= + ¢* = m?* est une famille
de surfaces développables. Nous avons aussi

s—pr—qy=4%4(p)

qui est 'autre intégrale premiére de I'équation différentielle
finale. Cette derniére s’obtient en différentiant de nouveau
les équations p — a, ¢ = b, ce qui nous donne

r--sm =0, S+ tm—o0;

(*) C'est & M. le professeur Boole que je dois la connaissance de ce fait
que, si I’équation d’une surface mobile contient trois paramétres, I’équation
différentielle partielle est de la forme que je viens d’indiquer (voir son
Mémoire, Phil. Transact., 1862, p. 437).
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en éliminant #2, nous avons /¢ — s =o0, qui est I’équation
cherchée.

En comparant avec les n* 295-311, on voit que la condition
rt = s- est satisfaite en tout point parabolique d’une surface.
On peut démontrer ce méme résultat directement en trans-
formantI’équation r¢ — s2 =oen une fonction des coefficients
différentiels de U, au moyen des relations '

U, + pUs=o,
U+ qU; =o,

Un+2Upp = Uy pr——rU,,

Ugs+2Upq + Uy g® == — ¢ U,

On trouve que I'équation r¢ — s- est identique avec celle du
Hessien.

Nous voyons ainsi ¢ue tout point d’une développable est
un point parabolique. Ceci est évident d’ailleurs; en effet,
puisque (n° 330) le plan tangent en un point quelconque
rencontre la surface suivant deux droites qui coincident, les
deux tangentes inflexionnelles en ce point coincident. Le
hessien d’une développable doit donc toujours contenir
I"équation de la surface elle-méme comme facteur. Le hes-
sien d'une surface quelconque étant du degré 4n — 8, celui
d’une développable se compose de la surface elle-méme et
d’une surface de degré 3n — 8 que nous appellerons le pro-
hessien.

Pour trouver en quels points la développable est rencon-
trée par le pro-hessien, je forme le hessien de la surface déve-
loppable du ritme degré (voir n° 329-330) zu + y=¢ et je
remarque que ’on obtient la développable elle-méme mul-
tipliée par une série de termes dans laquelle la partie indé-




236 CHAPITRE XUII.

pendante de x et y esl

Fd?u d*u [ dru \?]

s |_7[:";- diwv-  \dz dw )

Ceci démontre qu'une génératrice quelconque zy rencontre
le pro-hessien, d’abord aux points olt £y rencontre ¢; c’esl-
a-dire deux fois sur la courbe cuspidale (ou aréte de rebrous-
sement) (m), et en rr— 4 points sur la courbe nodale (),
n° 330; puis ensuite aux points ol la génératrice renconlre
le hessien de « considéré comme forme binaire, c’est-a-dire
suivant le hessien du systéme formé de ces » — 4 points com-
binés avec le point sur () compté trois fois; dans ce hessien,
le dernier point sera compris quatre fois. L’intersection d’une
génératrice quelconque avec le pro-hessien se compose donc
du point sur (m) compté six fois, des (»» — 4) points sur z
et de o(r — 5) aulres points.

M. Cayley a calculé I'équation du pro-hessien (Quarterly
Journal, vol. V1, p. 108) dans le cas de développables du
quatriéme et du cinquiéme ordre et de celle du sixiéme ordre
considérée (art. 379 ). Le pro-hessien de la développable du
quatriéme ordre est identique avecla développable elle-méme.
Dansles deux autres cas, la courbe cuspidale est aussi courbe
cuspidale sur le pro-hessien, et est comptée six fois dans !'in-
tersection des deux surfaces. Je suppose qu’on peut admettre
cec1 comme généralement vrai.

La courbe nodale n’est qu’une courbe simple sur le pro-
hessien et n’est comptée que deux fois dans l'intersection.

446. Surfaces-canaux. — Soit proposé de trouver I'équa-
tion différentielle de I'enveloppe d’une sphére de rayon con-
stant, dont le centre se meut sur une courbe quelconque. Nous
avons, comme dans le n® 443,

(@ —a) 4 (y — )+ (s — p) = R,
X—a-+-pls—y)=o, y—B8+qg9(s—y)=o0,
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d’otr
L Pt (5 — )7 ok mpg + (3 = )s] = o,
PI+(GE—=1)s+mii+a + (s —y)t] =o,
el par suite
[0+ (s =)r][t - ¢+ (s — 1) el =[pg + (s —7)s]%
En remplagant (s — v) par sa valeur

R

3 L
(1 +pr+g2)2

déduite des trois premiéres équations, cette derniére devient

Re(rt—s)— R[(1 +¢*)r—2pgs+ (1 +1)2)t]\/| = p-+q?

= (1+p+ nipF=on,

qui exprime (n° 311) qu’en un point quelconque de I'enve-
loppe cherchée un des deux rayons principaux de courbure
est égal a R; ce qui géométriquement est évident.

4%1. Nous allons rapidement montrer quelle est la forme
de I'équation différentielle, quand il y a quatre constantes
dans I’équation de la surface dont on cherche I'enveloppe.
En outre de I'équation de la surface nous avons, comme plus
haut, les trois équations

p=F, qg=F, (r—=Fy)(l—Feu)=(s—Fp)".
Pour abréger, écrivons la derniére équation px = 52 et posons

x—Fp=A, g —Fu =R,

4 — Fig0 =C, ¢ — Fy,, = D.
En différentiant pz = o- nous avons alors

(A+Bm)z+(C+Dm); —2(B+Cm)s=o.
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Remplacons m par sa valeur déduite de I’équation & +<tm =o
en nous rappelant que pt = o2, nous avons

A3 —3Bo2+ 3Ce2r —Des*—o.

Dans cette équation nous devons remplacer les paramétres
q p

qu’elle renferme implicitement par leurs valeurs déduites des

équations précédentes. [’équalion est donc de la forme

o+ 3fm + 3ym?® +-em® = U,

ou m el U sont des fonctions de z, v, 5. p, ¢, r, s, ¢. De la
méme maniére nous pouvons former I'équation différentielle
quand I’équation de la surface mobile contient un plus grand
nombre de paramétres.

448. Dans les numéros qui précédent, nous avons expliqué
comment on forme les équations différentielles partielles.
Nous allons montrer comment, d’une équation différentielle
partielle donnée, on peut déduire une autre équation diffé-
rentielle, vérifide par toutes les caractéristiques de la famille
de surfaces a laquelle appartient 'équation donnée (voir
Monce, p. 53). Supposons, en premier lieu, que I'équation
donnée soit du premier ordre, c’est-a-dire de la forme
f(z, ¥, 5, p, g)=o0. Si celte équation appartient & I'enve-
loppe d’une surface mobile, elle sera satisfaite, non seule-
ment par ’enveloppe, mais aussi par la surface mobile dans
une quelconque de ses posilions. ‘Ceci résulte de ce que
I'enveloppe est tangente & la surface mobile et que par con-
séquent, au point de contact, z, ¥, 5, p, ¢ sont les mémes
pour ces deux surfaces. Si z, y, s sont les coordonnées d’un
point quelconque situé sur la caractéristique, comme un
pareil point est l'inlersection de deux positions conséculives
de la surface mobile, 'équation f(z, y, 5, p, ¢) sera satis-
faite par ces valeurs de z, y, 3, que p et ¢ aient les valeurs
déduites d’une position de la surface mobile ou de celle




FAMILLES DI SURFACES. 259

immédiatement consécutive. Par suite, si nous différentions
I’équation donnée, en regardant p et ¢ comme seuls varia-
bles, les points de la caractéristique doivent satisfaire a
I’équation

Pdp+ Qdy—o,

nous aurions encore pu établir ce résultat comme 1l suit :
soit z=F (z, y, o) I'équation de la surface mobile, ou les
constantes ont toutes été exprimées en fonction du seul pa-
ramétre o. Nous avons alors (n° 438) p =F,(z, y, 2),
g = Iy (x, y, @) et ces valeurs de p et ¢ peuvent étre sub-
stituées dans 1'équation donnée. Mais la caractéristique
s'obtient en combinant 'équation donnée avec sa différen-
tielle par rapport a a, et o entre seulement dans I’équation
donnée parce qu’il est contenu dans p et ¢. Nous avons donc,
el
Mais, comme la tangente a la caractéristique en un point

comme ci-dessus, I 0.

quelconque est dans le plan tangent & chacune des surfaces
qui se coupent en ce point, ’équation dz = pdx + g dy est

satisfaite, que p et ¢ aient les valeurs déduites d'une posi-

tion de la surface mobile ou de celle immédiatement consé-

. dr de e
cutive. Nous avons donc —d—‘l dx 4+ 7; dy = o. En combinant
cette équation avec celle qu'on a précédemment trouvée,
nous obtenons I'équation différentielle de la caractéris-
tique P dy — Q dz = o.

Par exemple, si I’équation donnée est de la forme
Pp+Qqg=R,

la caractéristique satisfait & 'équation P dy — Q dz = o;
de cette équation combinée avec I'équation donnée et avec
ds = p dx + ¢ dy, on peut déduire

Pds = Rdx, Qds=Rdy.
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Ic lecteur connait 'usage que 'on fait de ces équations
g€ q q

pour intégrer la classe d’¢quations en question (voir BooLk,
Differential Equations, p. 323). En effet, si le systéme
d’équations stmultanées ci-dessus donne, quand on 'intégre

q ) 8re,
w=c¢,, ¢ = ¢, ces derniéres valeurs sont les équations de
la caractéristique ou courbe génératrice dans une quelconque
de ses positions; car, pour que ¢ puisse ¢tre conslant toutes
les fois que wu 1'est, nous devons avoir u« — o ().

q ’

Ezemple. — Supposons que I'équation soit celle qu’on a considérée
(n°® 439) 32(1 + p>+ g2%) = r?; une caracléristique quelconque satis-
fait a I'équation p dy = g dx qui indique (n° 421) que la caractéris-
tique est toujours une ligne de plus grande pente de la surface,
comme cela est évident géométriquement.

449. 1.’équation qu’on vient de trouver pour la caracté-
ristique contient généralement p et ¢; mais nous pouvens
éliminer ces quantités en combinant I'équation trouvée avec
I’équation différentielle partielle donnée et I'équation

ds—=pdr + qdy.
Ainsi, dans le dernier exemple, des équations
SO+p+gh)=r, qde—pdy,
nous déduisons
32 (da? 4 dy? + ds?) = r?(dx*+ dy?).

Le lecteur sait qu’il y a deux classes d’équations différen-
tielles du premier ordre; les unes sont déduites de I'équation
d’une seule surface, comme, par exemple, par 1'élimination
d’une constante quelconque entre une équation V=o el sa

différentielle
U,dx + U,dy 4+ U,dz=o.

Une équation de cette classe exprime une relation entre les

cosinus de direction de toute tangente menée en un point
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quelconque de la surface. L’autre classe s’obtient en combi-
nant les équations de deux surfaces, comme, par exemple, en
éliminant trois constantes entre les équations U =0, V=0
et leurs différentielles. Une équation de celte classe exprime
une relation satisfaite par les cosinus de direction de la tan-
gente a I'une quelconque des courbes que le systéme U, V
représente pour une valeur quelconque des constantes. Les
équations que nous considérons apparticnnent & cetle der-
niére classe. Ainsi 'interprétation géométrique de I'équation
choisic comme exemple consiste en ce que la tangente a
I'une quelconque des courbes qu’elle représente fait avec le

plan des x, y un angle dont le cosinus est = . Celle propri(té
=

est vraie pour toul cercle situé dans un plan vertical et dont
le rayon est 7, et 'équation pourrait s’obtenir en éliminant
par dilférentiation «, 5, m entre les équations

(x —2)2 -+ (y —B)2+ " =Y x—a+m(y—f3)=—o.

450. L’équation différenticlle trouvée, comme on I'a fait
dans le naméro précédent, n’est pas seulement vraie pour
toule caractéristique d’une famille de surfaces; mais, comme
chaque caracléristique est tangente a I'aréte de rebroussement
de la surface engendrée, les rapports dz : dy : dz sont les
mémes pour une caracléristique quelconque et pour 'aréte
de rebroussement correspondante; en conséquence, I'équa-
tion que nous avons Lrouvée est satisfaite par I'aréle de
rebroussement de toute surface de la famille dont il est
question. Ainsi, dans I'exemple choisi, la propriété géomé-
trique exprimée par l'équation différentielle est vraie, non
seulement pour un cercle situé dans un plan vertical, mais
elle reste encore vraie si le cercle est enroulé sur un cylindre
vertical, et 'aréte de rebroussement de la famille de sur-
faces donnée appartient toujours & la famille de courbes ainsi
engendrée.

S. — Géom. a trois dim. II. 6
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De méme qu’une équation différentielle partielle en p, ¢
(qui exprime une relation entre les cosinus de direction du
plan tangent) est vraie aussi bien pour I'enveloppe que pour
les surfaces particuliéres enveloppées, de méme aussi les
équations différentielles totales considérées ici sont.vraies i la
fois pour I'aréte du rebroussement et la série des caractéristi-
ques.auxquelles cette aréte est tangente. Cette méme proposi-
tion peut s’établir aulrement comme il suit : le systéme des
dU
.
quand o est vegardé comme constant, représente aréte de

8
équations U=o, = 0, qui représente la caractéristique

rebroussement quand o est une fonction inconnue des

n -y , x a*U g
variables a éliminer au moyen de I'équation —— = o. Mais

da®

p y y dl] . . of s
les équations U =0 s ont évidemment les mémes dif-
i

{férentielles que si o était conslant, quand on considére «
comme variable suivant la lot exprimée par celte condition.

Ainsi, dans I'exemple du numéro précédent, si dans les
équalions

r—a)+ (y — 8)? -+ 32 ==, x—ao+m(y—pi=o
J A=

nous posons 3 = o(a), m = ¢'(a), et si nous combinons ces
relations avec 1 - ¢'(2)> =(y — B)9"(a), les différentielles
de la premiére et de la seconde équation sont les mémes
quand o varie, en verta de la troisiéme équation, que s’il était
constant, et par conséquent I'équation différentielle obtenue
par Pélimination de o, 3, m entre les deux premiéres équa-
tions et lears différentielles, dans 'hypothése que ces quan-
tités sont constanles, subsiste également quand elles varient
suivant les régles posées.ici. Et nous obtiendrons les équa-
tions d’une courbe qui vérifiera cetle équation différentielle
en donnant & ¢(a) la forme qui nous plaira et en éliminant
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alors 2 entre les équations

(2Pt [y — g (D) 2 =1,
x—a+.9' () [y —o(x)]=o,

()] =Ly —2(2)]8"(2) ().

431, On peut, de méme, trouver I'équation différentielle de
la caractéristique, quand I’équation donnée est du second
ordre (voir Moxge, p. 74). Dans ce cas, nous pouvons avoir
deux surfaces, satisfaisant a 'équation différentielle et tan-
gentes I'une a 'autre tout le long de leur ligne d’intersection.
Par exemple, si nous avons une surface engendrée par une
courbe qui se meut de maniére & rencontrer deux courbes
directrices fixes, nous pourrions concevoir une nouvelle sur-
face engendrée par la méme courbe rencontrant deux nou-
velles courbes directrices, et, si ces derniéres sont tangentes
aux premiéres aux points ol la courbe génératrice les ren-

(1) 1l convient d’indiquer ici une remarque faite par M. Roberts; c'est
celle-ci : si dans I'équation d’une surface quelconque nous remplagons z
par  + A dz, y pary + A dy, z par 35+ A ds, et si nous formons le dis-
criminant par rapport & A. le résultat sera I’équation différenticlle de
P’aréte de rebroussement d’une développable enveloppant la surface donnée.
En cffet, il est évident (n® 277) que le discriminant exprime la condition
pour que la tangente & la courbe qu’il représente soit tangente a la sur-
face donnée. Ainsi I'équation générale de l'aréte de rebroussement des
développables circonscrites a une sphére est

(2 4- 53— @) (do?-i- dy* + d3*) = (zda -+ y dy + 5d3),

ou bien

(yds —zsdyy+(sde—zxds)+(zdy —ydz) — a*(dz? -- dy’+ d3?*).

Sous cette derniére forme, il est évident que cette méme équation est
satisfaite par une géodésique tracée sur un cdne dont le sommet est P'ori-
gine. Car, si 'on développe le cone suivant un plan la géodésique deviendra
une droite, et si la distance de cette ligne 4 I'origine est @, 'aire du triangle
formé en joignunt un élément ds 4 l'origine est la moitié de a ds, et c’est
¢videmment la propriété exprimée par I'équation précédente.
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contre, il esl évident que les deux surfaces sont tangentes le
long de cette ligne. Dans le cas supposé, les deux surfaces
ont les x, v, 5, p, ¢ communs le long de leur ligne d'inter-
section et ne peuvent dilférer que par rapport aux r, s, (.
Diflérentions donc I'équation diflérentielle donnée, en con-
sidérant ces quantités comme seules variables, ct soit

Rdr+ Sds+ Tdt—=o B

le résultat. Comme p et ¢ sonl constants le long de cette
ligne, nous avons

drdre +dsdy —o, ds dx + dtdy — o.

Eliminons dr, ds, di, 'équation cherchée pour la caracli-

risti(Lue est
Rdy:—Sdxdy -i-Tdz® = o.

Dans le cas ot Loutes les équations sont du second ordre,
cas que nous avons déja considéré, cette équation devient
un carré parfait. Quand il n’en est pas ainsi, clle se décom-
pose en deux facteurs. S'ils sont rationnels, ils appartiennent
a deux caractéristiques représcntées par des ¢quations sépa-
rées; dans le cas contraire, ils représentent deux branches
de la méme courbe qui se coupent au point de la surface que
nous considérons.

152. Par le fait, quand le mouvement d’une surfacc est régi
par un seul paramétre (voir n® 321), I'équation de son enve-
loppe, comme nous I’avons vu, ne contient que des fonctions
d'une seule quantité et I'équation diflérentielle appartient &
la plus simple des espéces que nous venons de mentionner.
Mais, si le mouvement de la surface est réglé par deux para-
meétres, son constant avec son enveloppe n’est plus une
courbe, mais un point; alors I'équation de 'enveloppe con-
tiendra en général des fonctions de deux quantités et I'équa-
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tion diflérenticlle scra de la forme plus générale. Comme
exemple de la présence de cette derniére classe d’équations
dans les recherches géoméiriques, nous prenons I'équation
de la famille de surfaces qui a I'un de ses systémes de ligne

de courbure parallele a un plan fixe y — mz. Faisant
dy = m dz dans I'équation du n* 310, I'équation différen-
lielle de la famille est

m2[(1-4-q*)s — pgi]
S-m(r 4 g2y r — (13- pyt] —[(1 4 p2)s — pgr]=o.

Comme il n’entre pas dans notre plan de traiter de 'inté-
gration de parcilles équations, nous renvoyons a Monge,
page 161; on y trouvera unc discussion Lrés inléressante de
celle équation. Notre objet étant seulement de montrer com-
menl de pareilles équations différentielles se présentent en
Géométrie, nous ferons voir que I'équation précédente pro-
vient de I’élimination de =,  entre I'équation suivante el ses
différenticlles par rapport a « et 3,

(=) — ) 5 — (x  mB)] =H(B— )
Iin différentiant par rapport a « el 3, nous avons

(w+4-2)+ (5—9)o' =my'd,

(O — B+ in (s —g)g'=— ¥4,
d’on

(2 —a) -+ "l'()’— ?’) (1 m-)(s— w)rg’__ 0.
Mais nous avons aussi
(2—)--p(s—g)=o0  (y—B) +q(s—g¢)=o
d’ot
(x—2)+m(y—B)+(p +mq)(s—¢)=o0.

in comparant & ’équation précédente, nous avons

p+mg=01+¢'(x 4 mP);
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si nous appelons v la quantité o+ m @3, le probléme revient
a éliminer vy entre les équations

Z+my —y+(p+mqg)[s—e(y)]=o,
P g =+ m*)e'(v).
En diflerentiant par rapport & z el 57, nous avons

(1= p*+ mpq) +(r +ms)[s — e ()] =1+ (p + mqg) ']y,
[ (1 + ¢°) +pg] + (s 4-mt)[5s —o(y)]=[1 - (p -+ mq)e'] 123

mais la seconde équation donne
Ir=ms s - meiiyiye.
Le résultat est donc
(14 p* 4= mpg)(s 4- mt)=[m(1 -+ ¢?) 4 pg](r + ms),

comme 1l fallait le démontrer.

SECTION II.
COMPLEXES, CONGRUENCES, SURFACES REGLEES ().

453. Les précédentes familles de surfaces cylindriques,

coniques et conoidales, sont toutes comprises dans la famille

(1) Pour la théorie des complexes et des congruences, voir ’Ouvrage pos-
thume de Pluck (NVeue Geometrie des Raumes gegriindet auf die Betrach-
tung der geraden Linie als Raumelement. Leipzig, 1868, édit¢ par Klein;
voir aussi le Mémoire de Kummer [Ueber die algebrischen Strahlen
Systeme, insbesondere iber die der ersten und zweiten Ordnung (Berl
Abh., 1866, p. 1-520)], et divers Mémoires de Klein et autres géomélress
Pour les surfaces réglées, voir le Mémoire de M. Chasles dans la Corres-
pondance de Quetelet, L. XI, p. 50, celui de M. Cayley (Cambridge and
Dublin Mathematical Journal, vol. VII, p. 171) et aussi son Mémoire Sur
les scrolls ou surfaces gauches ( Philosophical Transactions, 1863, p. 433)
et d'autres plus récents.
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plus générale des surfaces réglées, mais il est naturel de les
considérer & un point de vue un peu diftérent. Nous partons
de la ligne droile, considérée comme une courbe conlenanl
quatre paramélres. Sinous les regardons comme enliérement
arbilraires, nous avons toul le systéme des droites de I'es-
pace; mais nous pouvons imaginer que les paramétres soient
liés par une, deux, trois ou qualre équalions (plus exac-
lemenl, par une relalion simple, double, triple ou qua-

druple). Dans le dernier cas, nous avons simplemenl un sys-

leme composé d'un nombre fini de lignes droiles, el on peul
le mellre de ¢OLé; les cas qui reslenl sonl ceux d’une rela-
lion simple, double el triple; nous pouvons encore dire que
ce sonl ceux d’un systéme triple, double ou simple de lignes
droites.

A. Les paramélres oul enlrc eux une relalion: simple.
Nous avons ce que Pliicker a appelé un compleaxe de droiles.
Tel est, par exemple, le systéme de droiles langentes &
une surface donnée quelconque, ou renconlrant une courbe
donnée quelconque; mais il imporle de remarquer, comme on
I'a déja fail au 1:* 80d el n® 316D, que ce ne sont la que des
cas parliculiers; les droites qui fonl partie d’'un complexe ne
sont, en général, pas langenles & une seule el méme surface
el ne rencontrenl pas une seule el méme courbe.

Nous pouvons, pour ce qui regarde un complexe, nous
demander combien de ses droites renconlrenl chacune de
trois droites données, el le nombre en quesltion peul élre
considéré comme I'ordre du complexe.

B. Les paraméires onl entre eux une relalion double.
Nous avons alors une congruence de droites. Un exemple
bien connu est celui des normales & une surface donnée. Cha-
cune d’elles est tangenle en deux de ses poinls (les centres
de courbure) 4 une cerlaine surface, la surface des centres ou
le lieu des centres de courbure de la surface donndée, el les
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normales sont ainsi les bilangentes a la surface des centlres.
Et, de méme, en général, nous avons comme congruence de
droites le systéme des bitangentes a une surface donnée.
Mais, de plus, toute congruence de droites peul étre regardée
comme le systéme des bitangentes & une surface, c’est-a-dire
que chaque droite de la congruence est rencontrée en général
par deux droiles conséculives, et le lieu des points d’inlersec-
tion est la surface en question. La surface peut cependant se
décomposer en deux surfaces séparées, el la surface origi-
nale, de méme que 'une ou I'autre de ses composantes, peul
dégénérer en une courbe; nous avons ainsi comme con-
gruences les systémes de droiles lels que chacune d’elles

(1) Touche deux fois une surface,

(2) Rencontre deux fois une courbe,

(3) Touche deux surfaces,

(4) Touche une surface el rencontre une courbe,
(5) Rencontre deux courbes;

les quatre derniers cas sont des dégénérescences du premicy
qui est le cas général.

Nous pouvons, pour une congruence, nous demander
combien de ses droiles renconltrent deux droites données; le
nombre en question est l'ordre-classe de la congruence.
Mais imaginons que les deux droites données se coupent, les
droites de la congruence sont : ou bien celles qui passent
par le point d’intersection des deux droites, ou bien celles
(qui sont dans leur plan commun; les questions a nous poser
sont les suivantes : (1) Combien de droites de la congruence
passent par le point donné? Ce nombre est F'ordre de la con-
gruence; (2) Combien un plan donné contient-il de droiles
de la congruence? Leur nombre est la c/asse de la congruence,
etlasomme de ces nombres est 'ordre-classe défini plus haut.

C. Il existe une relation triple entre les paramétres. Nous
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avons alors une surface réglée, c'est-d-dire une série de
droiles dépendant d’un seul paramétre variable, ct lc lieu de
ces droiles, ou le lieu de tous les points de ces droites, est
une surface réglée.

Si I'on demande combien de droites du systéme rencon-
trenl une ligne donnée, leur nombre est 'ordre du systéme,

c’esl-a-dire 'ordre de la surface réglée dans le sens ordinaire

du mol ordre. La surface a aussi un rang cl une classe,
comme on les a définis ailleurs.

454. Si nous nous inspirons du travail de Plicker sur la
droite considérée comme élément de Pespace, nous devons
d’abord étudier les propriétés d’un complexe, c’est-a-dire du
systéme de droiles dont les six coordonnées sonl asireinles
a vérifier une seule relation. Si celle relation est du degré n,
le complexe est du degré n; toutes les droites qui passenl
par un poinl dorng forment un cone de 'ordre 2, et celles
(ui sonl siluées dans un plan donné enveloppent une courbe
de la n*™e classe (voir n° 80 d). Par exemple, si le complexe
esl du premier ordre, Loules les droiles qui passenl par un
poinl donné sont situées dans un plan donné, et réciproque-
menl loules celles qui sonl dans un plan donné passenl par
un point donné. A chaque droite de I'espace correspond une
droite conjuguée ct les points de 'une correspondentl aux
plans qui passent par 'autre. Toule droite qui renconlre
deux droiles conjuguées sera une droite du complexe. Si
I'on donne cing droites du complexe, on peul conslaler, en
complant le nombre des conslantes, que le complexe esl
déterminé, et ce qu'on vient de dire permel de conslruire
géomélriquement le plan.qui correspond & un point quel-
conque.

En effet, si I'on prend quatre droites du complexe, les
deux droiles qui les rencontrent loules les quatre sonl deux
droites conjuguées el la droile qui passe par le poinl donné
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et qui rencontre les droites conjuguées est une droite du
complexe. On détermine de la méme maniére une seconde
droite passant par le méme point et ces deux droites déter-
minent le plan.

Considérons une série de plans paralléles, a chacun d’eux
correspond un point unique; le lieu de ces points est, par
conséquent, une ligne du premier ordre; cette droite peut
s'appeler le diamétre du systéme de plans. Au plan a I'infini
correspond un point & l'infini et les diamélres passent Lous
par ce point, autrement dit ils sont paralléles. L'un des dia-
métres est perpendiculaire au plan correspondant. On peut
I'appeler 'axe du complexe. Sil'on donne I'axe et une droite
du complexe, ce dernier est déterminé; il est constitué, par
le fait, par les différentes posilions que cetle droile peut
prendre soil par rotation autour de I’axe, soil par translation
suivant une direction paralléle a cet axe. Quand la droite ren-
contre I'axe, nous avons le cas limite d’un complexe composé
de Loutes les droites qui rencontrent une droite donnée. On
se rappellera (n° 57 ¢) que la condition pour qu'un complexe
soil de celle nature consisle en ce que ses coefficients doivent
vérifier la relation AF --BG -~ CH = o.

455. Nous avons une congruence du premier ordre, quand
il existe deux équations, chacune du premier degré, entre les
six coordonnées. En d’autres termes, la congruence se com-
pose des droites communes aux deux complexes. Nous pou-
vons évidemment remplacer 'une ou l'autre des équalions
données Ap +Bg+...— o0, A’p +~B' g+ ...= o0 par une
équation de la forme (A + KA')p -+...=o0 ¢t délerminer
ensuite &£ de maniére & exprimer que Loutes les droites de la
congruence rencontrent une droite donnée. Nous obtenons
ainsi une équation du second degré en k; il en résulte que la
congruence se compose du systeme de droites qui ren-
contrent deux droites directrices fixes. Quatre droites quel-
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conques déterminent alors une congruence de ce genre; en
effet (voir n° 57d), nous avons deux transversales qui ren-
contrent les quatre droites (') et la congruence se compose
de toutes les droites qui rencontrent les deux transversales.
Il y a une exception quand ces deux transversales se réu-
nissent en une seule; ou, ce qui revient au méme, quand
I’équation dont on vient de parler a deux racines égales. Les
droites de la congruence rencontrent alors toutes la transver-
sale unique; mais il faut évidemment une autre condition et
I'on y arrive en considérant la transversale comme la limite
de deux droites distinctes. En effet, la congruence se compose
de droites qui rencontrent chacune une droite donnée et qui
sont telles que, en considérant le point commun a la droite
donnée et a une droite de la congruence et le plan commun

formé par ces mémes droites, le systéme de points correspond

harmoniquement au faisceau de plans.

(*) L’hyperboloide déterminé parv Lrois quelconques des droites (n° 113)
rencontre la qualriéme aux deux points par lesquels passent les Lransver-
sales. Si I’hyperboloide est Langent 4 la quatriéme droite, les deux Lrans-
versales se réduisenl & une seule et il est clair que I'hyperboloide déter-
miné par trois quelconques des droiles esL tangenl aussi a celle qui reste.
Cette remarque est due, je crois, 4 M. Cayley. Si nous représentons par
(12) la condition pour que deux droiles se coupent, la condition ci-dessus
pour que quatre droites ne soient rencontrées que par une seule transver-
sale, s’obtient cn égalant & zéro le déterminant

- (12) (13) (14)

CRE =S o)

(31) (32) — (34)

() (42) (43)  —
En égalant & zéro le délerminant formé de la méme maniére avec
cing droites, on a la condition. pour qu’elles rencontrent toutes une Lrans-
versale commune. Le déterminant semblable pour six droites exprime
(u'elles font partie d’un complexe linéaire, qu'on a appelé I'involution de
six droites el qu’on rencontre dans le cas ou les droites peuvent étre les
directions de six forces cn équilibre. ( Voir sur ce sujet des Communica-
tions intéressantes de MM. Cayley ct Sylvester et de Chasles dans les
Comptes rendus de 1861, 1** semestre).
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Passons maintenant & un complexe du second ordre, c’est-
a-dire au systéme de droites dont les six coordonnées sont
lides par une relation du second degré. D’aprés ce que I'on
a dit, Loutes les droites du complexe situées dans un plan
donné enveloppent une conique et toutes celles qui passent
par un point donné forment un céne du second ordre. Nous
pouvons considérer I'assemblage des coniques qui corres-
pondent & un systétme de plans parall¢les et obtenir ainsi ce
que Pliicker appelle une surface équatoriale du complexe;
ou, plus généralement, 'assemblage des coniques correspon-
dant aux plans qui passent par une droite donnée et avoir
ainsi la surface complexe de Pliicker. 11 est facile de voir
que la droite donnée sera une droile double de la surface,
que celle-ci sera du quatriéme ordre et que sa section par
un des plans se composera de la droite double et de la conique
qui correspond au plan. Cetle surface sera de la quatri¢me
classe et Pliicker montre aussi qu’clle a huil points doubles.

466. Nous allon; indiquer rapidement ici la méthode qui

sert a élablir que les droites d'une congruence sonl en général
des liitangentes d’une surface.
Soient
x—x
)\l
les équations d’une droite. Nous pouvons considérer z', 3/, 5/,
VW, u/, ¥ comme étant chacune des fonctions de deux para-
métres p, ¢, ainsi que dans la méthode de Gauss (n® 377).
Prenons une seconde droite et considérons la droite qui joint
un point '+ N¢, 3"+ o, 50" en un point 2"+ 19",
X+ u'p", 3"+ o" de la seconde droite. Les condilions pour

que celle nouvelle droite soil perpendiculaire aux deux pre-

niiéres sont s

Mz —a") - ! () — 9"y -9 (3~ ")+~ "~ p"cosb =—=o,
Mx' —a"y+ " — ")+ (5 — 5") 4 "+ pcosl =0,
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f étant I'angle des deux droites. Si nous supposons les droites
infiniment voisines, nous pouvons déduire de ccs équalions

N

sz’ e) -+ v/ o/ - 858/
o SA2 - G2 - B2 :

qui détermine le point ol 'une des droites est rencontrée
par sa plus courte distance avec la droite consécutive. Si
nous y remplagons ¢z’ par @ ép + @'6¢, ..., nous obtenons
pour g une valeur de la forme

esp?+afdpdy—+gdg* el a2ft+ g
Eep*+elFdpdg -+ Gdg-— Et-+alF¢ + G’

) 1 ’ L 2
en posant ¢ — = Comme le dénominateur de cctte fonction

représente la somme de trois carrés, il ne peut changer de
signe; par conséquent p ne peut pas devenir infini et se trou-
vera compris enlre un maximum et un minimum. Autrement
dit, les points ol une droile quelconque de la congruence est
rencontrée par sa plus courte distance avec une droite adja-
cente de la congruence sont compris dans une certaine partie
déterminée de la droite; Sir W, Hamilton a donné le nom
de foyers virtuels (') aux points extrémes de ce segment. 1l
a démontré aussi que les plans qui conliennent les plus courtes
distances correspondant aux deux valeurs extrémes sont per-
pendiculaires 'un & l'autre; que si p, et p, sont les valeurs
extrémes, celle qui correspond a une autre plus courte dis-
tance qui fait un angle § avec I'une des précédentes est donnée

par la formule
p = £,€05%0 - p,sin?0,

La valeur clle-méme de la plus courte distance entre deux
droites adjacentes est fournie par une expression de forme
analogue 3 celle que 'on a déja donnée pour p. Ll est clair

(') Premier supplément, Trans. R. 1. Acad., t. XVI, [ Parlie, p. 52.
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alors qu'il existe deux valeurs de ¢ pour lesquelles la plus
courte distance sera nulle ou que, en général, chaque droite
de la congruence est rencontrée par deux des droites qui lui
sont adjacentes. Le lieu de ces points d'intersection sera la
surface i laquelle les droites sont bitangentes; on 'appelle la
surface focale de la congruence; cette surface peut Loutefois
dégénérer en une courbe ou se décomposer en deux surfaces,
susceptibles I'une ou l'autre de dégénérer en une courbe,
comme on vient de le mentionner. Outre ces surfaces
focales, 1l en existe d’autres qui sont liées a la congruence et
complétement déterminées par elle: ce sont les surfaces sur
lesquelles sont situés les points extrémes des plus courtes
distances et la surface décrite par le centre commun des deux
portions du rayon.

437. Par exemple, la dégénérescence dont on a parlé-se
produit nécessairement quand la congruence est du premier
degré. Dans ce cas, comme par chaque point, on'ne peut, en
général, mener qu'une seule droite de la congruence ; un point

ne pe'ut pas étre l'intersection de deux droites a moins que
ce ne soit un point parilequel on peut mener une infinité de
droites, et, silelieu.des points d'intersection était une surface

b b b

tout point de la surfacerserait un point singulier, ce qui est
absurde. Le lieu est donc une courbe. Si c'est une courbe
dans le sens propre du mot, elle doit, par définition, étre
telle que le cone auquel elle sert de base et qui a son sommet
en un point quelconque ait une droite double apparente et
une seule. C’est le cas quand la courbe est une cubique gauche;
il n’existe pas de courbe de degré supérieur qui n’ait qu’un
seul point double apparent. Par suite, la seule congruence
du premier ordre composée du systéme des droites qui ren-
contrent deux fois une courbe proprement dite est celle ou
la courbe est une cubique gauche. Nous pourrions néanmoins
avoir une congruence de droites qui rencontrent deux courbes

3 4 5 Gunesp* 8 9 10 11 12
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directrices et, si ces courbes sont des ordres m, m' et ont «
points communs, l'ordre de la congruence sera mm'— «. La
seule congruence du premier ordre qui appartienne a ce genre
est celle ot les directrices sont une courbe du ni*®¢ ordre et
une droite qui la rencontre n — 1 fois.

458. En raison de 'importance des surfaces réglées, nous
donnons de plus amples détails sur cette famille de surfaces.

Le plan tangent en un point quelconque d’une génératrice
contient évidemment la génératrice qui est une des tangentes
inflexionnelles (n° 265) en ce point. Chaque point différent
sur la génératrice a un plan tangent différent (n° 110) que
I'on peut construire comme il suit. Nous savons que, par un
point donné, on peut mener une droite qui coupe deux
droites données : c’est I'intersection des plans qui joignent
le point donné aux droites données. Considérons mainte-
nant trois génératrices consécutives et, par un point A de
I'une. menons une droite qui rencontre les deux autres;
cette droite passant par trois points consécutifs de la surface
sera la seconde tangente inflexionnelle en A et, par consé-
quent, le plan de cette droite et de la_génératrice en A est le
plan tangent en A. Dans cette construction, on suppose que

deux génératrices consécutives ne se rencontrent pas, ce qui

est généralement le cas. Cependant il peut y avoir sur la sur-
face des génératrices singuliéres qui sont coupées par une
génératrice consécutive; dans ce cas, le plan qui contient les
deux génératrices consécutives est langent en chaque point
de la génératrice. Dans des cas particuliers, deux généra-
trices consécutives peuvent aussi coincider; la génératrice
est alors.une droite double sur la surface.

489. Le rapport anharmonique de quatre plans tan-
gents passant par une génératrice est égal a celui de
leurs quatre points de contact. Soient A, B, C trois droites




ual CIFAPITRE XIII.

fixes coupées par quatre transversales aux points ad a’a”,
bO'U"b"”, cc'"c”. Le rapport anharmonique est

(bb’b” bl//) — (cclcl’c/// .

puisque chacuu d’eux mesure le rapport anharmonique des
quatre plans passant par A et les quatre transversales; de
méme (cc'c"c¢")=(aa'a"a"), comme mesurant le rapport
des quatre plans passant par B (voir n° 114). Supposons
maintenant que les trois droites fixes soient trois généra-
trices consécutives de la surface réglée; d’aprés le numéro
précédent, les transversales rencontrent une quelconque de
ces généralrices A en quatre points dont les plans tangents
sont ceux qui contiennent A et les transversales. EL nous
venons de démontrer que le rapport anharmonique des quatre
plans est égal a celui des points ou les transversales rencon-
trent A.

460. Nous savons qu'une §é1‘ie de plans passant par une
droite et une série de plans qui leur sont rectangulaires
forment un systéme en involution, le rapport anharmonique
de quatre d’entre eux étant égal a celui de leurs quatre

conjugués. Il résulte alors du numéro précédent que le sys-
teme formé par les points de contact d’un plan quelconque
et d’un plan qui lui est rectangulaire constitue un systéme en
involution; ou, en d’autres termes, le syst¢éme de points ot

des plans menés par une génératrice sonl tangents a la sur-

face et de ceux ot ils sont normaux i cette surface forme

un systéme en involution. Le centre du systéme est le point

ou le plan tangent a la surface a I'infini est normal & la sur-

face, el, d’aprés les propriétés connues de l'involution, les
;

distances 4 ce point des points oil un autre plan est tangent
et est normal forment un rectangle constant.

461. Les normales & une surface réglée, le long d’une
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génératrice, engendrent un paraboloide hyperbolique. 11
est évident qu’elles sont toutes paralléles & un méme plan
qui est le plan normal a la génératrice. Nous pouvons parler
du rapport anharmonique de quatre droites paralléles 4 un
méme plan, en expliquant que nous entendons par la le rap-
port anharmonique de quatre droites parall¢les aux premiéres
et menées par un méme point. Dans cette acception, le rap-
port anharmonique de quatre normales est égal a celui des
quatre plans tangents correspondants, qui (n°®459) est égal a
celui de leurs points de contact et, par suite, égal a celui des
points ou les normales rencontrent la génératrice. Mais un
systéme de lignes paralléles & un plan donné et rencontrant
une droite donnée engendre un paraboloide hyperbolique,
si le rapport anharmonique de quatre quelconques de ces
droites est égal a celui des quatre points ou elles rencontrent
la ligne donnée. Cette proposition se déduit immédiatement
de sa réciproque, que nous pouvons établir aisément.

Les points ot quatre génératrices d’un paraboloide hyper-
bolique coupent une génératrice du second systéme sont les
points de contact des quatre plans tangents qui contiennent
ces génératrices et, par suite, le rapport anharmonique des
quatre points est égal a celui des quatre plans. Mais ce dernier
rapport est égal a celui des quatre droites suivant lesquelles
ces plans sont coupés par un plan paralléle aux génératrices
et ces droites sont paralléles aux génératrices.

462. Les points centraux de I'involution (n° 460) sont, il
est facile de le voir, les points ou chaque génératrice est le
plus rapprochée de celle qui lui est immédiatement consécu-
tive, c’est-a-dire les points out chaque génératrice est coupée
par la plus courte distance entre elle-méme et la génératrice
infiniment voisine. Le lieu de ces points sur les génératrices
d'une surface réglée est appelé la ligne de striction de la
surface. Il faut remarquer, pour corriger une méprise qui

S. — Geom. a trois dim. 11. 17
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n’arien d’extraordinaire (voir Lacroix, Vol. III, p. 668), que
la plus courte distance de deux génératrices consécutives
n’est pas un élément de la ligne de striction. Ln effet,
soient Aa, Bb, Cc trois génératrices consécutives et ab la
plus courte distance entre les deux premiéres, &'c la plus
courte distance entre la seconde et la troisiéme rencontrera
en général B en un point O’ distinct de b et I’élément de la
ligne de striction sera ad’ et non «b.

Exzemple I. — Trouver la ligne de striction du paraboloide

hyperbolique ?:—;

Un couple quelconque de génératrices peut s’exprimer par les
¢quations
! i
O i
% 1
b p
. . Gk b
Toutes deux étant paralléles aa plan — A leur plus courte
@
distance est perpendiculaire a ce plan, et par suite se trouve dans
le plan

a

(a? -+

ar— b2 1

at+ b g
Quand les deux génératrices se rapprochent jusqu’a coincider,

nous avons pour les coordonnées du point ou chacune est rencontrée

par la plus courte distance

qui coupe la premiére génératrice au point 3 =

ar— b2
a? + b2 )

-

! &
f.a.f-l—f’ﬂ)( —
by

@
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La ligne de striction est donc la parabole suivant laquelle ce plan
coupe la surface. La méme surface considérée comme engendrée par
les droites de I'autre systéme a une autre ligne de striction située

i

dans le plan (—; o Tl

Exemple II. — Trouver la ligne de striction de I'hyperboloide

2?2 12

ar " b3
Réponse. — Clest l'intersection de la surface avec

=

a?A? 52 B2 c2 (2
£ = ek 52
1

A= - 4-—>
0 c?

463. LEtant donnée une génératrice quelconque d'une sur-

face réglée, nous pouvons décrire un hyperboloide & une
nappe qul ait cetlte génératrice commune avec la surface
réglée et qui ait aussi les mémes plans tangents que la sur-
face tout le long de leur généralrice commune. En effet, il
est évident, d’aprés la construction du n° 458, que le plan
tangent en tout point d’une génératrice est déterminé quand
les deux génératrices immédiatement consécutives sont don-
nées et que, par conséquenl, deux surfaces 1'e'glées ayant trois
génératrices conséculives communes seront tangentes tout le
long de la premiére de ces génératrices. Mais trois droites
qui ne se coupent pas déterminent un hyperboloide & une
nappe (n°® 112); donc I'hyperboloide ainsi déterminé par
une génératrice quelconque et les deux qui lui sont immé-
diatement consécutives sera tangent a la surface donnée,
ainsi qu’on le demandait.

Pourvoir toutela portée du théoréme qu’on vient d’énoncer,
supposons que 'axe des z soit toul entier sur une surface du
nitme degré, chaque terme de l’équation contiendra z ou y,
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et 'équation ordonnée suivant les puissances de z et y sera
de la forme

Up g &+ V1) = U’IL—2‘T2 -+ Vp -2 Ty = Wn—z,}"' +...=0,

ol uyu_,, ¢u_y représentent des fonctions de 5 du degré
n—r1,....Le plan tangent en un point quelconque de I’axe
sera alors (n° 110) u,_, 2 4 v,_,y =0, ou u«,_, indique le
résultat de la substitution des coordonnées de ce point dans
wn_y. Réciproquement, il s’ensuit qu'un plan quelconque
¥ = mz est tangent a la surface en » — 1 points qui sont
déterminés par ’équation w,_, -+ my,_,=o0. Si cependant
Up_1, Yy ONL Un facteur commun Up, ensorte que les termes

du premier degré en z et y puissent s’écrire
u]) ( u’n—p—l Z ~t "n-—p—l_y) —0)

’équation du plan tangent sera

i, p—1 ¥ = p 1y =—o

et évidemment, dans ce cas, le plan yy = mx sera tangent a
la surface en n — p — 1 points seulement. Il est facile de voir
que les points de I'axe pour lesquels u, = o0 sont des points
doubles surla surface. Ce qu’énonce le théoréme de ce numéro,
c’est que, quand ’axe des z n’est pas une droite isolée de la
surface, mais une de celles qui appartiennent au systéme de

droites par lesquelles la surface est engendrée, la forme de

I’équation sera

Up—s(UZ + Vy)+...=0,

en sorte que le plan tangent en un point quelconque de I’axe
sera le méme que pour 'hyperboloide wz +- ¢y, c’est-a-dire
'x 4 ¢’y =o, et un plan quelconque y — mx ne sera tan-
gent a la surface qu’en un point. Le facteur #,_, indique
qu’il y a sur chaque génératrice n — 2 points qui sont points
doubles de la surface.
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464. Le théoréme que nous venons d’énoncer peut se véri-
fier pour une classe importante de surfaces réglées, celles dont
une génératrice quelconque peut s’exprimer par deux équa-
tions de la forme

at™ + b[’" I ctm—? +...—o,
alth - bt 't 4L =0,

ol a, a, b, ', ... sont des fonctions linéaires des coor-
données el ¢ un paramétre variable. L’équation de la surface
obtenue, en éliminant ¢ entre les équations de la génératrice
(Alg. sup., n° 85, 86) peut s’écrire sous forme d’un déter-
minant dont la premiére ligne et la premiére colonne sont
identiques (ab'), (ac’), (ad"), ... si m= n; si m > nlapre-
miére ligne est la méme que précédemment et la premiére
colonne se compose de n éléments semblables, des ' et de
zéros. Mais la droite aa’ est une génératrice, celle qui répond
4 ¢ = oo , et nous avons justement montré que @ et @’ entreront
I'un et I'autre dans chaque terme de la premiére ligne et de

la premiére colonne. Comme chaque terme dans le dévelop-

pement du déterminant contient un facteur de la premiére
ligne et un de la premiére colonne, ce déterminant développé
sera une fonclion, au moins du denxiéme degré, en a et a/,
excepté dans la partie qui est multipliée par (ad’), terme com-
mun & la premiére ligne et a la premiére colonne. Mais cette
partie de ’équation qui n’est que du premier degré en a et '
détermine la tangente en un point de aa’; la surface réglée est
donc tangente a 'hyperboloide ad’ — ba’=o le long de cette
génératrice.

St a et b (ou a' et V') réprésentent le méme plan, la géné-
ratrice aa’ coupe celle qui lui est immédiatement consécutive
et le plan @ est tangent suivant toute sa longueur. Si nous
avions b = Ka, 0/=Kda/, les termes du premier degré en a
et @’ s’annuleraient et aa’ serait une ligne double sur la sur-
face.
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4635. Revenons i la théorie des surfaces réglées en général.
Il est évident qu’un plan quelconque mené par une généra-
trice rencontre la surface suivanl cetle génératrice et suivant
une courbe de degré (n— 1) qui coupe la génératrice en 12 — 1
points. Chacun de ces points étant un point double sur la
courbe de section (n° 264) est dans un certain sens un point
de contact du plan avec la surface. Mais nous avons vu
(n® 463) qu’il n’y a qu’un seul d’entre eux qui soit, a propre-
ment parler, un point de contact du plan; les » — 2 auires
sont des points fixes sur la génératrice, qui ne varient pas
quand le plan qui passe par elle change de position. Ce sont
les points ol cctte génératrice rencontre les autres géné-
ratrices non consécutives; ils appartiennent i une courbe
double sur la surface. Ainsi une surface gauche réglée a,
en général, une courbe double qui est rencontréeenn — »
points par chaque génératrice. 1l peut évidemment arriver
que deux ou plusieurs de ces points coincident, et que la
courbe multiple de la surface soit d’ordre plus élevé que le
second. Dans le cas étudié dans le numéro précédent, on peut
démontrer (Alg. sup., XVII°® Legon, sur I'ordre des sys-
témes d’équations soumis a des restrictions) que la courbe
multiple est de I'ordre 3 (m +n —1)(m +n—2) et qu’il y
a sur elle 2(m —+n—2)(m-+-n—3)(m—+ n—4) points
triples.

Une surface réglée, ayant une ligne double, n’aura pas en
général de ligne cuspidale, 3 moins que la surface ne soil
développable, et la section faite par un plan quelconque sera,
en conséquence, une courbe ayant des points doubles, mais
pas de rebroussements.

466. Considérons maintenant le céne dont le sommet est
un point quelconque et qui enveloppe la surface. Comme
tout plan mené par une génératrice est langent a la surface

en un certain point, les plans tangents au cone sont ceux qui
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joignent la série des génératrices & son sommet. Le cone
n’aura pas, en général, de plans tangents stationnaires; car
un pareil plan n’existerait que si deux génératrices con-
sécutives se trouvaient dans un méme plan passant par le
sommet du céne. Mais c’est seulement dans des cas particu-
liers qu’une génératrice sera coupée par une génératrice
consécutive’; le nombre des plans passant par deux généra-
trices consécutives est donc fini et, par suite, en général, I'un
d’eux ne passera pas par un point pris a volonté. La classe
du cdne, étant égale au nombre de plans tangents qu’on peut
lui mener par une droite passant par son sommet, est égale
au nombre de génératrices qui peuvent rencontrer cetle
droite, c’est-a-dire au degré de la surface (voir note dun°124%).
Mais nous venons de démontrer que la classe du cone est
égale au degré de la section de la surface; et, comme le cone
n’a pas de plans tangents stationnaires, la courbe n’a pas de
points stationnaires ou de rebroussement. Les équations qui

lient trois quelconques des singularités d’une courbe prou-

vent que le nombre des plans doublement tangents au cone
est ¢gal au nombre des points doubles d’une section de la
surface; ou, en d'autres termes, que le nombre de plans
contenant deux génératrices et qu'on peul mener par un
point pris a volonté est égal au nombre de points d’inter-
section de deux génératrices qui sont dans un plan égale-
ment pris a volonté (*).

467. Comme application de la théorie qui précéde, nous
allons énumeérer quelques-unes des singularités de la surface
réglée, engendrée par une droite qui rencontre trois courbes
directrices fixes, dont les degrés sont m,, ma, m, (*).

(*) Ces théorémes sont dus a M. Cayley ( Cambridge and Dublin
Mathemat. Journ., vol. VII, p. 171).

(?) Jai publié une discussion de cetle surface (Cambridge and Dutlin
Mathemat. Journ., vol. VIII, p. 45).
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Le degré de la surface engendrée est égal au nombre des
génératrices qui rencontrent une droite prise arbitrairement;
il est donc égal au nombre des intersections de la courbe m,
avec la surface réglée ayant pour courbes directrices les
courbes m,, m; et la droite choisie; c’est-a-dire égal a m,
fois le degré de cette derniére surface. Mais le degré de celle-ci
est de méme m, fois le degré de la surface réglée dont les
courbes directrices sont deux droites et la courbe my; et, en
répétant le méme raisonnement, le degré de cette derniére
est 2m;. Il s’ensuit que le degré de la surface réglée, dont
les directrices sont les courbes niy, iy, nis, est 2my nig M.

Les trois courbes directrices sont sur la surface des lignes
multiples dont les ordres sont respectivement niymg, msmy,
my my; car, par un point quelconque de la premiére courbe,
il passe m.m; génératrices, qui sont les intersections des
cénes qui ont ce point pour sommet et les courbes n.., m,
pour directrices.

468. Le degré de la surface réglée, calculé comme on 1’a
fait dans le numéro précédent, se réduira si 'un des couples
de courbes directrices a des points communs. Par exemple,
si les courbes m,, my ont un point commun, il est évident
que le cone, qui a pour sommet ce point et pour base la
courbe m,, sera compris dans le systéme et que 1'ordre de la
surface réglée proprement dite diminuera de m,, tandis que
la courbe m, sera une ligne multiple de degré mams; — 1 seu-
lement. Et, en général, si les trois couples de courbes direc-
trices prises deux & deux ont respectivement «, 3, 7 points
communs, l'ordre de la surface réglée sera diminué de

neya - ma B+ myy (1Y),

tandis que l'ordre de multiplicité des courbes directrices

(') Cest M. Cayley qui a appelé mon attention sur cette réduction qui
se produit quand les courbes directrices ont des points communs.
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diminuera de «, {3, v respectivement. Ainsi, si les courbes
directrices sont deux droiles et une cubique gauche, la sur-

face est du sixiéme ordre; mais si chacune des droites coupe

la cubique, I'ordre n’est plus que quatre. Si chaque droite la
coupe deux fois, la surface est une quadrique. Si I'une des
droites la coupe une fois et 'autre deux fois, la surface est
une surface gauche sur laquelle la derniére droite est une
ligne double.

Supposons que les courbes directrices soient trois sections
planes quelconques d’un hyperboloide & une nappe. Suivant
la théorie générale, la surface devrait étre du seiziéme ordre;
voyons quelle est la réduction qui se produit. Chaque couple
de courbes directrices a deux points communs : ce sont ceux
ou la droite d’intersection de leurs plaus rencontre la surface,
et la surface complexe du seiziéme ordre se compose de six
cdnes du second ordre et de la surface originale elle-méme
complée deux fois. On reconnait qu’elle doit étre comptée
deux fois parce que les quatre génératrices, qu’on peut mener
par un point pris sur une des courbes directrices, se compo-
sent de deux droites appartenant aux cbnes et deux généra-
trices de 'hyperboloide donné.

En général, si nous prenons comme courbes directrices
trois sections planes quelconques d’une surface réglée, I'équa-
tion de la surface réglée engendrée aura, outre les cones et
la surface originale, un facteur représentant une autre sur-
face réglée passant par les courbes données, car il sera pos-
sible en général de mener des droites, rencontrant les trois
courbes et qui ne soient pas des génératrices de la surface
originale.

469. L’ordre dela surface réglée étant 2 m., m, ms, il résulte
du n°® 465 qu'une génératrice quelconque est rencontrée par
2y Mo Mg — 2 aulres génératrices; mals nous avons va
qu’aux points ot elle rencontre les courbes directrices, elle
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coupe

(mgmy— 1) + (mgmy—1) - (mym, —1)
autres génératrices. Donc elle doit rencontrer
21 Mymy — (M Mg —+ Mg Ny + Mz My) - 1

géndératrices en des points non situés sur les courbes direc-
trices. Nous allons établir ce résultat d’'une maniére indépen-
dante en cherchant le nombre de génératrices qui peuvent
rencontrer une génératrice donnée.

D’aprés le numéro précédent, le degré de la surface réglée
dont les courbes directrices sont les courbes niy, ni,, et la
géndratrice donnée, qui s’appuie sur toutes les deux, est

20y My — Ny — Iy,

En multipliant ce nombre par m2;, nous avons le nombre de
points ou cette nouvelle suvface réglée est rencontrée par la

courbe »2;; mais, parmi eux, le point ot la génératrice donnée
rencontre la courbe my se lrouvera compté (m, My — 1) fois.
En retranchant ce nombre, il reste alors

21y Mg by — Mgy — DYy Ny — My Ny - ©

points de la courbe mz;, par lesquels on peut mener une droite
qui rencontre les courbes m;, m. et la génératrice choisie.

Clest, en d’autres termes, la proposition qu’il fallait démon-
trer.

470. Nous pouvons chercher de la méme maniére 'ordre
de la surface engendrée par une droite qui rencontre deux
fois une courbe 71; et une fois une autre courbe m,. On
démontre, comme au n° 467, que 'ordre est m, fois 'ordre
de la surface engendrée par une droite qui rencontre 7, deux
fois et coupe aussi une droite arbitraire. Soit %, le nombre
de points doubles apparents de la courbe nz,, c'est-a-dire le
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nombre de droites qui peuvent étre menées par un point
choisi 4 volonté, et qui rencontrent deux fois la courbe, il

est évident que la droite choisie sera sur cette surface réglée
une droite multiple d’ordre /2, et la section de la surface
réglée par un plan passant par cette droite se composera de
cette droite comptée /4, fois et des = m,(m, — 1) droites qui
joignent deux a deux les points ot le plan coupe la courbe
m,. Le degré final de cette surface réglée sera donc

o M= tm(my—1)

-
et, comme on I'a dit, le degré final sera m. fois ce nombre
si la seconde directrice est une courbe n, au lieu d’une
droite. ;

Le résultat du présent numéro peut étre vérifié comme il
suit : considérons une courbe complexe formée de deux
courbes simples m,, m,; une droite qui rencontre deux fois
ce systéme doit, ou bien rencontrer les deux courbes simples,
ou bien rencontrer 1'une d’elles deux fois. Le nombre des
points doubles apparents du systéme est /oy ~+ fo + 2. ma (V)
et I'ordre de la surface engendrée par une droite rencontrant
une autre ligne donnée, et aussi la courbe complexe en deux
points est

(my+ my)(my - ny — 1) + Ay + liy + mym,
=[im(my— 1)+ ] + [ 4 mip(my— 1)+ Ay ]+ 2m2y ey,

471. L’ordre de la surface engendrée par une droite qui
rencontre une courbe trois fois peut se calculer comme il
suit, quand la courbe est donnée comme inlersection de deux
surfaces U, V. Soit 2/)’z'w' un point quelconque de la

(') Partout ou j'emploic & dans ces formules, M. Cayley emploie r, le
rang du systéme, en remplacant & par sa valeur déduite de la formule
r=m(m—1)—2h; ct quand le systéme est complexe, nous avons sim-
plement R = r, + r,.
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courbe, zyzv un point sur une génératrice passant par
z'y's'w', et formons, comme dans le n° 343, les deux
équations

SU 4+ 13U +...=0, sV +1k&V/4...=o.

Si la génératrice rencontre la courbe encore deux fois, ces
équations doivent avoir deux racines communes. Si donc
nous formons les conditions pour que les équations aient
deux racines communes, et qu’entre elles et U =0, V=0
nous éliminions x'y'z'w', nous aurons-l'équation de la
développable, ou plutét trois fois cette équation, puisque
chaque génératrice correspond a trois points différents sur
la courbe UV. Mais comme U’ et V' ne contiennent pas
zysw, I'ordre du résultat de 1’élimination sera le produit
de pg, l'ordre de U’, V', par le poids des deux autres
équations (voir Alg. sup., Lecon XVIII). Si donc nous
appliquons les formules données dans cetite Legon pour
trouver le poids du systéme de conditions pour que les deux
équations aient deux racines communes, en faisant

m=p—r, n—=qg—i, A=o, M =p,

[+ =0, W =4q,
le résultat-est

. $(pg—2)[2pg —3(p+q)+4]

et 'ordre de la développable cherchée est ce nombre multi-
plié par 5 pg. Mais Dintersection de U, V est une courbe
(voir n° 343) pour laquelle m = pq,

2h=pg(p—1)(qg—r1), doit pg(p+q)=m>+m—2h.

Ln substituant ces valeurs, I'ordre de la développable exprimé
en fonction de m et / est

F(m—2)(6h+m—m?)
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(m—2a)h—Lm(m—1)(m—2),

nombre qu’on peut vérifier comme dans le numéro précédent.

472. Les surfaces réglées considérées dans les numéros
précédents ont toutes un certain nombre de génératrices
doubles. Par exemple, si une droite rencontre la courbe m,
deux fois, et aussi les courbes m.,, my, elle appartient dou-
blement au systéme de droites qui rencontrent les courbes
ny, ma, Ny, et ellerest une génératrice double de la surface
correspondante. Mais le nombre de ces droites est évidem-
ment égal au nombre des intersections de la courbe m; avec
la surface engendrée par les droites qui rencontrent 7, deux
fois, m., une fois, c’est-a-dire est

momg|my (ny,—1) + fy].
Le nombre total des génératrices doubles est donc
Ly mgmg (g + 0t -+ iy — 3) + hymymg 4 lymgmy + hyneym,.

De la méme maniére les droites quirencontrent n:, trois fois,
m. une fois, appartiennent triplement au systéme de droites
qui rencontrent m, deux fois et m, une fois; et on voit,
d’aprés le numéro précédent, que le nombre de ces généra-
trices triples est

mo(my,— 2 )y — L mymy(m,—1)(m;— 2).

La surface a aussi des génératrices doubles dont nous allons
déterminer le nombre et qui sont les droites qui rencontrent
deux fois m, et n,.

Enfin les droites qui rencontrent une courbe quatre fois
sont des droites multiples du quatriéme ordre sur la surface
engendrée par les droites qui rencontrent la courbe trois fois.

Nous pouvons déterminer le nombre de ces droites quand la
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courbe est donnée comme intersection de deux surfaces;
mais nous établirons d’abord un principe qui se préte a
beaucoup d’applications.

473. Supposons que les équations de trois surfaces U, V,
W contiennent zysw aux degrés %, ¥, 2" et z'y's'w' aux
degrés 1, p/, i+", et supposons que les 242" points d’inter-
section de ces surfaces coimcident tous avec z'y' 3’ w'.

On demande de trouver 'ordre de la condition supplémen-
taire qui doit étre satisfaite pour qu’elles puissent avoir une
droite commune. Quand il en est ainsi, un plan arbitraire
oz -+ By -+-v5 + o doit certainement avoir un point commun
avec les trois surfaces (le point ot il est rencontré par la
droite commune) el par conséquent le résultat de D'élimina-
tion entre U, V, W et le plan arbitraire doit s’annuler.

Ce résultat est du degré ANA en aByo, et du degré
U NN 4 W WA+ AN en 2'y'z'w'. Nous appellerons le pre-
mier de ces nombres (A/g. sup., Lecon XVIII) l'ordre, ct
le second le poids du résultant. Mais comme ce résultant
s’obtient en multipliant entre eux les résultats de la substi-
tution dans ax + By + v + ow des coordonnées de chacun
des points d'intersection de U, V, W, ce résultant doit étre
de la forme M(az'+ By’ + y3'+ /YW, La condition
az' -+ By’ + 5 + 8w’ = o0 exprime simplement que le plan
arbitraire passe par z'y's ', et dans ce cas il passe par un
point commun aux trois surfaces qu’elles aient une droite
commune ou non. Donc la condition pour qu’elles aient une
droite commune est Il = o, et elle doit étre du degré

TYED USSETLD LD WEERTLY DS O AP LN
c’est-a-dire, le degré de multiplicité de la condition s’ ob-

tient en retranchant ’ordre du poids des équations U,
VvV, W.

4T4. Soit maintenant 2'p’z &' un point quelconque de la
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courbe d’intersection de deux surfaces U, V; 2y s un autre
point, et, comme dans le n° 472, formons les équations

8U + 12820 +...=o, oV + 128V ... =o.

Si 2'y's'w' est un point par lequel on puisse mener une

droite qui rencontre la courbe en quatre points, et si z,

Y, 2, v est un point absolument quelconque sur cette droite,
ces deux équations en A auront trois racines communes. Si
donc nous formons les trois conditions pour que les équations
alenl Lrois racines communes, ces conditions considérées
comme fonctions de zyzwv représentent des surfaces ayant
en commun la droite qui rencontre la courbe en quatre
points. Mais si 2'y's'¢v' n’avait pas été un point de ce genre,
il n’aurait pas été possible de trouver un point zy 5 distinct
de z'y's'w' pour lequel les trois conditions auraient été
remplies; et par conséquent, en général, les conditions repré-
sentent des surfaces qui n’ont d’autre point commun que
z'y' 5. Donc si le point 2y’ 3'¢v' est un point par lequel on
puisse mener une droite qui rencontre la courbe en quatre
points, la condition qu’il doit remplir est exprimée, d’aprés
le numéro précédent, par la différence entre le poids et
I'ordre du systéme de conditions pour que les équations aient
trois racines communes. Mais (4/g. sup., Lecon XVIII) le
poids de ce systéme de conditions se trouve gn faisant
m=p—Ii, R=g—T, IA=p,  p=¢ MN=p=0;

il est

03P —9p**(p +q) +2p** +3pg(p+17)°
+15pq(p +q)—13pqg — 66(p + q) +108],

tandis que 'ordre du méme systéme est

s[2p° g —3p qg*(p +q) +2p*¢* :
+epy(p+ 1) —3pg(p-+q)+13pg —36].
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Donc, 'ordre de la condition IT == 0 & laquelle doit satis-
faire z'y’z'w' étant la différence de ces nombres, on trouve
pour résultat

t[2p*¢*—6p°¢(p+q)+3pg(p +q)?
-~18pg(p + q) —26pg —66(p + q) +144].

L’intersection de la surface Tl avec la courbe donnée déter-
mine les points par lesquels on peut mener des droites qui
la rencontrent en quatre points, et le nombre de ces droiles
est le 1 du nombre qu’on vient de trouver, multiplié par pg.
Posant, comme plus haut, pg = m, pg(p + ¢)=m-+m—2/,
on trouve que le nombre des droites cherchées est

& [—m+18md—g1m?+98m — (8mh +132h 4122 (V).

De ce nombre on peut déduire celui des droites qui rencon-
trent deux fois chacune des deux courbes. En effet, en rem-
plagant dans la formule qu’on vient d’éerire m par ny - ma,
h par hy - hy 4 m, msy, nous avons le nombre de droiles qui
rencontrent quatre fois la courbe complexe. Retranchons-en
le nombre de celles qui rencontrent chacune d’elles quatre
fois, et le nombre donné (n°® 472) de celles qui rencontrent
une des courbes trois fois et Pautre une fois; le reste sera le
nombre de droites qui rencontrent deux fois chaque courbe

Joy By +- L mymy (my — 1) (2 — 1)

475. Outre les génératrices multiples, les surfaces réglées
que nous avons considérées ont aussi des courbes nodales,
lieux des points d’intersection de deux génératrices diffé-
rentes. Je ne connais pas de méthode directe pour obtenir
I'ordre de ces courbes nodales, mais M. Cayley a réussi a

(') Il peut arriver, comme I’a remarqué M. Cayley, que la surface Il
conlienne entiérement la courbe donnée; dans ce cas on peut mener une
infinité de droites qui la rencontrent en quatre points. Ainsi I'intersection
d’une surface réglée par une surface de pi*=* ordre est évidemment telle que
chaque génératrice de la surface réglée rencontre la courbe en p points.
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trouver une solution du probléme par la méthode suivante.
Soit m une des courbes employées pour engendrer une des
surfaces que nous avons considérées, M le degré de cette
surface, ¢(m) le degré de 'ensemble de toutes les droites
doubles de cette surface; si nous supposons que m soit une
courbe complexe formée de deux courbes simples m, et m.,,
la surface se composera de deux surfaces M, et M, ayant
pour droite double I'intersection de M, et M,, en outre des
droites doubles situées sur chaque surface. Ainsi o(m) doit
étre tel qu’il satisfasse a la condition

o (my+ my) = ¢(my) + ¢(my) + M M,.

En se servant alors de la valeur*déja trouvée pour M, en
fonction de n2,, en résolvant cette équation fonctionnelle el
déterminant les constantes qu’elle renferme au moyen des
cas particuliers ol le probléme peut étre résolu directement,
M. Cayley arrive a la conclusion que I'ordre de la courbe
nodale, distincle des génératrices multiples, est, dans le cas
de la surface engendrée par une droite rencontrant trois
courbes my, m,, my,,

Lmymymg[4my mymiy — (1, ney 4+ M0y - mymy,)
— 2(my + my 4 my) +-5].
Dans le cas ou la surface est engendrée par une droite ren-
contrant 7, deux fois et m, une fois, c’est

my [ 4 hy(my— 2)(my — 3) 4 g my (my — 1)(my— 2)(m, — 3)]
+— my(my— D[zh} + A (Mm] —m;—1)
+ g m(my—1)(m?*— 5my~+10)],

et quand la surface est engendrée par une droite rencontrar.t
m, trois fois,
shim (my—38)— ¢ {5 —5md + 5mi — hogm+ 120)

+ =5 (mf —omi + 31m} — azom? + 868m? — 408 m,).

S. — Geom. a trois dim. II.
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SECTION III.
SURFACES ORTHOGONALES.

476. Nous avons déja donné une démonstration du théo-
réme de Dupin relatif aux surfaces orthogonales (n° 304).
Comme ce théoréme a conduit & des recherches sur les
systémes de surfaces orthogonales, nous allons en donner
la démonstration sous une forme diflérente et un peu plus

géométrique.
Imaginons qu’on ait donné une surface, et sur chaque

normale mesurons & partir de la surface une longueur infini-
tésimale / (variant & volonté d’un point & un autre de la
surface, ou étant, par exemple, une fonction arbitraire de la
position du point sur la surface). Les extrémités de ces
distances [orment une nouvelle surface qu’on pent appeler
la surface consécutive, et a chaque point de la surface
donnée correspond un point de la surface consécutive, le
point situé sur la normale a la distance {. Donc & une courbe
ou A une série de courbes de la surface donnée correspond
une courbe ou une série de courbes de la surface consé-
cutive. Supposons que, sur la surface donnée, nous ayons
deux séries de courbes se coupant a angle droit, nous aurons
aussi sur la surface consécutive deux séries de courbes cor-
respondantes, mais qui, en général, ne se couperont pas a
angle droit.

Prenons le point A sur la surface donnée, et soient AB,
AC les éléments de deux courbes passant par A; AA/, BB/,
CC/ les distances infinitésimales sur les trois normales. Nous
avons sur la surface consécutive le point A’ et les éléments
A'B/, A’C! des deux courbes correspondantes. Par hypothése
les angles en A sont chacun égaux & un droit; mais I'angle
B’A’C/ n’est pas droit en général, et on peut monlrer que la
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condition pour qu'il le soit, c'est que les normales BB/, AA’
se coupent (ou, ce qui revient au méme, que AA’ et C( se
coupent; ceci revient a dire qu’il faut prouver que, si les
droites de I'un des couples se coupent, il en est de méme
pour l'autre). Mais, les normales se coupant, AB, AG seront

des éléments des lignes de courbure et les deux séries de
courbes sur la surface donnée seront des lignes de courbure
de cette surface.

477. Soient z, y, 5 les coordonnées du point A; a, 3, v

les cosinus de direction de AA’; «,, 8, v, ceux de AB; o,
B3, 72 ceux de AC. Posons aussi

o = ad, -+ Bd, -+ yd,
= dy,+ Bidy + v:1d;,
62: 12dx —}—p '-'”,.\' = "i'._.tf;,

nous allons montrer (ue la condition d’intersection des nor-

males AA’, BB/ est
26 ¢+ B8, B+ .0, vy==o0,

que la condition pour I'intersection des normales A A’ CC/ est
%002+ 8,78 1, 8y =0

et que ces conditions sont équivalentes entre elles et 4 la con-
dition que B'A’(Y soit un angle droit.
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Prenons I, {;, I, pour les longueurs AA’, AB, AC. Les
coordonnées des points A, B, C mesurées a partir du point A
sont respectivement

(1=, l@; l‘{): ({24, 0LB, 11‘(1)7 (L2, lzp-za [2‘(2)-
Les équations de la normale en A peuvent s’écrire
X 2+ Oa, Y:y-i—f)ﬁ, Z::—}—O*{

X, Y, Z érant les coordonnées courantes et § un paramétre
variable. Pour la normale en B, en passant des coordonnées
z,y,z8x+ lioy, y+ B 2+ {1, les équations sont

X=z 4 0a— [ o+ {3 (0z),
Y=y -+ 0B B~ £,8,(08),
=35 -0y == Livs =+ 8, (0y);

si les deux normales se coupent au point X, Y, Z, il vient
a4 +206:0 08, a—o, B+ 80,0408, B=0,
1=+ 780 +08y=0.
En éliminant § et 0,0, la condition est
| 2 a
| B B
IS TR G

1

a
p -0
1

ou bien, comme a, B2, 2 sont égaux &
Pri—Biv, yu—rns,
cette condition est
2,82 4 B,0, B+ 128,y =o.

De méme la condition pour l'intersection des normales AA/,

CC' est
a; 832 -+ B8, 8 4115y =o.
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Il nous reste a prouver que
2,6, % = 820 B 4= 1207 =2, Gy %+ B8, B 47,857
ou bien
(0,0 —2,8,) 2+ (8,0, — B 8) B+ (y20,— 116:)y =0,

ce que nous altons vérifier.
Dans le premier terme, le symbole «,8, — =, 8, représente

ap (o dy+ Bidy -, d) — 2 (2 dy + Bydy + 12ds),

c’est-a-dire
(228 — 2, 8o) 4= (o, — % 12) L

ou, ce qui revient au méme,
fd.—vdy;
et 'équation & vérifier est
(?d:-— k| dy)“ + ('(d.z'_ 14:)9 = (“d.)"_ pdz)‘l’ + 0.
Posons
R ath iy
B 1=R0 R RS

si {=f(z, y, 5) est 'équation de la surface, X, Y, Z sont
les dérivées
df dr df
dr dy ds
X :\.‘.\: - YE 72,

La fonction écrite ci-dessus se compose de deux parties : la

premiére est

T (B a1 d )X 4 (yde—2d) Y + (xdy— B )2 |
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ou bien

% w(dy Lo doY )+ B(doX — dpZ) -+ it Y —dy X))

qui s’annule; la seconde est
T .
=% [¢(Bd;—vdy) +B(yaz—ad:) +1(ady —fd,)]R

qui s’annule aussi. Nous avons donc identiquement

) ) ~ a
2,812 4 820, B 4128y = 182 4+ B8, 8 47,07,

et 'annulation d’une fonction implique celle de I'autre.

Passons maintenant a la condition pour que l'angle B'A’C’
soit un angle droit; les coordonnées de B’ sont ce que devien-
nent celles de A’ quand on y substitue

x4 bay, y+4B s4+4y
a la place de z, y, 3, ¢’est-a-dire ces coordonnées sont
x4+ da 4 Loay 4+ Loy({a)+. ..

ou, ce qui revient au méme, en les mesurant & partir de A
comme origine, les coordonnées de B’ sont

Loy =+ 0 4= a8,
L(B,+ 13,8+ 83,0),
la‘l(“;l s Ja' gi g "";:1!_};

et, de méme, celles de G, mesurées de A’ comme origine, sont

Ly (2 1+ {852 4 26,1),
1i(By+ 18,8 —+ 88,1),

L (Bs + I8y + 8, 0).
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Par suite, la condition pour que I'angle soit droit est

(2, + lo,2 4+ a0, 1) (oy + 8,0 + 26,/)
+ (B £33 - B3, ) (B + 18, + By 1)
+ (yi+ 10,7 == 48, () (ys + {8y 4+ v8,1) —o.

[.es termes indépendants de I, 8,/, 3,/ s’annulent donc, et
en suivant seulement ceux qui sont du premier ordre par
rapport i ces quantités, la condition est

a (losa—+ a8, l) 4+ o, (Lo 2 -+ «5, ()
+ 3, (10,8 + P&, /) -+ B,(L8,8 + 83, ()
= (I8 +98,4) + 2 (I8 y + 18, ) = o,

les termes en &, /, 8,7 étant nuls. Si nous divisons les termes
restant par Z et si nous mettons de ¢oLé ce facteur, la condi-
tion devient

(28,0 + 818, B + 1382 7) + (% 0,2 + B23,8 + 128,7) =o.

D’aprés ce qui précéde, elle peut s’écrire sous 'une quel-
conque des deux formes

%032+ 3,88 + 1,8,y =0, 4,82 + 8,8, B 4- 28,y =0

et le théoréme est ainsi démontré.

Si maintenant, dans un systéme quelconque de surfaces
orthogonales, nous prenons pour la surface de la démonstra-
tion précédente une surface quelconque d'une des familles,
nous avons non seulement sur la surface donnée, mais aussi
sur la surface consécutive de la famille, deux séries de courbes
qui se coupent a angle droit, et la propriété démonirée con-
siste en ce que les deux séries de courbes sur la surface don-
née (c’est-a-dire sur une surface quelconque de la famille)
sont des lignes de courbure de cette surface. Et comme il en
est évidemment de méme pour les surfaces des deux antres
familles, respectivement, nous avons ainsi le théoréme de
Dupin.
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478. En revenant a la démonstration qui précéde, il im-
porte de remarquer qu’il n'y a pas a démontrer (et par le fait
ce n’est pas le cas en général) que A’B’, A’CY sont des élé-
ments des lignes de courbure de la surface consécutive.
Observons que la surface consécutive (construite avec une
valeur de / variant arbitrairement) est par le fait une surface
quelconque, qui est partout infiniment voisine de la surface
donnée; comme, par hypothése, AA’, BB se coupent de méme
que AA’, CC/, alors AB, A’B’ se coupent de méme que AC,
A'Cl. Le théoréme, s’il était vrai, consisterait en ce que,
prenant sur la surface un point A et y menant la normale
jusqu’a rencontre de la surface consécutive en A’, les tan-
gentes AB, AC aux lignes de courbure en A rencontreraient
respectivement les tangentes A'B/, A’C' aux lignes de cour-
bure en A/, et il n’en est évidemment pas ainsi dans le cas
général; pour qu’il en soit ainsi, il faut évidemment une
restriction a la valeur arbitraire de la fonction .

M. Cayley a montré que si la position du point A sur la
surface est déterminée par les paramétres p, ¢, qui sont tels
que p = const., ¢ = const. soient les équations des lignes de
courbure, la condition consiste en ce que / doit vérifier la
méme équation différentielle partielle que les coordonnées
z, ¥, 5 considérées comme fonctions de p, ¢, c’est-d-dire
I'équation

d*u 11 dE de 1 1 dG du
dpdg 2B dgdp 2 G dp dg T

La méme conclusion peut s'établir différemment : si nous
prenons r = f(z,y, ) fonction entiérement arbitraire de
(z, y, 3), la famille des surfaces r = f(z, y, z) n’appartient
pas & un systéme de surfaces orthogonales. Pour qu’il en soit

ainsi, .il faut que la proposition précédente se vérifie; c’est-

a-dire, il est nécessaire qu'en prenant un point A sur une
surface r et en passant le long de la normale au point A’ sur
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la surface conséculive r + dr, les langentes aux lignes de
courbure en A’ rencontrent respectivement les tangentes aux
lignes de courbure en A’. Ceci implique que r, considérée
comme fonction de x, y, 5, doit satisfaire & une équation dif-
férentielle du troisiéme ordre. Nous allons donner 1a méthode
de M. Cayley pour la former ().

479. Le théoréme de Dupin et la notion des surfaces
orthogonales sont le fondement de la théorie des coordonnées
curvilignes de Lamé (2); si 'on représente trois familles de
surfaces orthogonales par p —= ¢(z, », 5), ¢ = ¥(z, ¥, 3),
r=f(a, y, 3s), z, y, 5 sont réciproquement des fonctions
de p, g, r qui sont dites les coordonnées curvilignes du point.
On remarquera que si 'on considére une des coordonnées, r

(*) La remarque que 7 n’est pas une fonction parfailement arbitraire
de (z, y, =) a été faile pour la premiére fois par M. Bouquet [ Liouville,
t. XI, p. 446 (1846)], et il a montré aussi que, dans le cas particulier ou
r=f(x)4+9(y)+¥(s), la condition nécessaire était que r salisfit & une
certaine équation aux différences partielles du troisiéme ordre; cette équa-
tion a été trouvée par lui, et d’'une aulre maniére par M. Serret [Liou-
ville, t. XII, p. 211 (1847)]. M. Bonnet montra (Comptes rendus, LIV,
p. 556; 1862) qu'il en est de méme pour le cas général, et Darboux a indiqué
une maniére d’oblenir cette équation [Ann. de I’Ecole Normale, t. 111,
p- 110 (1866)]. La forme qu’il donne au théoréme consiste en ce que si, pour
1a surface r = f(z, , %), a, B, vy sont les cosinus de direction d’une ligne
de courbure en un point donné de la surface, la fonction doit étre telle que
Yéquation différentielle « dz + § dy + y d5 = o soit intégrale par un fac-
teur. La condition indiquée dans le texte est sous la forme que lui a donnée
Levy [Journal de I Ecole Polyt., Cali. XLIII (18-0)]. Il n’obticnt pas 'équa-
tion différentielle partie]le', quoiqu'il trouve ce qu'elle devient quand on y fait
dr

dr A ; : s S
=0, 5— = 0. L’équalion acluelle (qui renferme évidemment aussi bien
oy

ce résultat que le cas particulier obtenu par MM. Bouquet et Serret) a été
trouvée par M. Cayley [ Comptes rendus, t. LXXV (1872)], mais sous une
forme qui (comme il I'a découvert plus tard) était affectée d’un facteur
étranger.

(*) LaME [ Comptes rendus, t. V (1838) ct J. de Liouville, t. V (1840)].
Voir aussi divers Mémoires postérieurs et les Legons sur les coordonnées
curvilignes. Paris, 1859.
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par exemple, comme une constante absolue, p, ¢ sont alors
des paramétres qui déterminent la position du point sur la
surface r = f(x, », ) et sont pareils a ceux employés dans
la théorie de la courbure des surfaces de Gauss; et d’aprés
le théoréme de Dupin, on voit que sur cetle surface les
équations des lignes de courbure sont respectivement
p = consl., g = const.; donc aussi (n° 384), z, ¥, z vérifienl
chacune ’équation différentielle

dtu 11 dE du 11 dG du
dpdy 2B dgdp 2G dp dg

(avec d’autres équations semblables avec ¢, r et 7, p au lieu
de p, ¢). Ce résultat a été oblena par Lamé, mais il n’en a
pas donné Pinterprétation géométrique. 2

Réciproquement nous pouvons en déduire une autre,
démonstration facile du théoréme de Dupin; si nous consi-
dérons x, y, z comme des fonctions données de (p, ¢, r), et
si, pour abréger, nous posons

de dz  dydy  dsds .
dp dqg ' dp dq ' dp dq Ty
dr d*z dy d'y

dp dgdr ' dp dgdr '

Ces conditions pour les intersections s’effectuant & angle
droit peuvent s’écrire

-

Lg, r]1=o, [r,pl=o, [p, q]l=o0;

les deux premiéres équations donnent

dz dy d: _dyds dsdy dzsdy drds
dr *dr dr dpdg dpdg dpdg dp dq
.dx dy dy dx
el
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De plus, en différentiant les trois équations par rapport &
P ¢, T, respectivement, nous avons

Lrp, q1+{pg, r] =o, [pg, r]+[gqr,pl=o,

Lgr,pl-1rpoq] =o,
c’est-a-dire

Lqr, pl=o, {rp, gl =o, [pg, ri=o.
Si dans la derniére de ces équations nous remplacons

de dy ds
dr’ dr’ dr

par leurs valeurs ci-dessus, elle devient

dr dy ds=
dp dp dp
dr dy ds
Ll(/ dyg d(}
ad*x dly a3
dpdy dpdy dpdy |

et 'équation [p, g] =o est

grdie. Ll v dada
dp dq ' dp dg " dp a’r]"t"

Ces équations sont donc satisfaites par les valeurs de x, y, 2
en fonction de p, ¢, 7. En y regardant 77 comme une con-
stante donnée, mais p, ¢ comme des paramétres variables,
les valeurs en question représentent une surface déterminée
de la famille r = f(z, y, ), et on voit ainsi que cette sur-
face est rencontrée suivant ses lignes de courbure par les
surfaces des deux autres familles.

480. Nous allons maintenant donner, d’aprés M. Cayley,
I’équation différentielle dont il a déja été question. Soit P
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un point d’une surface appartenant & un systéme orthogonal,
PN la normale, PT, PT, les tangentes principales ou direc-
tions de courbure. D'aprés le théoréme de Dupin, les plans
tangents aux deux surfaces orthotomiques sont NPT, NPT,.
Prenons maintenant une surface qui passe par un point con-

sécutif P’ situé sur la normale. Si la surface est une surface
consécutive de la méme famille orthogonale, les deux plans
tangents NPT,, NPT, doivent rencontrer aussi son plan
tangent en P’ suivant les deux tangentes principales P''T),
P'T’,. C'est la condition que nous allons exprimer analylti-
quement.

Prenons r — f(z, ¥, 5)=o0 pour équation de la famille
de surfaces du systéme orthogonal, la surface donnée étant
celle qui correspond & une valeur donnée du paramétre; et
soient pour f (ou, ce qui revient au méme, pour r considéré
comme fonction de 2z, y, 3} L, M, N les coefficients diflé-
rentiels du premier ordre et a, b, ¢, f, g, h ceux du second;
en prenant le point P comme origine des coordonnées, 1'équa-
tion du plan tangent en ce point est Lz -+ My + Nz =—o,
que, pour abréger, nous appellerons T'=o; tandis que les
tangentes d’inflexion sont déterminées comme intersections
de T, avec le cone

(ay b, C, fy & /’E"I"r Y, :')_.:Oy

que nous appellerons U = o. Les deux plans principaux sont
déterminés comme harmoniques conjugués avec les Langentes
d’inflexion, et aussi comme rectangulaires entre eux, c’est-
a-dire comme harmoniques conjugués de l'intersection du
plan T avec z* + 3% 4 5 =0 ou V =o. Supposons mainte-
nant que nous ayons formé I’équation du couple de plans
passant par la normale et par les tangentes d'inflexion en P,
et que cette équation soit

((l”, bl/, C/I’/'//’ 5’”, /lllix, y‘ ;)‘1 -—0 \V_O;
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les deux plans NPT, NPT, doivent aussi étre harmoniques
conjugués avec ces derniers, en sorte que la condition résul-
tante s’obtient en exprimant que les trois cones U, V, W

coupent le plan T suivant trois couples de lignes qui forment
un systéme en involution.

Nous avons évidemment affaire au méme probléme analy-
tique que celui qui est considéré (S. C., n° 388 a), c’est-a-dire
qu’il faut trouver les conditions pour que trois coniques soient
rencontrées par une droite en trois couples de points for-
mant une involution. La condition générale qui y est donnée
s’applique au cas actuel en posant

W == F'=7x, V=g = =03

elle peut se mettire sous forme d'un déterminant
| al/ bl/ C” 2f//

(D BN g 2k

I I 0o (o]

o o o M

M o N L
o N M 0

Nous voyons ainsi que la forme de la condition cherchée est
da'+ Db+ Q:C”—I— 2~ff”—l- 265,!/+ 25" =0 (1)7

ou X, B, ... sont les mineurs d’un déterminant écrit ci-
dessus, et ou il reste encore a déterminer a’, b, .. ..

() M. Cayley a montré que si d’une surface quelconque on déduit ure
nouvelle surface en prenant sur chaque normale une distance infinitési-
male = p, ol p est une fonction donnée de z, y, 5, la condition pour que
la nouvelle surface appartienne au méme systéme orthogonal est

NVd dood\e
5 — 3 ——3 —— 0 =0
"Ndz" dy’ dz )’ 7

<:.', 1, ¢, £, o,

et cette condition est équivalente 4 celle donnée dans le texte.
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481. On peut observer d’abord, en premier lieu, que
I’équation du couple de plans passant par la normale et le
premier couple de tangentes inflexionnelles s’obtient en éli-
minant § entre T +- 6T/ =o0, U + 2116 4+ 62U’ =0, ot T est
égal A L2 4+~ M2 - N2, et IT &

x{al+~M+ gN)+y (AL -+ OM + fN)+35(gL + AM +¢N),
et ou U’ représente
al?+ OM? + cN?*+ 2fMN +- 2 g NL 4+ 22 LM.
L’équation du couple de plans est donc
T2U — 21 TT 4 T2 U —o.

e point consécutif P est un point de la normale dont on
peut regarder les coordonnées comme représentées par Al.,
AM, AN, X étant un infiniment petit dont le carré peut étre

négligé. Les coefficients différentiels correspondant pour le
nouveau point sont

L+x8L, M+ x8M, N-+213N, «-23u,
5 désignant 'opération

T QR

dx dy ds
Donc I'équation du plan tangent en P, rapporté & ce point
comme origine, est L' + My 4+~ Nz =0 ou T 4 13T = o,
ot 8T représente x 8L -y M +- 58N, et il faut remarquer

que 8T est la méme chose que ce que nous avons appelé II.

L’équation du céne qui détermine les tangentes inflexion-
nelles est U + A oU = 0. Les équations de ce cone et de ce
plan rapportées aux axes primitifs sont T 4+ A(8T — T") = o,
U+ A(cU—2ll)=o0; mais on verra actuellement que les
termes ajoutés par suite du changement d’origine n’affectent
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pas le résultat. Pour former I'équation du couple de plans
passant par la normale et par les tangentes inflexionnelles,
nous avons a éliminer § entre

T4+ M0 —T)+6(T' .. =o0,
U+ 20U —2aMl)+ 26(T+-...)+0*(U'+...)=o0.

Comme nous avons maintenant & exprimer la condition
pour que l'équation résultante représente une surface qui
coupe T suivant un couple de droites appartenant i unc
involution, a laquelle appartiennent aussi les intersections
de T par U, nous n’avons pas a nous préoccuper dans le
résultat des termes qui contiennent T ou U, pas plus que
des termes qui contiennent les puissances de X supérieures a
la premiére. Les seuls termes dont nous ayons & tenir comple
sont donc

— oI (I —T")y 4+ T'2(éU — 211) =o,
ou bien, en divisant par T7,
T'éU — 22 —o.

Nous avons ainsi @' = (L2 -+ M2+ N2)8a — 2(cL)?, .. ., ot
la condition demandée est

(12 4+ M2 N)(Ada+Bob +Coc+ 258+ 2632+ 2H3h)
=2(A, 8, £ 6 9]3L, M, eN)*.

M. Cayley a montré que la condition obtenue primitivement
par lul sous une forme équivalente a celle qu’on vient
d’écrire contient un facteur étranger, le second membre de
I'équation étant divisible par L2 M2 - N2, C’est ce que
nous allons démontrer.

482. En premier lieu, nous pouvons remarquer que,
puisque les points confondus ensemble ou foyers d’une invo-
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lution donnée par les deux équations v = (a, I, bjz, y)-,
v=(d, I/, U}z, y)* sont déterminés par I'équation

| wy u,

‘ vy P

(S. C., n® 342), si « et v sont des fonctions données de z,
¥, 3 avec la relation La + My -+- N5 —=o0, on a immédiate-

ment
du L du

i :
'"“dx N ds5’

- : ;
et nous trouvons que les foyers de l'involution sont fournis
par I'équation

' Uy Uy U

I 0y $3 P | =0
l

L M N

Ainsi, comme au n°® 297, les deux tangentes principales sont
déterminées comme les intersections du plan tangent avec le
cOne

ax+hy +g5, hx+by+fs5, gx-+fy-+cs
@ y s =0 (-
L M N

Nous écrirons cetle équation sous la forme

- ';(a: b7 <, f, 8> I‘I»T,}’, z)?=o,
c’est-a-dire

a=:2(Mg—Nah), b=2(Ni—Lf), c=2(Lf—Mg),
{=aL(b—c)+ Ng—M/, g=M(c—a)+ Li—N/f,
h=N(a—b)+Mf—Lg.

(') Nous aurions du donner cette ¢équation en relation avec le n° 102,
comme déterminant les axes d’une section centrale d’une quadrique a

centre.

cm 1 2 3 4 5 6unesp"’é' 8 9 10 11 12 13
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11 est utile de remarquer que la conique, déduite de deux
autres coniques suivant la régle qu’on vient d’indiquer, c’est-
a-dire qui est le jacobien de deux coniques et d’une droite
arbitraire, est liée avec chacune des deux coniques par la
relation d’invariance ® = o, c’est-a-dire que les deux rela-
tions sonl

Aa +- Bb 4 C¢ + 2Ff +2Gg -+ 2 Hbh —o,

ou A, B, ..., sontles coelficients réciproques be — f-, ...,
et oi A'a + B'b ... =o, dans le cas particulier qui nous
occupe, se réduit 2 a +b - ¢ == 0, ce qui est manifestement
vral.

En nous reportant a la condition n° 480, pour que trois
coniques U, V, W solent rencontrées par une droite suivant

trois couples de points qui forment une involution, il est
géomélriquement évident que si W est un carré parfait,
(hz + ¥ -+ v45)?, cette condition ne peut étre satisfaite que

si Az + py vz passe par un des foyers de l'involution;
ceci nous conduit & écrire ’équation identique suivante qu’on
peut facilement vérifier

M N
(&, 337 ¢, £, 6, ﬁl)‘y ) V)?':_ Uy Uy

Vg V3 |

ou dans u,, ..., nous remplagons z, ¥, 5 par puN —vM,
yL — AN, AM — pL; cela revient a dire que, dans le cas que
nous considérons actuellement, le déterminant est

L M N
eN-—vM vL-— AN M — L
| GL/ - M/ - gN' AL/ - M/ 4-fN' gL/ fM/ - cN/

ol I'on a écrit L', ... a la place de pN —vM,

S. — Géom. a trois dim. I1.
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déterminant peut encore s’écrire autrement

L M N
(TS IVTESN
h
h b
g f
Mais dans le cas particulier ob A=oL =alL +2M+gN, ...,
ce déterminant peut se réduire en retranchant de la premiére
colonne les trois derniéres multipliées respectivement par L,
M, N. Si nous remarquons alors que LL/ 4+ MM’ NN'=o,
nous voyons, comme nous avions entrepris de le démontrer,

que le déterminant est divisible par L - M2 ++ N2, Le quo-

tient est
L' M N

L a h g
IV R ORI
N

S wifing C

483. Ce quotient peut s’obtenir sous une forme différente
et plus commode parle procédé suivant indiqué par M. Cayley.
On peut vérifier les identités suivantes ou X, ...; a, .
ont le sens déja indiqué.

.y

A= a(Ll2+ M2~ N?)+ 2L(NSM — MaN),
8 —b(L2+ M2~ N*)+ 2M(L 8N — N3L),
€ = c(L2+ M2 N2)+ aN(M3L -- L M),
$ = f(L2+ M?4 N2) o+ M(MJL — L3M)+ N(L3N — N 5L),
6 = g(12+ M2+ N2)— N(NSM — MaN) -+ L(M 5L —L M),
$ =h(L?+ M-~ N?) L(L3N — NBL)4-M(N35M— M3N).

Nous en déduisons

(ASL-+-83M+63N) = (adL 4+ hoM - g 5N) (L2 4 M2 - N2
~+ (L 3L + M 3M +- N 3N) (N 6M — M 5N),
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avec des valeurs correspondantes pour
H3L - B85M + $8N, 6 =oL + £5M + CoN,
d’ou I'on tire immédiatement

(A, B, €, §, &, H5L, M, 3N)2
— (L*+ M2+ N*)(a, b, c, f, g, h{3L, 3M, 3N)2.

Donc I’équation, n®481, sil’on néglige le facteur L2 + M2 4- N2

devient

Aoa+Bob+Cl+25df+26dg +26dh
—2(a, b, ¢, f, g, h{SL, 3M, &N )2.

48%. 1l y a encore une autre forme sous laquelle ce résultat
peut s’'écrire. Posons, comme on le fait ordinairement dans
la théorie des coniques bc — f== A, .... Le déterminant
auquel nous arrivons i la fin du n°® 482 donne, quand on le

développe,

— [ALL'  BMM' + CNN' + F(MN' 4+ M'N)
+ G (NL' 4+ N'L) +- H(LM' 4+ M'L)].

Mais, d’aprés le numéro précédent,

2LL'=3 — (L? +- M2 N?)a...,
MN' 4+ M/N = § — (L2 + M2+ N2)f...;

et si nous nous rappelons que Aa +...=o0, le déterminant
écrit en dernier lieu est, comme on le voit facilement, égal &

AA -8B+~ C€C 4+ 25F +-26G +26H,
et 'équation différentielle se trouve donc sous la forme

(Ada --83b+Cic+28df +~2€dg -+ 25dh
=2(AA -8B - €C - 28F +26G +-25H).

485. Comme cas particulier de cette équation de M. Cayley,
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on peut déduire celle que M. Bouquet a donnée ( Liouville,
t. X1, p. 446) pour le cas particulier ou I'équation du systéme
de surfaces est r =X + Y +7Z, X, Y, Z étant respective-
ment chacune des fonctions de z, y, s seulement. Dans ce
cas, nous avons

L=X, M=Y,

A=Y'Z', B=2'X', C=X"Y, F=G=Il=o,
SN XY S B e AT XY
qi — (Xl/ hh Yl/)XIYIZI’

da =X'X", 83— YY", dc—17'7".

L’équation différentielle étant divisible par X'Y'Z’ se réduit a

, X' X" (Y?— I Y Y (ZII___ X")
S ZIZM’(X//___YI/) o 2(Y”—Z”)(Z”——X”)(X”——Y”) — 0,

486. Méme quand les équations de condition sont satis-
faites par une équation prise au hasard, il ne parait pas facile
de déterminer les deux systémes conjugués. Ainsi M. Bou-
quet a observé que la condition trouvée est vérifiée quand le
systéme donné est de la forme x™y"2" = r; mais il n'a donné
aucune indication pour découvrir les systémes conjugués.
Cette lacune a été comblée d'une maniére compléte par
M. Serret, qui a montré beaucoup d’habileté et de science
analytique en déduisant les équations des systémes conjugués
quand l'équation de condition est satisfaite. Toutefols les
résultats sont assez compliqués. Nous nous contenterons de
renvoyer le lecteur & son Mémoire ; nous ne mentionnons que
les deux cas les plus simples de ceux qu’il a obtenus, et qu’on
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vérifie @ posteriori sans difficulté. 1l a montré que les équa-
tions

ZY —— = :
cﬁ:” Va* -+ y V2t - 2= p, @y — a4 smg

représentent un systéme triple de surfaces conjuguées ortho-
gonales. Les surfaces (') sont des paraboloides hyperboliques.
Le systéme (p) se compose des portions fermées et le sys-
téme (¢ ) des nappes infinies des surfaces du quatriéme ordre

(32 =) —2p* (& + )y +22%) + p'=o.

M. Serret a observé qu'il résulte immédiatement de ce
qu'on a établi ci-dessus que, dans un paraboloide hyperbo-
lique, dont les sections principales paraboliques sont égales,
la somme ou la différence de tout point de la méme ligne de
courbure & deux génératrices fixes est constante.

Il trouve aussi (mais sous une forme un peu moins simple)
les équations suivantes pour un autre systéme de surfaces
orthogonales

P=Zyz,

3 ; 2
q_(x2+wy2+‘10252)2*}“(33'2—('—(-02)"—*'(—032)

3

a2 3
r=(x*+ wy? 4 w?z?)? — (2 + 0 y- - wit)?,

ou w est une racine cubique de I'unité.

Dans son Mémoire cité plus haut, M. Darboux donne un
systétme intéressant de surfaces orthogonales, trés analogue
au systéme de quadriques homofocales; ce sont les systémes
de quartiques bicirculaires

4d? - ak
T a4
4dﬂf§-' ch

o

(2% -y - 52)% 4
4d* - b

_*- ———

b4

2
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ou a, b, ¢, d sont des constantes données et oit nous aurons
a remplacer successivement A par les trois paramétres p, g, r.
Les formules qui donnent 2, y, 5 en fonction de p, ¢, r sont

g s (@p)atg)a-r)
(a‘—[;d Yo =M (a—b)(a——c) 3
(b+p)(b+qg)(b-+r)

(b—¢)(b-—a)
PR o O e p)let+qg)le—+r)
Sl st o i (c—a)(c— D)

(br—fd)yr=M

2

ou, pour abréger, nous posons

(2d =- p)(2d -+- q)(2d -+ r)
htd(2d — a)(2d — b)(2d—c)’
- (2d—p)(2d—q)(2d—T)
4d(2d -+ a)(2d + b)(2d -+ c)’
- 4 d?
~ (Vhdm = \hdn )

I

M

Si d = oo, le systéme de surfaces est

2

Tt y? o I

SR T PRt S i
qui est en elfet le systéme de quadriques homofocales; un
léger changement de notation rendrait le terme constant
égal a — 1.

En exprimant en coordonnées elliptiques la condition pour
que deux surfaces se coupent orthogonalement, M. W. Ro-
berts a cherché les systémes orthogonauxa L +M +4- N =r,
ou L, M, N sont des fonclions des trois coordonnées ellip-
tiques respectivement. Il a ainsi ajouté quelques systémes de
surfaces orthogonales & ceux déja connus (Comptes rendus,
septembre 1861). Parmi ceux-ci, le plus intéressant géomé-
triquement peut-éire est celui qui a pour équation en coor-
données elliptiques wr = 2}, dont il a donné la construction
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suivante. Supposons qu’'un point fixe pris sur la ligne d’un
des axes d’un systéme d’ellipsoides homofocaux soit choisi
pour sommet d’une série de cones qui lui soient circonscrits.
Le lieu des courbes de contact sera une surface déterminée,
et, si nous supposons que le sommet des cones se meuve le
long de 1’axe, nous obtiendrons une famille de surfaces ren-
fermant un paramétre. Nous aurons deux autres systémes en
prenant des points situés sur les autres axes comme sommets
de cones circonscrits. Les surfaces qui appartiennent i ces
trois systémes se coupcront deux a deux & angle droit.

On peut montrer aisément que les lignes de courbure des
surfaces ci-dessus mentionnées (qui sont du troisiéme ordre)
sont des cercles dont les plans sont perpendiculaires aux plans
principaux des ellipsoides. Soient A, B deux points fixes pris
respectivement sur deux des axes du systéme homofocal. A
ces deux points correspondront deux surfaces se coupant a
angle droit, et la courbe de leur intersection sera le lieu des
points des ellipsoides homofocaux dont les plans tangents
passent par la droite AB. Soit P le point ot la normale a 'un
des ellipsoides en M rencontre le point principal contenant
la droite AB. Comme P est le pole de AB par rapport a la
conique focale située dans ce plan, P est un point donné.
Donc le lieu de M, ou une ligne de courbure, est un cercle

situé dans un plan perpendiculaire au plan principal qui con-
tient AB.

FIN DE LA DEUXIEME PARTIE,
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