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employés pour les traiter. On peul dire, sans crainte d’étre
taxé d’exagéralion, que les volumes consacrés & la Géométrie
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CHAPITRE XIV.

SURFACES DERIVEES DES QUADRIQUES.

487. Avant de passer aux surfaces du troisiéme degré,
nous pensons qu'il est plus simple de nous occuper des sar-
faces dérivées des quadriques, parce que leur théorie est en
liaison plus intime avec celles que nous avons exposées dans
les Chapitres qui précédent. Nous commencons par la défini-
tion et la formation de I'équation de la surface de l’onde ().

Si par le centre d'une quadrique on éléve une perpen-
diculaire & une section centrale et si I'on porte sur cctte
droite des longueurs égales aux axes de la section, le lieu de

1) Voir FRESNEL, Memoires de {’Institut, t. VII, p. 136, publiés en 1821.
p 7
S. — Géom. a trois dim. II1. 1
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leurs extrémités sera une surface & deux nappes qu’'on appelle
la surface de I'onde. On déduit immédiatement son équation
des n° 101, 102, ou les longueurs des axes d’une section
quelconque sont exprimées en fonction des angles qu'une
perpendiculaire 4 son plan fait avec les axes de la surface.
La méme équation exprime la relation qui existe entre la
longueur d’un rayon vecteur de la surface de I'onde et les
angles qu’il fait avec les axes. L’équation de la surface en

question est ainsi

a-x- [)1_)’2 CZ 2

= =0
at — 1?2 b2 — 2 c:— r?

avec r- = x? -+ y? 4 z%.
Son développement donne

(x2+y2+52)(a2w2+ b'2y2+0252)
_[aZwZ(b2+CZ)+ b2},2(c2+a2)+c222(a2+b?)]_i_aZbECZ:O-

La premiere forme nous fait voir que I'intersection de la sur-
face de 'onde par une sphére concentrique est une conique
sphérique.

488. La section par un des plans principaux (le plan z,
par exemple) se décompose en un cercle et une ellipse

(w2+‘y2_c2)(a2w2+ bﬂyi_a2b2)'

Ce résultat est évident géométriquement, car, si nous consi-
dérons une section quelconque de la quadrique génératrice,
passant par 'axe des z, un des axes de la section est égal a ¢,
tandis que l'autre se trouve dans le plan des zy. Si donc
nous élevons une perpendiculaire au plan de la section et si
nous prenons sur elle des longueurs égales 3 chacun de ces
axes, les extrémités d’'un des rayons vecteurs détermineront
un cercle de rayon ¢, tandis que le lieu des extrémités de
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SURFACES DERIVEES DES QUADRIQUES. 3

'autre sera évidemment la section principale de la quadrique,
mais tournée d’un angle de go°. Dans chacun des plans
principaux la surface a quatre points doubles : ce sont les
intersections du cercle et de I'ellipse dont nous venons de
parler. Si 2/, ' sont les coordonnées d’une de ces intersec-
tions, le céne tangent & ce point double (n° 270) a pour
équation

blzx' +yy' — ) (a-xx' +- 2 yy' —a*b?)
+ 57 (@t — ) (b2 — ) —o.

La quadrique génératrice élant supposée un ellipsoide, il
est clair que, dans le cas de la section par le plan z, le cercle
dont le rayon est ¢ se trouve tout entier a l'intérieur de
I'ellipse dont les axes sont a et b, et que, dans le cas de la
section par le plan z, le cercle dont le rayon est a est tout
entier 4 I'extérieur de I'ellipse dont les axes sont b et c. Il
n’existe de points doubles réels que dans la section par le
plan y; ce sont évidemment les points qui correspondent
aux sections circulaires de I'ellipsoide générateur.

La section par le plan a l'infini se décompose aussi en fac-

teurs
.272 e ‘},-‘l :2, a!_zi LAE [)2‘},: S 02;2;

on peut donc la considérer aussi comme formée d’un cercle
et d’une ellipse imaginaires qui donnent de méme naissance
a quatre points doubles imaginaires situés & I'infini sur la
surface. Ainsi la surface a en tout seize points nodaux,
mais quatre seulement sont réels.

489. La surface de I'onde fait partie d'une classe de sur-
faces qu'on peut appeler surfaces aspidales. Etant donnée
une surface quelconque, prenons pour péle un point quel-
conque, menons une section quelconque par ce pdle, et sur
la droite perpendiculaire & la section et passant par le pdle
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prenons des longueurs égales aux rayons aspidaux de la
section, c'est-a-dire aux rayons maximum et minimum; le

lieu des extrémités de ces perpendiculaires constituera la sur-
face aspidale dérivée de la surface donnée. On peut toujours
calculer I'équation de la surface aspidale comme au n° 101.
Formons d’abord I'équation du céne dont le sommet est le
pole et qui passe par I'intersection de la surface donnée avec
une sphére de rayon 7. On démontre (comme au n° 102) que
chaque aréte de ce cone est un rayon aspidal de la section
de la surface par un plan tangent au céne. Si donc nous for-
mons I'équation du c6ne réciproque dont les arétes sont per-
pendiculaires aux plans tangents du premier céne, nous
obtiendrons tous les points d’intersection de la sphére avec
la surface aspidale. En éliminant » entre I'équation de ce
dernier cone et celle de la sphére, nous aurons I'équation de
la surface aspidale.

490. Soit OQ un rayon vecteur quelconque de la surface

Fig. 1.

génératrice et OP la perpendiculaire au plan tangent au
point Q; OQ sera un rayon aspidal de la section passant
par OQ et par OR qui est supposé perpendiculaire au plan
du tableau POQ. En effet, le plan tangent en Q passe par PQ
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et il est perpendiculaire au plan du tableau; la langente a la
section QOR est dans le plan tangent et, par suile, elle esl
aussi perpendiculaire au plan du tableau. Comme OQ est
perpendiculaire 4 la tangente dans la section QOR, c’est un
rayon aspidal de cette seclion.

1 en résulte que OT, rayon de la surface aspidale qui cor-
respond au point Q, se trouve dans le plan POQ et est, par
conséquent, perpendiculaire et égal & OQ.

M. La perpendiculaire au plan tangent a la surface
aspidale en T est située aussi dans le plan POQ et est per-
pendiculaire et égale a OP ().

Considérons un premier rayon OT’ de la surface aspidale,
indéfiniment voisin de OT et situé dans le plan TOR perpen-
diculaire au plan du tableau. Par définition, OT' est égal a
un rayon aspidal de la section déterminée dans la surface
originale par un plan perpendiculaire & OT" et ce plan doit
passer par OQ. Un rayon aspidal d’une section est égal au
rayon immédiatement consécutif. Par suite, le rayon aspidal
d'une section, menée par OQ el infiniment voisine du
plan QOR, sera égal a OQ. Il en résulte alors que OT =0T
et, par conséquent, que la tangente en T a la section TOR
est perpendiculaire 4 OT et, conséquemment, perpendiculaire
au plan du tableau. La perpendiculaire au plan tangent en T
doit donc étre dans le plan du tableau; c’est la premiére
partie du théoréme qu’il s'agissait de démontrer.

En second lieu, considérons un rayon infiniment voisin OT"
dans le plan du tableau; il sera égal & un rayon aspidal de la
section ROQ’, ou OQ est infiniment voisin de 0Q. Mais,
comme ci-dessus, ce rayon aspidal étant infiniment voisin
de OQ' lui sera égal et, par suite, OT" sera égal et perpendi-

(") Ces théorémes sont dus & Mac Cullagh ( Transactions of the Royal
Irish Academy, t. XVI, et ses OEuvres complétes, p. 4, etc.).
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culaire 8 OQ’. L’angle T"TO est égal a Q' QO et, par consé-
quent, la perpendiculaire OS est égale et perpendiculaire
a OP.

De la symétrie de la construction il découle que, si une

surface A est 'aspidale de B, réciproquement B est I'aspi-
dale de A.

492. La polaire réciproque d’une surface aspidale, par
rapport & Uorigine O, est la méme que U'aspidale de la
réciproque de la surface donnée, par rapport & O.

En effet, si sur OP, OQ nous prenons des longueurs qui
leur soient inversement proportionnelles, nous obtiendrons
Op, Og, qui sont le rayon vecteur et la perpendiculaire
correspondante abaissée sur le plan tangent de la surface
réciproque. Si nous portons des longueurs qui leur soient
égales, sur les droites OS, OT, qui sont situées dans leur plan
et leur sont respectivement perpendiculaires, nous obtien-
drons alors, d’aprés le numéro précédent, un rayon vecteur
et la perpendiculaire correspondante abaissée sur le plan
tangent de l'aspidale de la réciproque. Mais ces longueurs
étant inversement proportionnelles a OS, OT sont aussi un
rayon vecteur et la perpendiculaire sur le plan tangent de la
réciproque de l'aspidale. Par conséquent, l'aspidale de la
réciproque est la méme que la réciproque de I'aspidale.

En particulier, la réciproque de la surface de 'onde engen-
drée au moyen d’un ellipsoide est la surface de 'onde dérivée
de I'ellipsoide réciproque.

Nous pourrions reconnaitre d’une autre maniére que la
réciproque d’une surface d’onde est aussi une surface du
quatriéme degré. En effet, la réciproque d’une surface du
quatriéme degré est, en général, du trente-sixieéme degré

(n° 281); mais on démontre, comme dans les courbes planes,

que chaque point double d’une surface réduit de deux unités
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le degré de sa réciproque et nous avons établi (n° 488) que
la surface de I'onde a seize points doubles.

A un point nodal d’une surface (par lequel on peut mener
une infinité de plans tangents qui enveloppent un cone du
second degré) correspond sur la surface réciproque un plan
tangent, ayant une infinité de points de contact situés sur
une conique. Sachant qu’une surface d’onde a quatre points
doubles réels et que sa réciproque est aussi une surface
d’onde, nous en concluons que la surface de ’onde a quatre
plans tangents qui la touchent tout le long d’une conique.
Nous allons démontrer géométriquement que cette conique
est un cercle (').

493. 1l convient de démontrer d’abord les lemmes sui-
vants :

Lemme 1. — Si deux droites qui se coupent en un point
fixe et sont perpendiculaires entre elles se meuvent chacune
dans un plan fixe, leur plan enveloppe un cone dont les sec-
tions paralléles aux plans fixes sont des paraboles.

Nous supposerons que 'un des plans fixes est paralléle au
plan du tableau et que 'autre passe par la droite MN. Sup-
posons que le point O, oil se coupent les deux droites, soil
en avant du plan du tableau et que P soit le pied de la per-
pendiculaire abaissée de ce point sur le tableau. Soit OB une
des positions de la droite qui se meut dans le plan OMN;
Pautre droite OA, qui est parallé¢le au plan du tableau et per-

(") Sir W.-R. Hamilton a montré le premier que la surface de 'onde a
quatre nccuds, dont les plans tangents enveloppent des cones et quelle a
quatre plans tangents qui la touchent suivant des cercles [ Transactions
of the Royal Irish Academy, t.XVI (1837), p. 132]. Le D* Lloyd a vérifié
expérimentalement les théorémes d’Optique qui s’en déduisent ( ibid.,
p- 145). Les considérations géométriques qui suivent sont dues & Mac Cul-
lagh (ibid., p. 248). Voir aussi PLucKER, Discussion de la forme genéerale
des ondes lumineuses [ Crelle, t. XIX (1839), p. 1 4 44 et g1, 92]-




bS] CIHHAPITRI X1V.

pendiculaire 4 OB et & OP, est perpendiculaire au plan OBP.
Mais le plan OAB coupe le plan du tableau suivant une
droite BT paralléle a OA et, conséquemment, perpendiculaire
a OBP. L’enveloppe de BT esL évidemment une parabole
qui a P pour foyer et MN pour tangente au sommet.

Lemme Il. — Si I'on méne une droite OC perpendicu-
laire & OAB, elle engendrera un céne dont les sections cir-
culaires sont paralléles aux plans fixes. (Ez. IV, n°® 121.)

On démontre, comme au n°® 4123, que le lieu de G est la
polaire réciproque, par rapport a P, de I'’enveloppe de BT.
Le lieu est donc un cercle qui passe par P.

Lemme 11/. — Si un rayon central d'une quadrique se
meut dans un plan fixe, la perpendiculaire correspondante
abaissée sur un plan tangent se meut aussi dans un plan
fixe.

En effet, c’est le plan perpendiculaire au diamétre con-
jugué au premier plan auquel le plan tangent doit étre
paralléle.

494. Supposons maintenant (voir la figure du n° 490)
que le plan OQR (ou OR est perpendiculaire au plan du
tableau) soit une section circulaire d’une quadrique; OT
est alors le rayon nodal de la surface de I'onde, qui reste le
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méme tant que OQ se meut dans le plan de la section cir-
culaire, et nous voulons trouver le cone engendré par OS.
Mais OS est perpendiculaire & OR qui se meut dans le plan
de la section circulaire et & OP qui se meut dans un plan
fixe (lemme III). Par conséquent, OS engendre un cone dont
les sections circulaires sont paralléles aux plans POR, QOR.
Mais T est un point fixe et TS est paralléle au plan ROP;
par suite le lieu du point S est un cercle.

Le cone tangent au nceud est évidemment le réciproque du
cone engendré par OS; par conséquent, ses sections paralléles
aux mémes plans sont des paraboles.

En second lieu, supposons que la droite OP ait une lon-
gueur constante, ce qui arrivera si le plan POR est une sec-
tion perpendiculaire 4 'axe de 'un des deux cylindres droits
circonscrits a lellipsoide; le point S est alors fixe et !'on
démontre, exactement comme dans la premiére partie de ce
numéro, que le lieu de T est un cercle.

495. Les équations du n° 251 nous fournissent immédia-
tement une autre forme de I’équation de la surface de I'onde.
ll en découle clairement que si §, ¥ sont les angles qu'un
rayon vecteur quelconque fait avec les droites qui vont aux
points doubles, les longueurs de ce rayon vecteur seront,
pour 'une des nappes

I cos?5(0 —07) | sin®*}(0— 0’;_.
nd c:! : P

et pour ['autre

1 costy(04-6) N sin2—;(9+ 0’)\

o3 pr L

el en meme temps

1 . :
e —--;)sm fsinf’.
: 7
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Il découle donc de 1a que les intersections d’une surface d’onde
par une. série de sphéres concentriques sont une série de
sphéro-coniques homofocales. En effet, si, dans I’équation
qui précéde, o ou p' est constant, nous avons § == § constant.

496. M. W. Roberts a aussi exprimé comme il suit I'équa-
tion de la surface de 'onde en coordonnées elliptiques. La
forme de I'équation

a*at

C — it "

montre qu'on peut l'obtenir en éliminant 7*
tions

@t

rs—a*

e o et

Y

S1 nous donnons i 7- une série de valeurs constantes, la
premiére équation représente une série de quadriques homo-
focales, dont I’axe des z est 'axe primaire et dont I’axe des «
est ’axe minimum. Pour ce systéme

2= D?-— ¢, k¥ — gt — 2,

Comme 7? est toujours moindre que a- et plus grand que ¢?,
Péquation représente toujours un hyperboloide & une ou &
deux nappes, suivant que 72 est plus grand ou moindre que 42.
Les intersections de I'hyperboloide & une nappe avec les
sphéres correspondantes engendrent I'une’ des nappes de la
surface de I'onde; celles de I'hyperboloide & deux nappes
fournissent 'autre nappe. ;

Supposons que la surface soit un hyperboloide 4 une nappe
et que A, p, v soient les axes primaires de trois quadriques
homofocales du systéme, que nous considérons actuellement,
et qui passent par un point quelconque ; ’équation nous donne
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r? — ¢®=p2, mais (n° 161)
PR AT e e — 2 — 2
Par suite, I'équation en coordonnées elliptiques est
W= - 2 2= a’+ 02— e
De la méme maniére I’équation de I’autre nappe est
A pr—= @ b —

L’équation générale de la surface de 1’onde implique aussi
p? 4 v?=a*+4 b*— c-; mais cette équation représente un
lieu 1maginaire.

Si ) est constant, 1. est constant pour une nappe et v pour

Pautre. Il en résulte que, si par un point quelconque de la

surface on méne un ellipsoide du méme systéme, il rencon-
trera Pune des nappes suivant une ligne de courbure d’un
systéme, et I'autre nappe suivant une ligne de courbure de
Pautre systéme.

Si les équations de deux surfaces exprimées en fonction de
A, 1, v donnent 3 la différentiation

Pdh -+ Qdp+ Rdv—=o, Pldh + Q'du+R'dv =o,

la condition pour qu’elles se coupent orthogonalement est
! q p 8

(voir n° 111)

LRI 0= T SO )
(=) (=) (22 — ) (uf = 7)
CRRU(AE— V(R —v)
==

_|

elle est vérifiée si P =0, Q =0, R'’=0. Donc une surlace
quelconque y = const. coupe 4 angle droit une surface quel-
conque, dont I'équation a la forme ¢ (), #)=o. Donc ’hyper-
boloide v = const. coupe orthogonalement une des nappes de

N
L)
e
&
o
c
=3
[
n
A
(aw]
o
=
(=
|-
[

12
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la surface de I’onde et rencontre 'autre suivant une ligne de
courbure située sur 'hyperboloide.

497. Le plan mené par un rayon vecteur de la surface de
P’onde et par la perpendiculaire correspondante abaissée
sur le plan tangent fait des angles égaux avec les plans
menés par le rayon vecteur et par les droites nodales.

En effet, le premier plan est perpendiculaire 8 OR (n° 490),
qui est un axe de la section QOR de l'ellipsoide générateur;
les deux autres plans sont perpendiculaires aux rayons de
cette section dont les longueurs sont b, I'axe moyen de
I'ellipsoide, et ces deux droites égales font des angles égaux
avec l'axe. Les plans menés par un rayon vecteur et par les
perpendiculaires aux plans tangents aux points ou il ren-
contre les deux nappes de la surface sont évidemment per-
pendiculaires entre eux.

En prenant la réciproque du théoréme précédent, nous
voyons que le plan déterminé par une droite issue du centre
et par un des points ot des plans perpendiculaires & cette
droite sont tangents a la surface fait des angles égaux avec
les plans menés par la méme droite et par les perpendicu-
laires abaissées du centre sur les plans de contact circu-

laire (n” 494).

498. Soient #/, )/, 5'les coordonnées d’un point de Pellip-

soide générateur et ¢, @' les axes primaires des quadriques
homofocales qui passent par ce point; les carrés des axes de
la section paralléle au plan tangent sont a® — a'?, a* — a"?;
nous les désignerons par p2, p’2. lls nous donnent les deux
valeurs du rayon vecteur de la surface de I'onde dont les

pr py ps

cosinus de direction sont &=, S Nous allons main-
P

tenant calculer la longueur et les cosinus de dirvection de la
perpendiculaire au plan tangent en 'un des points ou le
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rayon vecteur coupe la surface. On a démontré (n°® 491) que
la perpendiculaire en question est égale et normale a la per-
pendiculaire abaissée sur le plan langent & Pellipsoide au
point oti il est rencontré par ['un des axes de la section et les
pz py p
?' b'2 > 'CI:
coordonnées de son extrémité sont alors égales & ces mémes
quantités multipliées par p et les cosinus de direction de la
perpendiculaire correspondante de 'ellipsoide sont

cosinus de direction de cet axe sont . Les

7 ! [ -5/
- x 2 ' =
Pp P4 —s Po P} == P [. =y
atalt O b cic
g2

g fa ta
I o Y- I

- — p2p'? rd et il -
P2 — P P (“', ”_.l', ! bh b”r X cbcw)

Mais, si nous multiplions la quantité entre parenthéses par

(@*— a'?)?, nous voyons immédiatement qu’elle devient égale
1 PR ptt

A ! . 1 . pp?
d —q—i—F Par suile, 73 = P op P2 — )

PZPA p2 _'_P".

Cette expression nous donne la longueur de la perpendi-
culaire abaissée sur le plan tangent au point de la surface de
I'onde que nous considérons; on obtient ses cosinus de direc-
tion en remarquant qu’elle est perpendiculaire aux deux
droites dont les cosinus de direction sont respectivement

pa 3
a-a't’

' P
et Pp PP[f;Z;;’ PP‘_.:‘.(.H‘.‘-

Si nous formons, d’aprés le n° 15, les cosinus de direction
de la droite perpendiculaire & ces deux droites, nous trou~
vons, aprés quelques réductions,

Pz / SN P+ 0 Pz / S
- (,_ff Al RS ] _(._!_).

pe N @) pp o) pe '

On peut effectivement vérifier sans difficulté que la droite

cm 1 2z

L)
.
&
o
c
=
1]
;]
3'.
(8]
o
=
(]
—t
[
=
[4S]
—
Lad
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qui a pour cosinus de direction les quantités qu'on vient
d’écrire est perpendiculaire aux deux précédentes.
Il résulte immédiatement de la que le plan tangent au

o _ P2 > --,< P”>_
Qe + 53 1— = ) = pe.
l'\ b//l c/2 1 P

De méme, le plan tangent 3 I’autre point ot le méme rayon
vecteur coupe la surface est

méme point est

"f : ) - 55 [ f— f,_- )—_:[?g'.

499. Soit § I'angle que la perpendiculaire abaissée sur le
plan tangent fait avec le rayon vecteur; nous avons P==p cos§.
Mais nous avons prouvé dans le numéro précédent que

p*e* 2 r’ :
P? = ~——. Donc cos?l = —L—, tang? 9—~—-On peut
prEpt pP+p”
transformer cette expression au moyen des valeurs de p et p'
trouvées au n°® 165. 1l vient ainsi

L (@) (B g (e
p%p'? ol p2(p* —p'2)

tang?0

Sous cette forme ’équation exprime une propriété de I'ellip-
soide et l'expression est analogue i celle qui donne I'angle
compris entre la normale et le rayon vecteur central d’une
ellipse plane, c’est-a-dire

/ ~2N 7 2
Lang%:—(tl-— % )(_1— %)
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Dans le cas de la surface de I'onde, il est manifeste que tangf

n’est nulle que si p=a, b ou ¢ et qu’elle devient indéter-
minée si p = o' = b.

!
500. L’expression tangf = % conduit a une construction

des perpendiculaires aux plans tangents aux points ou un
rayon vecteur donné rencontre les deux nappes de la sur-
face. Les perpendiculaires doivent se trouver dans 'un ou
I'autre de deux plans fixes (n° 497, 498) et si I'on méne un
plan perpendiculaire au rayon vecteur de la surface de l'onde
a une distance p, il est clair, d’aprés 'expression de tang,
que p' est la distance au rayon vecteur du point ol la per-
pendiculaire abaissée sur le plan tangent coupe ce plan.
Nous en déduisons la construction suivante : « Menez a
I'ellipsoide un plan tangent perpendiculaire au rayon vec-
teur, de son point de contact abaissez des perpendiculaires
sur les deux plans du n° 497, les droites qui joignent les
pieds de ces perpendiculaires au centre sont les perpendi-
culaires demandées. »

Par voie de réciprocation nous aurons une construction
similaire pour déterminer les points ol des plans parall¢les
a un plan donné sont tangents aux deux nappes de la surface.

Exemple I. — Transformer I'équation de la surface, comme au
n°® 174, de maniére a prendre pour axe des s le rayon vecteur d’un
point quelconque de la surface et pour axes des et des y les axes
de la section correspondante de I'ellipsoide générateur.

Réponse.

(22 + g2+ 32) [ p? 3% 4- (P2 + p2) 2 + (P2 + "2 )2
~+2pp' xs-+2pp"ys—+2p p'ay]
_Pﬁzﬁ( P? —+= P’?)__ x?(P292+P’2P’2 +P”2P2 —— 929’2)
— y2(p? 9'2 + p'? 9'2 -+ p"2p2 + p? 9’2)
—2pp'ptas —2pp plys + piptp =o.
Il est facile de voir que si nous faisons z — o0, ¥ = o0, I'équation
ainsi transformée nous donne pour z? les valeurs p? et p'? comme
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cela doit étre. Si nous rapportons I'équation a des axes paralléles

passant par le point z — p, la partie linéaire de I'équation devient
zpplpt—p)(p3s—-y'a)

on peut en déduire d’'une maniére indépendante les résultats déja

obtenus en ce qui regarde la position du plan tangent.

Ezemple II. — Transformer de méme I’équation de la réciproque

de la surface de 'onde obtenue en remplagant dans I'équation de la
A2
surface a par A

Réponse.

(22 +y2—+ %) prpa? + ppy? —2pp'pies
—2pp'piyzs & B2 (et plipt o+ p2p)]
! )\a(pz —+ p"2 p'*).zﬂ = )\'.(P‘z + p't 4 p2)y2
18 )\4(P'2+p"2+ p2 -+ 9'2)22
o Mp'p'ry -+ 2N pp Xz -+ 2 M pp"ys -+ A8 =o.

Nous savons que la surface est tangente au plan pz = X2; si nous
portons cette valeur de s dans I'équation, nous trouvons, comme cela
doit étre, une courbe ayant pour point double le point

) y I | |

y=o, ppx=p'r.

Si nous faisons:y = o dans I'équation de la courbe, il vient

(.‘b'!l B ‘“I'}v':l')'.'.

h

Cette relation nous montre que la corde de la nappe externe de la
surface de ’onde qui joint un point situe suv la nappe intérieure au
pied de la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent est
coupée en deux parties égales au pied de la perpendiculaire. Les
tangentes inflexionnelles sont paralléles a

[(p2p"+p2(pt—p?)]at —2p'p"p2ay | prip -+ p2(p"t — p2)]y2.

Je ne vois pas comment on peut interpréter géométriquement ce
résultat (1).

(') L’espace nous manque pour discuter ce que ne sont pas les lignes
de courbure de la surface de I'onde, bien qu’une assertion hative sur ce
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B01. Surface des centres de courbure. — Nous avons
déja montré (n®206) comment on obtient I'équation de la sur-
face des centres d’'une quadrique. Nous allons considérer le
probléme sous une forme un peu plus générale, comme I'a
fait Clebsch (Crelle, t. LXII, p. 64). Nous allons donner
quelques-uns des résultats qu’il a obtenus, en opérant avec
la forme canonique; nous renverrons & son Mémoire pour
plus de détails et pour sa méthode de traiter I’équation géné-
rale. D’aprés la méthode du n°® 227, nous pouvons considérer
la normale 4 une surface comme un cas particulier de la droite
qui joint le point de contact d’un plan tangent au pble de ce
plan par rapport & une certaine quadrique fixe. Le probléme
qui consiste a mener une normale 4 une quadrique par un
point donné peut alors étre généralisé comme il suit : On
demande de trouver un point z, ¥, 3, & sur une quadrique U,
(az?+by*—+cz2+dw?), lel que le pble par rapport & une
quadrique V, (22 -+ y% + 2%+ w?), du plan tangent 4 la qua-
drique U en z, ¥, 3, w soit situé sur la droite qui joint
Z,y, 3, % a4 un point donné z’, ', 2/, w'. Les coordonnées
d’un point quelconque de cette derniére droite peuvent

point dans le Journal de Crelle ait conduit & d’intéressantes recherches de
M. Bertrand (Comptes rendus, nov. 1858), Combescure et Brioschi,
Annali di Matematica de Tortolini, L. IT, p. 135-278. 1l convient de citer
l'observation suivante de Brioschi : Si, dans le plan lz +my +nz = ¢,
I, m, n, ¢ sont des fonctions de deux variables p, ¢, comme au n° 377, le
plan enveloppera une surface sur laquelle les.courbes des familles p = const.,
q = const. seront, & leur intersection, tangentes aux tangentes conjuguées
de la surface si la condition suivante est vérifiée,

les indices 1, 2 représentent les diflérentiations eflectuées par rapport & p
et ¢ respectivement. Les courbes se couperont orthogonalement si

(I 4+ mr 4+ ) (4 L +mom, +n.n)= (U, + mm,+nn) (U, + mm,+nn,).
S. — Géom. a trois dim. IIL. >
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s'écrire sous la forme &' — ha, ) — hy, & — ks, W' — A1 si
nous exprimions que le plan polaire de ce point par rapport
a V est identique avec le plan polaire de z, y, 3, w, par rap-
port & U, nous obtenons les équations
x'=(a+ )\, Y=+ N)y, sl={(c+ 1)z,

o' =(d-+Nw,
et comme &, ¥, 5, v est un point de U, A est déterminé par
I’équation

ax'? by’ 4 c3z'? dw'?
CERS R O R CE S R CESS

=0
2.-.‘..

Si X est connu, z, ¥, z, w seront déterminés au moyen du

systéme d’équations précédent, et comme 1'équation en A est

du sixiéme degré, le probléme admet six solutions. Si nous
formons le discriminant par rapport 4 X de cette équation,
nous obtenons le lieu des points pour lesquels deux valeurs
de A coincident. En rejetant le facteur z'2y/2z'2¢' (qui
indique que deux valeurs coincident pour tous les points des
plans principaux), nous aurons une surface du douziéme
degré qui correspond 4 la surface des centres.

502. On peut facilement ramener a une équation de méme
forme le probléme qui consiste a trouver la surface des centres
elleeméme. En effet (n°197), les coordonnées d’un centre de
courbure correspondant a un point &/, 3, 3' de 'ellipsoide

sont

e
—iy

/s

Résolvons ces équations par rapport a z', ', 2’ et portons

leurs valeurs dans les équations que vérifie &', )/, 3/, c'esl-

.J".: ,),/2

@at bt
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Posons @’? = a®— h?, ..., il vient

alz? b2y o2 z?

@@=y " (G T (e
az? blaya c?z?

(a*— )’ + (G*— 72y + YD —0.

Ces deux équations représentent une courbe du quatriéme
degré; c’est le lieu des centres de courbure correspondant
aux points de l'intersection de la quadrique donnée avec une
quadrique homofocale donnée. Nous obtiendrons 1'équation
de la surface des centres en éliminant A2 _entre ces deux
équations, ou encore (puisque la seconde équation est la
dérivée de la premiére par rapport a 22) en formant le discri-
minant de la premiére équation.

503. J'ai montré le premier, cn 1857 (Quarterly Journal,
torue II, p. 218), que le probléme de la recherche de la sur-
face des centres se ramenait & une élimination entre une
équation du troisiéme degré et une du second, et Clebsch a
établi que la méme réduction est applicable au probléme con-
sidéré sous la forme la plus générale. En effet, soit A le discri-

minant de U -+ AV qui, pour la forme canonique (n°® 141)
est

(ap+A)(bp-+=2)(cn+ ) (dp+ 1),
Soit @ la réciproque de WU + AV, c’est-a-dire

(bp+ A) (e + N)(dpd+ X)) z?
“+(ep+A)(dp+R)(ap + )y +. ..,

nous avons alors

w2 y2
_ap.—l-)\_i—bp.—«—)\-

=R

Si maintenant nous prenons la dérivée du second membre de
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celle équation par rapport & p el si nous y faisons p.=1,
nous obtenons I’équation (n° 501) qui détermine X et qui par
conséquent peut s’écrire

pa’A_Aalsz
oA

Cetle derniére équation est le Jacobien de Q et A, car elle est le
résultal de I'élimination de m entre A + m A Q et sa dérivée (1);
elle sera vérifiée s1 A 4~ m A Q a deux racines égales. Sa déri-

;!_’-ﬁA 420
b Z_—A
vée deg

= étanl le résultat de 1’élimination entre
dut

A 4 m)Q, sa dérivée seconde sera vérifiée si A + mIQ a trois
facteurs égaux. Mais le Jacobien et sa dérivée s’annulen!
tous deux quand A et Q s’annulent tous les deux. Ainsi
(comme on I'a énoncé n° 238, note) le discriminant du Jaco-
bien de deux fonctions algébriques A, Q@ renferme comme
facteur le résultat de I’élimination entre A et Q: il a aussi
comme autre facteur la condition pour qu’on puisse déter-
miner m de maniére que A 4 mAQ ait trois facteurs égaux.
Dans le cas- actuel, I'éliminant de A, @ donne le facteur
x2y?z2w?, et c’est I'autre condition qui fournit la surface qui
correspond & la surface des centres. On forme cette condition
comme au n® 206 en éliminant m entre le S et le T de la
biquadratique A -+ m%Q.

50%. Le discriminant d’une fonction algébrique
ay(X) + (2 —a)e(d)

doit évidemment étre divisible par a. Si aprés cette division
nous faisons @ =o, on peut démontrer que le facteur qui
reste est U(a) ®(a)® multiplié par le déterminant de o(h).

(') On a introduit le facteur ) pour que et A soient chacun une fonc-
tion biquadratique en . : A.
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La section de la surface de Clebsch par le plan principal v
est alors la conique

ax- by? cz?
(a—dp " (b—dy ' (c—ay

comptée trois fois et la courbe du sixiéme degré qui est le
discriminant réduit de

ax? by- L c3?
(@02 T (b2 " (cr )y

Clebsch a remarqué que celte conique et cette courbe sont
tangentes el la méthode que nous avons adoptée ici nous
conduit & une démonstration simple de cette propriété. En
effet, le discriminant de

ax? o by? ai} cz?
(@a+2)*  (b-+2)  (c+1)

=0

peut étre considéré comme I'enveloppe de toutes les coniques
que peut représenter cetle équation; par conséquent, il est
tangent & chaque conique particuliére du systéme aux quatre
points ot il coupe la conique représentée par la dérivée de
I'équation par rapport & A, c’est-a-dire

ax? L by? cz?
(@+2)F " (b3 " {crne

— 0>

Les coordonnées de ces points sont az? = (a -+ A)*(b — ¢),
by*=(b+ W)*(c — a), cz*=(c + 1)*(a — b), etles équa-
tions des tangentes communes en ces points & la conique el
a son enveloppe sont

" flb—ed)a 5 _'Ur—rs]b v . fla—b)e

V 2k TV DR ey o e e

Dans le cas que nous considérons A= — d. Si donc nous
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22 CHAPITRE XIV.

posons, pour abréger,

—A*=(a—b)(a—c)(a—d),
—Bi=(b—a)(b—c)(b—d),
—C=(c—a)(c —b)(c—4d),
D= (d— a)(d — b)(d—c),

les équations des tangentes communes a la conique et a la
courbe enveloppe sont

za® _ yb*
A = B# e

sc?
{

% =0,

Le raisonnement employé dans le présent numéro peut
évidemment étre reproduit dans d’autres cas similaires. Par
exemple, la surface paralléle & une quadrique (n° 202, Fz. 11)
est coupée par un plan principal suivant une courbe du hui-
tieme degré et une conique, comptée deux fois, qui est tan-
gente a cette courbe en quatre points; et de méme les quatre

droites (n® 216) sont tangentes a la conique située dans leur
plan.

505. En outre dés coniques cuspidales contenues dans les
plans principaux, il existe d’autres coniques cuspidales sur
la surface; on les trouve en cherchantle lieu des points pour

; p P
lesquels I’équation du sixiéme degré (n° 501) a trois racines
égales. En differentiant cette équation deux fois par rapport
4 ), nous arrivons & un systéme d’équations réductible a la
forme

ax® b y? c3? di?
- : -4 ot -
(@+2)* " (b2 (c+2) " (d-+ )
a2 .T2 b‘l )f2 c‘Z 52 dZ "V2
e ;-
@)y "Gy Ty daay
a3 .T2 b3312 c3 ZZ d.‘ (V‘l
= == e i = 7 == 0.
(@+2) (b2 " (c+2) " (d=+D)

=0,

10 11 12

L)
.
(&
o
c
=
1]
7]
o,
o
o
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Le résultat de I’élimination ) entre ces équations sera un

couple d’équations qui représenteront une courbe lien. Iin
résolvant, il vient

T (0 =elle =d)(d=2),

by
(b =+ 1)

X

(¢ —a)(a—d)(c-d),
par suite
(a-+2), (b-+1),
sont proportionnels a
14
atx-A3,
Portons ces valeurs dans I’équation du n® 501

ax? , di?

Sy e el ey v N

nous obtenons

1
d*w

B

Nous voyons ainsi que le licu que nous étudions se compose
de courbes situées dans I'un ou I'autre des huit plans ci-dessus,
et que ces plans coupent les plans principaux suivant les tan-
gentes communes & la conique et a la courbe enveloppe con-
sidérées dans le numéro précédent ().

(*) On peut aussi conclure & l'existence de ces huit plans par la consi-
dération que la réciproque de la surface des centres a une équation de
forme (n° 199) U* = VYW et a par conséquent pour points doubles les huit
points d’intersection de U, V, W, La surface des centres a donc huit plans
tangents doubles imaginaires qui louchent la surface suivant des coniques.
Onserend compte del’origine de ces plans géométriquement, comme M. Dar-
houx I’a montré, en considérant les huit génératrices de la quadrique qui
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Mais si nous éliminons A entre les trois équations

1 f iRl
a--i—a'ac?Al, b= .r‘a'_-y"li2

de maniére & former une équation homogéne en z, y, 5, nous
avons

LI | I L 4 1 el 1
atAr (b —c)a®4- 6 B¥ec—a)y? + c*Cia— b)s* =0,

(ui représente un céne du second degré tangent aux plans
&£, 95 e

Par suite, les courbes cuspidales des huit plans sont des
coniques langentes aux coniques cuspidales situdes dans Jes
plans principaux.

306. Il existera sur la surface une courbe nodale corres-
pondant aux points pour lesquels I'équation du n° 501 a deux
couples de racines égales. Nous avons vu (n°303) que la con-
dition pour I'existence d’un seul couple de racines égales
s'obtient en éliminant m entre une équation du second el une
du troisiéme degré, qui sont les S et T de la biquadratique
A + m2Q. Supposons que ces équations soient

a-+-bm --cm*=o, A+Bm+Cm*+ Dm?=o;

on verra que les degrés des coefficients par rapport & z, ¥, 2
sont respectivement o, 2, 4; o, 2, 4, 6, el le résultat de I'éli-
mination est, comme nous le savons, du douzi¢me degré. La
condition pour que I’équation du n° 501 ait deux couples de
racines égales consiste simplement en ce que cette cubique

rencontrent le cercle a I'infini (n° 139). Les normales, le long de ces droites,
sont situées dans le plan qui contient la génératrice et la tangente au cercle
de 'infini au point o elle le rencontre, et elles enveloppent une conique dans
ce plan. De méme il existera une courbe cuspidalc plane sur la surface des

centres toutes les fois que la surface contient une droite qui rencontre le
cercle de l'infini.

cm 1 2z

L)
.
(&
o
c
=
1]
7]
o,
o
o

10 11 12 13
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et cette quadratique doivent avoir deux valeurs communes
de m. En général, si le résultat de I'élimination d’une indé-
terminée m entre deux équations représente une surface, le
systéme de conditions pour que les équations aient deux
racines communes représentera une courbe double sur cette

surface. Par exemple, le résultat de I’élimination de  entre
les deux quadraliques

a--bm + cm?, a'+ b'm ' m*

(ac’—ca')? +(ba'— ab') (be' — cb'y—o.
Mais si nous nous rappelons que
a(be'— cb') = b(ac’ — ca') + ¢(ba' — ab'),
ce résultal peut se mettre sous la forme
a(ac’'—ca')* — b(ac' — ca')(ba'— ab') +- ¢(ba' — ab')*=o.

II montre que l'intersection de ac' — ca’y ba' — ab' (qui
doivent éire séparément nuls si les équations ont leurs deux
racines communes) est une courbe double sur la surface.

Revenons au cas que nous considérions. Si1 nous devons
éliminer m entre

a—+bm--cm?=o, A+Bm+Cm>+ Dm*=o,

nous pourrons remplacer la seconde par celle qu’on obtient
en multipliant la premiére par A, la seconde par @ et en
retranchant, c’est-a-dire

(Ba—bA)+ (Ca—cA)m +Dam?>=o

el, comme nous venons de le montrer, le résultat de I'éli-
mination peut s’écrire

aP?— bPQ + CQ* = o,

cm 1 2 3 [ 3 & unesp® 8 15} 10 11 12 13
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ou
P—bcA — acB - a*D, Q:(ac—b*)A%—abB—a;C.

Nous voyons ainsi que la courbe PQ est une courbe double
de la surface des centres; et, comme P est du sixiéme degré
et Q du quatriéme, la courbe nodale PQ est du vingt-qua-
trieme degré. On trouvera plus de détails dans le Mémoire de
Clebsch déja cité (').

507. Il convient d’indiquer ici quelques-unes des pro-
priétés caractéristiques de la surface des centres de courbure

d’une surface du mi*™ ordre (?).

Nous représenterons par 7 la classe de la surface, ou le
degré de sa réciproque, qui est égal & m(m —1) quand la
surface n'a pas de points multiples (n° 281); nous désignerons
par a le nombre de tangentes la surface qui passent par un
point donné et sont situdes dans un plan donné, nombre qui,
dans le méme cas, est aussi m(m — 1) (n® 282), cette quan-
tité étant la méme pour la surface et sa réciproque.

Cherchons d’abord le nombre de normales qu'on peut
mener & une surface donnée par un point donné (bitangentes
a la surface des centres, voir n° 306). On peut traiter cette
question comme le probléme correspondant pour les courbes
planes (voir Courbes planes, n° 111, et Cambridge and
Dublin mathematical Journal, t. 1I). Prenons le point &

() Voir aussi un Mémoire de M. Cayley (Cambridge philosophical
Transactions, t. XII), ol cette surface est étudiée en détail. I emploie la
notation indiquée, note n° 409; les équations du n° 197 deviennent

—gvarzr=(a - pYla--q), —ryebyi= (0" p) (b -+ q),
—afcrz=(c+pr(e-+q)

«, 8, ¥ ayant la méme signification qu’au numéro 206.
(*) Ce qui suit est emprunté a une Communication de M. Darboux &
I'Académic des Sciences, Comptes rendus, t. LXX (1870), p. 1328.
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Iinfini; le nombre de normales finies qu’on peut mener par
ce point est le méme que le nombre de plans tangents qu’on
peul mener parallélement 4 un plan donné, c’est-a-dire n. A
ce nombre il faut ajouter le nombre des normales qui sont
tout entiéres a I'infini. Il est facile de voir que la normale qui
correspond 4 un point de la surface situé a l'infini est tout
entiére a I'infini et qu’elle est normale 4 la section déterminée
par le plan & I'infini, en entendant le mot de normale dans le
sens généralisé (Courbes planes, n® 109). Le nombre de ces
normales qu’on peut mener par un point du plan est m 4 a
(Courbes planes, 111), puisque a est I'ordre de la réciproque
d’une section plane. Par conséquent le nombre de normales
qu’on peul mener par un point quelconque est m + n + a;
stla surface n’a pas de points multiples, ce nombre est égal
amd— ms 4 m.

Cherchons maintenant le nombre de normales situées dans
un plan donné. Les plans tangents correspondants passent
évidemment par le méme point a Uinfini, le point & I'infini
situé sur une perpendiculaire au plan donné. Les points de
contact correspondants sont évidemment les intersections par
le plan donné de la courbe de contact des tangentes issues de
ce point; leur nombre est donc égal & @ ou m(m —1).

Les normales & une surface constituent une congruence de
droites (n°® 453) et les deux nombres qu’on vient de déter-
miner en sont 'ordre et la classe.

508. Trouver le lieu des points d'une surface dont les nor-
males rencontrent une droite donnée
ax+by+cz-+d=o, adx+b0y-+cs+d=o.

Portons dans ces équations les coordonnées d’un point
situé sur la normale (n° 273), & = 2/ 4+ U, y =3/ + AU,
z= 3 4 GU; et éliminons I'indéterminde b nous voyons que
le point de contact est situé sur la courbe d’intersection de

2 3 4 5 6 unesp®*8 9 10 11

12

13



cm

28 CHAPITRE XIV.

la surface donnée avec

(az + by +cz+d)(a'Uj+ ' Uy + ¢'Us)
—(a'z-+by-+cs+d)(aU+bU,+cls),

surface du m'™° ordre qui renferme la droite donnée. La
section de cette courbe par un plan mené par la droite se
compose des @ points dont les normales sont situdes dans le
plan et des m points ot la droite rencontre la surface.

509. Nous pouvons d’aprés cela déterminer la classe de la
surface des centres. Un plan ltangenta cette surface renferme
deux normales infiniment voisines de la surface donnée
(n° 306), et par conséquent les plans tangents & la surface
des cenlres qui passent par une droite donnée seront tan-
gents au lieu déterminé dans le numéro précédent. Mais le
nombre de plans qu’on peut mener de maniére qu’ils soient
tangents a la courbe d’intersection de deux surfaces d’ordre m
est égal au rang de la développable correspondante (n® 325,

342) et par suite & m?(m — 2). Comme dans ce cas la droite
par laquelle Jes plans tangents sont menés rencontre la courbe
en m points, ce nombre doit étre diminué de 2m. La classe
de la surface des centres est donc 2 m(m* — m—1).

510. M. Darboux (*) recherche comme il suit I'ordre de
la surface des centres. Soient p et v les deux nombres déter-
minés au n° 507, c’est-a-dire 'ordre et la classe de la con-
gruence formée par les normales; soient M et N I'ordre et la
classe de la surface des centres.

Prenons une droite quelconque et considérons la corres-

(1) Lothar Marks s’était livré, de son coté, a une étude analogue (voir
Math. Annalen, t. V); son Mémoire peut étre regardé comme établissant
une relation générale (qui parait due a Klein) entre Pordre et la classe

d’une congruence et l'ordre et la classe de sa « surface polaire » (voir
n° 456).
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pondance entre deux plans menés par cette droite et telle
‘qu’une normale située dans 'un d’eux coupe une normale
contef®ue dans l'autre. Prenons le premier plan arbitraire-
ment; nous pouvons choisir comme premiére normale une
quelconque des v normales et, au point ot elle rencontre la
droite arbitraire, nous pouvons mener (» — 1 autres normales.

Nous voyons alors qu’a une position de I’un des plans corres-
pondent v(p. — t) positions de 'autre. Il résulte alors de la
théorie générale de la correspondance qu'il y aura 2v(p — 1)
cas ou les plans coincideront. Représentons maintenant par
le nombre de points sur la droite tels que cette droite soit
coplanaire avec deux des normales issues de ce point; les cas
de coincidence répondent évidemment & des points z ou i
des points situés sur la surface du centre, puisque, pour cha-
cun de ces derniers, deux normales issues de l'un d’eux
coincident. Nous avons alors

2v(p—1)—=a + M.

Considérons de méme la correspondance entre les points de
la droite, et telle que la normale issue de I'un d’eux soits
coplanaire avec la normale issue de I’autre; nous aurons

ap(v—1)=un N,

par suite
M—N=2(p—v)

el, en remplagant i1, v et N par leurs valeurs déja trouvées,
M=o2m{m—1)(2m—r1).

511. On peut vérifier le nombre qu’on vient de trouver

en considérant la section de la surface des centres par le plan

a l'infini. Considérons d’abord la section de la surface ori-

ginale par le plan & I'infini; les normales correspondantes
sont & l'infini et leur enveloppe sera une courbe ( Courbes
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planes, n° 112) de lordre 3@ -+~%. En outre (comme au
n® 198), la surface des centres renfermera la polaire réci-
proque de la section par rapport au cercle de l'infini. Wordre
de cette polaire sera a et il sera compté trois fois. Consi-
dérons maintenant les points finis de la surface. Pour que
'un d’eux puisse avolr un centre de courbure a I'infini, deux
normales consécutives doivent étre paralleles et, par consé-
quent, le point doit se trouver sur la courbe parabolique. I
est facile de voir que les normales le long de la courbe d’inter-
section de la surface avec une autre surface d’ordre m’ engen-
drent une surface d’ordre m?m'; par conséquent, les nor-
males le long de la courbe parabolique donnent naissance a
une surface d'ordre 4m?2(m — 2). Mais la section de cette
surface par le plan 2 Iinfini renferme les 4 m(m — 2) nor-
males aux points ol la courbe parabolique elle-méme ren-
contre le plan & l'infini. Par suite, la courbe a I'infini qui
correspond aux points finis situés sur la courbe parabolique
est de I'ordre 4m(m —1)(m — 2). Lordre total de la section
de la surface des centres par le plan & I'infini est done

3m(m—1)+3m(m—1)+ fm{m—r)(m-—2)

ou am(m —)(2m — 1) comme ci-dessus.

511 a. En général, par un point quelconque on peut mener
28 bitangentes a la surface des centres d'une quadrique. En
effet, les réciproques sont des bitangentes d’une section plane
de la surface réciproque qui est du quatriéme degré. M. F.
Purser a montré que ces 28 droites se partagent en trois
groupes, les six normales qu’on peut mener du point 2 la
surface, les six couples de génératrices des six quadriques du
systéme
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qui passent par le point, et les dix synnormales qui passent
par le point. Expliquons ce que sont ces derniéres droites;
les six pieds des normales menédes d’un point quelconque &

un ellipsoide peuvent étre distribuées de dix maniéres en
couples de groupes de trois, chacun des groupes déterminant
un plan. Les deux plans d'un couple ont entre eux des rela-
tions simples et en outre chaque plan est langent & une sur-
face de quatriéme classe, en d’autres termes le pdle d’un de
ces plans par rapport  la quadrique se meut sur une surface
du quatriéme degré, a laquelle on a donné le nom de surface
normopolaire. L'analyse qui établit ces résultats montre
aisément que trois normales a la quadrique qui se coupent et
qui sont issues des points d’une pareille section plane se
rencontrent en un point qui décrit une droite définie, quand
la section plane ne change pas; un lieu de ce genre qui cor-
respond & I'un quelconque des deux plans en corrélation I'un
avec 'autre comme ci-dessus s’appelle une synnormale. 11
passe par conséquent dix synnormales par un point ().

812. Surfaces paralléles. — Nous avons discuté (n°202),
le probléme qui consiste & trouver I'équation d’une surface
paralléle 4 une quadrique; nous allons actuellement chercher
les caractéristiques de la surface paralléle & une surface du
n**"¢ ordre. Nous nous bornons au cas o la surface n’a pas
de relation spéciale avec le plan ou le cercle a infini. Nous
avohs recours aux mémes principes que dans 1’étude corres-

(*) M. Desboves a publié en 1862 sa Théorie nouvelle des normales aux
surfaces du second ordre ot le lieu d’une droite et la surface qui s’y rattache
sont discutés sous les noms de synnormale et surface normopolaire.
M. Purser est arrivé de son coté (Quarterly Journal, t. VIII, p. 66) aux
mémes résultats et a montré I'dquivalence de la relation du quatriéme
ordre avec la relation d'invariance dans le plan que trois pieds des normales
abaissées d’un point sur une quadrique forment un triangle inscrit dans une
conique et circonscrit & une autre conique donnée. Tl a également donné
la construction d’une synnormale passant par un point.
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pondante pour les courbes planes (Courbes planes, n° 101).
L’ordre de la paralléle s’obtient en faisant le module & égal
a zéro dans son équation, ce qui n’affectera pas les termes
du degré le plus élevé dans I’équation. Le résultat représen-
tera la surface originale comptée deux fois et la surface
enveloppée par les plans langents (') menés & la surface par
les tangentes au cercle a 'infini; cette développable corres-
pond aux tangentes issues des foyers d’une courbe plane
(n° 146). On verra plus loin (Chap. XVII) que le rang d’une

Y

développable circonscrite a une surface et 4 une courbe est

nm' 4+ ar', ot a, n sont les caractéristiques de la surface et
m!, r' celles de la courbe. Dans le cas actuel, ' = r'=2et le
rang de la développable est 2(n + a).L'ordre de la surface
parallele est donc 2(m + n -+ a) ou 2(m?®— m?—+n). En
d’autres termes, il est le double du nombre des normales
qu’on peut mener d'un point a la surface (n° 507).

B13. Si I'équation du plan tangent a une surface est
ax~+ By +v5+ 8 = o, et si la surface est définie par une
équation tangentielle entre «, 3, v, on obtiendra I'équation
d’une surface parallele en remplacant dans ’équation précé-
dente 8 par & + kp, olt p? = a- + 32 + y2. Le degré de cetle
équation débarrassée de radicaux sera ordinairement le double
de celui de I'équation primitive. Donc la classe d’une surface
paralléle est en général le double de celle de la primitive.
Plus généralement, un cylindre circonscrit a la primitive a
pour correspondant un cylindre circonserit a la surface paral-
lele et qui est la surface paralléle du premier cylindre. Par
suite, les caractéristiques du coéne langent général a la sur-
face paralléle se déduisent de celles du céne tangent a la pri-

(*) Il faut remarquer que tout plan paralléle 4 'un de ces plans coincide
avec le plan Ini-méme. Le Mémoire de M. S. Robert dont on fait usage au

présent numéro a été publié¢ dans les Proceedings of the London Mathe-
matical Society, 1873.
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mitive en suivant les régles données' pour les courbes planes
(Courbes planes, n° 117 a). D’apres les n°s 279 et suivants,
nous avons pour le cdne circonscrit a la primitive

p=a=m(m—1), y=n=m(m—1i)?

k=3m(m —1)(m — 2), r=hdm(m—r1)(m—2).

Nous en déduisons pour le cone circonserit a la surface paral-
lele (Courbes planes, loc. cit.)

p=2(n-+a)=am (m—1), 2,

k=2m(m—1)(4m—95), r=8m(m—1)(m —2).

La réciproque d’une surface paralléle est de 'ordre 27
elle a une courbe cuspidale de 1'ordre Sm(m — N(m— 2),
et une courbe nodale de I'ordre

m(nm—i1)(2m —6m* 4+ 6m* —16m + 25).

La surface paralléle aura ordinairement des courbes nodales
et cuspidales. En effet, puisque I'équation de la surface paral-
lele peut aussi étre considérée comme une équation qui déter-
mine les longueurs des normales d’un point a la surface, si
nous formons le discriminant par rapport a & (voir Sections
coniques, n°® 372), celui-ci renfermera un facteur qui repré-
sentera une surface lieu, de chaque point de laquelle on peut
mener a la surface deux normales distinctes d’égale lon-
gueur. Un pareil point sera un point double sur la surface
paralléle dont le.module est égal a cette longueur. De méme.
chaque surface paralléle aura un nombre déterminé de
points triples. Le discriminant dont nous venons de parler
contiendra aussi un facteur représentant la surface des cen-
tres, et il est clair qu’aux points de la primitive, ot un rayon
principal de courbure sera égal au module, correspondront
des points de la surface des centres qui formerontune courbe
cuspidale sur la surface parallele. M. Roberts indique que

S. — Géom. a trois dim. 111, 2
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I'ordre de la courbe cuspidale est le double de celui de la sur-
face des centres. Il confirme ce résultat en faisant remarquer
que, dans le cas limite & = oo, le lieu des points de la sur-
face des centres pour lesquels un rayon principal de cour-
bure est égal a & est la section de la surface des centres par
le plan a I'infini comptée deux fois, puisque & peut éire égal
a == 0. Les singularités de la surface paralléle que nous avons
indiquées ici suffisent pour déterminer les autres au moyen
de la théorie générale des surfaces réciproques que nous expo-
serons plus loin.

Dans le cas d'une surface paralltle & une quadrique, il
résulte de ce qu’on vient d’établir que la réciproque est du
quatriéme ordre, qu’elle n’a pas de courbe cuspidale, mais

qu’elle posséde une conique nodale. La parallele elle-méme

¢st du douziéme ordre; sa courbe cuspidale est du vingt-
quatriéme ordre; c’est I'intersection compléte de deux sur-
faces.'une du quatriéme, l'autre du sixi¢éme ordre. La courbe
nodale est du trente-sixiéme ordre et comprend cing coni-
ques, une dans chacun des plans principaux et deux dans le
plan de I'infini ; celles-ci sont la section de la quadrique elle-
méme et le cercle a l'infini. Le reste de la courbe nodale se
compose de 16 droites qui rencontrent chacune le cercle &
I'infini (*).

B14. Podaires. — Le lieu des pieds des perpendiculaires
abaissées d’un point fixe sur les plans tangents d'une sur-
face est une surface dérivée a laquelle les- géometres fran-
cais ont donné le nom de podaire de la surface donnée. De
la podaire on peut de méme déduire une nouvelle podaire,
et ainsi de suite; on forme ainsi une série de deuxiéme, troi-

si¢me, elc. podaires. De méme, 'enveloppe de plans menés

(*) On aurait pu aussi discuter la paralléle & une courbe de l'espace.
C'est une surface-canal.

3 [ 3 & unesp® 8 15} 10 11 12

13



cm

SURFACES DERIVEES DES QUADRIQUES. 35

perpendiculairement aux rayons vecteurs d’une surface est
une surface dont la surface donnée est la podaire et qu’on
peut appelerla premiére podaire négative. La surface qu’on en
déduit par la méme opération est la seconde podaire négative,
et ains1 de suite. Les courbes et surfaces podaires ont été
etudides en particulier par M. W. Roberts (Liouville, t. X
et XII), par Tortolini et Hirst (Annali de Tortolini, t. II.
p- 95). Voir aussi la théorie correspondante pour les courbes
planes (Courbes planes, n° 121 )- Nous donnerons ici quel-
ques-uns des résultats trouvés par ces géometres; mais nous
laisserons de c6té une bonne partie de leurs travaux qui ont
trait & des problémes de rectification, de quadrature, etc ,
qui ne rentrent pas dans le plan de cet Ouvrage. Soit Qle
pied de la perpendiculaire abaissée de O sur le plan tangent
en un point quelconque P de Ia surface; il est facile de voir
que la sphére décrite sur OP comme diamétre est tangente
au lieu de P; par conséquent la normale au point Q de la
podaire passe par le point milieu du rayon vecteur corres-
pondant OP. Il en résulte immédiatement que la perpendi-
culaire OR au plan tangent en Q se trouve dans le plan POO
et fait 'angle QOR =POQ, en sorte que le triangle rec-
tangle QOR est semblable a POQ. Et si nous appelons o
Pangle QOR, la premiére perpendiculaire OQ est lide au
rayon vecteur par l’équation P=pcosa; et, de méme, la
seconde perpendiculaire sera p cos?a, el ainsi de suile ().

Il est clair que, si nous formons les polaires réciproques
d’une courbe ou surface A et de sa podaire B, nous aurons
une courbe ou surface a qui sera la podaire de &. Si donc, nous

(*) Amsi 1e rayon vecteur de la nisme podaire est la longuenr p cos"a el
il fait avec le rayon vecteur de la courbe I’angle na. En faisant usage de
cette definrtion de la méthode de dérivation, M. Roberts a considéré les
courbes et surfaces dérivées fractionnaires.

Ainsi pour n = 1, la courbe dérivée de Uellipse est une ovale de Cassini.
On peut déduire une surface analogue de Pellipsoide.
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prenons une surface et ses podaires Sy, S,, Sy, ..., les réci-
proques formeront une série S, S’ ,, S’ ,, ..., les surfaces
dérivées dans ce dernier cas étant des podaires négatives.

Il est clair aussi que la premiére podaire est l'inverse
de la polaire réciproque de la surface donnée (c’est-a-dire
la surface déduite en remplacant dans I'équation le rayon
vecteur par son inverse), et que l'inverse de la série S,,

!

Se, ..., Sy seralasérieS, S, ..., S ,_,.

515. Surfaces inverses.— Comme nous n’aurons peut-étre
plus I'occasion de revenir sur la théorie générale de I'inver-
sion, nous donnons ici (d’aprés Hirst, Zortolini, t. II,
p. 165) I'énoncé des principales propriétés des surfaces
inverses. (Voir Courbes planes, n* 122, 281.)

1° Trois couples de points correspondants sur deux sur-
faces inverses sont situés sur une méme sphére (deux couples
de points correspondants sur un méme cercle) qui coupe
orthogonalement la sphére-unité dont le centre est 'origine.

2° D’aprés les propriétés du quadrilatére inscrit dans un
cercle, la droite @b qui joint deux points d’une des courbes
fait le méme angle avec le rayon vecteur Oa que la droite

qui joint les deux points correspondants a'b’ fait avec le
rayon vecteur O /. Alalimite, si b estla tangente au point a,
la tangente correspondante i la courle inverse fait le méme

angle avec le rayon vecteur.

3° De méme pour deux surfaces, deux plans tangents cor-
respondants sont également inclinés sur le rayon vecteur;
les deux normales correspondantes sont dans un méme plan
avec le rayon vecteur, et forment avec lui un triangle isoscéle
dont la base est la portion interceptée du rayon vecteur.

4° 1l résulle immédialement de 2° que l'angle de deux
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courbes en un point est égal a celui de leurs inverses au point
correspondant.

5° De méme, il découle de 3° que I'angle que deux sur-
faces font entre elles en un point est égal a celui que les
surfaces inverses font au point correspondant.

6° L’'inverse d’une droite ou d'un plan est un cercle ou
une sphére passant par I'origine.

7° Un cercle quelconque peut étre considéré comme I'in-
tersection d'un plan et d’une sphére A passant par 'origine.
Son inverse est, par conséquent, un autre cercle qui est la
section sous-contraire (ou antiparalléle) du céne qui a pour
sommel 'origine et pour base le cercle donné.

8° Le centre du second cercle est situé sur la droite qui
joint 'origine au point @ sommet du céne circonscrit a A le
long du cercle donné. En effet, a est évidemment le centre
d’une sphére B qui coupe a orthogonalement. Par consé-
quent, le plan qui est I'inverse de A coupe orthogonale-
ment B’ Vinverse de B, c’est-a-dire suivant un grand cercle
dont le centre est le méme que le centre de B'. Mais les centres
de B et B’ sont sur une droite passant par Iorigine.

9° Au cercle osculateur d’une courbe correspond un cercle
osculateur de la courbe inverse.

10° Pour les surfaces inverses, les centres de courbure
de sections normales correspondantes sont sur une méme
droite passant par l'origine. A la section normale o en un
point m correspond une courbe o située sur une sphére A
qui passe par l'origine, et le cercle osculateur ¢’ de o est
Pinverse du cercle osculateur ¢ de a. Si «, est la section nor-
male tangente 4 o/ au point m/, d’aprés le théoréme de Meus-

nier, le centre de ¢"est la projection sur son plan du centre ¢,
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du cercle osculateur de «,. Mais la normale m/c, est évidem-
ment tangente a la sphére A au point m’, en sorte que c, est
le sommet du céne circonserit a A le long de ¢’; le théo-
réme 10° découle donc du théoréme 8°.

11° A deux sections normales en 7, dont les centres de
courbure occupent les positions extrémes sur la normale
en m, correspondent évidemment deux sections qui jouissent
de la méme propriété. Par conséquent, & deux sections prin-
cipales de 'une des surfaces correspondent deux sections
principales de I'autre surface, et 4 une ligne de courbure de
I'une correspond une ligne de courbure de I'autre (*).

Dans le cas ol la surface n’a pas de relation spéciale avec
le plan ou le cercle a I'infini, on voit facilement, comme dans
les Courbes planes, n° 122, que I'inverse d’une surface est
de I'ordre 2m, que sa classe est égale a

3m—+2a-+n=m?-+am,

qu’elle passe m fois par l'origine et m fois par le cercle a

Pinfini. D’aprés cela 'ordre et la classe de la premiére podaire
sont 2n, m -+ 2a + 3n, et ceux de la premiére podaire néga-
tive sont 3m + 2a 4+ n et 2m.

(*) La méthode de M. Hart pour obtenir les propriétés focales par inver-
sion (voir Courbes planes, n° 281) s’applique également aux courbes dans
I'espace et aux surfaces. L’inverse d’'une courbe plane est une courbe située
sur la surface d’une sphére, et en particulier I'inverse d’une conique plane
est l'intersection d’une sphére avec un céne du second degré. Comme on
I’'a montré ( Courbes planes, n° 281) de la propriété focale de la conique
p + p' = const., on déduit une propriété focale de la courbe dans ’espace
lp+ mp'+ np"=o. De la méme maniére aussi, 'inverse d’'une quartique
bicirculaire est une courbe de I’espace qui jouit de propriétés focales simi-
laires. [ Voir CasEY, Sur les cyclides et les sphero-quartiques (Phil. Trans.,
t. CLXI); DARBoUX, Sur une classe remarguable de courbes et de surfaces
algébrigues.] Une surface qui est sa propre inverse par rapport & un point
quelconque a été appelée surface anallagmatique.
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516. La premiére podaire_de l’elhpsmde — + y' —|— =

étant I'inverse de la réciproque de cet elhpsmde, son equa—

tion est
alzx:+ by 4?5 = (2 + y? 4+ 3%)%

Clest la surface d’élasticité de Fresnel. L'inverse d’un,
systéme de surfaces homofocales qui se coupent & angle droit
est évidem ment un systéme de surfaces d’élasticité qui se
coupent aussi a angle droit. Par conséquent, les lignes de
courbure de la surface d’élasticité sont déterminées comme
intersections de cette surface avec deux surfaces de méme
nature dérivées de quadriques concycliques.

L’origine est évidemment un point double de cette surface
et le cercle imaginaire suivant lequel une sphére quelconque
coupe le plan 4 l'infini est une ligne double de la surface.

317. M. Cayley a obtenu le premier I’équation de la pre-
mie¢re podaire négative d’une quadrique, c’est-a-dire de
I'enveloppe des plans menés perpendiculairement aux extré-
mités des rayons centraux. Il est clair que si nous décrivons
une sphére passant par le centre de la quadrique donnée et
qui lui soit tangente au point z/, 3/, 7/, le point z, y, 5 de la
surface dérivée, qui correspond & &/, 3/, 7, est 'extrémité du
diamétre de cette sphére, qui passe par le centre de la qua-
drique. On trouve facilement les relations

. o
__,).v "1':._'1"('3. — /:'3)‘

= x'? +y’2+z’2

Résolvons ces équations par rapport a ', 3/, 3’ et portons
les valeurs trouvées dans les deux équations

= ’i'?
xx' - yy' -+ 55 == 22 4 yiE - 5'2, pari g
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nous avons

af L )"
1
a ‘ 2 z,

Cette seconde équation est la dérivée de la premiére par
rapport 4 ¢. La surface cherchée est donc le discriminant de
cette premiére équation. On peut le former facilement,
puisque l'équation n’est que du quatriéme degré. Si nous
représentons cette biquadratique par

AL 4Bl 602+ 4Dt+-E

]

nous verrons que A et B ne renferment pas z. v. z, tandis
que G, D, E les contiennent chacune au second degré. Le
discriminant est du sixiéme degré par rapport aux coefficients
ct a la forme Ao+ B*4; par conséquent il ne renferme
z, ¥, 2 qu'au dixiéme degré. C’est donc la le degré de la sur-
face cherchée.

On reconnait, comme dans d’autres cas similaires, que la
section par un des plans principaux 5 se compose du discri-
minant de

qui est une courbe du sixiéme degré et la premiére podaire
négative de la section principale correspondante de 'ellip-
soide; il faut y joindre la conique, comptée deux fois, qu'on
obtient en posant { = 2¢? dans la derniére équation. Cette
conique, qui est une courbe double de la surface, esl tangente
a la courbe du sixiéme degré en quatre points. Les points
doubles situés dans les plans principaux correspondent aux

3 4 5 6 unesp™ 8 9 10 11 12

13
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points de I'cllipsoide pour lesquels ¢ = 2'2 4+ 32+ 2'2 = 2.a2,
2b- ou 2¢2. Il existe une conique cuspidale & I'infini et, en
outre, une courbe cuspidale finie du seiziéme degré.

Le lecteur trouvera (Philosophical Transactions, 1858
et Tortoling, t. 11, p. 168) une discussion par M. Cayley
des différentes formes qu’alfecte la surface et les courbes

cuspidales et nodales suivant les différentes valeurs relatives
de a2, b2, c2.

518. M. Roberts a résolu d’une autre maniére le probléme
que nous venons de discuter, en démontrant que le probléme
qui consiste a trouver la podaire négative d’une surface est
identique avec celui ol I'on se propose de former I’équation
de la surface paralléle. Le premier probléme consiste a
tronver ’enveloppe du plan

zx'+ yy + 55 =2+ y'* + i

quand z', ¥', ' vérifient 'équation de la surface. Le second
revient & trouver ’enveloppe d’une sphére dont le centre est
sur la surface, et dont le rayon = £, c’est-a-dire & trouver
I'enveloppe de

(z— @)+ (y—y V(s — =k
ou

2xz’ +-2yy' 4 253’ =+ y? 4 52— L2 - z'? 4y 4 5

Dans cetterecherche,lesleltres non accentuées sont traitées
comme des constantes et il est clair que les deux problémes
sont des cas particuliers de cet autre : trouver dans les mémes
conditions I'enveloppe ‘de

azx'4-by' +cs' =24 y? + "+ d.

Il est clair aussi que, si nous connaissons 1'équation de la

surface paralléle, nous n’aurons qu'a y remplacer A par
L]
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x% 4 ¥ 4~ 3%, puis z, ¥, z par z, 3y, 35 pour avoir I'é-
quation de la podaire négative.

Nous avons trouvé (n° 202, Ex. IT) I'équation de la sur-
face paralltle & une quadrique. Nous pouvons, au moyen des
substitutions que nous venons d’indiquer, former I'équation
de la premiére podaire négative, 'origine étant quelconque,
aussi bien que lorsqu’elle est au centre. De plus, si nous
remplagons & par k —+ &’ et si nous faisons la méme substitu-
tion pour &, nous obtenons, pour une origine quelconque, la
premiére podaire négative de la paralléle a la quadrique. Il
serait probablement difficile de résoudre ce probléme d’une
autre maniére.

Ayant trouvé, comme ci-dessus, ’équation de la premiére
podaire négative d’une quadrique, nous n’avons qu’a former
son inverse qui nous fournira l'équation de la seconde
podaire positive de la quadrique réciproque (n° 514).

Exemple I. — Trouver I'enveloppe des plans perpendiculaires aux
extrémités des rayons vecteurs du plan az - by + ¢z +d.
Ici la surface paralléle se compose d'une paire de plans, dont
I’équation est
(az+by +cz+d)2=k.

Celle de I'enveloppe est donc
(az +bx+cs+2d)? =22+ y2+ 52,
Exemple Il. — Trouver de méme la premiére podaire négative

de la sphére
(#—a)(y—B)24(s—y)=1r.

La surface paralléle se compose de la paire de sphéres concentriques
(—a)+(y—Br+(G—y)=(rxkipr
L’enveloppe est donc
(z—2a)2+(y—opr+z—ayr=(2r= /222422 °

qui représente une quadrique de révolution.
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CHAPITRE XV.

SURFACES DU TROISIEME DEGRE.

519. Quand on applique aux surfaces cubiques la théorie
générale des surfaces, exposée au Chapitre XI, elle donne
les résultats suivants. Le cone circonscrit dont le sommet est
un point quelconque et qui enveloppe une de ces surfaces
est, en général, du sixiéme degré; il a six arétes cuspidales
et pas d’aréte double ordinaire. Il est, par conséquent, de la
douziéme classe, a 24 plans tangents stationnaires et 27 plans
tangents doubles. Comme, d’aprés cela, on peut mener par une
droite quelconque 12 plans tangents a la surface, une droite
rencontre sa réciproque en 12 points et cette réciproque est,
en général, du douziéme degré. On trouve son équation
comme dans les Courbes planes, n° 91. Le probléme est le
méme que celui ou il faut trouver la condition pour que le

plan
e+ By + 15 -+ ow

soit tangent a la surface. Multiplions 'équation de la surface
par 83 et éliminons 8w au moyen de 1'équation du plan. Le
résultat est une équation homogeéne du troisi¢éme degré en z,
Y, % qui renferme aussi «, 3, v, 8 au troisiéme degré. Le dis-
criminant de cette équation est du douziéme degré par rap-

port a ses coefficients et, par suite, du trente-sixiéme en a, {3,
Y, 0; il se compose de I'équation de la surface réciproque
multipliée par le facteur étranger 62%. La forme du discrimi-
nantd’une fonction cubique homogéne en z, y, z est 64 S3 4 T2
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(Courlbes planes, n° 224). Ce sera donc aussi la forme de la
réciproque d’une surface du troisiéme degré. S est du qua-
triéme degré et T du sixiéme par rapport a a, 3, v, 8 (c’est-
a-dire que S et T sont des contrevariants de ces degrés de
I'équation donnée). 11 est facile de voir qu'ils sont aussi du
méme degré par rapport aux coefficients de I’équation donnée.

520. Les surfaces peuvent avoir ou des points multiples
ou des droites multiples. Si une surface a une ligne double
du degré p, un plan quelconque rencontre la surface suivant
une section ayant p points doubles. Par conséquent, le degré
de la courbe double d’une surface du degré n a la méme
limite que le nombre de points doubles d'une courbe de
degré n. Comme une courbe du troisiéme degré ne peut
avoir qu’'un seul point double, si une surface du troisiéme
degré a une ligne double, cette ligne doit étre une droite (*).

Une surface cubique qui a une droite double est nécessai-
rement une surface réglée, car tout plan passant par cette
droite coupe la surface suivant la droite double comptée
deux fois et suivant une autre droite. Ces autres droites con-
stituent un systéme de génératrices qui s’appuient sur la
droite double comme directrice. Si nous prenons cette der-
niére pour axe des z, I'équation de la surface sera de la forme

(ax®+3bx?y + 3cxy? + dy?)
+s(axr+2bzy +-c'yt)+ (a2 + 202y + "y )=o,

quon peut écrire u;-+ 51, + v3=o0. En un point quel-

(*) Si une surface a une ligne double ou multiple, la réciproque formée
par la méthode du numéro précédent serait identiquement nulle. En effet,
tout plan rencontre la surface suivant une courbe ayant un point double
et, par conséquent, le plan az + By + vz + 8w doit ¢tre considéré comme
tangent a la surface, indépendamment de toute relation entre a, B, v, 8.
On trouve la réciproque dans ce cas, en éliminant z, y, 2, w entre u =o,
a=u,B=u,y=1u,d=u,.
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conque de la droite double il y aura une paire de plans tan-
gents 5'uy -+ ¢2 = 0. Mais, quand 2’ varie, celle expression
représente un systéme de plans en involution (Sections
contques, n° 342). Donc les plans tangents en un point
quelconque de la droite double sont deuz plans conjugués
d’un systéme en involution.

Il existe deux valeurs réelles ou imaginaires de 2z’ qui ren-

dront z'1s 4 v, un carré parfait; il y a donc sur la droite
double deux points ol les plans tangents coincident, et un
plan mené par I'un d’eux rencontre la surface suivant une
section qui a ce point pour rebroussement. Si X2 et Y2 sont
les valeurs de ces carrés, il est clair que u, et ¢, peuvenl
étre exprimés chacun sousla forme /X2 4~ Y2, Si donc nous
effectuons une transformation de coordonnées de maniére i
avoir pour plans coordonnés les plans X et Y, c’est-a-dire
les plans tangents aux points cuspidaux, chaque terme de
'équation sera divisible alors par 2 ou y- et I'équation peut
se ramener a la forme zz- = wy~ (').

Sous cette forme, il est clair que la surface cst engendrée
par les droites 3 = hx, 5 = k=% qui coupent les deux direc-
trices zy, 5% ; et les génératrices joignent les points d’un sys-
téme situé sur zw aux points d'un systéme involutif situé
sur zy, qui sont homographiques avec ceux du premier sys-
téme. Tout plan mené par zw rencontre la surface suivant

(') On suppose ici que les plans X, Y, les plans doubles du systéme en
involution, sont réels. Néanmoins, nous - pouvons toujours réduire a la
forme w (2= y?) 4- 222y : le signe supérieur correspond aux plans doubles
réels et le signe inférieur aux imaginaires. Dans ce dernier cas, la droite
double est réellement tout entiére sur la surface et tout plan coupe celle-ci
suivant une section ayant pour nceud réel le point ou il rencontre la droite.
Dans le cas précédent, ceci n'est vrai que pour une porlion de la droite
double, limitée par les points cuspidaux. En dehors de cette portion, les
sections rencontrent la droite en un point conjugué. Une surface cubique
ne peut pas posséder de droite dont tout point soit un rebroussement, i
moins que la surface ne soit un cone.
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une paire de droites et doit étre considéré comme tangent
a la surface aux points ol ces droites rencontrent zw; et de
méme que la droite 2y est une droite dont tout point est un
point double, de méme s est une droite telle que tout plan
qui la contient est un plan tangent double. La réciproque de
cette surface, qui est celle qu'on a considérée au n° 468, est
de méme nature que la surface elle-méme.

Le cdne circonscrit, qui a son sommel en un point quel-
conque el qui enveloppe la surface, se compose du plan qui
joint le sommet a la droite double et d’un céne circonscrit du
quatriéme ordre. Quand le point est sur la surface, 'ordre du
cOne se réduit au second.

521. M. Cayley a appelé mon attention sur un cas ou la
réduction a la forme z2° = wy-n’est pas possible. Si, comme
dans le numéro précédent, . et ¢, ont un facteur commun,
prenons pour l'un des plans coordonnés le plan que repré-
sente ce facteur; nous pourrons facilement mettre I'équation
de la surface sous la forme y3 + z(s2 4+ wy)=o.

Le plan z esl tangent a la surface sur toute la longueur de

la droite double et coupe la surface suivant trois droites qui

coincident. L’autre plan tangent en un point quelconque coin-
cide avec le plan tangent a I'hyperboloide sz 4 wy. Ce cas
peut étre regardé comme un cas limite de celui qu'on a con-
sidéré dans le numéro précédent : a savoir, celul ou la direc-
trice double zy coincide avec la directrice simple w z. On peut
employer, pour la surface, la génération suivante : prenons une
série de points sur z) et une série homographique de plans
passant par-cetle droite; la généralrice de la surface cubique
passant par un point quelconque de la droite est située dans
le plan correspondant; on peut la déterminer complétement
en prenant pour directrice une cubique plane qui ait un point
double au point o son plan rencontre la droite double et qui
soit telle que I'une des tangentes au point double soit dans le
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plan qui correspond au point double, considéré comme point

de la droite double (*).

522. Le raisonnement qui démontre qu'une courbe cubique

propre ne peut pas avoir plus d'un point double n’est pas
applicable aux surfaces. En effet, la droite qui unit deux points
doubles et qui doit étre regardée comme rencontrant la surface
en quatre points doit étre tout entiére sur la surface; mais
cecl n'implique pas que la surface doit se décomposer en
d’autres surfaces de degrés moindres. La considération du
cone circonscrit fournit toutefois une limite du nombre de
points doubles d’une surface. Nous avons vu (n° 279) que le
cbne circonscrit est du sixiéme degré, et qu'il a six arétes
cuspidales. Mais nous savons qu'une courbe du sixiéme degré
& six rebroussements ne peut avoir que quatre autres points
doubles. D’aprés cela, comme tout point double de la surface
ajoute une aréte double au céne circonscrit, une surface
cubique peut tout au plus avoir quatre points doubles.

I1 est nécessaire de distinguer les divers genres de points
doubles que peut posséder la surface : (A) en un neeud ordi-
naire (n° 283) (2), le plan tangent est remplacé par un cone
du second degré. La droite qui joint le neeud a un point
quelconque est, comme nous l'avons dit, une aréte double
du céne circonscrit issu de ce point; et comme au cdne cir-
conscrit issu d’un point quelconque correspond une section
plane de la surface réciproque, cette aréte double réduit évi-
demment de deux unités 'ordre de la réciproque ou la classe
de la surface donnée. (B) le cone du second degré peut dégé-
nérer en un couple de plans. Un point de ce genre peut s’ap-

() Le lecteur pourra consulter un intéressanl Mémoire de Géométrie sur
les surfaces cubiques réglées, par M. Cremona. A?ti del reale Istituto
Lombardo, tome II, p. 291.

(*) M. Cayley appelle le genre de nceud considéré ici un cnic-node et le
désigne en conséquence par la letire C,.
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peler un binode, les plans sont les biplans et leur intersection
est 'aréte. Dans le premier cas que nous avons considéré, on
voit facilement que les plans tangents & un cdne circonscrit
quelconque le long de son aréte double sont les plans menés
suivant cette droite de maniére a étre tangents au céne nodal.
Quand donc le céne nodal se réduit & deux plans, ces plans
tangents coincident et la droite qui va au binode est une aréte
cuspidale du cdne circonscrit. Par conséquent un binode
réduit la classe de la surface de trois unités. Une surface
cubique ne peut pas avoir plus de trois binodes, puisqu’un
cone proprement dit du sixiéme degré ne peut pas posséder
plus de neuf arétes cuspidales. Mais il peut exister des cas
spéciaux de binodes. 1° En un point binodal ordinaire B,
I'aréte ne se trouve pas sur la surface; si le contraire a lieu,
le binode est spécial B, el réduit la classe de la surface de
quatre unités. Ainsi soit z, y, 5 le point binodal, z, y les
biplans, I'équalion générale de la surface sera de la forme

Uz 2y = o0,

(3= Co5% + 3¢ 522 + 3¢,5%y +. ...

Le cas spécial olt ¢y=o0 est celui que nous considérons
actuellement. Ce genre de binode peut éire regardé comme
résultant de la réunion de deux nceuds coniques. 2° Dans le
cas spécial que nous venons de considérer, la surface a pour
plan tangent le long de I'aréle un plan ¢,z + ¢,y qui esl
généralement distinct d’un des biplans. 11 peul toutefois coin-

cider avec l'un d’eux, c’est-i-dire que nous pouvons avoir
¢i1=oo0u ¢, =o0. Daus ce cas, le hinode B; réduit la classe de
cing unités. On peut regarder un pareil point comme résul-
tant de la réunion d’un point conique et d’un binode. 3° Enfin
il peut se faire que z ou y soil facteur de u; et nous avons
alors un binode B; qu’on peut regarder comme le résuliat de
la réunion de trois nceuds coniques et qui réduit la classe de
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six unités. On dit dans ce cas que l'aréte est osculaire ().
{C) Les deux biplans peuvent coincider; nous avons alors ce
qu’on peut appeler un point unodal, ou unode, Uy qui réduit
la classe de six unités. L’équation peut alors se ramener a la
forme u; -+ 2= = o. Le biplan unique z coupe la surface sui-
vant trois droites qui sont distinctes en général; mais deux
d’entre elles ou toutes les trois peuvent coincider en donnant.
naissance a des cas spéciaux d’'unodes U;, Uy qui réduisent
la classe de sept et huit unités respectivement. U, peut étre
considéré comme équivalent a trois nceuds coniques, U; a
deux nceuds coniques et 4 un binode, Uy 4 deux binodes et a
un nceud conique.

523. Sinous distinguons les surfaces cubiques d’aprés les
singularités décrites dans le numéro précédent, nous pour-
rons énumérer vingl-trois formes possibles que représente le
Tableau suivant :

4. 5. b 7.

. . 9. 10.
Classe........ 12 9 8 8 7 7

6 6

8.
6
Singularvités... o B;. 2C, B, B3+ C, B; 3C, 2B; B,—+(,

11. o 13. 14. 15. 16. 17.
6 6 i 5 5 4 4
:“"iliglllﬂl'ih".‘. .® UG B3+202 B5+C2 U7 4C2 2B3+C‘:

18. 19. 20. 21,
Classe 4 4 4 3
Singularités... B, +2C; Bg+Cy Us 3B

(") En général, si un plan est tangent & une surlace, le long d’une droite,
celle-ci compte deux fois dans l'intersection compléte de la surface par le
plan, et Pintersection qui reste est du degré n» — 2. La droite peut cepen-
dant compter trois fois ct le reste de l'intersection n’est plus que de ’ordre
n — 3. Dans le premier cas, M. Cayley appelle la droite torsale et dans le
second osculaire. Il lui donne le nom de scrolaire quand la surface la
contient purement et simplement; dans ce cas, il y a ordinairement un
plan tangent différent en chaque point de la droite.

S. — Géom. a trois dim. I1I.
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Voila les diverses combinaisons possibles de points nodaux;
le nombre de vingt-trois est complété par les deux genres de
surfaces réglées, décrites aux n* 520, 521; chacune d’elles’
est de la 3° classe (').

Ewemple I. — Quel est le degré de la réciproque de zyz = w3?

Réponse. — 1l existe trois points biplanaires dans le plan w et la
réciproque est du troisiéme degré.
B

5 Ww

Exemple II. — Quel est la reciproque de i -+ ? +
£ i

Réponse. — Cette équalion représente une surface cubique ayant
pour points doubles les sommets dela pyramide 2y zw; sa réciproque
doit étre du quatriéme degré. L'équation d'un plan tangent en un
point quelconque peut se mettre sous la forme

le#  my nz  pw __

z't T oy T gt w2
Il en résulte que la condition pour que
aw + By + 15+ 8w
soit un plan tangent est
ol i 1 1
(L) +(mB)*+(n7)* +(pd)* =0,

équation qui, débarrassée de radicaux, est du quatriéme degré.
Généralement I'équation de la réciproque de

az™+ by 4 czt -+ dwn
est de la forme
3 12

_n_ Z 1L, o
Aan=! - BRI 4 Cy2-14- D82~ 1 =0 (2),

(Courbes planes, n°® 88, Ez.)

(*) Yai indiqué ( Cambridge and Dublin mathematical Journal, 184,
t. I, p- 65) leffet des nceuds C,, B,, U, sur la classe de la surface; j’ai tenu
compte des vingt-sept droites de la surface dans chaque cas ou nous avons
une combinaison quelconque de ces neeuds (Cambridge and Dublin ma-
thematical Journal, 1849, t. IV, p. 252). Les cas spéciaux B,, B,, B,, U,, U,
ont été remarqués par Schlafli (Phil. Trans., 1863, p. 201. Voir aussi un
Mémoire de M. Cayley sur les surfaces cubiques, Phil. Trans., 1868,
p. 231-326).

(*) Si nous remplagons la, mp, ny, p8 par x, y, 7, w respectivement,
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Le coéne circonscrit a cette surface, et dont le sommet est situé en
un point de la surface, est du quatriéme degré et il a quatre arétes
doubles; il doit donc se décomposer en deux cdnes du second degré.

Une surface cubique, qui posséde quatre points doubles, est aussi
I’enveloppe de

o+ [)BZ_‘_ c~{2+glﬁY+2m‘Yd—|—2ndﬁ,

deux paramétres

£ : o
ol a, b, ¢, I, m, n représentent des plans et —,
-
1}

variables.

11 est visible que ’enveloppe est du troisiéme degré et de la qua-
triéme classe. En effet, si nous y introduisons les coordonnées de
deux points, nous pouvons déterminer quatre plans du systéme qui
passent par la droite qui joint ces deux points.

Généralement, 'enveloppe de aa®-+bBr+ ... est du degré
3(n —1)? et de la classe n?. Le cdne circonscrit issu d’un point quel-
conque est du degré 3n(n —1), elle a une courbe cuspidale dont
I'ordre est le méme que celui de la condition pour que U+ 2V
représente une courbe ayant un rebroussement, U et V représentant
des courbes planes de l'ordre n; en d’'autres termes, cet ordre est
égal au nombre de courbes de la forme U + AV -+ u'W qui peuvent
avoir un rebroussement. La surface a une courbe nodale dont 'ordre
est le méme que le nombre des courbes de la forme U -+ AV 4- p W
qui peuvent avoir deux points doubles. Pour la recherche de ces
nombres, voir Algébre supérieure, Legon XVIII.

524. L’équation d’une surface cubique quin’a pas de point
multiple peut se mettre sous la forme

az®+ by® + ¢35 4 dw® 4 ewd=o0;

V’équation de la surface réciproque est
VZ -+ vy + 7+ Vw=o.
En la rendant rationnelle, il vient
(T +y 2 +w—2ys—22x— 22y —2ZW—2y W —23W)*—64zysw=o0.

C’est la surface connue sous le nom de quartique de Steiner. Elle a trois
droites doubles qui se rencontrent en un point; tout plan tangent la coupe
suivant deux coniques, etc. Ses propriétés ont été étudiées par Kummer,
Weierstrass, Schréter, Cremona (voir Crelle, t. LXIII, LXIV) et plus
récemment par M. F. Gerbaldi; Turin, 1881.
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Z,y, 5, ¢, w représentent des plans ct, pour plus de simpli-
cité, nous supposons que les conslantes implicitement com-

prises dans z. ¥. ... ont été choisies de telle sorte que Ia

relation identique qui lie les équations des cinq plans (38)
puisse s’écrire
4y + 54 0-+w=o.

En effet, I'équation générale du troisiéme degré renferme
vingt termes et par conséquent dix-neuf constantes indépen-
dantes; mais la forme que nous venons d’écrire renferme
quatre constantes explicites indépendantes et de plus I’équa-
tion de chaque plan en contient implicitement trois. Elle
contient donc le méme nombre de constantes que I'équation
générale. Celte forme, donnée par M. Sylvester en 1851
(Cambridge and Dublin mathematical Journal, t. VI,
p- 199), est trés convenable pour la recherche des propriétés
des surfaces cubiques en général (').

525. Soit
'L+ y' M+ 5N+ ow'P—o,

’équation de la premiére polaire d’un point quelconque par

(') On a remarqué ( Courbes planes, n° 25) que deux formes peuvent en
apparence contenir le méme nombre de constantes et que cependant 'une’
peut étre plus générale que 'autre. Ainsi, quand on trouve qu'une forme
renferme le méme nombre de constantes que I'équation générale, il n’est
pas absolument démontre que I’équation générale est réductible a cette
forme; et Clebsch a indiqué une exception remarquable dans le cas des
courbes du quatriéme ordre (wvoir note, n° 235). Dans le cas actuel, bien
que M. Sylvester ait ¢noncé son théoréme sans démonstration, il a déclaré
avoir en sa possession une démonstration que l'équation générale peut se
réduire & une somme de cing cubes et d’une seule maniére. Clebsch en a
donné une démonstration (Crelle, t. LIV, p. 139). Voir aussi GoRDAN,
Math. Annalen, V, 341. Pour la théorie générale des surfaces cubiques,
voir CREMONA, Crelle, t. LXVIIIL; SturM, Synthetische Untersuchungen
tber Fldchen dritter Ordnung; c'est par errcur que Clebsch attribue le
théoréme du texte 3 Steiner qui I’a publié en 1856 ( Crelle, t. LIII, p. 133).
Ce théoréme, de méme que les principaux résultals de Steiner, avaient été
trouvés par les géométres anglais quelques années auparavant.
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rapport a une surface du n*™¢ ordre; si elle a un point double,
ce point vérifiera les équations

azx' + hy' + gz’ + (o' =o, he'+ by'+ fz'+mw =o,
gx'+fy' + cs'+nw'=o, lx' +-my'+- nzs'+ dw' —o,

a, b, ¢ représentant les dérivées secondes correspondant a
ces lettres, comme nous les avons employées dans 'équation
générale du second degré. Si maintenant nous éliminons
Z', y', 7', o' entre les équations ci-dessus, nous obtenons le
lieu de tous les points qui sont des points doubles sur les
premiéres polaires. Il est du degré 4 (n — 2); en effet, c’est le
Hessien (n° 285). St nous éliminons les x, y, 3, w qui figu-
rent dans a, b, ..., comme les quatre équations sont chacune
du degré (n— 2), I'équation résultante en 2/, 3, 5/, w' sera
du degré 4(n — 2)* et représentera le lieu des points dont
les premiéres polaires ont des points doubles. Autrement dit,
H est le lieu des points dont les quadriques polaires sont des
cobnes et la seconde surface qu'on peut appeler la Steiné-
rienne ou le Steinérien (voir Courbes planes, n° 70) est le
lieu des sommets de ces coénes. Dans le cas des surfaces du
troisiéme degré, il est facile de voir que les quatre équations
écrites ci-dessus sont symétriques par rapport & z, ¥, 5, w et
z', ¥', 7', w'et que, par suite, le Hessien et le Steinérien sont
identiques. Donc si la quadrique polaire d’un point A, par
rapport & une surface cubique, est un cone dont le sommet
est B, la quadrique polaire de B est un céne dont le sommet
est A. On dit que les points A et B sont des points corres-
pondants sur le Hessten (voir Courbes planes, n° 175).

526. Le plan tangent en A au Hessien d’'une surface
cubique est le plan polaire de B par rapport a la surface.
En effet, si nous prenons un point quelconque A’ consécutif

a A et sur le Hessien, comme les premiéres polaires de A et A’

sont consécutives et qu'elles sont toutes deux des cones, on
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reconnait (Courbes planes, n® 178) que leur intersection est
infiniment: voisine de B, sommet de 'un et I'autre céne; par
suite, le plan polaire de B passe par AA’; et, de méme, on
voit qu'il passe par tout autre point infiniment voisin de A.
11 est donc le plan tangent au point A. Le plan polaire d'un
point quelconque A du Hessien d’'une surface de degré quel-
conque est le plan tangent au point correspondant B de la
Steinérienne. En particulier, les plans tangents & U le long
de la courbe parabolique sont des plans tangents au Stei-
nérien; autrement dit, dans le cas d’une cubique, la déve-
loppable circonscrite a une surface cubique le long de la
courbe parabolique est aussi circonscrite au Hessien. Si
une droite quelconque rencontre le Hessien en deux points
correspondants A, B et en deux autres points G, D, les plans
tangents en A, B se coupent suivant la droite qui joint les
points qui correspondent & C et D.

527. Nous allons aussi rechercher les théorémes précédents
au moyen de la forme canonique. On obtient la quadrique
polaire d’un point quelconque par rapport a

ax® + by®+ ¢35° + dy® + en?

en remplacant w par sa valeur — (2 -+ - 2+ ¢), et en opé-
rant 4 la maniére ordinaire sur I’équation qui se trouve ainsi

exprimée en fonction de quatre variables. Nous trouvons aussi

que la quadrique polaire est
ax'x*+ by'y*+ ¢z 32 - do' 0* + e w —o.

Si nous prenons la dérivée de cette équation par rapport & z
en nous rappelant que dw — — dz, nous avons az’'x = ew'w.
Comme le sommet du cone doit vérifier les quatre dérivées
par rapport a z, ¥, 3, ¢, nous voyons que les coordonnées
z', ¥, &, v d'un point A du Hessien sont liées aux coordon-




cm

SURFACES DU TROISIEME DEGHE. 35

nées z, ¥, 5, v de B, sommet du céne correspondant par les

relations
ax' ' =by'y =cz3' = dv'v = ew' w.

Comme nous n’avons a nous occuper que des rapports mu-
tuels des coordonnées, nous pouvons prendre 1 pour valeur
commune de ces quantités et écrire les coordonnées de B
I I I I I
az" by’ ez’ do'’ ew'
Les coordonnées de B devant vérifier I'équation identique

ZHY+5+0+w—o0,
nous obtenons pour équation du Hessien

[ I
ax by cs

bedeyzvw + cdeasvw x + deabvw xy
+ eabewxys -+ abedxyszv =o.

La forme de I'équation montre que la droite v est située
tout entiére sur le Hessien et que le point zyz est un point
double de ce Hessien. Comme les cinq plans z, y, 3, v, @
donnent naissance & dix combinaisons, pris deux a deux ou

trois 4 trois, nous avons le théoréme de Sylvester : les cing
plans forment un pentaédre dont les dix sommets sont des
points doubles du Hessien et dont les dix arétes sont situées
sur le Hessien. La quadrique polaire du point z, y, 5 est
dv'v2 + ew'w?, qui se décompose en deux plans se coupant
suivant ¢w; un point quelconque de cette droite peut étre
regardé comme le point B qui correspond a 2, y, 5. Donc i/
existe diz points dont les quadriques polaires se décom-
posent en couples de plans; ces points sont des points
doubles du Hessien et les intersections des couples de
plans correspondants sont des droites situées sur le Hes-
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sien. Cest en démontrant ces théorémes d’une maniére indé-
pendante (') qu'on peut établir d’une maniére compléte la
résolution de 1'équation donnée en une somme de cinq cubes.
L’équation du plan tangent en un point quelconque du Hes-
sien peut s’écrire
z y 5 { w

ax'® . _b—)"—' = (F s av’= o et

= 1 !
En y remplacant 2’ par — ..+, elle devient
@axr

azx?x +by?y +cz' 5 +dv'?e 4+ ew*w—=o.
C’est le plan polaire du point correspondant par rapport a U.

528. Si nous considérons tous les points d'un plan fixe,
leurs plans polaires enveloppent une surface, qui (comme
dans les Courbes planes, n° 184%) est aussi le lieu des points
dont les quadriques polaires sont tangentes au plan donné.
Les paramétres figurent au second degré dans I'équation du
plan variable; le probléme est donc celui qu'on a étudié au
n® 523, Ex. I, et son enveloppe est une surface cubique
ayant quatre points doubles. Les plans polaires des points de
la section de la cubique originale par le plan fixe sont les
plans tangents en ces points et, par conséquent, cette surface
cubique polaire du plan donné est inscrite dans la dévelop-
pable formée par les plans tangents a la surface cubique le
long de la section par le plan donné (Courbes planes, n° 183).
Le plan polaire d'un point quelconque A de la section du

(') TI résulte de I’Algébre superieure, Legon XVIII, qu'un déterminant
a p lignes et p colonnes, dont chaque élément est une fonction de ’ordre n
par rapport aux variables, représente une surface du degré np ayant
£P(p*—1)n* points doubles et qu'ainsi le Hessien d’une surface du degré n
a toujours 10(n — 2)* points doubles.
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Hessien par le plan donné est tangent au Hessien (n°® 526) et,
par conséquent, est un plan tangent commun au Hessien et &
la surface cubique polaire que nous considérons actuellement.
Mais la quadrique polaire de B, étant un céne dont le sommet
est A, doit étre considérée comme tangente en A au plan
donné; donc B est aussi le point de contact du plan polaire
de A avec la surface cubique polaire. Nous obtenons ainsi ce
théoréme de Steiner : La surface cubique polaire d’un plan
quelconque est tangente au Iessien le long d’une certaine
courbe. Cetle courbe est le lieu des points B qui correspon-
dent aux points de la section du Hessien par le plan donné.
Mais si des points sont situés dans un plan quelconque

l.’L‘ -+ rn_y -+ ns +1)V ~= q"V == 0,
leurs correspondants sont sur la surface du quatriéme ordre

m n »
— 4

= = — = 0,
ax by c3 dy ip

Par conséquent, I'intersection de cette surface avec le Hessien
est de seiziéme ordre; elle comprend les dix droites zy, zw, ....

La courbe résiduelle du sixiéme est celle suivant laquelle la
surface cubique polaire du plan donné est tangente au Hes-
sien. Les quatre points doubles sont situés sur cette courbe;
ce sont les points dont les quadriques polaires sont des cénes
tangents au plan donné.

529. Sisurladroite qui joint deux points quelconques 2, 5/,
2y 2", 3", 3, nous prenons un point quelconque 2’ 4+ A", ...,
il est facile de voir que son plan polaire est de la forme
P,y 4 2APy, + X2Py,, ou Py, Py, sont les plans polaires des
deux points donnés et P,, est le plan polaire de 'un quel-
conque d’entre eux par rapport a la quadrique polaire de
Pautre. Si nous considérons A comme variable, I'enveloppe
de ce plan est évidemment un céne du second degré dont le
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sommet est I'intersection des trois plans. Il est clair que ce
cbne est un cone circonscrit a la surface cubique polaire d'un
plan quelconque mené par la droite donnée et que le sommet
du céne est un point de cette surface. Si les deux points
choisis sont deux points correspondants du Hessien, P,,
s'annule identiquement; car l'équation du plan polaire du
sommet d’un céne est identiquement nulle. Donc le plan
polaire d’un point quelconque de la droite qui joint deux
points correspondants sur le Hessien passe par l'intersec-
tion des plans tangents au Hessien en ces points (*). Dans
un plan arbitraire quelconque, nous pouvons mener trois
droites qui joignent des points correspondants du Hessien;
en effet, la courbe du sixiéme degré, considérée dans le
numéro précédent, rencontre le plan suivant trois couples
de points correspondants. Ceci ressortira d’une autre ma-
niére de la théorie des droites situées sur les surfaces du
troisiéme degré, théorie que nous allons exposer.

530. Nous avons dit (note du n° 47) qu'une surface cubique
renferme nécessairement des lignes droites; nous allons cher-
cher maintenant combien il y en a en général sur la surface (2).
Remarquons d’abord que, si une droite est sur la surface,
tout plan mené par elle est un plan tangent double parce
(uil coupe la surface suivant une droite et une conique,

c’esl-a-dire suivanl une section ayanl deux points doubles.

Par conséquent, les plans qui joignent un point quelconque

(*) Steiner dit qu’il existe cent droites telles que le plan polaire d’un
point quelconque de I’'une d’elles passe par une droite fixe, mais je crois
que son théoréme doit étre modifié comme on I'a fait ci-dessus.

(*) La théorie des droites sur une surface cubique a été étudiée pour la
premiére fois en 1849, dans une correspondance entre M. Cayley et moi,
dont les résultats ont été publiés ( Cambridge and Dublin mathematical
Journal, t. 1V, p. 118, 252). M. Cayley a remarqué, le premier, qu'il doit y
avoir un nombre défini de droites situées sur la surface; j'ai donné la
détermination de ce nombre et les discussions du n° 533.
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aux droites sur la surface sont des plans tangents doubles
de cette surface et, par suite, des plans tangents doubles du
cone circonscrit dont le sommet est en ce point. Mais nous
avons vu (n° 519) que le nombre de ces plans tangents
doubles est vingt-sept.

On peut établir aussi ce résultat de la maniére suivante :
Suppcsons que la surface cubique ne contienne qu’une droite,
et cherchons de combien de maniéres on peut mener un plan
par la droite, de telle sorte que la conique suivant laquelle
il rencontre la surface se décompose en deux droites.

Soit wz la droite; soit wU = z'V I'équation de la surface;
posons & = .z, divisons par 5 et formons le discriminant de
I’équation quadratique résultante en z, y, z. On voit sans
difficulté que, dans vette équation, les coefficients de x2,
Zy, ¥y- ne contiennent w qu’au premier degré; que ceux de
2z, ¥z le renferment au deuxiéme degré, et celui de 5~ au troi-
sitme degré. Il résulte donc de la que I’équation obtenue en
égalant le discriminant & zéro est du cinquiéme degré en u;
et-que, par conséquent : par une droite quelconque située
sur une surface cubique, on peut mener cing plans dont
chacun rencontre la surface suivant un autre couple de
droites; et, par suite, toute droite située sur une surface
cubique est coupée par dix autres droites. Considérons
maintenant la section de la surface par un des plans dont on
vient de parler. Toute droite située sur la surface doit ren-

contrer, en un certain point, la section déterminée par ce plan

et, par suite, doit couper une des trois droites situées dans
ce plan. Mais, en outre des droites dans le plan, chacune de
ces droites est coupée par huit autres droites. Il y existe donc
vingt-quatre droites sur la surface, en outre des trois qui
sont dans ce plan, c'est-a-dire vingt-sept en tout.

Nous montrerons plus loin comment on peut former I'équa-
tion d’une surface du neuviéme ordre qui rencontre la surface
swivant ces droites.
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831. L’équation d’un plan renfermant trois conslantes
indépendantes, on peut I'assujettir & trois conditions et, par
conséquent, on peut déterminer un nombre fini de plans
tangents & la surface en trois points. Nous allons déterminer
ce nombre dans le cas d’une surface cubique. Nous avons vu
que, par chacune des vingt-sept droites, on peut mener cing
plans triplement tangents; en effet, tout plan qui coupe la
surface suivant trois droites est tangent aux sommets du
triangle formé par ces droites, les sommets étant des points
doubles de la section. Le nombre 5 < 27 doit étre divisé
par trois puisque chacun des plans contient trois droites;
il y a donc en tout quarante-cing plans triplement tan-
gents.

532. Tout plan mené par une droite située sur la sur-
Sface est évidemment un plan doublement tangent, et les
couples de points de contact forment un systéme en invo-
lution. Supposons que I’axe des z soit sur la surface et soit

(as?4-bs4-c)z 4+ (ad'5*+b's-+c)y

la portion de 1'équation qui est du premier degré en z-et.y.
Les deux points de contact du plan ) = gz sont déterminés
par I’équation

az~+bs+c4+p(adz2+ bz +c¢'Y=o.

Mais elle représente un systéme en involution (Sections
conigues, n° 342).

D’aprés les propriétés connues de I'involution, il en résulte
que I'on peut mener par la droite deux plans tangents a la
surface en deux points qui coincident, c’est-a-dire qui la
coupent suivant une droite et une conique tangentes entre
elles. Les points de contact sont évidemment ceux ol la
droite, rencontre la courbe parabolique sur la surface. On a
démontré (n°® 287) que la droite est tangente a cette courbe.
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Donc les deux points oi la droite est tangente & la courbe
parabolique et les deux points de contact d'un plan quel-
conque mené par cette droite constituent un sysiéme harmo-
nique. Les points ou la droite est tangente a la courbe para-
bolique peuvent évidemment étre imaginaires.

533. On peut encore déterminer le nombre des droites
sur la surface de la maniére suivante : la forme ace = bdf
(ot @, b, ... représentent des plans) comprend implicite-
ment dix-neuf constantes indépendantes et, par conséquent,
est 'une de celles sous lesquelles on peut mettre I'équation
générale d'une surface cubique (*). Cette surface contient
évidemment neuf droites (ab, cd, .. .). Un plan quelconque
= p. b, qui rencontre la surface suivant des droites. la ren-
contre suivant les mémes droites que celles suivant lesquelles
il coupe I’hyperboloide pce = df. Les deux droites sont donc
des génératrices d’espéce differente de cet hyperboloide.
[’une rencontre cd, ef et 'autre ¢f, de; et, comme p. a trois
valeurs, il existe trois droiles qui rencontrent ab, cd, ef. Ce
méme résultat découle de la considération que I'’hyperboloide
déterminé par ces droites doit couper la surface suivant trois
autres droites (n° 345).

Il existe évidemment six hyperboloides ab, cd, ef; ab, cf,
de, ... qui déterminent dix-huit droites en outre des neul
dont nous sommes partis; ¢’est-a-dire qu’il y a en tout vingt-
sept droites.

Si nous représentons chacune des dix-huit droites par les
trois qu’elle coupe, on peut figurer les vingt-sept droites
comme 1l suit : d’abord les neuf droites originales ab, ad,
af, cb, cd, cf, eb, ed, ef; puis (ab, cd, ef):, (ab, cd, ef),,
(ab, cd, ef); et de méme pour les trois droites de chacune des
formes ab, ¢f, de; ad, be, ef; ad, be, cf; af, be, de; af, be, cd.

(') On trouve qu’il y a 120 manié¢res d’effectuer cette transformation.
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Les cinq plans que 1'on peut mener par l'une quelconque des
droites telles que ab sont les plans a et b qui se coupent sui-
vant les couples de droites ad, af; bc, be et les trois plans
qui se coupent suivant (ab, cd, ef),, (ab, cf, de); (ab,
cd, ef)s, (ab, cf, de)s; (ab, cd, ef)s, (ab, cf, de);. Les
cinq plans que l'on peut mener par l'une quelconque des
droites (ab, cd, ef), se coupent suivant les couples de
droites ab(ab, cf, de),; cd(af, cd, be),; ef (ad, be, ef);;
et suivant (ad, be, cf)., (af, be, de)y; (ad, be, cf)s, (af,
be, de),.

534%. M. Schlafli a fait un nouvel arrangement des droites
(Quarterly Journal of Mathematics, t. II, p. 116) qui con-
duit & une notation plus simple et donne une idée plus nette
de leur situation : si nous écrivons le systéme de six droites
qui ne se coupent pas

ab, cd, ef, (ad, be, cf),, (ad, be,cf)s, (ad, be, cf),,
cf, be, ad, (ab, cd, ef),, (ab,cd, ef),, (ab, cd, ef),,

il est facile de voir que chacune des droites de I'un des sys-
témes ne coupe pas la droite de I'autre systéme qui est écrite
sur la méme verticale, mais qu’elle rencontre les cinq autres
droites du second systéme. Nous pouvons représenter ces
deux systémes par

A1y A9y A3y Ay, Ay, Ag,

bi; b", b37 bk: bii; bﬁ-

C’est ce que Schlafli appelle un double-sizain. Il est
facile de voir, d’aprés la notation précédente, que la droite
qui est dans le plan de a,, b, est la méme que celle qui est
dans le plan de a@,, b,. Par suite les quinze autres droites
peuvent étre représentées par la notation ¢ya, cgsy ... ol
¢i2 est dans le plan a,, b, et il y a.évidemment quinze com-
binaisons des six premiers nombres, 1, 2, ..., deux a deux.
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Les cinq plans qu'on peut mener par ¢, sont les deux qui
se rencontrent suivant les couples de droites ayb., asb, et
ceux qui se coupent suivant Cj;Csg, C35Cse, C3sCss. 1 y a
évidemment trente plans qui contiennent une droite de cha-
cun des systémes a, b, c; el quinze plans qui conliennent
trois droites ¢. On trouvera qu’avec les vingt-sept droites on
peut construire trente-six « doubles sixains ».

535. Nous pouvons maintenant former géométriquement
un systéme de vingt-sept droites pouvant appartenir a une
surface cubique. Nous prendrons d’abord une droite arbi-
traire @, et cinq autres droites by, by, b;, bs, b, qui la
rencontrent. Ces droites déterminent une surface cubique.
En effet, si nous décrivons une pareille surface par quatre
des points ot @, est rencontrée par les autres droites et
trois points pris sur chacune de ces droites, la surface déter-
minée par ces dix-neuf points contient toutes les droites,

uisque chacune d’elles a quatre points communs avec la
puisq .

surface. Etant données quatre droites qui ne se coupent pas,
nous pouvons, en général, mener deux transversales qui les
rencontreront toutes les quatre; en effet, 'hyperboloide,
déterminé par trois quelconques d’entre elles, rencontrera
la quatriéme en deux points par lesquels passent les trans-
versales (voir n® 87 d et la note n® 455). Par quatre quel-
conques des droites b;, by, bs, bs, nous pouvons en outre
de @, mener une autre transversale @, qui sera aussi situéc
sur la surface puisqu’elle la rencontre en quatre points.
Nous construirons de cette maniére les cinq nouvelles droites
@3, @3, @y, @5, Ag. Si nous prenons une autre transversale
rencontrant les quatre premiéres de ces droites, la théorie
déja exposée montre que ce sera une droite b, qui rencon-
trera aussi la cinqui¢me. Nous avons donc construit de la
sorte un « double sixain ». Nous pouvons alors construire
immédiatement les autres droites en prenant le plan d’une
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paire quelconque a,, b, qui rencontrera les droites b, @, en
des poinls qui appartiennent a la droite c;,.

B36. M. Schlifli a fait une analyse des diverses espéces de
surfaces cubiques d’apres la réalité des vingt-sept droites. Il
en trouve ainsi cinq espéces : (A) toutes les droites et tous les
plans réels; (B) quinze droites et quinze plans réels; (C) sept
droites el cinq plans réels, ¢’est-a-dire qu’il existe une seule
droite par laquelle on peut mener cinq plans réels, dont trois
seulement renferment des triangles réels; (D) trois droites et
treize plans réels, c’est-a-dire qu’il n’existe qu’un seul tri-
angle par chacun des c6tés duquel passent quatre autres plans
réels; et () trois droites et sept plans réels.

J'ai aussi donné (Cambridge and Dublin mathematical
Journal, t. IV, p. 256) une énumération des modifications
de la théorie quand la surface a un ou plusieurs points dou-
bles. On peut dire, d'une maniére générale, que la surface
a vingt-sept droites ct quarante-cinq plans triplement tan-
gents réels, a la condilion de compter pour deux une droite
ou un plan, qui passe par un point double; pour quatre ces
mémes élémenls quand ils passent par deux points doubles
et, pour huit, un plan qui passe par trois de ces points. Ainsi,
si la surface a un point double, il existe six droites passant
par ce point et quinze autres situées chacune dans le plan de
chaque couple. Il.y a quinze plans triplement tangents qui
ne passent pas par le point double. Ainsi

2 X 6+ 15 =27, 2 X 15 15 =45.

Si la surface a quatre points doubles, les droites sont les
six arétes de la pyramide formée par les quatre points (6 < 4)
et trois autres droites situées dans le méme plan et dont
chacune rencontre deux arétes opposées de la pyramide. Les
plans sont les plans de ces trois droites (1), six plans pas-
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sant par une de ces droites et par une aréte (6 < 2) et les

quatre faces de la pyramide (4 >< 8).

Le lecteur trouvera la discussion des autres cas dans le
Mémoire précité et dans un Mémoire ultérieur de Schlifli
1nséré aux Philosophical Transactions de 1363.

537. On sait que, dans une cubique plane, la droite
polaire d’un point de la courbe par rapport au Hessien ren-
contre sur la courbe la tangente en ce point. Clebsch a fait
connaitre le théoréme correspondant pour les surfaces : Le
plan polaire d’un point d’une surface cubique par rap-
port & son Iessien rencontre le plan tangent en ce point
suivant la droite qui joint les trois points d’inflexion de
la section déterminée par le plan tangent. On se rappel-
lera que la section d'une surface cubique par un plan tangent
est une courbe ayantun pointdouble et, par conséquent, pos-
sédant seulement trois points d’'inflexion situés en ligne droite.
Soit w cette droite, zy le point double, ’équation de cette
courbe peut s’écrire

23+ y¥ - 6xyw = o.

Prenons le plan tangenl pour plan 5 et écrivons I’équation
de la surface sous la forme 2* +- y® 4~ 6z yw.+ su = o0, ol 1
est une fonction compléte du second degré

w—ds?+6lew +6myw +3nsw+...,

dont nous ne transcrivons que les termes dont nous aurons
actuellement besoin. Formons 1'équation du Hessien, nous
trouvons que les termes de degré inférieur au second en ,
¥, 5 sont d*w' - a(n — 2lm)zw?. Le plan polaire-du ITes-
sien par rapportau point x, y, sestalors 4 dw +(n — 2lm)s
qui passe par l'intersection de sv, comme il fallait le démon-
trer.

Si le plan tangent z = 0 passe par une des droites de la

S. — Géom. ¢ trois dim. III. 5
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surface, la section déterminée par ce plan se compose de la
droite x et d’une conique et peut s’écrire 23 + Gzyw =o;
comme ci-dessus, le plan polaire du point zys par rapport
au Hessien passe par la droite w. Ce théoréme peut se tra-
duire géométriquement comme il suit : S¢ la section par le
plan tangent se compose d’une droite et d’une conique, le
plan polaire, par rapport au Hessien, de I'un des points
ott la droite coupe la conique passe par la tangente a la
conique & l'autre point. Si le plan tangent passe par deux
droites de la surface, la section se réduit & zyw et le plan
polaire passe encore par w, c'est-a-dire par la troisiéme
droite suivant laquelle le plan coupe la surface. Si le point
de contact est un rebroussement, on démontre de méme que
la droite par laquelle passe le plan polaire est celle qui joint
le rebroussement au seul point d’inflexion de la section.
Les conclusions du présent numéro peuvent s’appliquer,
moyennant quelques légéres modifications, aux surlaces de
degré supérieur au troisiéme. Ln ellet, si a I'équation de la
surface que nous venons de traiter nous ajoutons des termes
dont le degré en zys est supérieur au troisi¢me, ces termes
n’auront pas d’influence sur ceux qui, dans I’équation du
Hessien, sont de degré inférieur au second en &, y, 5. On a
ainsi le théoréme suivant : Le plan polaire, par rapport au

Ilessien, d'un point quelconque de la surface, coupe le plan

tangent en ce point suivant la droite qui joint les points d’in-
{lexion de la section faite par le plan tangent dans la polaire
cubique du méme point.

Invariants et covariants d'une surface cubique.

538. Nous allons donner ici un apercu des principaux inva-
riants, covariants, etc., que peut avoir une surface cubique.
Nous supposons seulement que le lecteur a appris dans les
Legons sur I’ Algébre supéricure ou ailleurs, quelques-unes
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des propriétés les plus élémentaires de ces [fonctions. Un
invariant de I'équation d’une surface est une fonction des
coefficients dont I'annulation exprime une propriété perma-
nente de la surface, par exemple, celle d’avoir un point
nodal. Un covariant comme le Hessien, par exemple, repré-
sente une surface qui posséde une relation avec la surface
originale indépendante du choix des axes. Un contrevariant
est une relation entre o, 8, ¥, 8 qui exprime la condition pour
que le plan .z + By —+ vz - ov ait une relation permanente
avec la surface donnée, par exemple qu’il lui soit tangent. La
propriété dont nous ferons le plus grand usage dans cette sec-
tion est celle qu’on a démontrée (4 /gébre supérieure, n° 139)

si, dans un contrevariant, nous remplagons o, 3, ... par %‘,
—» =+ +» el, sinous opérons soil sur la fonction originale, soit
sur un de ses covariants, nous obtiendrons un nouveau cova-
riant qui se réduira & un invariant si les variables ne (igurent
plus dans le résultat. De méme, si, dans un covariant quel-

d d .
conque, nous remplagons Zyy p s ««- Par —3——> ++: €L SIDOUS
? (e

opérons sur un contrevariant, nous aurons un nouveau con-
trevariant ou un nouvel invariant.

Pour discuter les propriétés d’une surface cubique, nous
ferons usage de la forme canonique de Sylvester qui exprime
I'équation sous forme d’une somme de cinqg cubes. Nous
avons calculé le Hessien pour cette forme (n® 527), et il n’y
anrait aucune difficulté & former les autres covariants pour la
méme forme. Il reste & montrer comment on peut trouverles
contrevarianls dans le méme cas. Supposons qu’une fone-
tion U soil exprimée au moyen de qualre variables el que
nous ayons oblenu un contrevariant quelconque o, 8, v, 8;
cherchons ce que devient ce dernier quand la fonction est
exprimée au moyen de cinq variables, liées par une équation
linéaire. Nous pouvons évidemment ramener la fonction &
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cing variables & une fonclion a quatre variables, en rempla-
cant la cinqui¢me par sa valeur en fonctlion des qualre aulres:
w= — (z -+ y~+ 5+ ¢). Par conséquent Lrouver la condi-
tion pour quele plan az -+ 8y + y5 -+ 8¢ -+ e ail une rela-
tion définieavec lasurface revient a chercher la condition pour
que le plan (@ — &)z - ( — e)y +(y —e)5 + (8 —e)pail

la méme relation avec la surface, son équation élanl expri-
b]

mée au moyen de quatre variables. Le conlrevarianl a cing

lettres se déduit donc de celui & quatre lettres en remplacant
. o Ta

respeclivement o, (5, Y, 0 par o —e, ﬁ— &Y —¢8, 8 —e. Tout

contrevariant & cinq leltres est, en conséquence, une fonction
des différences de o, B, v, 8, e. L'exemple suivant fera mieux
comprendre la méthode :

Ezemple. — On donne I'équation d’une quadrique sous la forme
ax?-+ by? - ¢34+ dv? -+ ew? =0

avec ¥ + y + s -= v + w = o. Trouver la condition pour que le plan
az + By +—y45 - ov --ew soil tangenl a la surface. Si nous rame-
nons I'équation de la quadrique a4 une fonclion de quatre variables
en remplagant w par sa valeur en fonction des autres, les coefficients
de 22, y2, 2%, v sont respectivement a—+e, b-+e, c4¢, d+e,
tandis que tout autre coefficient devient e. Si nous portons ces va-
leurs dans I'équation du n°® 79, la condition pour que le plan

ax + By + 15+ o0
soit tangent devient

a2(bed -+ bee + cde -+ dbe)
- B2(cda + cde + dae + ace)
-+ ¥2(dab - dac -+ abe -+ bde)
-i- 82 (abc -i- abe +- bee + cae)
—2e(adfy + bdya + edaf + beao + caBs - abyd) = o.
Dans cette derniére expression remplagons «, 8, ... par a —z¢,
B—z¢, ... clle devient
bed(a —e)*+ cda(B —e)? + dab(y—e)? + abc(o —e)2
~+ bee (2 —0)% + cae (8 —6)2 + abe(y—28)?
"+ ade(B — )+ bde(a — y)2 -+ cde(z — B)* =o.
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Pour abréger, on pourrait écrire ce contrevariant sous la forme

Sede(a—B)2=o0

539. Nous avons rappelé ce théoréme : Etant donné un
contrevariant a quatre leltres, si nous remplagons a, 3, v, ¢
par des symboles de différentiation par rapport & z, y, z, w
et si nous opérons sur un covariant quelconque avec la
fonction ainsi obtenue, nous aurons un nouveau covariant.
Supposons maintenant que nous opérions sur une fonction
exprimée avec cinq lettres z, y, 3, ¢, w. Comme z figure
dans cette fonction a la fois explicitement et implicitement
dans w, la dérivée par rapport a z est i - dp > i En

dz dx dw
vertu de la liaison de ¢v avee les autres variables, cette quan-

]

= . o d 5 -
tité devient — — ——- Donc un contrevariant & quatre lettres
dz dw

est changé ¢n un symbole d’opération a cinq lettres en rem-
placant

B St L AR AT R
w00 P g T dw dy  dw’ dz dw de  dw
Mais nous avons vu dans le numéro précédent que le contre-
variant 4 cinq lettres se déduit de celui a quatre lettres en
remplagant o par o —e¢, .... Il en découle immédiatement
que : si dans un contrevariant & cing lettres, nous rem-
plagons a, B,v, 6, ¢ par i, ,i, .i, i, .i, nous obtenons
ar w¥ as av aw

un symbole d’opération qui, appliqué & la fonction origi-
nale ou & ’un de ses covariants, nous donne un covariant
ou un invariant nouveauw. Ce résultat est important parce
que, sl nous avons lrouvé un contrevariant de la forme a
cing lettres, nous pouvons en déduire un nouveau covariant
sans étre obligé de recourir au procédé laborieux du retour
8 la forme & quatre lettres.

N
L)
e
&
o
c
=3
[
n
3‘&
(aw]
o
=
(=
|-
[

12
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Ezemple. — Nous avons vu que Sede(a — ()2 est un contreva-
riant de la forme

ax?—+ by?+ c32+ dv?+ ew?,
: , ) ! d \2
si donc nous opérons sur la quadrique avec Ecd6<—;— — —;,—) , le
ar t_}'
résultat, qui ne différe que par un facteur numérique de

P

bede + cdea -+ deab + eabe —- abed,

est un invariant de la quadrique. En effet, c’est son discriminant;
nous aurions pu le déduire de I'expression n° 67, en remplacant,
comme dans le numéro précédent, a, b, c,d para—+e,b +e,c - ¢,
d e et en faisant tous les autres coefflicients égaux a e.

540. On démontre de la méme maniére que si, dans un
covariant, on remplace z, y, 3, ¢, w par des symboles diffé-
rentiels par rapport a a, 8, v, 3, ¢, et si 'on opére avec la
fonction ainsi obtenue sur un contrevariant quelconque, on
obtient un nouveau contrevariant. En effet, si nous rame-
nons la fonction a n’avoir que quatre variables’ et si nous
faisons la substitution différentielle, ce que nous avons le
droit de faire, nous aurons remplacé z, y, z, ¢, w par

d d d . _/d_d_d__d\
dp’ dy’ db T\dz "B dy T )

d
da’

Mais, comme nous avons déduit le contrevariant 4 cinq lettres
de celui de quatre lettres en remplagant « par o —e¢, ...,
il est évident que les dérivées de ces deux expressions par
rapport a «, 3, v, ¢ sont les mémes, tandis que la dérivée de
la fonction a cing lettres par rapport a ¢ est la somme néga-
tive des dérivées de celle & quatre letires par rapport a a, 3,
Y, 8. Ceci démontre le théoréme. Etant donné un covariant
ou un contrevariant quelconque, ce théoréme et celui du
numéro précédent nous permettent d’en déduire un autre
qui, combiné avec le précédent, donnera naissance a un
nouveau, et ainsi de suite.
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541. La quadrique polaire d’un point par rapport a la
cubique

az®+ byd 4+ ¢z -+ dovd +- ewd
cst

ax'x*-- by y*+ c3' 57 -+ dy' 0 4 e’ w2 —o0.

Le Hessien est le discriminant de la quadrique polaire. Donc
son équation est (Ez., n° 839) Sbedeyzow — o, comme on
I'a déja établi au n° 527. De méme, ce que nous avons appelé
(n° 528) la polaire cubique d’un plan

ax + By -+ 5+ 8¢ +ew

étant la condition pour que ce plan soit tangent a la quadrique
polaire, son équation est (E'z., n° 338) Tcde zvmw (. — B)2 =o.
C’est ce qu’on appelle un concomitant mixte, puisqu’il con-
tient les deux systémes de variables z, y, ... et «, B, .

0 .rf .-r' .
Si nous y remplagons «, 3, ... par =, ——> - -« et si nous
Hr wy
opérons sur la cubique originale, nous obtenons le Hessien;
mais, si nous opérons sur le Hessien, nous avons un covariant
du cinqui¢me degré par rapport aux variables et du septieéme
par rapport aux coefficients que nous représenterons dans
ce qui suit par
® — abedeZabx?y’s.

Pour pouvoir appliquer la méthode indiquée (n° 539, 540),
il est nécessaire d’avoir un contrevariant; a cet effet, j'ai
calculé le contrevariant ¢ qui figure dans I'équation de la
surface réciproque; celle-ci, comme nous 'avons déja vu, est
de la forme 64 s* — 12. Le contrevariant ¢ exprime la condi-
tion pour qu’un plan oz + By ... coupe la surface sul-
vant une cubique pour laquelle I'invariant S d’Aronhold
s'annule. Il est du quatri¢me degré a la fois par rapport a a,
B, ... et par rapport aux coefficients de la surface. Dans le
cas de quatre variables, le terme principal est a* multiplié
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par le S de la cubique ternaire obtenue en faisant z =o
dans I'équation de la surface. Les autres termes se déduisent
de celui-la au moyen de I'équation différentielle (Algébre
Supérieure, n°150). La forme pour quatre variables une fois
trouvée, on calcule celle & cing, d’aprés le n° 538. Je sup-
prime les détails de ce calcul qui est long, mais ne présente

aucune difficulté. Le résultat est
[1] o= zaocaia—e)(B—e)(y —e)(3—e).

Pour faciliter les renvois, nous représentons les contreva-
riants par des nombres entre crochets et les covariants par
des nombres entre parenthéses; la cubique et son Hessien
seront (1) et (2). D'un covariant ou contrevariant donné,
nous pouvons maintenant, comme nous l'avons déja expli-
qué, en déduire un nouveau en remplacant, dans celui ot les
variables sont de degré moindre, les variables par des sym-
boles différentiels et en opérant sur Pautre. Le résulial est,
par rapport aux variables, d'un degré égal a la différence de
leurs degrés el, par rapport a leurs coefficients, égal a la
somme de leurs degrés. Si tous deux sont de méme degré, il
est indifférent d’opérer sur I'un ou sur 'autre. Dans ce cas,
le résultat est un invariant dont le degré, par rapport aux
coeflicients, est égal 4 la somme de leurs degrés. Nous don-
nons, dans le numeéro suivant, les résultats de 'application de
ce procédé.

542. (a) En combinant (1) avec [1], nous devrions nous
attendre & avoir un contrevariant du cinquiéme degré par
rapport aux variables et du cinquiéme par rapport aux coef-
ficients; mais il est identiquement nul.

(b) (2) sur [1] donne un invariant que nous désignerons
par A
A =3)-cd-e*— 2abede Zabe.
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Sil'on exprime A par la méthode symbolique indiquée dans
U'Adlgeébre supérieure, XIV, XIX, on trouve

(1235)(1246)(1347)(2348) (5678)2.

(c) La combinaison de [1] avec le carré de (1) nous donne
un covariant quadratique du sixiéme ordre pour les coef-
ficients

(3) abede(ax? +- by? + ¢ 3% + dv® -+ ew?).
Son expression symbolique est
(1234) (1235) (1456) (2456).
(d) (3) sur [1] donne le contrevariant quadratique
[2] @D S (a — B)°,

(e) [2] sur (1) donne un covariant linéaire du onziéme ordre
par rapport aux coefficients

(4) a’b*cAdle-(ax + by + ¢3 + dv + ew).
(/) (3) sur [2] donne un invariant B

atbictdiet (a+ b --c+d-te).

(g) En combinant (3) avec le concomitant mixte (n° 541),
nous avons un covariant cubique du neuviéme ordre pour les

coefficients
(5) abedeZcde(a + b)zvw

(#) St nous combinons (5) et [1], nous obtenons un
contrevariant du treiziéme ordre par rapport aux coefficients

[3] abede = (@ — b) (x— B) [(a + b) c* d? e* — abede (cd + de + ec)].

Il ne nous parait pas nécessaire de donner d’autres détails

10 11
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sur la maniére de trouver des concomitants particuliers; nous
allons résumer ci-aprés les résultats principaux.

543. 1l est facile de voir que chaque invariant est une
fonction symétrique des quantités a, b, ¢, d, e. Si donc nous
représentons la somme de ces quantités, de leurs produits
deux & deux, etc., par p, ¢, r, s, t, chaque invariant peut
s'exprimer en fonction de ces cing quantités, ct, par suite,
des cinq invariants fondamentaux qu’on obtient tout en con-
tinuant 'application du procédé dont on a donné des exemples
dans le numéro précédent,

A=s>—4r¢, B=1~2p, C — ¢t*s, b=1tq, E — .

On en déduit aussi
C —AE=4¢r.

Nous pouvons néanmoins former des invariants gauches
qu’on ne peut pas exprimer ralionnellement en fonction des
cinq invariants fondamentaux, bien que leur carré puisse
I’étre en fonction de ces quantités. Le plus simple des inva-
riants de ce genre s’obtient en exprimant en fonction de ses
coefficients le discriminant de I'équation qui a pour racines
a, b, ¢, d, e. On lrouvera qu'il donne, en fonction des inva-
riants fondamentaux A, B, C, D, E, une expression de ('
multiplié par le produit des carrés des différences de toutes
les quantités @, b, .... Cet invariant étant un carré parfait,
sa racine carrée est un invariant I du centiéme degré. Son
expression en fonction des invariants fondamentaux est
donnée, Philosophical Transactions, 1860, p. 233.

On peut facilement exprimer le discriminant de la cubique
en fonction des invariants fondamentaux. On 'obtient en éli-
minant les variables entre les quatre dérivées par rapport a
z, ¥, &, v, c’est-d-dire

axt= by2 =3 =dv? = ew?.
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z2, ¥2, ... sont donc proportionnels & bede, cdea, .... En

les portant dans I'équation 2 +y + 5+ ¢ -~ w o0, on a le
discriminant

Vbede -+ \/cdea +\/deab + \/eabc + \Jabed = o.

Chassons les radicaux, le résultat exprimé en fonction des
invariants principaux est

(A2— 64B)2=16384(D -~ 2AC).

544. La cubique a quatre covariants fondamentaux plans

dont les ordres sont 11, 19, 27, 40 par rapport aux coetfi-
cients. Ce sont

L=222ax, L' =8%bcdex, L'=(2a’x, L"=(2a’x.

Toul autre covariant, y compris la cubique elle-méme,
peut éire exprimé en fonction de ces quatre covariants, les
coefficients étant des invariants. La condition pour que ces
quatre plans se coupent en un méme point est I'invariant du
centiéme degré.

Il existe des contrevariants linéaires dont le plus simple,
du treiziéme degré, a été donné précédemment; les suivants
sont 'un du vingt et uniéme degré ¢*S(a—b)(a—f), et
I'autre du vingt-neuviéme degré 5Zcde(a — b)(a—B). ...
Il y a des covariants quadratiques du sixiéme, quatorziéme,
vingt-deuxiéme, ... ordre et des contrevariants du dixiéme,
dix-huitiéme, ..., I'ordre croissant de huit unités.

On trouve aussi des covariants cubiques du neuvi¢me ordre,
tZcde(a + b)sew, du dix-septiéme > Zaz°.

Représentons la cubique originale par U et ce dernier cova-
riant par V; si nous formons un covariant ou un invariant de
U+ AV, les coeflicients des différentes puissances de A sont
évidemment des covariants ou des invariants de la cubique.
[1 résulte de Ia que, étant donné un covariant ou un invariant
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de la cubique que nous discutons, nous pouvons en déduire
un nouveau de degré seize fois plus élevé par rapport aux
coefficients en effectuant sur lui 'opération
f J
o (= == 5 EZ -+ c? L;é - d? Z;{d -+ e ;;e/

Parmi les covariants d’ordre supérieur, nous ne mention-
nerons ici qu'un covariant du cinquiéme ordre et du quin-
zieéme pour les coefficients, (2 zyzow qui donne les cing plans
fondamentaux et un autre du neuviéme ordre © qui est le
lieu des points dont les plans polaires par rapport au Hessien
sont tangents & leurs quadriques polaires par rapport a U.
Son équation est exprimée par le déterminant n° 79 dans

lequel 2, 8, ... représenteront les dérivées premiéres du

Hessien par rapport aux variables et @, b, ... les dérivées
secondes de la cubique.

L’équation d’un covariant dontl'intersectionavecla cubique
donnée détermineles vingt-sept droites est @ = 4H®, ® ayant
la signification indiquée au n°® 541. Cette forme m’a été sug-
gérée par des considérations géométriques et je I'ai vérifiée
en étudiant la forme suivante, a laquelle on peut ramener
I’équation de la cubique, en prenant pour les plans x et y
les plans tangents aux deux points ot 'une quelconque des
droites rencontre la courbe parabolique et en choisissant
pour plans w, 5 deux plans déterminés passant par ces points :

Sy WX - 2XY5 4 22V
+azxty - by x + cx?s -+ dytw —o.

La portion du Hessien qui ne renferme ni z, ni y est 2%p?;
la partie correspondante de ® est— 2(cz5 - dwd) et celle
de © est — 8w=52(cz® + dw’). La surface ® — fH® n'a
donc pas de partie qui ne renferme z ou y et la droite zy est
par suite tout entiére sur la surface; il en est de méme pour
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le reste des vingt-sept droites (*). Clebsch a obtenu directe-
ment les mémes formules par la méthode symbolique de
caleul, pour laquelle nous renvoyons a 'Algébre supé-
rieure.

(') Celte Section est extraite d’'un Mémoire que j’ai donné aux Philoso-
phical Transactions, 1860, p. 229. Peu aprés la lecture de mon Lravail et
avant sa publication, Clebsch publia, dans le Journal de Crelle, t. LVIII,
deux Mémoires olt il anticipait quelques-uns de mes résultats, en particulier,
I'expression de tous les invariants en fonction des cinq invariants fonda-
mentaux et I'expression donnée ci-dessus pour la surface qui passe par les
vingt-sept droites. La méthode que j'ai suivie est toutefois différente de la
sienne et la discussion des covariants de méme que Ia découverte de I'in-
variant F étaient nouvelles. Clebsch a exprimé ses quatre derniers inva-
riants, en fonction des coefficients du Ilessien : ainsi le second est l'inva-
riant (1234)* du Hessien, ctc.
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CHAPITRE XVI.

SURFACES DU QUATRIEME ORDRE.

545. En général, la théorie des surfaces du quatrieme ordre
ou quartiques a été peu étudiée jusqu'ici. Nous avons consi-
déré.la quartique développable ou torse, n° 367. D’autres
formes de quartiques qui ont beaucoup attiré 1'attention
sont les surfaces réglées, discutées par Chasles, Cayley (1),
Schwarz et Cremona; les quartiques a conique nodale qui
ont été étudiées sous leur forme générale par Kummer (?),
Clebsch, Korndiorfer et autres; et, dans le cas ot la courhe
nodale est a I'infini (sous le nom de surfaces cyclides ou
anallagmatiques) par Casey, Darboux, Moutard et autres.
En fait, dans la classification des surfaces d’aprés leur ordre,
I’étendue du sujet augmente si rapidement avec l'ordre que,
par exemple, la théorie de I'espéce particuliére de quartiques
dont nous venons de parler en dernier lieu peul étre consi-
dérée comme ayant, a elle seule, autant de développement que
la théorie entiére des surfaces cubiques.

546. La singularité la plus élevée que puisse posséder une
quartique est une ligne triple, qui est nécessairement une

(1) Voir ses Mémoires sur les surfaces réglées (Scrolls) ( Phil. Trans.,
1864, p. 559; 1869, p. r11) et les-références qui y sont données.

(*) KumyER [ Berlin Monatsberichte, juillet 1863; Crelle, LXIV (1864);
CrEnscu [ Crelle, LXIX (1868)]; KoRNDGRFER (Math. Annalen, 111); Ca-
SEY et DARBOUX (woir aussi la liste de Mémoires sur Ie méme sujet, donnée
dans ’Ouvrage de M. Darboux).
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droite. Chaque surface de ce genre est réglée; car elle con-
tient évidemment une infinité de droites, puisque toute sec-
tion plane menée par la droite triple se compose de cette
droite comptée trois fois et d’une autre droite. L’équation
peut se mettre sous la forme U, = 33Uz —+ wog, ol .. g, ¥3
sont des fonctions qui sont respectivement du quatrieme et
du troisiéme degré en z et y, et ot zy représente la droite
triple. Les trois plans tangents en un point quelconque de
cette droite triple sont donnés par I'équation &'y + &' ¢y =0.
Si nous formons le discriminant de celte équation, nous
voyons qu'il existe, en général, quatre points sur la droite
triple out deux de ses plans tangents coincident. Noug pou-
vons prendre z et ¢ comme plans passant chacun par un de
ces points, et z et y comme les plans tangents doubles
correspondants; I'équation devient ainsi

w,=z(ax’+ bxly)+ w(cxy® -+ dy*).

Si, de plus, nous remplagons z par 5oz + 8y el w par
v <~ Y& + 6y, nous pourrons évidemment déterminer 2, {3,

Y, ¢ de maniére a faire disparaitre les termes en 2%, 2%y,
y3x, y* dans u et réduire finalement I'équation a la forme

maly-=z(az’+ baty) -+ w(cxy® -+ dy?).

Les plans z, o sont évidemment tangents a la surface tout le
long des droites zy, svx respectivement, el nous voyons que
la surface a quatre génératrices torsales (voir la note du
n® 522). On peut engendrer la surface d’aprés la méthode
du n° 467 : les directrices sont la droite triple et deux sec-
tions planes quelconques de la surface; autrement dit, les
courbes directrices sont deux quarliques planes, ayant cha-
cune un point triple et la droite qui joint ces points triples;
ces quarliques onl aussi en commun les points oli chacune
d'elles est coupée par 'intersection de leurs plans. Mais la
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génération est plus simple, si nous prenons pour chaque sec-
tion plane une section déterminée par le plan de deux géné-
ratrices qui se coupent sur la droite triple. Elle se composera
de ces deux droiles et d’une conique, et la surface est engen-
drée par une droite dont les directrices sont deux coniques
et une droite qui les rencontre toules les deux.

L’équation d’une quartique a droite triple peut aussi s’ ob-
tenir en éliminant, entre les équations de deux plans, un para-
métre qui entre dans l’un au premier degré ct dans l'autre

au lroisiéme; par exemple,

- ¢ =0, Wu-+ 2 o+ Aw—+5—0;

autrement dit, la génératrice est intersection d’un des plans

d’une série de plans passanlt par une droite fixe et d’un plan
d’une série de plans osculateurs & une cubique gauche ou
tangents a une surface développable du quatriéme degré. Les
quatre points ou cette surface développable, ou torse, ren-
contre la droile fixe sont les qualre points torsauz déja con-
sidérés.

547. Revenons a I'équation
mxy? =s(ax®+ baty) + w(cxy? + dy®).

Il y a une distinction imporlanle a faire suivant que 72 est
ou n’est pas nul; ou, dans la forme donnée en premier lieu,
suivant que u, est ou non susceptible d’étre exprimée sous la
forme (ax + By)us -+ (yx + 8y)p;. Si m s’annule (II), la
surface contient une droite zv qui ne rencontre pas la droite
triple; dans le cas contraire (I), il n’existe pas de droile de
cetle sorle. L'existence d'une pareille droite implique celle
d’une droite triple sur la surface réciproque et vice versa. En
effet, nous avons va que tout plan mené par la droite Lriple
conlient une génératrice; il lui correspondrasur lasurfaceréci-
proque une droite par chaque point de laquelle passeune géné-




SURFAGES DU QUATRIEME ORDRE. St

ratrice, c¢’est-d-dire qui est une droite simple sur la surface.
Réciproquement, si une surface réglée du quatriéme ordre con-
tient comme directrice une ligne droite, tout plan mené par

cette droite rencontre la surface suivant une droite et une cu-
bique et est tangent a la surface aux trois points ou ces deux
lieux se coupent. Tout plan mené par la droite étant ainsi un
plan triplement tangent, celle-ci aura pour correspondantc
sur la surface réciproque une droite dont chaque point sera
un point triple. Parsuite, dansle cas ou m est nul, I'équation
de la réciproque est réductible a la méme forme que celle de
la surface originale. Dans le cas général (1), nous pouvons
nous faire, comme il suit, une idée de la courbe nodale sur la
réciproque. En chaque point de la droite triple, on peut
mener trois génératrices. Considérons la section déterminée
par le plan de deux d’entre elles; elle se composera de deux
droites et d’une conique passant par leur intersection ét le
plan sera tangent & la surface aux deux points ot les droites
sont coupées par la conique. Donc en chaque point de la
droite triple on peut mener trois plans bitangents a la sur-
face; et réciproquement tout plan mené par la droite corres-
pondante coupe la courbe nodale de la surface réciproque en
trois points. Nous déduisons de 13 que cette courbe est une
cubique gauche et nous allons confirmer ce résultat en for-
mant effectivement I'équation de la surface réciproque. On
remarquera comment le raisonnement dont nous avons fait
usage est modifié quand la surface réglée a une droite direc-
trice simple; les trois génératrices en un point quelconque
de la droite triple sont alors toutes les trois dans un méme
plan. Si nous posons y = Az dans I’équation de la surface,

nous voyons qu’une génératrice quelconque est donnée par
les équations

¥ = ks mAx = 35(a+ b))+ w(ci +dr).

S. — Geom. a trois dim. L.
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et qu’elle joint les points

x=a + b}, ¥y =Xa-+ bd), z=m)?, w—o0,
x=rc + d, ¥ =2x(c +ddr), 5 ==, W= .

La droite réciproque est donc I'intersection de

(z+Ay)(a+ b))+ mAris=o,
(z +Ay)(c +d\)+mw =—o,

et 'on obtient I’équation de la réciproque en éliminant A
entre ces équations. Mais, si nous considérons la surface
réglée engendrée parl'intersection des plans tangents corres-
pondants des deux cdnes

Vx4 )y +35=0, MNu-+-de+w=o0,

ce sera une quartique (xw — uz)>=(yw — 50)(xv — yu)
qui a pour ligne nodale une cubique gauche, puisque les
trois quadriques représentées par les membres de celte équa-
tion ont une cubique gauche commune; on le reconnait en
metlant leurs équations sous la forme

Dans le cas que nous considérons, 1'équation de la réciproque

est
[m2sw 4+ mesx +~ mbyw + (be — ad) xy]?
— [mdzx 4- mczy + (be — ad) y?]
x [mbxy + amyw + (bec — ad) 2*].

Cette équation devient illusoire si 7 s’annule; nous devons
alors dans le cas (II) revenir a la forme originale des équa-
tions d’une génératrice qui donne

y =2z, (a+ br)z+ X2 (c +-dr)w—=o.

La génératrice de la surface réciproque sera Ay - x=o,
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A (e + dhyz = (a-+ bA)w et la réciproque est évidemment
de méme nature que la surface originale.

Les deux classes de surfaces que nous venons d’examiner
comprennent chacune deux sous-classes, suivant que b ou ¢
s’annulent, ou qu’ils sont tous deux nuls en méme temps.
Dans ces cas, la droite triple a un ou deux points ou les trois
plans tangents coincident. D’aprés le mode de génération,
indiqué & la fin du numéro précédent, la droite fixe est
tangente au torse et une ou deux paires de points torsaux
coincident.

548. En outre des deux classes de quartiques réglées a
droite triple, que nous venons d’indiquer, nous avons encore
les suivantes :

III. u; et ¢y peuventavoir un facteur commun, ce qui cor-
respond au cas ad = bc dans ’équation déja donnée; celle-ci
est alors réductible a la forme

mxty-=(ax + by)(sx*+ wy?).

Dans ce cas aussi, d’aprés la méthode du n° 546, la -droite
fixe est tangente a la surface. Dans une position, la généra-
trice coincide avec la droite fixe et @z + by est le plan tan-
gent correspondant qui est osculateur tout le long de la
droite. L’équation de la surface réciproque étant

(msw + azs -+ byw) = zw(ay -+ bx)?

nous voyons qu'elle a pour lignes nodales la conique plane
ay +bx, msw + azxz+ byw et la droite zw qui coupe
cette conique. Cette classe renferme, comme sous-forme, le
cas ol &y + Avy comprend un cube parfait. L’équation peut
alors étre ramenée a la forme my* = z(zz- + wy?), dont la
réciproque est (s — mw?)? = y=zw.

IV. uyet o, peavent avoir un couple de facteurs communs
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et 'équation est réductible & la forme
xry? — a2t bay + cy?) (x5 - yw).

On peut montrer facilement par la méme méthode que ci-
dessus que la réciproque de cette équation est de la méme
forme qu’elle-méme.

V. Enfin u; et ¢, peul avoir un facteur commun élevé au
carré; I'équation prend alors la forme

xry? = (azx + by) (x5 + yw),

qui est ainsi sa propre réciproque (*). Dans ce cas, deux des
trois nappes qui se rencontrent suivant la droite triple se
réunissent en une seule nappe cuspidale. Le cas ou u; et ¢y
ont trois facteurs communs n’a pas besoin d’étre considéré,
parce que la surface serait alors un céne.

B49. Nous passons maintenant aux surfaces réglées qui

n'ont que des lignes doubles. Si une quartique a une ligne

nodale non plane, ce sera ordinairement une surface réglée.
En effet, prenons un point fixe sur la ligne nodale; il n’y a
qu’une seule condition & remplir pour que la droite qui le
joint & un point variable quelconque de la ligne nodale soit
tout enti¢re sur la surface; et cette condition peut ordinai-
rement étre vérifiée au moyen du paramétre disponible qui
régle la position du point variable. Comme il v a ainsi une
série infinie de droites, la surface est réglée. 1l se présente
un cas d’exception quand la surface a trois droites nodales
qui se coupent en un point. Ici la section par le plan de deux
d’entre elles se compose de ces droites, comptée chacune

(*) Les quatre premiéres classes énumérées correspondent a la neuviéme,
troisiéme, douziéme et sixiéme de M. Cayley; la derniére aurait pu étre
regardée comme une sous-forme de celle qui précéde, mais j'ai préféré la
compter comme classe distincte.
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deux fois, et il n'y a pas de droite d’intersection située sur la
surface. Clest la quartique de Steiner, mentionnée dans la
note du n°® 523, Ez. II. Nous considérons maintenant les
autres cas de quartiques a lignes nodales, en commencant
par ceux ou la ligne nodale est du troisiéme ordre. Il n’est
pas nécessaire de s’occuper du cas ou les lignes nodales sont
trois droites qui ne sont pas deux a deux dans un méme plan;
1l est facile de voir que la quartique n’est alors que la qua-
drique, comptée deux fois, qui est engendrée par une droite
qui rencontre ces trois directrices.

Commengons par le cas ou la ligne nodale est une cubique
gauche (VI et VIII). Une cubique de cette nature peut étre
représentée par les trois équations xz — y2 = o, xw — yz =0,
yw — z52=o0; les plans # et w sont deux plans osculateurs
quelconques de cette cubique. On peul poser, pour les coor-
données d'un quelconque de ses points

xiyis:w=M A .}r.I

Si l'on désigne par o, 3, y respectivement les trois quan-
tités 2z — y*, 2w — ¥z, yw — 32, une quadrique quelconque
qui a la cubique pour ligne nodale peut étre représentée par
une fonction quadratique de «, {3, v, telle que

aw + 03 - ey  +-2fBy + 292 + 2haf —o.

Considéronsla droite qui joint deux points X, p de la cubique;
les coordonnées d’un quelconque de ses points seront de la
forme A3+ 03, W2 + B2, X + Oy, 1+ 0. Sinous portons ces
valeurs dans «, 8, y et sinous divisons par le facteur commun
8(%— )2, ces quantités deviennent hw, A -+ u, 1. Par con-
séquent la condition pour que la droite soil sur la surface est

arpi+ (A +p)+c+af(A+ p)+28ip+ 2Rk (X +p)=o0.

Done, sil'un des poinls est donné, nous aurons une équa-
tion du second degré pour déterminer la position de 'autre;
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nous voyons que la surface est réglée et que, par chaque point
de la ligne nodale, on peut mener deux génératrices qui cha-
cune rencontrent deux fois la cubique. On voit facilement
que les six coordonnées (n° B7 a) de la droile qui joint les
points X, p sont (en supprimant le facteur commun A — u)

Mo dpd (M), 1, b — (A ), Aph

Comme la condition que nous venons de trouver est linéaire
par rapport & ces coordonnées, nous pouvons dire qu’une
quartique réglée est engendrée par une droite qui rencontre
deux fois une cubique gauche et dont les six coordonnées
sont liées par une relation linéaire ou, en d’autres termes, par
les droites d'une « involution de six droites » (voir Note,
n° 453) qui joignent deux points d’une cubique gauche.

Par le fait, si p, ¢, r, s, ¢, u sont les six coordonnées, nous
avons la relation

bp +-ofq+cr+(b+2g)s —2ht--au—=o.

Nous avons vu (n° 57 ¢) qu'un cas particulier de la relation
linéaire entre les six coordonnées d’une droite est la condition
pour qu’elle coupe une droite fixe; de ce que nous avons dit
et de ce que nous venons d’établir, il résulte immédiatement
que toutes les génératrices de la surface réglée rencontreront
une droile fixe a la condition que les quantités qui multi-
plient p, ¢, . . . dans I'équation précédente soient elles-mémes
capables d’étre les six coordonnées d’une droite, c’est-a-dire
(VII) pourvu qu’on ait

O(b+2g)— 4fh -+ ac=o.

Quand cette condition est vérifiée, il résulte du n°® 547 que
la réciproque de la surface réglée aura une droite triple; elle
appartiendra parle fait 4 la premiére classe de surfaces réglées
a droite triple qu’on y a considérées.
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550. Pour trouver I’équation de la réciproque dans le cas

général (VI), remarquons que la génératrice qui réunit les
points dont les coordonnées sont 23, %2, %, 1; w3, w2, @, 1
aura pour correspondante sur la surface réciproque la géné-

ratrice dont les équations sont
Zd3+ y A+ 3k + w —o, xud + ypd 4 zp 4w —o.

On aura I'équation de la réciproque en éliminant %, u entre
ces équations et la relation déji donnée qui lie X et p.
M. Cayley a effectué cette élimination, elle est trop longue
pour qu'on la donne ici; mais le résultat est que la surface
réglée réciproque a méme forme et mémes coefficients que
la surface originale. Cette surface, qui a été définie comme
engendrée par une droite en involution qui rencontre deux
fois une cubique gauche, peut aussi étre engendrée par une
droite en involution située dans deux plans osculateurs d'une
cubique gauche. On déduit de ces résultats la division fon-
damentale des quartiques réglées a cubique gauche nodale
en surfaces dont les réciproques sont de méme forme (VI),
et en surfaces dont les réciproques ont une droite triple (VII).
Il est bon de remarquer que la forme générale de 1'équation
de la réciproque contient comme facteur la quantité

b2+ 2bg — 4 fh + ac,

dont la réduction & zéro implique que la surface appartient
a Ia derniére classe. Les deux classes de surfaces peuvent
aussi étre engendrées par une droite qui rencontre deux fois
une cubique gauche et qui, dans 'un des cas, rencontre aussi
une conique qui coupe deux fois la cubique, et dans l'autre
cas, une ligne droite ().

() Ces deux classes, ma sixi¢éme et ma septiéme, correspondent a la
dixiéme et a la huitiéme de M. Cayley.
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551. Sinous faisons A= p, dans I"équation qu’on a donnée,
nous obtenons les points ol une génératrice coincidera avec
une tangente & la cubique. Comme cette équation est du qua-
triéme degré, nous voyons que l'intersection de la surface
avec le torse 4oy — 32 = o. dont la cubique est I'aréte cuspi-
dale, se compose de la cubique et de quatre génératrices
communes. Il y aura quatre points de la cubique ou les deux
plans tangents a la surface coincideront (*). On les obtiendra
en ordonnant la condition obtenue précédemment

pi(ar+ 2k + b)
2| AR+ (O VA f]-+ DX+ 2f)+ c—o,

et en formant le discriminant
(@34 2Rk 4+ b) (DX 4 2f N + ¢) = [ AN+ (b + &)X + [

Nous aurions pu choisir nos plans de référence de maniére
qu’un de ces quatre points correspondit 4 A = o, 'autre extré-
mité de la génératrice issue de ce point étant p = w0; dans ce

cas f=o0, b — o, et ’équation de la surface peut toujours étre
ramenée i la forme

ac®+cyt+2gvya+2haf =—=o;

ou encore, si nous choisissons les plans de référence de ma-

niére que deux des quatre points correspondent & A=o,
h=o0, I'équation pourra étre mise sous la forme

(@a - 08 + cy)* =i m2vya,

Nous avons une sous-forme quand @ ou ¢ sont égaux a zéro
dans cette équation ; dans ce cas, deux des quatre points cuspi-
daux de la courbe nodale coincident, la génératrice en ce
point est aussi une génératrice de la développable et il existe

(*) M. Cayley appelle points de pincement (pinch points) les points
d’'une ligne double ou les deux plans tangents coincident.
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un plan tangent commun & la surface et 4 la développable tout
le long de cette-droite.

Trois points de pincement seront réunis si nous avons
b= m; el sl en méme temps nous avons & et ¢ égaux a zéro,
la surface est la développable 82 — 4ya=o.

552. L'espéce de surfaces que nous allons considérer main-
tenant est celle ot la courbe nodale se compose d’une conique
et d’une droite (VIII et IX). La droite rencontre nécessaire-
ment la conique, qui comprend tous les points de la section
de la surface par son plan. Cette surface peut étre engendrée
par une droite rencontrant deux coniques, qui ont en commun
les points ot chacune d’elles est coupée par la droite d'inter-
section de leurs plans, et aussi une droite qui rencontre une
des coniques. Il est facile de voir que I'équation la plus géné-
rale de la surface peul étre ramenée a la forme

(25— )+ myw(zs — y?)+w?(azy + by*) =o.

zz — y- est la conique nodale, zy la droite double et »z une
position de la génératrice. Prenons sur la conique un point
dont les coordonnées sont A2, A, 1, o et un point 5 = @ sur
la droite z, y; la droite qui joint ces deux points sera tout
entiére sur la surface, si

Mui-man—+-ak+b=o.

Donc il passe deux génératrices par un point quelconque de
la droite nodale ou de la conique nodale. La réciproque s’ob-
tient en éliminant entre A<z + Ay + z=o0, 5+ w =0 et
I'équation qui précéde. Il vient

(bxz— o2 — y(bzxzs — ) (Vy +~mw —as)
+ 25(by -- mw — az)?=o;

si b n’est pas nul, c’est une surface de méme espéce ayant
pour conique nodale bzz — w2, by -I- miw — as et pour
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droite nodale zw; c’est le cas VIII. Si au contraire b = o,
nous avons le cas IX ; la quartique réciproque a ici une droite
triple et elle est de la troisiéme classe déja considérée (*). I
y a un point de pincement sur la conique et deux sur la droite.
On a une sous-forme quand m?= 40, c’est-d-dire quand
I’équation est de la forme

(25 — y*+ myw) = awlzy.

Dans ce cas il n’y a plus qu’un seul point de pincement et il
esl situé sur la droite.

553. Le cas suivant esl celui ol la conique dégénére en
une paire de droiles, en d’autres termes, ot il existe deux
droites doubles qui ne se rencontrent pas et une troisiéme
qui coupe les deux premiéres. Cette classe est un cas parti-
culier de celle que nous allons examiner ci-aprés et ol la sur-
face est engendrée par une droite qui rencontre deux droites
ne se coupant pas. Si, dans un cas quelconque, deux posi-
tions de la génératrice peuvent coincider, nous avons une
génératrice double : c’est le cas que nous étudions actuelle-
ment. Par exemple, la surface engendrée par une droite qui
rencontre deux droites, non situées dans le méme plan, et
une conique, est (n° 467) du quatriéme ordre et a les deux
droites pour droites doubles. Mais deux positions de la géné-
ratrice coincident avec la droite qui joint les points ol les
droites directrices percent le plan de la conique; c’est par
conséquent une troisiéme droite double de la surface. L'é-
(quation générale peut s'écrire, comme dans le numéro pré-
cédent,

25+ mazyw + w(azy 4 by*) =o;

(') Ces deux espéces, ma huitiéme et ma neuviéme, sont respeclivement
la septiéme et la-onziéme de M. Cayley.
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la droite # =Xy, 5 = uw sera une génératrice si
WNpi4mip +ak+b=o.
La réciproque est
yrew o mzysw + xz-(bxr —ay) =o,

c’est-a-dire qu’elle est de méme nature que la surface origi-
nale. Cest la seconde espéce de M. Cayley. Comme ci-dessus,
la forme (25 — yw)2 = azyw- doit étre considérée comme
une forme spéciale.

554. Prenons maintenant le cas général (premiére espéce
de M. Cayley) ot il y a deux droites doubles qui ne se cou-
pent pas. Cetle surface réglée peut étre engendrée par une
droite qui rencontre une quartique binodale et deux droites
passant chacune par I'un des points doubles. Si la quartique
a un troisi¢me nceud, nous avons l'espéce du numéro pré-
cédent. L’équation la plus générale est

x*(az + 2hzw 4 bw?) 4+ a2zy(a' 52+ 2/ s + D' w?)
+ y2(a"s- - 2B sw + 0" w?) =o0;

on voit facilement que sa réciproque ala méme forme. Il y a
évidemment quatre points de pincement sur chaque droite,
et on peut obtenir des sous-formes suivant que deux ou plu-
sieurs de ces points coincident. Mais, dans la génération de
la quartique binodale dont on vient de parler, deux points
doubles peuvent se réunir en un point tacnodal; et nous avons
alors une surface a deux droites doubles coincidentes (qua-
trieme espéce de M. Cayley) dont I’équation peut s’écrire

U+ (yw — xs)u, + (yw — xz)?=o.

u, ¢t u, sont respectivement des formes binaires du qua-
triéme et du deuxiéme degré en z et y°; la réciproque ala

2 3 4 5 6 unesp™ 8 9 10 11
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méme forme. Celte classe peut encore admettre une généra-
trice double de plus. Ce cas se présentera si un facteur tel
que y — ax de u. entre deux fois dans u,. Dans ce cas il est
clair que y — ax, aw — z est une droite double de la sur-
face. Clest la cinquiéme espéce de M. Cayley. Une quartique
réglée quelconque peut étre classée parmi les espéces que
nous venons d’énumérer.

A LIRS

555. Les seules quartiques a lignes doubles que nous
n’avons pas considérées sont celles qui ont une droite nodale
ou une conique nodale. Dans I'un et P'autre cas, la surface
contient un nombre fini de droites. En effet, prenons un
point arbitraire sur la ligne nodale, et un point arbitraire
sur une section plane quelconque de la surface, la droite
qui les joint ne rencontrera la surface qu’en un seul autre
point. Nous pouvons, au moyen de la méthode de Joachim-
sthal, obtenir une équation simple qui détermine les coor-
données de ce point en fonction de celles des points extrémes.
Pour que la droite soit tout entiére sur la surface, il faut
que les deux membres de cette équation s’annulent; autre-
ment dit, deux conditions doivent étre vérifiées; el, comme
nous avons deux paramétres a notre disposition, nous pour-

rons satisfaire aux deux conditions d’un nombre fini de
maniéres ().

Dans le cas ou la quartique a une droite double zy, por-
tons ¥ — Az dans I'équation et procédons comme au n° 530.
Nous trouverons que, par la droite nodale, on peut mener
huit plans qui rencontrent chacun la surface suivant deux

(') Le méme raisonnement prouve que, si une surface d’ordre n» a une
ligne multiple d'ordre (7 — 2) de multiplicité, la surface contiendra des
droites. Si la ligne multiple est une droite, on démontre facilement, comme
au n° 530, que le nombre des autres droites est 2(3n —4). Si la ligne
multiple n’est pas plane, ou si la surface posséde, en outre, une autre ligne
multiple, la surface est, en général, une surface réglée. Voir un Mémoire
de R. Sturm ( Math. Annalen, tome IV; 1871).
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droites. Il y a donc seize droites sur la surface, outre la droite
double.

856. Nous n’entreprendrons pas de donner un apergu
complet des diverses espéces de lignes nodales d’une quar-
ique; les variétés sont trop nombreuses. Nous nous bor-
nerons a signaler quelques-uns des cas qu’il y aurait lieu
d’étudier dans une énumération compléte (). L’équation
générale d’une quartique a droite double peut s’écrire

Uy, 45Uy 4+ Woy + 328y -+ 3w, + wie, — 0,

oU uy, uy ... sont des fonctions de z et y dont 'ordre est
indiqué par I'indice. Si nous avons uniquement égard aux
variélés provenant des trois derniers termes et sinous repré-
sentons le cas général par (1), nous aurons les cas addi-
tionnels suivants : (2) les trois quantités (s, iy, vo peuvent
avoir ‘un facteur commun. Dans ce cas 'un des plans tan-
gents cst le méme tout le long de la droite double et 'une
des seize droites de la surface coincide avec cette droite. (3)
Les derniers termes peuvent étre divisibles par un facteur
qui ne contienne pas & ou y et, par suite, étre réductibles i la
forme (az + bw)(sus + wo,). (4) Il peut exister un facteur
en x et ¥ et un en z et w; les termes peuvent alors se
ramener ala forme (ax + by)(azs 4 0'w)(xz 4+ yw). (5) ta,
Uy, v2 peuvent ne différer que par des facteurs numériques;
dans ce cas, il y a deux plans tangents fixes tout le long de
la droite double et on peut, en outre, distinguer le cas ou le
facteur en z et w est un carré parfait, c’est-a-dire (5 @) : les
teemes du second degré sont réductibles a la forme zyzw ou
(50) alaforme zyz=. (6) Les trois termes peuvent se décom-
poser en facteurs (zz — yw)(suy + wo,). (7) Les termes

(*) Pour ce qui regarde les droites multiples sur une surface, le lecteur
pourra consulter un Mémoire de Zeuthen (Math. Annalen, IV; 1871),
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peuvent former un carré parfait (zz + yw)?. Dans ce cas, la
droite est cuspidale, les deux plans tangents au méme point
coincident, mais varient d’un point a l'autre. (8) Le plan
tangent cuspidal peut étre le méme pour tous les points, les
trois termes se réduisant a la forme (8a) z?zw ou (80) 222
Cette énumération n’épuise pas complétement les variétés;
nous n’avons pas tenu compte de celles qui proviennent des
termes précédents, comme dans le cas, par exemple, ol un
facteur zz -+ yw divise non seulement les trois derniers
termes, mais aussi zitz -+ w93. La théorie des surfaces réci-
proques, que nous donnerons plus loin, nous apprend qu’une
quartique & ligne double ordinaire est de la vingtieme classe;
si la ligne est cuspidale, la classe se réduit a la douzieme. Il

y aurait liea d’examiner si la classe ne pourrait pas avoir de

valeurs intermédiaires pour des formes spéciales de la ligne
double et aussi quelles formes de la ligne double intervien-
nent entre la ligne cuspidale et tacnodale pour laquelle la
surface est, comme nous ’avons vu, une surface réglée de la
quatriéme classe.

857. Une quartique a droite nodale peut aussi avoir des
points doubles. Deux des huit plans, qui coupent la surface
suivant des droites, coincideront avec le plan qui joint la
droite nodale & un des points nodaux. Il est facile de former
'équation d’une quartique & droite nodale et & quatre points
doubles. Soient U, V, W trois quadriques qui ont une droite
commune et par conséquent quatre points communs; une
fonction quadratique quelconque de U, V, W représentera
une quartique ou la droite et les points seront nodaux.

Dans ce cas il existe qﬁatre plans, passant chacun par la
droite nodale et un point nodal, qui rencontrent chacun la
surface suivant la droite nodale, comptée deux fois, et suivant
deux droites qui se coupent au point nodal. Il y a au plus
quatre plans contenant un point nodal, mais chacun d’eux
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rencontre la surface suivant la droite nodale, comptée deux
fois, et sutvant une droite double, sur laquelle sont dew.r
points nodaux. La surface peut donc avoir jusqu’a huit points
doubles. La quartique & huit points doubles et a droite
nodale est la surface complexe de Plucker (n° 455) et son

équation est

a, b, h sont de la forme (z, w)2; f, g de la forme (z, w)' et
ou ¢ est une constante. Par la droite nodale passent quatre
plans tels que la section déterminée par chacun d’eux est une
droite double sur laquelle se trouvent deux nceuds.
Supposons que les couples de nceuds soient 1, 2; 3, 4;
5, 6; 7, 8; en sorte que 12, 34, 56, 78 rencontrent chacun
la droite nodale. Pour un nceud 1, le céne circonscrit du
sixieme degré est P2U; —=o, P étant le plan passant par la
droite double; ce cone doit contenir les droites 12, 13, 14,
15, 16, 17, 18 chacune deux fois ; mais P renferme la drotte 12,
et, par suite, P? la renferme deux fois; par suite U, doit con-
tenir deux fois chacune des six autres droites, c’est-a-dire
qu’il se décompose en quatre plans A, B, C, D qui se coupent
deux & deux suivant les six droites. Si nous prenons de méme
P2A'B'CG'D'=o0 pour le céne du sixiéme degré qui appar-
tient au nceud 2, les huit nceuds sont situés quatre par quatre
dans les huait plans A, B, C, D, A’, B, C/, D/, et par chacun

de ces nceuds passent quatre de ces plans. Il est facile de

construire géométriquement un pareil systéme de huit points

situds quatre par quatre dans huit plans.
La coincidence d’un ou plusieurs des points nodaux avec
la droite nodale donnerait naissance 4 un cas particulier. Ainsi
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I'équation

azt*+ bxly +cx'y  +-dzy=(y — mw) + ey® (y — mw)?
+(Az?+-Ba’y + Cxry?)s + Dy?z (y — mw)
+ (A2 B'zy)w 4+ C xyw (y — mw)
+(ax?+ By +yy) s+ (d 2P+ y)sw - a' ziwi =0

représenle une quartique qui a la droite #y comme droite
nodale et le point z, 3, ¥ — mw comme point nodal; si nous
y faisons m = o, le point sera sur zy. Le genre de droite no-
dalé indiqué ici parait différent de tous ceux qu’on a consi-
dérés antérieurement.

558. Prenons maintenant le cas ou il y a deux droites
nodales qui se coupent. L'équation est alors

Z=y* - 2maxysw + wlu. —o,

u, élant une fonction quadratique de z, 5, 3, w. En pro-
cédant comme ci-dessus, nous trouvons immédiatement que,
outre le plan v, on peut mener par chaque droite nodale
quatre plans qui rencontrent la surface suivant des droites et
qu’ily a ainsi sur la surface seize droites, huit rencontrant
chaque droite nodale. Il est facile de voir que chacune des
droites d'un systéme rencontre quatre droites de I'autre sys-
teme. Outre les droites nodales, les surfaces peuvent avoir
quatre points nodaux. La théorie de ce cas est comprise
dans celui que nous allons considérer maintenant, ou la
ligne nodale est une conique.

559. Dans ce cas, un plan arbitraire coupe la surface sui-
vant une quartique binodale; si ce plan est un plan tangent,
la quartique sera trinodale; s’il est doublement tangent, la
quartique se décomposera en deux coniques ('). Si le plan

(') Cest & ce point de vue que Kummer a étudié ces surfaces, en les con-

sidérant comme des quartiques sur lesquelles se trouvent une infinité de
coniques.
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est triplement tangent, la section aura un point double de
plus, c'est-a-dire une des coniques se décomposera en deux
droites; et comme une surface a en général un nombre déter-
miné de plans tangents triples, nous voyons que la surface
conliendra un nombre fini de droites, comme nous 1'avons
déja trouvé par d’autres considérations.

Ce nombre esl seize; on peut I'établir par la méthode du
n® 355; mais nous ne nous arréterons pas aux détails de la
démonstration, parce que nous aurons plus loin 'occasion
de montrer comment Clebsch a primitivement découvert le
théoréme. Chacune des seize droites est rencontrée par cing
autres droites; Casey et Darboux ont montré comme il suit
la connexion de ces droiles avec les vingt-sept droites d'une
surface cubique : si sur une cubique nous laissons de coté
une droite el les dix qui la rencontrent, les seize droites qui
restent ont entre elles, en ce qui concerne leurs intersec-
tions mutuelles, les mémes relations que les seize droites de
la quartique.

Cecl est facile 4 démontrer par la méthode d’inversion dans
le cas ou la conique nodale est le cercle a I'infini; on peut
toujours ramener la forme générale a ce cas par une trans-
formation homographique. En prenant le centre d'inversion
sur la surface, 'inverse d’une pareille quartique est une
cubique qui passe aussi par le cercle a I'infini. Parmi les
vingt-sept droites de cetle cubique, une est située dans le
plan & I'infini, dix la rencontrent et les seize aulres rencon-
trent le cercle a I'infini; ces dernicres, et celles-1a seules,

se transforment par inversion en droites situées sur la qua-
drique.

Les droites peuvent étre groupées en doubles quatrains,
telle que chaque droite d'un quatrain rencontre Lrois droites
de l'auire quatrain, mais deux droites d’'un méme quatrain
ne se rencontrent puas. Il y a en tout vingt doubles quatrains;
par suite, chaque droile figure dans dix d’entre eux.

S. — Géom. a trois dim. I1I.
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36(0. Dans ce qui suil, nous supposons que la surface est
une cyclide, suivant 'expression de Casey et Darboux, c’est-
a-dire qu’elle a le cercle a 'infini pour conique nodale; pour
généraliser les résultats, il suffit, dans les équations de la
ligne nodale, v —o, -+ y= + 3%, de supposer que z, ¥,
z, w sont quatre plans; tandis que dans le cas spécial, w esl
A linfini et x, y, z sont des coordonnées rectangulaires
ordinaires. Les propriétés de la cyclide peuvent s’étudier
exactement comme on I’a fait pour les quartiques bicircu-
laires (Courbes planes, n° 251 et 272). Considérons une
quartique quelconque dont I’équation puisse s’écrire

(X, Y, 7%, Wyt=o,

ot X, Y, Z, W représentent des quadriques et ol nous éga-
lons & zéro une fonction quadratique compléte de ces quan-
tités. Au moyen d’une transformation linéaire de ces quan-
tités, nous pouvons réduire cette équation comme nous 'avons
fait pour Péquation générale du second degré et la ramener
a 'une des deux formes aX2? 4+ 0Y:4-cZ2 4+ dW?2=o0 ou
XY =7ZW ('); seulement, dans ce dernier cas, les facteurs
séparés ne sont pas nécessairement réels. La derniére forme
nous montre que, sur une pareille quartique, il y aau moins

deux séries simplement infinies de courbes quadriquadriques
et que, par deux courbes appartenant chacune & I'un des
systémes, on peut mener une quadrique

X —2AZ —uW+Y—=o,

tangente a la surface aux huit points ot ces courbes se cou-

(') Le Dr Valentiner a montré [Zeuthen Tidsskrift, (4), I11] que la
forme de Péquation de la quartique, considérée ici, n’a pas la plus grande
généralité, et, en fait, qu'une surface du degré n qui contient la courbe
compléte d’intersection de deux surfaces doit étre une surface particuliére
quand n dépasse 3. L’équation d’une quartique qui conticnt une courbe
quadriquadrique nc dépend que de 33 constantes.
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pent. EL, en général, la quadrique aX 4 3Y + yZ 4+ &W
sera langente & la quartique a la condition que «, 83, v, o
vérifient la relation bien connue du n° 79. Toutes les qua-

driques comprises sous cette forme ont un Jacobien commun
sur lequel se trouvent tous les sommets possibles des cones
qui font partie du systéme. Ainsi, par chacune des courbes
quadriquadriques dont on vient de parler, on peut mener
quatre cones dont les sommets sont sur le Jacobien.

Un cas particulier est celui ot 'équation de la quartique
peut étre exprimée en fonction de trois quadriques seulement
(X, Y, Z)?=o0. Ceci ne peul avoir lieu & moins que la quar-
lique n’ait des points doubles, puisque tous les points com-
muns aux trois quadriques X, Y, Z sont des points doubles
de la quartique. Dans ce cas, on peut, par une transforma-
tion linéaire, ramener I’équation & I'une des formes

aX?+ bY24-cZ-—o

XZ=Y:

Une quartique de ce genre est évidemment le lieu du systéme
de courbes Y — 21X, Z = 1Y etla quadrique 22X — 2AY + 7
est tangente & la quartique tout le long de cette courbe. Les
génératrices d'une quadrique quelconque de ce systéme sont
des bitangentes a la quartique.

561. Si nous appliquons ces résultats a la cyclide, il est
facile de voir que, si X, Y, Z, W sont quatre sphéres, I'équa-
tion (X, Y,Z, W)? = o est assez générale pour représenter une
cyclide quelconque. Puisque le Jacobien de quatre sphéres
est la sphére qui les coupe a angle droit, toutes les sphéres
du systéme a X + {:‘:Y -+ YZ + oW coupent orthogonalement
une sphére fixe. On voil de plus que les coordonnées du
centre d'une pareille sphére sont proportionnelles & des fonc-
tions linéaires de «, 8, v, ¢ et, réciproquement, ces quantités
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sont proportionnclles a des fonctions linéaires de ces coordon-
nées. Ainsi la condition de contact (n° 79), étant du second
degré en «, B, v, ¢, établit une relation du second degré entre
ces coordonnées. Nous avons, d’aprés cela, un mode de géné-
ration des cyclides correspondant a celui qu'on a donné pour
les quartiques bicirculaires (Courbes planes, n° 273) : une
cyclide est ’enveloppe d'une sphére dont le centre se meut
sur une quadrique fixe I et qui coupe orthogonalement une
spheére fixe J. Plusieurs conséquences découlent immédiate-
ment de ce mode de génération. Premiérement, la cyclide
est sa propre inverse par rapport a la sphére J; en effet, toute
sphére qui coupe orthogonalement J est sa propre inverse par
rapport a J, de telle sorte que, la sphére génératrice n’étant
pas changée par 'inversion, I’enveloppe ne I'est pas non plus.
Ainsi la cyclide est une surface anallagmatique (voir note,
n” 815). Deuxiémement, l'intersection de I et J est une
courbe focale de la cyclide. En effet, le Jacobien de J est le
lieu de tous les points-sphéres appartenant au systéme

aX +B8Y + 47 4 d W,

par conséquent, d’aprés le mode de génération, tout point de
la courbe FJ est un point-sphére qui a un double contact avec
la quartique, c’est-d-dire un foyer. Troisi¢émement, dans le
cas ou le centre de la sphére enveloppée est a I'infini sur F,
la sphére se réduit a un plan passant par le centre de J (ou
plus exactement 4 ce plan et au plan de l'infini). Il résulte
de la que si, par le centre de J, on méne un coéne dont les

plans tangents soient perpendiculaires aux arétes du cdne
asymplole de I, ces plans tangents sont des plans doublement
tangents & la quartique qu’ils rencontrent, par conséquent,
chacun suivant deux cercles, et les arétes de ce céne sont des
bitangentes a la quartique.

562. Jusqu'ici nous n’avons considéré que I'équation de
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la cyclide exprimée en fonction de quatre quadriques; mais
il est bien évident qu’elle pourrait étre exprimée en fonction
de trois quadriques seulement. En effet, I'équation d’une quar-
lique ayant pour ligne nodale I'intersection de la quadrique U
par le plan V peut évidemment s’écrire U2= P2V ; ou bien,
si nous formons I'équation plus générale d’'une quarlique
ayant pour ligne nodale I'intersection de z=-+y-+ 52 et
de (v,

(22 -+ y* -+ 30) 4 2wy (22 + y* + 5°) + Wiy =0;

on peut évidemment la mettre immédiatement sous la forme
précédente

(22 4= y% - 3% - wwy)? — w2,

Nous pouvons simplifier cette équation en larapportant a des
axes paralléles passant par une nouvelle origine, de maniére a
faire disparaitre #,, et nous pouvons de plus supposer que
) I I
les axes de coordonnées sont paralléles aux axes de la qua-
I
drique ¢., de maniére que ¢. ne contienne pas de termes en
) { 2 I

y3, 3z, ry. L'équation générale se trouvant ainsi ramenée a
la forme

(B2 B2 =ax*+ by +cs?
+a2lx+amy+2ns+d=V,

on voit, d’aprés ce qui a été dit, que la cyclide est 'enveloppe
de la quadrique V - 2 A (22 + 32 + 32) + A2=o0 et chaque
quadrique de ce systéme est tangente a la quartique en chaque
point ou elle la rencontre. Le discriminant de celte qua-
drique, égalé & zéro, donne

{* mt it

- —d + ).
a—|—2A+ b—|—2)\+c—|-2)\

Comme cette équation est du cinquiéme degré en A, nous
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voyons qu'il existe cing valeurs de A pour lesquelles cette qua-
drique se réduit a un cdne et, par conséquent, cing cones dont
les arétes sont bitangentes a la quartique. Si nous rappro-
chons ce résultat de ce que nous avons établi au numéro pré-
cédent, nous pouvons en déduire qu’il existe cinq sphéres J
dont chacune, combinéeavec une quadrique correspondantel”,
donne un mode de génération de la cyclide. On peut trouver
ce résultat directement en recherchant la condition pour que
la sphére z- + -+ 32 — w, ait un double contact avec la
cyclide ou la rencontre suivant deux cercles. En eflet, en
remplacant dans I'équation de la cyclide, il vient ui=V; si
a cette relation nous ajoutons A(z2 -4 32+ 32— u,) et si
nous déterminons A par la condition que la somme représente
deux plans, nous obtenons la méme quartique en % que ci-
dessus et nous trouvons aussi que le centre de la sphére doit
vérifier I'équation

ce qui nous montre qu'il existe cinq séries de sphéres dou-
blement tangentes; que le lieu du centre des spheres de
chaque série est une quadrique et que les cinq quadriques
sont homofocales.

[l résulte également de ce qui précéde que, par un point
quelconque, on peut mener dix plans qui coupent la cyclide
suivant des cercles : ce sont les couples de plans tangents
qu on peut mener du point aux cinq cdnes.

563. On peut établir la quintuple génération d’une autre
maniére. Si nous supposons que la quadrique F, lieu des
cenlres, est identique avec la sphére J qui est coupée ortho-
gonalement, nous avons pour la cyclide J comptée deux fois.

De méme, si nous avons deux cyclides exprimées sous la
forme (X, Y, Z, W)2=o, il résulte de la théorie des qua-
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driques que, en remplagant X, Y, Z, W par des fonclions
linéaires de ces mémes quantilés, les deux surfaces peuvent
étre exprimées Loules deux sous la forme

aX?+4- bY2 4 cZ24- dW2=o0.

Il est donc possible d’exprimer I'équation d'une cyclide sous
la formea' X2+ 0'Y2 + /72 + d’W? en méme temps qu’on
aura l'équation identique J2 = aX2+ Y2+ cZ2 + dW2.
Pour ce qui regarde la transformation elle-méme, nous ren-
voyons 4 Casey, p. 599, el & Darboux, p. 135; mais nous
pouvons montrer d’une aulre maniére ce qu'est cetle équa-
tion idenlique. Multiplions par la régle ordinaire les deux
déterminants

9

p? z — = 2x 2y 23 p?
d —I —m n ol 2m 271 d
d —U —n —n ol aom' an' d
=R Sy n' ol" om” a2n" d'

dll/ = l/// = ,)LW n I 2 l/// D) ,)L/// 2 Il”/ d/// ]

I_IUI:I pour u|n'."_-_1<_-1’ nous avons |m.~'.L'.- .:'— = = +y- 53 chacun
des délerminants égalé i zéro donne I’équalion de la sphére
qui coupe orthogonalement qualre spheéres). Le produit est

X Y Z W
—2rt (12)  (i3)  (14)
(12) —2r*  (23) (24)

(13) (23) —o2r (34)
W (1h)  (24) (34)  —a2r

ot (12)=d -+ d'—2ll'—amm’—ann’ el s'annule si les
deux sphéres se coupent orthogonalement. Si donc nous
supposons que chaque paire des qualre sphéres données se
coupe orthogonalement, le carré de la sphére qui les coupe
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i angle droit est proportionnel a

d’ot il résulte immédiatement que si cinq sphéres se coupent

orthogonalement entre elles, on a I’équation identique

7 V: W

—=j e
pla b e pivd

On peut remarquer, en passant, qu’en vertu de cette identité
I'équation W = o peut s’écrire sous la forme

] =

Elle montre que la sphére W coupe les quatre autres suivant

X — WA\ Y W2 7
&) =Fi

quatre plans qui forment un tétra¢dre autopolaire par rap-
port &8 W. Revenons & la cyclide; nous avons établi que son
équation peut étre mise sous la forme

aX? -+ bY2 4 ¢c72 4 IV2=0

et qu’elle peut étre engendrée comme enveloppe d’une sphére
qui coupe W orthogonalement. Au moyen de I'identité que
nous venons de donner, nous pouvons éliminer une quel-
conque des quantités X, Y, ... et mettre, par exemple,
I'équation sous la forme 'Y? 4 022+ V24 d'W2=0
et engendrer la cyclide comme enveloppe d’une sphére qui
coupe X orthogonalement.

564. La condition pour que deux surfaces, dont les équa-
tions sont exprimées en fonction des cinq sphéres X, Y, Z,
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V, W, se¢ coupent orthogonalement, peut s’exprimer sim-
plement. C'est en premier lieu

/ de dX N/ dy dX

\,_ffi dz T )\rl\ dx
(dg dX N dY dX s
+\d/\ dy i U J\dX dy o RS

cette équation peul étre réduite au moyen des deux identités
suivantes, que P'on vérifie facilement,

dX\¢  [dXO\2 f 2l -
<(l.1;) ¥ ( d};/} { rfS) i

dX dY dX dY dX dY

de dz dy dy 4 ds ds 2(X - Y).

La condition peut alors s’écrire

“dy
'_de ... )
J "do ) 3 d’o r’!'
dX Hd?x Foor )

-4+ dX dX

Les deux premiers groupes de termes s’annulent parce que »
.et &, qui sont vérifiées par les coordonnées du point en ques-
tion, sont des fonctions homogénes de X, Y, .... La con-
dition est donc

2 do dv ian de (lld
dX dX dY ay

Nous pouvons simplifier I'équation en remplacant X :/
par X, ..., en sorte que l'identité qui lie les cinq sphtres
devient

X*- V24722 + V2 W2—o

ct la condition d’intersection orthogonale,

dg db dy a’y

X dX TaY ay T
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elle est semblable comme forme & celle qu'on a en coordon-
nées ordinaires.

565. Par analogie avec les quadriques, nous pouvons
maintenant former immédiatement I'équation d'un systéme
orthogonal de cyclides.

Ecrivons I'équation

X2 Y? 7.2 V2 W2
. - + 5 - — =
—a r— 0 r—C r—d

" h—e

otl ) est un paramétre variable. En premier lieu, il est facile
de voir que, par un point arbilraire, on peut faire passer Lrois
cyclides du systeme. En effet, 'équation en %, qui, par sa
forme, parait étre du quatrieme degré, n’est en réalilé que du
troisiéme, parce que le coefficient de %* s’annule en vertu de
I'identité. Et la condition que nous venons d’oblenir nous
montre, de la méme maniére que pour les quadriques homo-
focales, que deux surfaces quelconques du sysiéme se cou-
pent a angle droit (1). Ces cyclides sonlL homofocales; il existe
une courbe focale commune sur chacune des cinq sphéres.
Il est évident, d’aprés ce qu'on a démontré, que des cyclides
homofocales se coupent entre elles suivant leurs lignes de
courbure.

566. Le mode de génération des cyclides, comme enve-
loppes des phéres, peut étre énoncé sous une autre forme fort

utile. Toutes les sphéres dont les cenlres sont sur un plan fixe

el qui coupent orthogonalement une sphere donnée, passent
par deux points fixes, les coefficients étantliés par deux rela-
tions linéaires. 1l esl facile de voir ce que sont les points fixes.

(1) Casey et Darboux paraissent avoir trouvé d'une maniére indépen-
dante cette superbe généralisation dans Iespace A trois dimensions du théo-
réme du D+ llart pour les courbes plancs ( voir Courbes planes, n° 218).
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En eflet, comme les sphéres coupent & angle droit toute sphére
passant par l'intersection de la sphére fixe et du plan, elles
contiennent les deux points sphéres de ce systéme ou les
points limites (Sect. conigues, n° 111) du plan et de la
sphére fixe; ces poinls sont réels seulement quand la sphére
et le plan ne se coupent pas suivant une courbe réelle. Dans
le cas ou le centre de la sphére mobile est situé sur une sur-
face fixe, il s’ensuil évidemment que ’enveloppe peul étre
considérée comme le lieu des points limites de chaque plan
tangent 4 la surface fixe et de la sphére fixe. Nous sommes
ainsi conduit & un mode de transformation dans lequel un
plan tangent d’une surface a pour correspondant deux points
sur 'autre surface; ou bien, si nous prenons la réciproque
de la premiére surface, c’est une transformation (1, 2) dans
laquelle & un point d’une surface correspondent deux points
sur 'autre. M. Casey a démontré facilement (p. 598) que les
résultats de la substitution des coordonnées d'un de ces
points limites dans les équations des sphéres de référence sont
proportionnels aux perpendiculaires abaissées des centres

de ces sphéres sur le plan tangent. Ainsi, si la surface lieu

des centres est donnée par une équation tangentielle entre les
perpendiculaires abaissées des quatre centres o (A, u,v, 0)=o0,
la surface dérivée est ¢(X, Y, Z, W)=o et si la premiére
équation est celle d’'une quadrique, la seconde représentera
la cyclide correspondante.

567. En partant de la construction que nous venons de
donner, Casey et Darboux ont fait une analyse des diffé-
rentes formes de cyclides suivant les différentes espéces de
quadriques, lieux des centres, et la nature de leurs intersec-
tions avec le plan fixe. Nous ne citerons que les cas princi-
paux et nous ferons remarquer en premier lieu que les
sphéres dont les centres sont situés le long d’une génératrice
de la quadrique passent toutes par le méme cercle, celui qui a
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pour antipoints les intersections de la droite et de la sphére.
[.e cercle en question fait parlie de I'enveloppe, el celle-ci
peut par conséquent élre regardée comme le lien des cercles
qui correspondent aux diverses droites de la quadrique; il y
a évidemment deux séries de cercles qui correspondent aux
deux séries de droites.

Si la quadrique est un cone, ces cercles sont lous sur la
méme sphére qui a pour centre le sommet du cdne et qui
coupe orthogonalement la sphére donnée; et la cyclide peut
¢tre regardée comme dégénérant en la courbe sphérique qui
est I'enveloppe de ces cercles et qu'on a appelée sphéro-
quartique. Pour parler correctement, la cyclide, lieu de ces
cercles, est une surface annulaire aplatie de maniére a coin-
cider avec l'aire sphérique bornée par la sphéro-quarlique.
Les propriétés de ces sphéro-quartiques ont été étudiées en
détail par Casey et Darboux. Ces courbes peuvent étre trans-
formées par inversion en quartiques bicirculaires; par con-
séquent (vodr note du n° 515), elles ont quatre foyers et les
distances d'un point quelconque de la courbe a ces foyers
sont liées par des relations linéaires.

Si la quadrique est un paraboloide, la cyclide dégénére en
une surface cubique passant par le cercle & I'infini. Si c’est
une sphére, la cyclide est la surface de révolution engendrée
par un ovale de Descartes, qui tourne autour de son axe.
Darboux a donné le nom de cartésienne a la cyclide plus
générale qui prend naissance quand la quadrique est une
surface de révolution.

La cyclide peut avoir un, deux, trois ou quatre points
doubles. Les cyclides nodales se présentent généralement
comme les inverses de ¢uadriques; I'inverse de la quadrique
générale est une cyclide & un nceud, celle du c6ne général
ane cyclide & deux nceuds, celle de la surface générale de
révolution une cyclide & trois neuds et celle du céne de révo-
lution une cyclide & quatre neeuds. Cette derniére, ou cyclide
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létranodale, est la surface a laquelle Dupin avait, dans le
principe, donné le nom de cyclide et que 'on peut appeler
en conséquence cyclide de Dupin. D’aprés la maniére dont il
I’avait primitivemenlt congue, c¢’élait ’enveloppe des sphéres
langentes chacune & trois sphéres données; pour parler plus
cxactement, on a ainsi quatre cyclides, parce que les sphéres
langentes en question forment quatre séries distincles el
celles de chaque série enveloppent une cyclide. Les sphéres
de chaque série se distinguent parce .que leurs centres sont
dans un plan donné; nous avons de la sorte une définition

plus précise : la cyclide est 'enveloppe d’une série de sphéres

ayant chacune leur centre dans un plan donné et tangentes
4 deux sphéres données. Mais toutes ces sphéres ont leurs
centres sur une conique et nous arrivons ainsi & une défini-
lion encore meilleure : la cyclide est I'enveloppe d’une série
de sphéres dont les centres sont sur une conique donnée el
qui sonl tangentes & une sphére donnée.

Dans la derniére définition, la sphére donnée n’est pas
unique, mais fait partie d’'une série simplement infinie; en
effet, nous pouvons, sans changer la cyclide, remplacer la
sphére originale par une sphére quelconque de la série; les
sphéres de le nouvelle série ont leurs centres sur une conique.
Nous ajouterons que, au lieu de la série de sphéres ayant leurs
cenltres sur une premiére conique, nous pouvons oblenir la
méme cyclide comme I'enveloppe d’une série de sphéres ayanl
leurs centres sur une seconde conique el langenles & une
sphére qui a son centre en un point de la premiére conique.

Les deux coniques ont leurs plans perpendiculaires entre
eux et sont telles que deux sommels opposés de chaque co-
nique sont les foyers de 'autre. Ces coniques sont les coniques
focales d’un systeme de quadriques homofocales ; I'une d’elles
est une ellipse et 'autre une hyperbole.

La relation de I'ellipse et de I'hyperbole est telle que :

1° Si 'on prend deux points fixes sur l'ellipse, la difle-
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rence des distances de ces points & un point variable situé
sur I’hyperbole est constante et égale a +c si le point
variable est sur une branche, et a —¢ s'il est sur 'autre
branche de hyperbole (la valeur de ¢ dépend naturellement
de la position de deux points fixes).

2° Sil’on prend deux points fixes sur I'hyperbole, lasomme
(s1 ces poinls sont sur des branches dilférentes) ou la diffé-
rence (s'ils sont sur une méme branche) de leurs distances &
un point variable de 'ellipse est constante, la valeur de la
constante dépendant de la position des points fixes.

En faisant usage de ces propriétés, nous voyons de suite
comment la méme surface peut étre obtenue comme enve-
loppe d’une série de sphéres ayant leur centre sur 'une quel-
conque des deux coniques et tangentes & une sphére ayant
son centre en un point quelconque de I'autre conique.

La cyclide de Dupin est aussi 'enveloppe d’une série de
sphéres, ayant leur centre sur une conique et coupant ortho-
gonalement une sphére donnée. En effet, ici nous avons une
conique au lieu de la quadrique qui intervient dans la con-
struction de la cyclide générale.

568. Passons maintenant aux quartiques sans lignes sin-
guliéres; elles ont un nombre de points doubles (ordinaire-
ment des points coniques) qui peut aller jusqu’a 16; chaque
nceud diminue la classe de 2, de sorte que la surface & 16 nceuds
est de la classe 36 — 2 >< 16 = 4. Quelques-uns des nceuds
peuvent étre remplacés par des points binodaux ou unodaux;
mais on n’a pas étudié la théorie & ce point de vue.

Le coéne général circonscrit & une quartique est (n° 279)
du douziéme degré; il a vingt-quatre droites cuspidales,
douze nodales, et il ne peut pas posséder plus de 16 lignes

nodales additionnelles sans se décomposer en cénes de dimen-
sions moindres. Quand la surface a seize nceuds, le cone cir-
conscrit issu de chaque nceud est du sixiéme degré et il a
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pour droites nodales les droites qui le joignent aux quinze
autres nceuds; il en résulte qu’il se décompose en six plans.

569. Remarquons que I'équation d’une quartique contient
trente-quatre conslantes, c’est-a-dire que la surface peut éure
assujettie a trente-quatre conditions, et que, si un point donné
est un nceud de la surface, ceci équivaut & quatre conditions.
D’aprés cela, il semblerait 4 premiére vue, que, huit points

étant donnés comme nceuds, nous pouvons déterminer une
quartique renfermant deux constantes; mais il n’en est pas
ainsi. Par huit points nous pouvons mener deux quadriques
U= o0, V = o (toute autre quadrique passant par huit points
est, en général, de la forme U 4+~ AV =o0) et la forme & deux
conslantes est par le fait U2+ «UV 4 BV2=o0, qui se dé-
compose en deux quadriques passant par les huit points. On
voil ainsi que le nombre de points doubles pouvant servir a
la détermination d'une quartique est au plus sept.

370. On peut traiter immédiatement le cas d’une quar-
tique & un, deux ou trois neeuds. Supposons que le premier
neeud soit le point (1, 0, o, 0), le second le point (o, 1, 0,0)
ct le troisiéme le point (o, 0, 1, 0); nous pouvons écrire
immédiatement une équation U =o avec 30, 24 ou 22 con-
slantes, qui ait le ou les nceuds donnés. Nous pourrions de
méme supposer que le quatriéme nceud est (o, o, o, 1) et
poser 1’équation & 18 constantes. Mais, dans le cas de quatre
neeuds, de méme que dans les suivants, il devient intéressant
d’examiner comment on peut former ’équation avec des fonc-
tions quadratiques qui représentent des surfaces passant par
les points donnés. Dans le cas o I’'on donne quatre nceads,
nous avons six surfaces de ce genre P=0, Q =0, R=o,
S =0, T=o0, U=o0, et toule autre quadrique qui passe
par les quatre points s'obtient au moyen d’une combmals.on
linéaire de ces équations; nous en déduisons pour I'équation
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de la quartique (P, Q. R, S, T, U)*=o0 fonction, qui, en
apparence, renferme vingt constantes. Mais les six fonctions,
quoique linéairement indépendantes, sont liées par deux
équations du second degré et le nombre des conslantes se
trouve réduit par lia a 20 — 2 =18, ce qui est exact.

Dans le cas de cinq nceuds donnés, nous avons cinq qua-
driques passant par ces points P =0, Q =0, R=0, S =o,
T = o et 'équation de la quartique est (P, Q, R, S, T)*=o;
elle renferme quatorze constantes comme cela doit étre.

871. Dans le cas de six nceuds donnés, nous avons quatre
(uartiques passant par ces points P—=o, Q =0, R=o,
S = o et 'équation de la surface quartique (P, Q, R, S)* =
ne renferme que neuf constantes. Il existe en eflet une quar-
tique passant par les six points, le Jacobien des quatre fonc-
tions J(P, Q, R, S)= o, qui n’est pas compris dans la forme
précédente. L’équation générale de la quartique a six nceuds
cst

(P, Q, R, $)2 - 0J(P, O, R, S) =0

(ui renferme bien dix constantes.

La surface J(P, Q, R, S)=0, ot P=0, Q =0, R=o,
S = o sont des quadriques passant par les six neuds donnés
ou des quadriques quelconques ayant six points communs,
est une surface trés remarquable. Clest le lieu des sommets
des cones du second degré qui passent par les six points. On
en déduitde suite que la surface contient 15 +4- 10 = 25 droites;
ce sont les quinze droiles qui joignent les six points deux i
deux et les dix droites d’intersection de chacun des plans qui
passent par trois des six points avec le plan qui passe par les
trois autres.

Dans le cas de sept noeuds donnés, nous avons trois qua-
driques P =0, Q =0, R = o0 passant par ces points; si nous
formons avec elles ’équation (P, Q, R)? = o, elle ne contient
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que cinq constantes. On reconnait que ce n’est pas la surface
générale & sept nccuds donnés par la considération qu’il existe
par le fait un huiti¢éme neeud; car chacun des points d’'inter-
section des trois quadriques est un point double surla surface.
Nous pouvons trouver sans dilficulté une quadrique qui ne
soit pas comprise dans cette forme, mais quiait les sept neeuds
donnés; cette surface, qu'on peut représenter par y =o, se
compose d’une surface cubique, ayant pour nceuds quatre des
points et passant par les trois autres, et du plan passant par
ces trois derniers points. L'équation générale est alors

(P, Q, R)? -0y =o

clle renferme six constantes, comme cela doit étre.

072. Passons maintenant aux quartiques a huit nececuds; sept
seulement d’entre eux peuvent étre des points donnés; le hui-
tiéme peat étre la derniére intersection des quadriques qui
passent par les sept points et nous avons alors une forme de

surface
(P, Q, R)*=o0

a huit necuds qui sont les intersections de trois quadriques :
c’est la surface octadique du quatriéme degré a huit nceuds.

Parmi les surfaces de la forme en question se trouvent
comprises les réciproques de plusieurs surfaces intéressantes.
Par exemple, sixiéme ordre, anneau parabolique; huitiéme
ordre, anneau elliptique; dixiéme ordre, surface paralléle
au paraboloide et premié¢re podaire négative de lellipsoide
par rapport a son centre; douziéme ordre, surface des centres
de courbure de ellipsoide et surface parallele a I'ellipsoide.
Lies surfaces comprennent aussi le tore général, ou la surface

de révolution, engendrée par une conique qui tourne autour
d’un axe fixe situé¢ d’'une maniére quelconque.
Il existe cependant une autre espéce de quartique a huit
neeuds pour laquelle le huitiéme nwud est un point quel-
S. — Géom. a trois dim. 111. 8
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conque situé sur une certaine surface déterminée au moyen
des sept points donnés : on 'appelle octo-dianome.

On peut assujettir la derniére surface dont nous venons de
parler & avoir un autre nceud, qui est un point quelconque
d’'une certaine courbe déterminée au moyen des huits necuds;
on a ainsi l'ennea-dianome; on peut enfin I'astreindre & avoir
un nouveau nceud qui fait partie d’un certain systéme de vingl-
deux points déterminé au moyen des nceuf neeuds; c’est le
déca-dianome. Si I'on part de sept points donnés comme
necuds, le nombre des neuds de la quartique est au plus 1o.

La symétroide est une espéce de quartique a dix neeuds, qui
est représentée par le déterminant symétrique

a h
h b
g J
I m n
olt les différentes lettres représentent des fonctions linéaires
des coordonnées. Cette surface a dix nceuds; en chacon d’eux

le cone du sixiéme degré circonscrit se décompose en deux
cbnes cubiques.

Les dix nceuds forment ainsi un systtme de points dans

'espace tels qu’en joignant I'un quelconque d’entre eux aux
neuf autres, les neuf droites sont les intersections de deux
cones cubiques; ces droites sont appelées une enneade, et les
dix points un systéme enneadique.

Kummer a étudié quelques-unes des espéces de surfaces
a 11, 12 et 13 neeuds, et les surfaces & 14, 15 et 16 neeuds.
Revenons 2 la considération du cone circonserit qui a son
sommel en un nceud; remarquons que, pour une surface a
16 nceuds, 1l y a un cone du sixiéme degré a 15 lignes nodales,
qui, par suite, doit se décomposer en G plans; ce cone sextique
est (1, 1, 1,1, 1, 1) et, la forme élant unique, il doit en étre
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de méme pour le cone qui appartient & chacun des aulres
nceuds de la surface; celle-ci est donc la surface 4 16 noeuds,
16 (1, 1,0, 1,1, 1),

.De méme dans le cas de 15 nceuds, le cone du sixiéme
degré a quatorze droites nodales el se décompose en un céne
du second degré et qualre plans; c’est un céne (2,1, 1, 1, 1).
Cette forme étant aussi unique, la surface est a 15 nceuds,
15(2, 1, 1, 1, 1).

Dans le cas de 14 nceuds, le cone a treize droites nodales
el se décompose en un cdne cubique el trois plans ou deux
cones quadriques et deux plans, c’est-a-dire en (3, 1, 1, 1)
ou (2, 2, 1, 1). On lrouve qu’il n’existe qu’une seule espéce
de surface qui a huit nceuds de la premiére sorte el six de la
seconde; c'est la quadrique & 14 nocuds

8(3, 1,1, 1)+ 06(2, 2,1, 1).

Dauns le cas de 13 nceuds, les cOnes sont (44, 1, 1), (31, 2, 1),
(3, 1, 1, 1) ou (2, 2, 2); autrement dit (43, 1, 1) se compose
d’un cdne quartique trinodal et de deux plans, et (3,, 2, 1)
d’un cone cubique uninodal, d’un cone quadrique et d’'un
plan. On trouve qu’il y a deux espéces de surfaces, la qua-
drique & 13 nceuds (o)

3(437 I, 1)‘*’1(317 I, 1. I)+9(317 2, 1)

et la quartique £ a 13 (2, 2, 2).

Les mémes principes s’appliquent aux cas de 12, 11, ...
nceuds ; mais le nombre des espéces n’a pas é1é complétement
déterminé.

573. Nous considérerons seulementla quartiquea 16 neccuds,

dont on peut former I'équation en général. Posons, pour
abréger,
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ou
apBy=0, &+ +y=o0, &P+ qy=0:

] (Y/Y//‘y . | plp”;),
— p (oc’a”: 1A ,\[/,Yllx),
:_Y (plp”x_ 1’1”.}/)’
=o' (y"yy —B'P3),
— pl (17/1;‘. A Y”‘Ytz.),
:Y, {Q//Q,r _1”“‘)/)’
=a"(yy'y — BB'5),
= B" (22’5 —yy'2),
L= (e — wx' ),
A=2+ y*+ " —2vs— 232 — 2x),
B = aa'a"(y?s — 3y) + BF' B (22 — sa?)
+ 17 (#hy — @yt) + May,
C=oad'a"ys - BB' 8" 32 + yy'y" 2y,
et
M=(8 — e+ (1 — OB+ (= — )7'r,
=(f'—y)o" a4 (' — A)B"B + (¢ —B)Y" s
= (B"— vy + (v — ") BB + (2" — B")vy's
=—4B—=0@E =10 —1"
+ =) =) (" =)+ (a—B) (& —B) (=" — 3]
Ces valeurs nous donnent identiquement
AC —B*— 411!1” pp/pr/ YY/ Yl/ zys PP/ P,

I équation de la surface peut alors s’écrire sous forme irra-
tionnelle,

Vo (X -—w) 4 \/‘y(Y— ) +ys(Z—w)=o,

et, en chassant les radicaux
Aw?+ 2Bw +~C=o,

il y a 480 formes semblables.
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En chaque nceud, le cone du sixiéme degré se compose de
six plans, mais nous n’avons ainsi que 16 plans en tout; chacun
de ces plans est un plan singulier tangent & la surface suivant
une conique sur laquelle sont situés six nceuds de la surface.
On peut obtenir facilement les coordonnées des six neeuds ci
les équations des seize plans. Par exemple, les plans sont

X,Y,Z, W, P, P, P X, X'— v, X'— g, Y — v,

574. La quartique & 16 neeuds comprend, comme cas par-
ticulier, la tétraédroide que M. Cayley a obtenue comme
transformation homographique de la surface des ondes. Dans
ce cas, les seize plans passent quatre par quatre par les som-
mets d'un tétraédre. Pour obtenir son équation indépendam-
ment du cas général, écrivons I’équation générale d'une quar-
tique rencontrée par chacun des quatrc plans coordonnés
suivant deux coniques ayant pour points conjugués communs
les sommets du tétraédre de référence situés dans ce plan.
L’équation ainsi formée renferme en général un terme en

_zysw et représente unc surface sans nceuds. Mais, si nous
ajoutons la condition que ce terme soit nul, la surface acquiert
immédiatement seize nceuds, chacune des intersections des
deux coniques dans chacun des plans coordonnés devenant
un neud. L’équation peut s’écrire

CY

.T2 ‘); 2 ”v‘i
o & U
o [ m

S n

ne (]

(*) La déduction de celle forme de I’équation générale de la quartique
a 16 nccuds présente quelque difficulté, et il faut remarquer que les 2,5, ...
etployés ici ne sont pas les mémes coordonnces que celles dont on fait
usage dans celle équation.
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on, ce qui revienl au méme,
(A, B,C,D, T, G, U, L, M, Ngz+, y?, 5% w?),

ot les coefficients sont ceux de la réciproque d’une quadrique
ol manquent les termes x2, y2, 3%, 2. L'équation développée

est (n° 208),

mnfzt + nlgyt -+ Imhst+ fghw 4 W (ly*s? + fo*we),
4+ p(mrstat 4 gyrw?) - v(natyr -+ nstowt)=o
A=1Lf— mg— nh, w=——1If+mg— nh,
v— —If— mg + nh.

On peut faire ressortir les points doubles, en écrivant I'équa-
tion sous la forme suivante ou 'une de celles qui lui corres-
pondent
(2mnfa? + nvy? 4+ must -+ faw?)?
—=v(1, 1,1, —1, —1, —1Iv*n. s=m, w2f)?

v=0f 4+ m2g 4+ ntht—amngh — enlhf — 2lmfg.

Ces derniéres équations servent a montrer que les sections

par un plan du tétraédre sont deux coniques, comme on l'a
indiqué plus haut.

En faisant v — o dansla premiére, il vient
(2mnfa- + nvy? -+ pms?)2=v(y*n—z*m)?

c’est un couple de coniques.

Pour en déduire la forme ordinaire de ’équation de la
surface de I'onde, posons

{=aBy(by—cB), m=aBy(cx—ar), re —upplup — 01),
S=kaa(by—cPB), n=#kbB(ca—av), h=key(aB—02),

_équations qui servent a déterminer les rapports

atbicraiBriyih
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en fonction de /, m, n, f, g, h. L’équation de la surface
devient

By (ax?+ by?+ c3?)(2x? 4 By? + 12?)
+ k2abew* — kaa(by + cB)x?w?
— kbB(ca—+ ay)y*wr— key(aB + ba)siw? —o.

En mettant respectivement X, Y, Z a la place de

wVE oV wVE

et 2a?, B02, yc? ala place de a, 0, ¢, celte équation devient

(X2 + Y2 4- 22) (a2 X2 + b2Y? + ¢272) + a?b>c*
— (024 c?)a?X?— (P + @) b?Y? — (a4 D)t i =o.

C’est I’équation de la surface de 1'onde.
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CHHAPITRE XVII.

CHAPITRE XVIIL

THEORIE GENERALE DES SURFACES.

B75. Dans le présent Chapitre, nous allons, pour faire
suite au n° 287, nous occuper de la théorie générale des sur-
faces; nous établirons d’abord pour les surfaces en géné-
ral quelques-uns des théorémes démontrés pour les qua-
driques (n 233, etc.).

Le lieu des points dont les plans polaires, par rapport
a quatre surfaces U, V, W, T (dont les degrés sont m, n,
Py @), S2 rencontrent en un méme point, est une surjface
dudegré m +n + p -+ q—4; c’est le Jacobien du systéme.
En effet, on obtient évidemment son équation en égalant &

zéro le déterminant dont les ¢éléments sont les quatre déri-

vées de chacune des quatre surfaces. Si une surface de la
forme AU + vV v W est tangente 4 T, le point de contact
est évidemment un point du Jacobien et doit se trouver
quelque part sur la courbe de degré ¢ (m -+-n +p + g — 4),
suivant laquelle le Jacobien rencontre T. De méme, on peut
mener pg(m -+ n -+ p—+ g — 4 ) surfaces delaforme AU+ uV
tangentes 4 la courbe d'interseclion de W, T; car le poing

‘de contact doit étre I'un des points ot la courbe WT coupe

te Jacobien.

Il en résulte que le tact-invariant d’un systéme de Lrois
surfaces U, V, W (c’est-a-dire la condition pour que deux
des mnp points d’intersection coincident) renferme les coeffi-
cients de la premiére an degré np(2m +n -+ p— 4); il en
est de méme pour les deux autres surfaces. En eflet, si, dans

L)
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=
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cette condition, nous remplagons chaque coefficient @ de U
par @ + ., a' étant le coefficient correspondant d’une-autre
surface U’ de méme degré que U, il est clair que le degré du
résultat en ). est le méme que le nombre de surfaces de la
forme U + AU’ qu’on peut mener de maniére qu’elles soient
tangentes a la courbe d’intersection de V, W ().

J'étais arrivé au méme résultat de la maniére suivante
(voir Quarterly Journal, t. 1, p. 33g). Deux des points
d’intersection coincident si la courbe d'intersection UV esl
tangente a la courbe VW. Au point de contact, les plans tan-
gents aux trois surfaces ont donc une droite commune; el,
par conséquent, ces plans ont un point commun avec un plan
arbitraire az -+ By + v5 + ow. Le point de contact annule
donc le déterminant, dont une des lignes renferme o, 3, v, 6
et quia pour trois autres lignes les quatre dérivées de chacune
des surfaces. La condition pour que ce déterminant puisse
étre nul pour un point commun aux trois surfaces s’obtient en
effectuant I'élimination entre le déterminant et U, V,, W. Le
résultat renfermera o, 8, v, ¢ au degré mnp et les coefficients
de U au degré np(m + n +p — 3) + mnp. Mais ce résultal
d’élimination contient comme facteur la condition pour que
le plan a2 + By -+ v -+ G passe par un des points d’'inter-
section de U, V, W. Et cetle derniére condition renferme
4, B, v, 0 au degré mnp et les coefficients de U an degré np.
En faisant disparaitre ce facteur, le quotient contient, comme
nous I’avons déja vu, les coefficients de U au degré

np(2m-—+n-+p—4h).
576. Comme on peut le prévoir d’aprés le numéro précé-

dent, le lieu des points dont les plans polaires par rapport a
trois surfaces ont une droite commune est la courbe Jaco-

(*) MourARrDp, Nouvelles Annales de Mathematiques, t. XIX, p. 58.
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bienne représentée par le systéme de déterminants

u, U U, U |
Vl Vz V;] Vb E=LO
W, W, W, W,

Cette courbe (voir Algébre supérieure, n° 257 est de

I'ordre
m? 4 n2 4 pt - min! - n'p = pim!

n! étant l'ordre de Uy, ..., c’est-a-dire m/ = m — 1, .... Si
une surface de la forme AU + uV est tangente 3 W, le point
de contact est évidemment un point de la courbe Jacobienne;
par conséquent, le nombre de ces surfaces qu’on peut mener
tangentes & W est égal au nombre des points ou cette courbe
rencontre W, c’est-a-dire a p fois le degré de celte courbe.
En raisonnant alors comme au numéro précédent, nous
voyons que le tact-invariant de deux surfaces U, V, c’esl-
a-dire la condition pour qu’elles soient tangentes renferme
les coefficients de U au degré

n(nr't-ram'n' + 3m'?)

n(n®+amn-—+3m*—4n—8m—-6).

Ce nombre peut s’exprimer d’une autre maniére ainsi qu'il
suil : solent M et N 'ordre et la classe de V, R F'ordre du céne
tangent mené d’un point quelconque, le degré auquel les
coefficients de U figurent dans le tact-invariant est

N4+2R(m—1)+3M(m—1)%

Nous donnons ci-aprés sous forme d'exemples quelques
théorémes qui ne paraissent pas mériter qu’on leur consacre
un article séparé.

ExempLE I. — Deuz surfaces U, V de degré m, n se coupent;
le nombre des tangentes & leur courbe d’intersection qui
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sont aussi des tangentes inflerionnelles & la premiére surface
est mn(3m —an —8).

Les tangentes infllexionnelles en un point quelconque d'une sur-
face sont des génératrices de la quadrique polaire de ce point; par
suite, un plan quelconque mené par I'une ou Pautre tangente est
aussi tangent & cette quadrique polaire. Si donc nous formons la
condition pour que le plan tangent de V soit tangent a la quadrique
polaire de U, condition qui renferme les dérivées secondes de U au
troisiéme degré et les dérivées premiéres de V au second degré, nous
aurons I’équation d’une surface de degré (3m + 2n — 8) qui ren-
contrera la courbe d’intersection en des points dont les tangentes
sont des tangentes inflexionnelles de U.

ExemeLe II. — Dans le méme cas que ci-dessus, trouver le degré
de la surface engendrée par les tangentes inflexionnelles de U aux
différents point de la courbe UV.

On obtient cette surface en éliminant 'y’ 5"’ entre les équations

AU = o, A2 =o,

qui sont respectivement des degrés m, n, m —1, m —2 en2'y' '’

et des degrés o, 0, 1, 2 en zyzw, Le résultat est par conséquent du
y 0, I, Y- I q

degré mn(3m—4).

ExempLe III. — Trouver le degré de la développable tangente
a une surface le long de son intersection avec son Hessien. Les
plans tangents en deux points consécutifs de la courbe parabolique se
coupent suivant une tangente inflexionnelle (269). D’'aprés I'exemple
précédent, comme n = 4(m —2), le degré de la surface engendrée
par ces tangentes inflexionnelles est fm(m —2)(3m — 4). Mais
comme, en chaque point de la courbe parabolique, les deux tangentes
inflexionnelles sont confondues et comme, par conséquent, les sur-
faces engendrées par chacune d’elles coincident, le nombre qu’on
vient de trouver doit étre divisé par deux et le degré demandé
est am(m—2)(3m —4).

ExeMpLE IV. — Calculer, comme au n° 330, les caractéristiques
de la développable circonscrite & une surface de degré m, le long
d’une section plane quelconque. La section dela développable par
le plan donné se compose de la section de la surface donnée et des
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tangentes & ses 3m(m — 2) points d’inflexion. I)’aprés cela, nous
trouvons facilement

w=06m(m —2), =m(m—t), r=m(3m—35),

o =0, B=om(5m—r11),

ExeneLe V. — Trouver les caractéristiques de la développable
tangente & une surface le long de son intersection avec une sur-
Jace de degré n.

Réponse.
v=mn{m — i), % =0, r=mn(3m -+ n—06).
Les autres singularités se déterminent comme au n® 330.

ExenreLe VI, — Trouver les caractéristiques de la developpable
circonscrite & deux surfaces qui n'ont ni une ni Uaulre de
lignes multiples.

Réponse.
v=mn(n —1)(n —1),

o =0, r—mn(m—1)(n—1)(m -+ n-—2).

ExempLe VII. — Zrouver les caractéristiques de la courbe
d’intersection de deux développables.

Les surfaces sont de degré r et 7'; comme chacune d’elles a une
courbe nodale et une courbe cuspidale dont les degrés sont respec-
tivement z et m, ' et m’, la courbe d’intersection a r&’ + 7'z points
nodaux et 7m’ =+ 7"m points cuspidaux, Par suite le cone quia pour
base la courbe et pour sommet un point quelconque a des arétes
nodales et cuspidales en plus de celles qu'on a considérées au n° 343
et les formules qu'on y a données doivent éitre modifiées. Nous
avons p. = rr'; mais le degré de la surface réciproque de ce cone est

p=rr'(r—+r —a)—r(2z' -+ 3m)—r'(2z +3m)
ou, d’aprés les formules du n° 327,
e =rn < nr'.

De méme
v=ar +a'r-+3r.

ExempLe VIII. — Trouver les caractéristiques de la dévelop-




THEORIE GENEKRALE DES SURFACES. 125

pable engendrée par une droite qui rencontre deuxr courbes
données. Cette surface est la réciproque de celle de I'exercice pré-
cédent. Nous avons, par suite,

v =rr, p=rm -+ m, wo=Br -+ B'r—+ 300,

ExEMPLE IX. — Trouver les caractéristiques de la courbe d’in~-
tersection d’une surface et d’une développable. Les lettres M, N, R
se rapportent a la surface, comme dans le numéro actuel, et m, n, r
a la développable.

Réponse.

u=™Mr, s=rR 4 nM, r=aM-+~3rR,

i

ExenMpLE X. — Trouver les caractéristiques d’une développable
tangente & une surface et a une courbe donnée.

Réponse.

w=8N-+3rR, o=rR-+ mN,

.
877. Lathéorie des systémes de courbes, donnée dans les
Courbes planes, n® 411, est évidemment susceptible d’exten-
sion aux surfaces. Supposons qu’on nous donne une condi-
tion de moins qu’il n’en faut pour déterminer une surface de
I'ordre n; les surfaces qui vérifient ces conditions forment

un systéme dont les caracléristiques sont @, v, p; w est le

nombre de surfaces du systéme qui passent par un point

quelconque, v le nombre de celles qui sonl tangentes & un
plan et 5 le nombre de celles qui sont tangentes & une droite.
1l est clair que les sections du systéme de surfaces par un
plan quelconque forment un sysiéme de courbes dont les
caracléristiques sont i, p; les cOnes langents issus d’un point
quelconque forment un systéme dont les caracléristiques
sont p, v. Quelques-uns des théorémes qui suivenl corres-
pondent a des théorémes déja établis pour les courbes.

(1) Le liew des pdles d’un plan fixe par rapport aux
surfaces du systéme est une courbe @ double courbure de
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l’ordre v. Lelieu est une courbe puisque le plan lui-méme ne
peut étre rencontré par le lieu que dans un nombre fini de
points. Si nous prenons le plan & l'infini, nous trouvons,
comme cas particulier, le lieu du centre d'une quadrique qui
satisfait a huit conditions. Ainsi, quand on donne huit points,
le lieu est une courbe du troisiéme ordre; quand on donne
huit plans, c’est une droile.

(2) L’enveloppe des plans polaires d’un point fize, par
rapport a toutes les surfaces du systéme, est une dévelop-
pable de la classe .

(3) Le liew des pdles, par rapport aux surfaces du
systéme, de tous les plans qui passent par une droite fize,
est une surface de degré p.

11 y a évidemment p points du lieu et seulement p qui sont
situés surla droile en question. On peut énoncer le théoréme
sous une aulre forme ainsi qu’il suit: Si, par courbe polaire
d’une droite par rapport a une surface, on entend la courbe
commune aux premiéres polaires de tous les points de la
droite, on peut dire que les.courbes polaires d’une droite
fixe par rapport & toutes les surfaces du systéme sont
situées sur une surface de degré p.

(4) Réciproquement, les plans polaires de tous les
points d’une droite, par rapport aux surfaces du sys-
téme, enveloppent une surface de la classe o.

(5) Le liew des points de contact des droites menées
d’un point fize aux surfaces du systéme est une surjface
de Uordre p—+p, quia le point fixe comme point mulliple
de Uordre p.. Ce théoréme se démontre de la méme maniére

que pour les courbes. On peut aussi I'énoncer autrement :

« Trouver le lieu d’'un point tel que le plan langent en ce
point & I'une des surfaces du systéme qui passent par ce
point passe aussi par un point fixe. » Nous pouvons en
déduire le lieu des points ou un plan est coupé orthogonale-
ment par les surfaces du systeme. Cest la courbe suivant
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laquelle le plan est rencontré par le lieu surface p—+p,
correspondant au point situé¢ & I'infini sur une perpendicu-
laire au plan donné.

(6) Le lieu des points de contact, avec les surfaces du
systéme, des plans passant par une droite fixe est une
courbe de l'ordre v+ p qui rencontre la droite fize en
p points. Cest aussi le lieu des points dont les plans tangents
aux surfaces du systéme contiennent une droite donnée.

(7) Le liew d’un point, tel que son plan polaire par
rapport a une surface donnée de degré m et le plan tan-
gent en ce point a une des surfaces du systéme qui passe
par lui se coupent suivant une droite qui rencontre une
droite fixe, est une surface de degré mp. +- p. Le lieu ren-
contre évidemment la droite fixe aux p points oi elle est
langente aux surfaces du systéme, aux m points ou elle ren-
contre la surface fixe; ces derniers sonl sur le lieu des points
multiples de I'ordre .

(8) Si, dans le cas précédent, la droite d’intersection
doit se trouver dans un plan fize, le lieu sera une courbe
de Uordre m(m — 1)y 4 mp -+ v. Les v points, ot le plan

fixe est touché par les surfaces du systéme, sont des points

du lieu; il en est de méme pour les points ot la section dela
surface fixe par le plan fixe est louchée par les sections des
surfaces du systéme. Le nombre de ces derniers points est
wm(m —1)-+ mg.

Le lieu qu'on vient de considérer rencontre la surface fixe
en m|[m(m —r1)p —+ mp -+ v] points. Mais il est clair que ce
doivent étre ou les w.m(m — 1)+ mp points dont on vient de
parler, ou les points ou les surfaces du systéme sont tangenles
a la surface fixe. En les retranchant du nombre total que nous
venons d’écrire, nous trouvons que :

(9) Le nombre des surfaces du systéme tangentes & une
surface fixe est pm(m — 1)* 4 pm(m — 1)+ vm; ou plus
généralement, si n est la classe de la surface, r 'ordre du




cm

128 CHAPITRE XVII.

cone circonscrit issu d’un point quelconque, ce nombre
est wrn +rp -+ vm.

Ceci nous permet de déterminer le nombre de surfaces de
la forme AU —+ V, qui peuvent étre tangentes a une surface
donnée. En effet, si U et V sont de degré m, ces surfaces
forment un systéme ot p=1,v=3(m —1)?, p=2(m —1);
si donc n est le degré de la surface louchée, la valeur est

n(n—i12+a2n(n—1)(m—1)+3n(m—1)i

C’est la méme valeur que celle qu’on a donnée au n® 576.
On peut aussi arriver a la méme conclusion de la maniére
suivante.

578. S’il existe dans un plan deux systémes de points
ayant une correspondance (m, n), c’est-a-dire telle qu'a
un point du premier systéme correspondent m du second
et a un point du second n du premier; si de plus une droite
quelconque contient r couples de points correspondants,
le nombre des points de U'un ou U’autre systéme qui coun-
cident avec leurs correspondants est m +n -+ r. Suppo-
sons que les coordonnées de deux points correspondants zy,
z'y/ soient liées par une relation des degrés u et p' en 2y,
Z'y’ respectivement, et par une autre relation des degrés v
et v'. Si 2/y' est donnée, il y a évidemment pv valeurs de
zy, par suitc 7= pv. De méme m = p'v'. Si nous élimi-
nons z, ) entre les deux équations et une équation arbi-
traire ax + by 4 c=o0, nous obtenons un résultat du degré
w4~ w'v; on voit que, siun point décrit une droite, 'autre
décrira une courbe du degré pv' -+ p'v qui coupera la droite
en ce méme nombre de points; par suite /s = uy' -+ p'v. Mais,
si nous supposons que z' et ' soient respectivement égaux
a z et y, nous avons (. +v)(p' 4 v) valeurs de = et y; et
ce nombre est évidemment égal & m + n + r.
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579. Etudions maintenant la nature du lieu des points

dont les plans polaires par rapport aux surfaces du systéme
coincident avec leurs polaires par rapport & une surface fixe,
et cherchons combien un plan pris arbitrairement contiendra
de points de ce lieu. Soient dans ce plan deux points A et «,
tels que le plan polaire de A par rapport a la surface fixe
coincide avec le plan polaire de @ par rapport aux surfaces
du syst¢éme. En premier lieu, si A est donné, son plan
polaire par rapport 4 la surface fixe est donné et les pdles
de ce plan par rapport aux surfaces du systéme sont, d’aprés
le théoréme (1), sur une courbe de l'ordre v. Cette courbe
rencontrera le plan arbitraire suivant les points a qui corres-
pondent 2 A et dont le nombre est par conséquent égal a v.
D’autre part, si @ est donné, ses plans polaires par rapport
aux surfaces du systéme envelopperont, d’aprés le théo-
réeme (2), une développable dont la classe est u; mais les
plans polaires des points du plan donné par rapport a la sur-
face fixe enveloppent une surface dont la classe est (m — 1)2 (*).
Cette surface et la développable auront w.(m — 1)? plans tan-
gents communs et ce sera le nombre des points A corres-
pondant a4 @. Enfin supposons que A décrive une droite, ses
plans polaires par rapport & la surface fixe envelopperont
une développable de la classe m — 1. Mais par rapport aux
surfaces du systéme et d’aprés le théoréme (3), ils enveloppe-
ront une surface de la classe p. Il peut donc exister p(m — 1)
plans dont les péles, dans 'une et P’autre hypothése, soient
situés sur une droite prise arbitrairement. Donc, d’aprés le
numéro précédent, le nombre des points A qui coincident
avec les points @ est p.(m —1)? 4 p(m — 1) +v. Ainsi le
lieu des points, dont les plans polaires par rapport au sys-
téme et par rapport a une surface fixe coincident, sera une

(*) On a mentionné (n° 623, Ez. I1) que, si I'équation d’un plan con-
tient deux paramétres au degré n, son enveloppe sera de la classe n'.

S. — Geom. a trois dim. I, 9
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courbe du degré que nous venons de trouver et ce liea ren-
contrera la surface fixe aux points ou elle peut étre tangente
a des surfaces du systéme.

580. Nous ajouterons encore quelques théorémes donnés
par M. de Jonquiéres.

(10) Le liew d’un point tel que la droite qui le joint a
un point fize et que le plan tangenten ce point & une des
surfaces du systéeme qui passent par lui rencontrent le
plan d’une courbe fixe suivant un point et une droite qui
solent dans la situation de péle et polaire par rapport &
cette courbe,estune courbedudegré pum(m — 1)+ pm—v.
On démontre cette proposition comme le théoréme (8). Sup-
posons que la courbe fixe soit le cercle imaginaire 4 I'infini,
le théoréme s’énonce alors ainsi: Le lieu des pieds des nor-
males menées d’un point fixe aux surfaces du systéme est
une courbe du degré ap - 20 +v.

(11) Imaginons un systéme de courbes planes dont les

caractéristiques soient p, v; le lieu d’un point tel que sa

polaire par rapport & une courbe fixe de degré m et que la
tangente en ce point a une des courbes du systéme qui
passent par lui coupent harmoniquement une droite finie
donnée est une courbe de degré my +v. Cherchons en
combien de points la droite donnée rencontre le lieu; ses v
points de contact avee les courbes du systéme sont évidem-
ment des points du lieu. Mais, si nous raisonnons comme
dans les autres cas, nous trouvons qu'il y aura sur la
droite m points dont les polaires par rapport a la courbe fixe
divisent harmoniquement la droite donnée. Et comme ce
sont des points du lieu pour chacune des w courbes qui
passent par eux, le degré du lieu est mp +v. Sil'on prend
pour droite finie celle qui joint les deux points circulaires
imaginaires a l'infini, il s’ensuit que m(mp + v) courbes du
systéme coupent orthogonalement une courbe donnée. M. de
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Jonquiéres trouve de cette maniére que le liew d’un point
tel que son plan polaire par rapport a une surface fixe et
le plan tangent en ce point ¢ une des surfaces du systéeme
rencontrentle pland’une conique fize suivantdeuzx droites
conjuguées par rapport & cetle conique est une surface de
L’ordre my. + p. Ul s’ensuit qu’une surface de ce méme ordre
rencontre la surface fixe aux points ou elle est coupée ortho-
gonalement par les surfaces du systéme.

(12) Etant donnés deux points fixes Q, Q', si de chacun
d’eux on méne des tangentes a un systéme de courbes planes
de la classe n, le lieu des intersections des tangentes de
I'un des systémes avec celles de 'autre est une courbe de
I'ordre v(2n—1). En eflet, considérons une courbe tan-
gente a la droite QQ’, un des points du lien sera le point de
contacl et n — 1 des autres coincideront avec chacun des
points Q, Q'. Et, comme il peut y avoir v de ces courbes,
chacun des points Q, Q' est un point multiple de P'ordre
(n — 1)v, et la droite rencontre le lieu en v(22 — 1) points.
Supposons que les deux points Q, Q' soient les deux points
circulaires a I'infini, il en résulte que le lieu des foyers des
courbes du systéme est une courbe du degré v(2n —1).
Etudions de méme le lieu des intersections des cones cir-
conscrits & un systéme de surfaces el issus de deux points
Sizes Q, Q'. D’aprés ce que nous venons de dire, il est clair
que tout plan mené par QQ' rencontre le lieu suivant une
courbe dont I'ordre est p(2n — 1); mais la droite QQ’ est
une droite multiple de degré g, car elle est commune aux
deux cones dans tous les cas o la droite QQ' est tangente &

une surface du systéme. L’ordre du lieu est donc ano et,
)

par suite, 4p est 'ordre du liea des foyers des sections d’un
systtme de quadriques par des plans paralléles & un plan

fixe (1).

(") Chasles a indiqué ce théoréme : Etant donné un systéme de coniques
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B581. La théorie de la transformation des courbes et de
la correspondance des points sur les courbes (indiquée dans
les Courbes planes, Chap. VIII) est évidemment susceptible
de s'étendre & I'espace & trois dimensions; nous ne pouvons
toutefois donner ici qu’un apercu rapide de ce qu'on a fail
sur ce sujet. Le lecteur pourra consulter Cremona [ Mémoire

de Géométrie pure sur les surfaces du troisi¢me ordre
(Crelle, LXVIII, p. 1-96; 1868)]; Clebsch [Ueber die Ab-
bildung algebraischer I'ldchen, insbesundere der vierten
und finften Ordnung (Math. Annalen, 1, p. 253-316;
1868)]; Cayley [ On the rational transformation between
two spaces (Proc. Lond. Math. Soc., 1II, p. 127-180;
1870)]; ainsi que d’autres Mémoires sur le méme sujet par
Darboux, Klein, Korndirfer, Nother, Zeuthen et autres.
Rappelons qu'une courbe unicursale est une courbe, dont
les points ont une correspondance (1,1) avec ceux d'une
droite; analytiquement nous pouvons exprimer les coordon-
nées z, ¥, 5 d'un point en écrivant qu’elles sont proportion-

dont les caractéristiques sont ., v, 2v — u coniques de ce systéme sc
réduisent & un couple de droites et 2. — » & un couple de points. Il en
résulte immédiatement, comme ’a remarqué Cremona, que, s’il existe un
systéme de quadriques, de caractéristiques i, v, p, dont o se réduisent a
des coénes et ¢’ 4 des coniques planes, en considérant la section du sys-
témeparunplan,ona s =2p —p, ¢’ =2y —pet,réciproquement,c = 2v—p.
Ces théorémes sont néanmoins soumis a des modifications s’il peut arriver
qu’une surface du systéme se réduise a un couple de plans ou & un couple
de points. Ainsi, dans le cas simple d'un systéme passant par six points et
tangent 4 deux plans, les dix couples de plans passant par les six points
doivent étre regardés comme des surfaces du systéme, puisqu’un couple
de plans est une quadrique tangente a tout plan. Pour la méme raison le
probléme consistant 4 décrire une quadrique passant par six points el
tangente a trois plans n'admet pas 27 solutions comme on pourrait le
croire, mais 17 seulement, les dix couples de plans figurant parmi les solu-
tions apparentes.

J'ai essayé d’énumérer le nombre des quadriques satisfaisant 4 neuf con-
ditions ( Quarterly Journal, VIII. I; 1866). Ce méme probléme a été
traité plus complétement par Chasles et Zeuthen (Comptes rendus,
février 1866, p. 405).
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nelles & des fonctions du méme ordre m de deux para-
métres A, p.. De méme une surface unicursale est une surface
dont les points ont une correspondance (1, 1) avec ceux d'un
plan; ou analytiquement, dont les coordonnées z, y, 5, w
d'un point quelconque sont proportionnelles & des fonctions
de méme ordre m de trois paramétres A, w, v. Quand les
points d’une surface ont ainsi une correspondance (1,1)
avec ceux d'un plan, il est clair que toute courbe de la sur-
face correspond de la méme maniére i une courbe du plan;
cette derniére peut donc étre considérée comme la repré-
sentation (A bbildung) de la précédente courbe.

582. Il est géométriquement évident que les surfaces qua-
driques et cubiques sont unicursales. Si nous projetons les
points d’une quadrique sur un plan au moyen de droites
issues d'un point fixe O de la surface, nous obtenons immé-
diatement une correspondance (1,1) entre les points de la
quadrique et ceux du plan. Dans le cas de la surface cubique,
si nous prenons deux des droites de la surface, un point
quelconque de cette surface peut étre projelé sur un plan au
moyen d’une droite qui rencontre les deux précédentes et,
dans ce cas aussi, nous obtenons une correspondance (1,1)
entre les points de la surface et ceux du plan. La construc-
tion donnée dans le cas de la quadrique permet de trouver
facilement des expressions analytiques qui fournissent z, y.
3, w sous forme de fonctions du second degré de trois para-
métres. Il existe d’autres moyens d’obtenir des expressions
de ce genre; par exemple, Pliicker et Chasles (voir n° 393,
note) ont formé des systémes de coordonnées qui détermi-
nent chacun des points de la surface par les deux génératrices
qui y passent. Et la méthode qui permet d'exprimer les
génératrices au moyen des paramétres (n° 108) donne immé-
diatement I'idée d’une expression semblable pour les coor-
données d’un point de la surface (voir n° 420). Ainsi, sur
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la quadrique zw —=yz, les systémes de généralrices sont

Az = wy, pw=2A3; A& =v 3, viv = hy; par suite, on peut

prendre pv, kv, A, A? pour coordonnées d’un point de la
quadrique. La construction que nous avons indiquée dans le
cas de la cubique peut aussi étre mise a profit pour fournir
des expressions des coordonnées en fonction de paramétres;
on arrive plus simplement au méme résultat par d’autres
méthodes. Par exemple, Clebsch fait usage du théoréme
qu’une cubique peut étre engendrée comme lieu de l'inter-
section de trois plans correspondants, qui passent chacun
par un point fixe. Si A, B, G; A’, B, ’; A”, B’, C” repré-
sentent des plans, nous aurons évidemment I’équation d’une
cubique en éliminant A, w, v entre les équations

MA -pp +vC =o,
WA’ - ufB 4+-v(C =o,
AA" - p B’ - vC" =o.

Si, au contraire, nous prenons A, §&, v comme paramétres,
nous pouvons évidemment résoudre ces trois équations par
rapport a x, ), 5, % qui y sont contenus implicitement et
obtenir pour les coordonnées d'un point de la cubique des
expressions du troisiéme degré en (onction des trois para-
métres.

583. Néanmoins il sera plus simple de suivre la marche
inverse. Supposons qu'on nous donne un systéme d’équa-

tions
rsrw=P:Q:R:S

ot P, Q, R, S sont des fonctions de I'ordre m de trois para-
métres A, p, v. Ce systéme d’équations représente évidem-
ment une surface dont on peut trouver I'équation en élimi-
nant A, @, v entre les équations; il en résultera une seule
équation en z, y, 3, w. Si 'on considére X, ., v comme les
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coordonnées d’un point d’un plan, le systéme donné d’équa-
tions établit une correspondance (1,1) entre les points de la
surface et ceux du plan. P—=o, ... représentent des courbes
du m'™¢ ordre dans ce plan. Cherchons d’abord l'ordre de la
surface représentée parle systéme d’équations, ou le nombre
de points suivant lesquels elle est rencontrée par une droite
arbitraire

ar +-by + ¢34 dw=o, ax4by+cdz+dw—=o.

A ces points correspondent évidemment dans le plan les
intersections des deux courbes

aP +bQ +cR +dS=o, aP -+ b Q+c¢ R+ d'S=o;

d’ou il résulte que 'ordre de la surface est en général m-.
Cependant, siles courbes P, Q, R, S ont « points communs (*),
en outre de ces points, les deux courbes n’ont plus que m= — «
autres points d’intersection et, conséguemment, c’est la
Pordre de la surface. Alors une section plane quelconque de
la surface aura pour correspondante dans le plan une courbe
aP - bQ - cR -1-dS passant par les « points; ces deux
courbes auront le méme genre et nous pourrons ainsi, dans
chaque cas, déterminer si une section plane de la surface a
des points doubles, c’est-a-dire si la surface contient des
lignes multiples.

A une section de la surface par une autre surface de
l'ordre k, az*+...=o, correspondra dans le plan une
courbe aP¥-...=o0 de l'ordre mk, et sur celle-ci chacun
des points a est un point multiple de 'ordre mk. D’autre part,
le systtme donné d’équations détermine sur la surface un
point qui correspond & un point du plan, excepté dans le cas

d'un des points «. Pour chacun de ceux-ci, les expressions

(') Pour simplifier, nous ne parlons que des cas ol les points communs
sont des points ordinaires; mais, bien entendu, quelques-uns d’entre eux
peuvent étre points multiples.




136 CUAPITRE XVII.

de z, ¥, 5, w s’annulent, et leurs rapports mutuels deviennent
indéterminés; & I'un de ces points correspond sur la sur-
face non plus un point, mais un lieu qui sera généralement
une droite de la surface. A une 'courbe de degré p du plan
correspondra sur la surface une courbe dont I'ordre (c’est-
a-dire le nombre de points ot elle est rencontrée par un plan
arbitraire) est le méme que le nombre de points ot la courbe
plane donnée est coupée par une courbe

aP - 0Q + c¢R - dS.

En général, ce nombre sera égal & mp; mais il diminuera d’une

unité pour chaque passage de la courbe donnée par un des
points «.

584. Enappliquant la théorie que nous venons d’exposer,
soient P, Q, R, S des fonctions quadratiques de A, p, v:
P =o, ... représentent des coniques; et, pour que la sur-
face correspondante soit une quadrique, il est nécessaire et
suffisant que les coniques P, Q, IR, S aient deux points com-
muns A, B. Done 4 un point du plan correspondra ordinai-
rement un point de la surface; il faut en excepter les points
A, B auxquels correspondront des droites. A une section
plane de la quadrique correspond, en général, une conique
passant par AB; mais, dans certains cas, cette conique peut se
décomposer en la droite AB et une autre droite, et, parle fait,
la théorie précédente montre qu’a toute droite du plan corres-
pond en général une conique sur la quadrique. Cependant,
si la droite du plan passe par I'un ou l'autre des points A, B.
le lieu correspondant sur la quadrique est du premier degré
seulement, et cette méthode nous conduit i reconnaitre 'exis-
tence de deux systémes de dvoites sur la surface; les droites
d’un des systémes rencontrent toutes une droite fixe A, celles
de I'autre une droite fixe B.
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585. Si les coniques P, Q, R, S n’onl qu'un point com-
mun A, la surface est une cubique; mais, comme chaque sec-

tion plane de la cubique correspond a4 une conique et, par
suite, est unicursale, elle doil avoir un point double et la sur-
face a une ligne double. Et comme, & chaque droite passant
par A, correspond une droile sur la surface, nous voyons que
c’est une surface réglée. De méme, si P, Q, R, S n’ont pas de
point commun, la surface est du quatriéme degré; mais,
comme toute section plane est unicursale, la surface a une
courbe nodale da troisiéme ordre : c’est la surface de Steiner
dont nous avons déja parlé.

586. Supposons que P, Q, R, S soient des fonctions
cubiques de %, ., v; pour que la surface représentée soit du
troisiéme ordre, les courbes P, Q, R,”S doivent avoir six
points communs. Le genre de la courbe aP —-... étant
I'unité, c’est aussi le genre d’une section plane de la cubique;
c’est-a-dire que la surface n’a pas de ligne double. Aux six
points correspondront sur la surface six droites qui ne se
rencontrent pas : c’est un systéme des droites d'un double
sixain de Schlifli.

A une droite du plan correspond sur la surface une courbe
cubique gauche ; mais, sila droite passe par un des six points,
la courbe correspondante est une conique et, si la droite joint
deux des six points, la courbe correspondante est une droite.
Nous voyons de la sorte que, en outre des six premiéres droites.
il y en a quinze autres sur la surface et que chacune d’elles
rencontre deux des six premiéres. De méme, une conique
du plan aura en général pour correspondante une courbe du
sixieme degré ; mais celle-ci se réduira a une droite si la co-~
nique passe par cinq des six points. Nous avons ainsi sur la
surface six autres droites qui rencontrent chacune cinq des six
premiéres; cela fait en tout 27 =6 4 15 + 0.

Supposons que P, Q, R, S soient toujours des fonctions
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cubiques, mais que les courbes qu’elles représentent n’aient
que cing points communs. Alors, d’apréslathéorie précédente,
la surface représentée est une quartique; mais, comme le genre
d’une section plane est I'unité, cette quartique doit avoir une
conique nodale. La quartique contiendra des droites, savoir :
cinq correspondant aux cinq points communs, une & la co-
nique qui passe par ces points et dix aux droites qui joignent
ces points deux a deux; c’est-d-dire seize en tout (voir le
n° 559). C’est la méthode par laquelle Clebsch est arrivé a
cette théorie (Crelle, t. LXIX).

887. Le genre d'une courbe plane, d’ordre r avec o points
doubles et & rebroussements est égal a

Hn—1)(n—2)—8—x;

il est égal au nombre de constantes arbitraires contenues
(d'une maniére homogéne) dans I’équation d’une courbe de
I'ordre n — 3 qui passe par les ¢ -+ x points doubles et rébrous-
sements. Clebsch a trouvé qu'il existe une expression sem-
blable pourle genre d’une surface d’ordre n ayant une courbe
nodale et une cuspidale; il est égal au nombre de constantes

arbitraires contenues (d’une maniére homogéne) dansI'équa-
tion d'une surface d’ordre n— 4, qui passe par les courbes,
nodale et cuspidale, de la surface donnée (*). M. Cayleyena
déduit]’expression

D=%(n—1)(n—2)(n—3)—(n—3)(b-+c)
+3(g+r)+2l+ I3y +7—50,

ou b, ¢ sont 'ordre et la classe de la courbe nodale, ¢, r ceux

(*) Plus généralement, si la surface a une courbe *'° et aussi des points
J™, le D* Nother a trouvé que le genre est égal au nombre de constantes,
comme ci-dessus, dans I’équation d'une surface de 'ordre n — § qui passe
i —1 fois par chaque courbe {P'* [et a pour ligne ({ —1)rle], et 7 — 2 fois
par chaque point je* [et a pour point ( j — 2)rie],
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de la courbe cuspidale, ¢ le nombre des points triples sur la
courbe nodale, 8, Y,  le nombre des intersections des deux
courbes (8 de ceux qui sont des points stationnaires sur la
courbe nodale, y des points stationnaires sur la courbe cus-
pidale, ¢ des points non stationnaires sur chaque courbe) et §
le nombre des singularités d’un certain autre genre. Dans le
cas ol il n’y a qu'une courbe double sans points triples, la
formule est

D=3 nr-—1)(n—2)(n—3)—-(n—3)b+1iq.
Ainsi, dans les divers cas,

Surface quadrique b—o
Surface cubique générale b=o
Quartique avec une droite nodale. .. 4 b=1
» » conique nodale. b—2
Quintique avec une courbe nodale. ..
» un couple de droites
ne se coupant pas. n = b—2 g—o
une cubique nodale
gauche n=5 b=3 q—4

et dans tous ces cas, nous trouvons D — o, ou la surface est
unicursale,

Contact des droites avec les surfaces.

588. Nous revenons maintenant & la classe de problémes

proposés au n® 272, qui consistent 4 trouver le degré d’une

courbe tracée sur une surface par les points de contact d’une
droite qui satisfait & trois conditions. Les cas que nous con-
sidérerons sont les suivants : (A) trouver la courbe tracée par
les points de contact des droites qui rencontrent la surface
en quatre points consécutifs; (B) quand la droite est tangente
inflexionnelle en un point et tangente ordinaire en un autre,
trouver le degré de la courbe formée par les premiers points
et (G) celui de la courbe formée par les seconds. (D) Trouver
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la courbe formée par les points de contact de droites triple-
ment tangentes. On peut ajouter : (a) trouver le degré de la
surface formée par les droites A; (0)le degré de celle formée
par les droites considérées en (B) et (C); (¢) trouver le degré
de la surface engendrée par les tangentes triples.

Commencons par le probléme (A) : si une droite rencontre
une surface en quatre points consécutifs, nous devons avoir
au point de contact non seulement U’ = o, mais aussi AU’ = o,
A2U'=o0, A3U' = 0. La tangente doit donc étre commune aux
surfaces représentées par les trois derniéres équations.

Mais, puisque les six points d’intersection de ces surfaces
coincident tous avec z'y’' 3’/ le probléme est un cas de celmi
Lraité au n° 473.

D’aprés ce numéro, comme la condition IT = o pour que
les trois surfaces aient une droite commune est du degré

)\I)\I/ P‘ + kll)‘lll_'_ )\)~,Hll_ lklkll’
en faisant
A=1, — W=

p=n—i, MM=n—23,

nous trouvons que II est du degré (11n— 24). Donc les
points de contact des droites qui rencontrent la surface sui-
vant quatre points consécutils sont sur U’intersection de la
surface avec une surface dérivée S du degrérin — 24 (*).

(*) Jai donné ce théoréme en 1849 (Cambridge and Dublin Journal,
t. IV, p. 260). I’ai obtenu I'équation sous une forme peu commode ( Quar-
terly Journal, t. I, p. 336), puis sous une forme plus convenable ( Phil.
Transactions, 1860, p. 229) que je vais faire connaitre. Mais je substitue 2
mes propres recherches le superbe morceau d’analyse par laquelle Clebsch
a effectué I'élimination indiquée dans le texte (Crelle, t. LVIII, p. ¢3).
M. Cayley a remarqué que, de méme que I’équation du Hessien est la trans-
formation de I’équation r¢ — s, qui est vérifiée par tout point d’une déve-
loppable, de méme I’équation S = o estla tranformation de ’équation (n°437)
qui est satisfaite pour tout point d’une surface réglée.
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L’intersection de cette surface S avec la surface donnée U
estune courbe de 'ordre n (112 — 24), la courbe flecnodale
de U; en un point quelconque de cette courbe, le plan tan-
gent en U rencoulre U suivant une courbe ayant en ce point
un point flecnodal, ou point double ayant une inflexion a
I'une de ses branches; la tangente a cette branche a inflexion
est la tangente osculatrice (quartiponctuelle).

589. Nous allons donner les calculs de Clebsch pour déter-
miner I’équation de cette surface S qui coupe la surface
donnée aux points de contact des droites qui la rencontrent
en quatre points consécutifs. Nous avons établi, dans le nu-
méro précédent, que, pour obtenir cette équation, il faut effec-
tuer I’élimination entre les équations d'un plan arbitraire et
des surfaces AU'=o0, A2U'=0, A*U’'=o0. L’élimination se
fait en cherchant les coordonnées des deux points d’inter-
section du plan arbitraire, du plan tangent AU’ et de la qua-
drique polaire A2U’; en portant successivement ces valeurs
dans A3U’ et en multipliant les résultats 'un par l'autre.
Soient zy, &», 23, 24 les quatre coordonnées du point de con-
tact; ¥y, ¥, ¥s, ¥i les coordonnées courantes; u,, u,, uy,
wy les dérivées premiéres; s, ..., U a3, ... les dérivées
secondes et troisiémes. Par chacune des droites d'intersec-
tion de AU’ et de AU’ nous pouvons mener un plan tel qu’en
déterminant convenablement ¢,, ¢, ¢3, ¢; nous puissions,
d’une infinité de maniéres, former une équation satisfaite
identiquement

AU (8 y -+t yo 4 Ly ya—+ 4y, ) AU/
(1) 4 =(P1Y1+ Py -FP3Ys - PiYs)
[ X1y v+ GaYa = GaVa—+ Gu)s) - --

: . AT
Nous supposerons cette transformation effectuée; mais il n’est
pas nécessaire de déterminer les valeurs eflectives de ¢y, ...,
car on verra que ces quantités disparaissent du résultat. Soit
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C\Yi - Ca¥a+ Cays—+ . v le plan arbitraire; il est évident
que les coordonnées des intersections du plan arbitraire, du
plan tangent i,y + Us Y2 - U3 )3+ Wi Yy €L de A2TU' sont les
quatre déterminants des deux systémes

Cy ’ C; €2 C3 G
U, Uy ] u, Wy, u; U,

Pr P2 Ps P . Tv Y2 g3 G,

Il faut maintenant introduire ces coordonnées dans A3 U/,
que nous écrirons sous la forme symbolique

(e, vy =+ Qoya—- Qsys— @, v,)?;

) o . .
@, représente —— -+ de sorte que, aprés le développement,
dx, -

nous pourrons remplacer un terme quelconque tel que

A A3 Y 1 Y23
par

Uyaa )1 )a)s « - --

Il est clair alors que le résultat de la substitution des coor-
données du premier point dans A3 U’ peut s’écrire sous forme
du cube du déterminant symbolique 2a, ¢, uy p,; aprés avoir
effectué le cube, nous aurons 4 mettre les dérivées Lroisiémes
a la place des puissances des a, ainsi qu’on vient de I'expli-
quer. De méme, en introduisant les coordonnées du second
point, nous aurons (£b, ¢y uu3¢4)%, ot b, est un symbole qui a
la méme signification que @. I’éliminant cherché peut donc
s’écrire
(Zaycotuyp ) (Shic. g =0 ().

(') Nous nous servons d’un symbole différent pour :—: -+« dans le second

déterminant parce que, si nous conservions le méme symbole, le résultat
développé renfermerait des puissances sixiémes de @, c’est-a-dire des déri-
vées du sixiéme ordre. Nous évitons cela en faisant usage de symboles
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Le résultat qui précéde peut s'écrire sous la forme plus symé-
trique

(Zajcytyp, Y (Zbicausq,)’ - (2B ¢y uy P ) (2 cot3q,) =o.

En effet, puisque, aprés le développement, les quantités a, b
doivent étre remplacées par des dérivées, il importe peu que le
symbole employé tout d’abord soit @ ou 4; le premier membre
de celle équation, quand on la développera, est simplement
le double de I'expression précédente. 11 nous faut maintenant
effectuer le développement et nous débarrasser des p ¢t g au
moyen de I'équation (I). Nous allons commencer par faire
disparaitre les p et les ¢.

590. Posons
F=(Za,cou;p,)(Z2bycyuyq,),
G=(Zbcou;p,)(Zascattzq,).

L’éliminant est F% 4- G® = o, ou
(F+ G)*—3FG(F + G) —o.

Nous allons étudier séparément F + G et FG pour faire dis-
paraitre p et g. Si les déterminants dans F étaient développés
de maniére a séparer les p el les ¢ qu’ils contiennent, nous
aurions

F =(myp,+mypy—+ myp; ~+ m, p,) (7, g, + naqy+ nyqs+ n, 74,
G—=(nyp+ NoPo~ NPy~ Ny Pi)(itey qq - My @a+- My @3+ M, q,),

ou, par exemple, m, est le déterminant Ya,c-u; €t n. est
Ybyequy. Sidonc i, j sont deux indices quelconques, le coef-
ficient m;n; dans F + G est (p,q;~+ pjq:)- Et nous pouvons
écrire

F+G=3Emn;(piq; - p;q:),

différents, comme dans le Calcul des lyperdéterminants de M. Cayley
(Algébre supéerieure, XIX* Lecon) avec lequel la méthode suivie ici est
identique en substance.
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ou l'on doit donner 4 7 et J toutes les valeurs de 1 & 4. Mais,
en comparant les coefficients dans l'équation (I), nous
avons

Piqi+ Piqi=2uy +(Livj +t;w),
par suite

F+G=22Zmn;u;; + ZZnmng( Ly + tiu).

Il est clair maintenant que si, dans chaque terme de la forme
Piq;—+ pjqi, nous introduisous ¢;u; + ¢ju;, le résultat est le
méme que si, dans I et G, nous changions partout p et ¢ en
¢ et «. Mais si, dans les déterminants Za, cauyqs, 20y catt3qy,

nous changeons ¢ en u, ces déterminants s’annuleront comme
ayant deux colonnes identiques. La derniére série de termes
disparait donc dans F -+ G et nous avons

WF -+ GY=22m;n;uy.

Si maintenant nous nous rappelons ce que représentent
m,, n;, cette somme double peut s’écrire sous la forme du
déterminant
Uys a, Cy Uy
Uge 5 as Ceo
Uje a; Cs
Ups 4 a, Cy
b,

Co

Uy U :

En effet, comme ce déterminant doit contenir un élément de
chacune des trois derniéres lignes et colonnes, il est du pre-
mier degré en u,,, ..., et le coefficient d’un terme quel-
conque &y, est

—(Zasc u,2bycu;+ Sa cous Thocyuy)

— (myny + myny).

cm 1 2z
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Dans le déterminant qu’on vient d’écrire, la matrice du
Hessien est bordée verticalement avec a, ¢, i et horizontale-
ment avec b, ¢, u. Comme nous aurons fréquemment 'occa-
sion de faire usage de déterminants de cette sorte, nous trou-

vons commode de les représenter par une abréviation et nous
écrirons le résultat ci-dessus

a,c, u
F+G__2(b, @y u>'

591. On transforme de méme la quantité FG. Elle est évi-
demment le produit de

(mypy—+ Mmypy + mypy -+ m,p,) (Mg G- myq,y - myqs - m,q,)

et

(721 p1~- RaPo = NgPy == 1, P ) (R Gy~ Ra @z = N3y~ 12,.q,).

Si maintenant nous effectuons la multiplication de la pre-
miére ligne et si nous remplagons chaque terme (p, g2+ py¢,)
par sa valeur déduite de I'équation (I) nous verrons, comme
ci-dessus, que les termes qui contiennent ¢ s’annulent, et cette
v . s L fiayl oyt
quantité devient ZZm;mju,uj, qui équivaat a ( Y - ): cette
@y Cy H )

notation indique que la matrice du Hessien est bordée hori-
zontalement et verticalement avec @, ¢, «. On transforme la

seconde ligne de la méme maniére et 'on trouve alors que

(F+G)»—3FG(F+ G)=o0
devient

I/a, c, u\_l_',_ /a,c, u\'l_g‘/’a, c, u\/b, c, u\|
\b,c,u)]L"\0b,c, u} \a, ¢, u}\b, ¢, u i

1l reste 4 compléter le développement de cette expression
symbolique et a le mettre sous une forme qui permette de le
diviser par

CLZ | Colo - C3 5~ C,iT}e

S. — Géom. a troits dim. 111.
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Pour abréger, nous écrirons @, b, ¢ au lieu de

() Ay Ty + A3 23+ ATy, oy +..., Ci Tyt

592. En examinant le déterminant, n° 590, que nous avons

elé @iy on voit que, puisque
appelé (' ', ) que, puisq

Uy Ty~ Uia T+ Upa Ty —+ U Ty — (1 — 1) uy,
on peut réduire ce déterminant en multipliant les quatre pre-
miéres colonnes par z,, Z., Z3, Z, €t en retranchant leur
somme de la derniére colonne multipliée par (n —1) et
qu’il en est de méme pour les lignes. Il vient ainsi

Uy Uyy ay Cy
Ugt 22 Cq
Uszy as C3
Uyt a, Cy
b, o) o

¢, o} o}

o —a —c¢ o
En le développant par parties on a
L

- A [ i (¢ [ ’(;.
e s ) — ac (‘b/)—bc(\a‘) E.s ab(Ac’)J

0N = o s .
ou [ b) indique que la matrice du Hessien est bordée avec une
\

seule ligne verticale de @ et une seule ligne horizontale de .

/b, c, u\ 1 I ‘,('b> (h T
e —— tc? —abc|

.) .
Y, c

i

\b,c,u)  (n—rE|“\b c)”%c)J'

Comme maintenant notre premier objet est de nous débar-
rasser de la lettre @, nous pouvons rendre ces expressions

Nous avons de méme

fa, c, ud 1. o @) a
[ = — C( ]—-'),m.‘(
\ &, C, u) (n—1)? 0, &
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un peu plus condensées en posant ¢b, — bey = d,, .. .;
voyons facilement alors que

(el A b’ e
(_,; =)=l ) -2(2)
a’ a) il
( {'_ f[ )P"( ,)‘ (,J.):c(_b:)_b[\_; )
Alo1s
b, e, uy I el
(_b, c, u_J (-1 [..:f__)’
‘¢, u\ 1 (cr) fie
(b, c, u>_ T (n—1) [C il i ( a’)l
et 'équation de la surface, telle qu’on I'a donnée au numéro
précédent, peut étre mise sous la forme

,]|4|

593. Nous allons développer maintenant et remplacer
chaque terme a,a.a;, ... par la dérivée correspondante.
En premier lieu, il est clair que

ad=n(n—1)(n—2u=o0, ata;=n—1)(n—2)uy,

.fa fu
(?.'( —(n—1)(n—2) .
Ve ' AT

Mais on réduit le dernier déterminant, comme dans beaucoup
de cas similaires, en retranchant de la cinquiéme colonne les
quatre premiéres multipliées respectivement parz,, Z,, Zs, s,
ce qui réduit tout 4 zéro saufla derniére ligne. Nousavons ainsi

Par suite,

a“(ft;‘) = —(n -—z)Hc_.




148 CHAPITRE XVIIL

Mais, d’aprés I'Algébre supérieure, n° 34,
‘@ ~ dH
( — = — wmwpn)

\ ¢z ) =l dit,,,

nous obtenons de la sorte

— '—(H _!)Zdu umn:;—a(ll—2)l'l.

a . ) « . . (I l‘H’ N
Enfin il est nécessaire de calculer en dernier lieu | )‘(\d )
\ /

Si U,,, est le mineur déduit de la matrice du Hessien en
enlevant la ligne et la colonne qui renferment ,,,, il est
facile de voir que

“a\ fa) | e
4] _) )" - — (A — ‘-"}l‘l‘!rup[-]qu Wypn (‘,udr_n
c/\d/
out les nombres m, n,'p, ¢ doivent chacun recevoir & tour de
role les valeurs 1, 2, 3, 4. Mais (4 lgébre supérieure, n° 33)

du,,

un n

Vs Use=UnnUpy — HE

Si nous faisons cette substitution, en nous rappelant que
EUnn thmn = 4H, nous avons

a{:)(?):—(n—-z 0/ )

En eflectuant maintenant ces substitutions, nous avons

-[c (;)_ a (\:{)J_ ,‘-:l(\:;)n—+—3(n— z)IIcz(d/\ 1]

a v L e
—O(Il-—zjxlduq > 1
e/

(0= (0) o) ()]

(;)(:)+4(n— 2)1102(‘;;.)‘—'(71 —2)Hcd<z>.

/7
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En tenant compte de la signification des symboles d., .. ..
nous voyons que d ou d,z, + d»xs + dyxy + d,x, estiden-
tiquement nul. Si donc nous portons les valeurs que nous
venons d’obtenir dans I’équation que nous réduisons, elle
devient divisible par ¢, et se raméne a la forme

() =3(G) o) (2)=>

594. Pour simplifier encore davantage, remplacons d par
sa valeur, elle devient

[/ b e\ L fa\[ (b e\’
#[o(a) ()] = 3(@)e(e) ~+(2)]
A b s el
= .f,"(\b‘) —abe ( (.) + b ( ,)‘
Or c'est exactement la forme réduite dans le numéro précé-

dent, excepté que nous avons b a la place de a et a ala place
de d. Nous pouvons donc écrire

(%) —2()]

A /

I 4[01(::1;-.)”_% = Q)HCE(_ L:)(Z) '3(”——2)Hca( :)rl,

et le reste de I’équation devient

o) () () + bn—antier () (o~ mmea(0) |

\. /!
Mais (numéro précédent) le dernier terme de ces deux

£ a
expressions peut se réduire 3 12(n — 2)2H2¢ l\"/\ En re-

c
tranchant, le facteur ¢? disparait par division, et nous obte-

nons le résultat final, débarrassé des facteurs étrangers et
exprimé sous la forme symbolique

(a)[4(e) =2(2) (D)=
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595. Tl reste 2 montrer comment on exprime ce résultat
en notation ordinaire. En premier lieu, nous pouvons le
transformer & 1'aide de l'identité (4/gébre supérieure, n° 33)

fa, b a\ /b A
H[_a. I}‘) :(_H)(f})_-(_h_.r 2
’équation devient

17} a b "B a, b

(D))~ (L) (2 5) =0

\a/\a/\b, \a/\a, b

. BN faNi b\ : : L ,
Mais { il Il . ) exprime ie covariant que nous avons pré-
\a@/\a; ey

cédemment appelé 6. En effet, en donnant & Uy, la méme

signification que précédemment, I'expression symbolique

développée peut s'écrire U, Upg Ursttmaurttpgs, ot chacun

des indices doit recevoir toutes les valeurs de 1 & 4. Or or

peut voir facilement que la dérivée de H par rapport & z, est
an dH

2 Umn tmnr; en sorte que © est TU,; — ,—; c’est, avec une
Gl o LAk g

autre notation, ce que nous avons appelé 0 (n°544). Le cova-

riant S se raméne alors 4 la forme ® — f{H®, ou

B ( :{;) (_:ll), Ilj ] =H U””’ LIM,"S mpqtnrs

Upg,rs représente le second mineur formé en biffant deux
lignes et deux colonnes de la matrice du Hessien; cette forme
est 4 peine aussi commode pour le calcul que celle sous
laquelle j’avais donné I'équation (Philosophical Transac-
tions, 1860, p. 239). Pour les surfaces du troisiéme degré,
Clebsch a observé que ® se réduit & 2U,,H;,, comme on
’a déja indiqué précédemment; Hy, représente une dérivée
seconde de H.

596. La surface S est tangente a H le long d’une cer-
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taine courbe. Comme I'équation S est de la forme
6 —f(He —o,

il suffit de démontrer que @ est tangent & H. Mais, comme ©
s'obtient en bordant la matrice du Hessien avec les dérivées
de ce Hessien, ® = o est équivalent & 'expression symbolique

'H TR 2 Sk x
(II) =o0. Or, d'aprés une identité dont nous avons déja fait
\ 4

usage, nous avons

(o) =(u)(5) ()"
ou ¢ est arbitraire. Par conséquent O est tangent 4 H le long
de son intersection avec la surface (?) de degré 7n — 5.
On voit alors que S est tangent & H et que, par la courbe de

contact, peuvenl passer une infinité de surfaces de degré

7n—1b,

897. L’équation de la surface engendrée par les tangentes
quartiponctuelles s’obtient en éliminant z'y’ ' &' entre

U'=o, AU '=o, A*U'=o, AU =o.
D’aprés la régle ordinaire, le résultat est du degeé

n(n—2)(n—3)+2n(n—1)(n—3)
+3n(n—1)(n—2)=6n*—22n%*+18n.

Ce résultat exprime le lieu des points dont les premiére,
seconde et troisiéme polaires se coupent sur la surface. Mais,
un point étant situé quelque part sur la surface, puisque ses
premiére, seconde et troisiéme polaires se coupent en six
points, nous en concluons que le résultat de I’élimination

doit étre de la forme UM = 0. Le degré de M est donc
an(n—3)(3n — 2).
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598. Nous pouvons de méme résoudre le probléme B du
n° 588. Pour le point de contact d’une tangente inflexionnelle,
nous avons U' = o0, AU'=o0, A2[[/=o0; et si elle est de nou-
veau tangente & la surface, nous aurons de plus W/ =0, W’
étant le discriminant de I'équation de degré n — 3 en i,
qui reste quand les trois premiers termes de I'équation du
n® 272 s’annulent. Pour W’ nous avons alors

W=(n+3)(n—4), w'=(n—3)(n—4),
et, comme au n° 588 et au numéro précédent,

A=, B=rn—I, N =2, w=n—a.
Nous trouvons alors que le degré de II est

2(n—=3)(n—4)+(n—2)(n+3)(n—4)
+2(n—10)(n+3)(n—4)+2(n+3)(n—14).

Le degré de la surface qui passe par les points B est alors

(rn—4)(3nt+5n— 24).

Le degré de la surface engendrée par les droites (b) qui
sont en un point tangentes inflexionnelles et en un autre tan-
gentes ordinaires s’obtient en éliminant z’y/z'w' entre les
quatre équations U'=o0, AU'=0, A*U' =0, W' = 0. D’aprés
ce que l'on vient de dire relativement au degré des variables
dans chacune de ces équations, le degré du résultant est

n(n—2)(rn—3)(n—4)+aen(n—1)(n—3)(n—14)
+n(n—1)(n—2)(n+3)(n—4)
=n(n—4)(n*+3n*—20n +18).

Mais on reconnait, comme dans le numéro précédent, que
ce résultant renferme comme facteur U a la puissance
a(n-+2)(n—4). En le faisant disparaitre, le degré de la
surface (6) se réduit a

n(n—3)(n—4)(n*+6n—4).
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599. Pour qu’une tangente au point x'y’'z'w’ puisse éire
tangente inflexionnelle en un autre point, nous devons avoir
AU'=o (équation oit X =1, .= n —1); et, en outre, nous
devons satisfaire au systéme des deux conditions pour que
I'équation de degré n — 2 en X : ., qui reste quand les deux
premiers termes de I'’équation du n° 272 sont nuls, puisse
avoir trois racines égales entre elles. Si donc ¥, p/; I, n” sont
les degrés auxquels les variables figurent dans ces deux con-
ditions, I'ordre de la surface qui passe par les points (C) est,
d’apres le n° 473, égal &

)\,P-” L. )\”lJ" = (’l — 2))\’}//.
Mais (Algébre supérieure, Le¢con XIX)

MWV =(n—4)(rn*+n-+6),
M 4= Myu'—=(n—2)(n—4)(n+6).

L’ordre de la surface C est donc
(n—2)(n—4)(nt+ 2n+12).

On étudie de méme le lieu des points de contact des droites
triplement tangentes, & cette différence prés que les condi-
tions pour que I'équation considérée ait trois racines égales

entre elles, sont remplacées par les conditions pour que la

méme équation ait deux couples distincts de racines égales.
Mais (voir Algébre supérieure) pour ce systéme de condi-
tions nous avons

Vi —=1(n—4)(n—5)(n*+3n+6),
M =W —=(n—2)(n--4)(n—>5)(n+3).

L’ordre de la surface qui détermine les points (D) est donc
i(n—2)(n —4)(n—5)(n*-+dn +12).

Pour trouver la surface engendrée par les droites triple-
ment tangentes, nous avons a éliminer z'y'z w' entre U’ = o,
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AU'=o, et les deux conditions dont il vient d’étre parlé;
I’ordre du résultat est

np p 4= n(n —r1) (Mp" 4= 2"p).

Mais, comme ce résultat renferme comme facteur U¥¥, pour
trouver le degré de la surface (¢) nous devons retrancher
nN'N du nombre qui précéde. Introduisons les valeurs indi-
quées ci-dessus pour
)\’)\”’ )\I P‘”_'_)\”P',;
faisons
W' =4 (n—2)(n—3)(n—4)(n—5)

nous trouvons, aprés avoir divisé par 3, que I'ordre de la sur-

face (¢) est
tn(n—3)(n—4)(n—3)(n*+3n+2).

Les exemples qui suivent se résolvent au moyen des nom-
bres trouvés dans le n° 588 et dans les trois derniers numéros.

Exempie I. — Trouver le degré de la courbe formée par les
points de simple intersection des tangentes quartiponctuelles.

L'intersection compléte de U et de la surface réglée M, dont le
degré est a, se compose de la courbe des points de simple intersec-
tion, dont nous représenterons 'ordre par a; et de la courbe des
points quadruples, dont nous appellerons 'ordre a,. Nous avons
manifestement

ja,+ a;= na.

Introduisons les valeurs
a=2n(n—3)3n—2), a,=n(11n —24),

nous trouvons
ay=2n(n—4)(3n2+n—12).

ExemeLg II. — Trouver le degré de la courbe formée par les
points de simple intersection des tangentes inflexionnelles qui
sont encore tangentes ailleurs & la surface.

L'intersection compléte de la surface réglée & avec U se compose
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de la courbe des points ol les tangentes sont inflexionnelles, de
I'ordre b;; de celle des contacts ordinaires, d’ordre &,; et de celle
des points de simple intersection ;. Nous avons entre ces ordres la
relation évidente

nb = 3by-+2b,+ by.

Mettons leurs valeurs

b=n(n—3)(n—4){n2+6n—4%),
by —n(n—4)(3n2—5n—24),
by=n(n—a2)(n—4)(n*+2n-+12),

nous trouvons
biy=n(n—4)(n—5)(n3+6n*—n—24).
ExemeLE III. — Trouver le degré de la courbe formée par les

points de simple intersection des droites ordinaires triplement
tangentes.

Par une notation similaire,

ne — 2c¢;-+ ¢y.

c=3n(n—3)n—4)(n—>5)n*+3n—2),
1

o=} n(n—2)(n—4)(n—5)(nt+35n-12),
par suite

eciy=1n(n—4)(n—5)(n—6)(n3+3n°—on—12).

600. Il nous reste & considérer une autre classe de pro-
blémes, la détermination du nombre des tangentes qui satis-
font & quatre conditions. Voici une énumération de ces pro-
blémes. Déterminer : (o) le nombre des points ol les deux
tangentes inflexionnelles rencontrent la surface en quatre
points consécutifs; (B) le nombre des droites qui la rencon-
trent en cinq points consécutifs; (y) le nombre des droites
qui sont tangentes doublement inflexionnelles (quatre points)
en un point et tangentes ordinaires en un autre point; (3) des
droites inflexionnelles en deux endroits; (¢) des droites in-
flexionnelles en un point et tangentes ordinaires en deux
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autres; ({) des droites tangentes en quatre points distincts.

Le premier de ces problémes a été résolu, comme il suit,
par Clebsch (Crelle, t. LXIII, p. 14): mais le résultat était
inexact, comme 1’a montré le D* Schubert (Math. Arn.,
t. XI, p. 375). On a démontré (n° 837) que les points d’in-
flexion de la section déterminée par le plan tangent, en un
point quelconque d’une surface, dans la polaire cubique de
ce point, sont situés dans le plan

aly+ yH, <+ sH, + wil,.

Proposons-nous maintenant de trouver le lieu des points
'y’ s’ w' d’une surface tels que la droite qui joint 2’y 3w &
un de ces points d'inflexion rencontre une droite choisie
arbitrairement. En d'autres termes, cherchons la condition
pour que des coordonnées de la forme

Ax'--pax, Ay 4 py,

(ot Zyzw est le point d’intersection de la droite arbitraire
avec le plan tangent) puissent vérifier I'équation de la polaire
par rapport au Hessien AH’, et aussi la polaire cubique
A3U'=o. Le résultat de la substitution dans AH’ est

4(n—2)AH'+ naH =o.

En substituant dans A3U’, le coefficient de A3 s’annule, parce
que 'y’ 3’ w' est situé sur la’surface, et celui de A* est aussi
nul, parce que ) zw est dans le plan tangent. Le résultat est
donc

3(n—2)2A2U0' + p AU =o.

Eliminons X ; i entre ces deux équations, nous avons

4H'A*U" = 3 AH'A2UY,

o, dans A3U', ..., nous devons substituer les coordonnées
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de l'intersection d’une droite arbitraire avec le plan tangent,
c’est-a-dire les divers déterminants du systéme

!
a
I
i

Par cette substitution, A3U’ devient du degré
n—3+3(n—1)=4n—6

en z'y's'w' et, comme H' est du degré 4(rn — 2) I’équation
est du degré 8n —14. C’est donc le degré du lieu cherché.

Les points ou l'on peut mener deux tangentes a contact
quartiponctuel appartiennent a ce lieu. En un quelconque de
ces points, les tangentes doublement inflexionnelles sont
évidemment situées toutes deux sur la cubique polaire de ce
point et leur plan coupera, par conséquent, cette cubique sui-
vant une troisiéme droite qui, ainsi que nous l'avons vu
(n° 337), est située dans le plan AH'. Zout point de cetie
droite doit étre considéré comme un point d’'inflexion de la
cubique polaire et, par conséquent, le plan passant par le
point z'y’s'w' et une droite arbitraire doit passer par un point
d'inflexion. Les points dont nous cherchons le nombre et qui
sont évidemment des points doubles sur la courbe US sont
comptés deux fois parmi les n(13172 — 24)(8n —14) inter-
sections de la courbe US avec le lieu déterminé dans le pré-
sent numéro. Examinons maintenant quels sont les autres
points de la courbe US qui peuvent appartenir au lieu. En
tout point de cette courbe, la tangente quartiponctuelle est
située sur la cubique polaire, et la section de cette surface par
le plan tangent se compose de cette droite et d’une conique;
et, comme tous les points d’inflexion d’un pareil systéme sont
situés sur la droite, la tangente quartiponctuelle elle-méme
est, dans ce cas, la seule droite qui joigne 2'y's'w’ & un point
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d’inflexion. Et nous avons vu (n°897), que le nombre de ces
tangentes qui peuvent rencontrer une droite arbitraire est
an(n — 3)(3n — 2). Schubert, en appliquant sa méthode
d’énumération au présent probléme, a montré le premier que
ces droites doivent étre comptées trois fols, comme nousallons
le voir. Nous avons alors I'équation

22+6n(n—3)3n—2)=n(11n —24)(8n—14),

d’out
a—=>5n(7n*—28n - 3o0).

C’est la solution du probléme proposé.

601. Pour trouver les points d’une surface parlesquels on
peut mener une droite qui la rencontre en cinq points consé-
cutifs, nous avons a former la condition pour que'intersection
de AU’, A*U’ et d'un plan arbitraire vérifie A*U’ aussi bien
que A3U'. Clebsch a appliqué 2 A*U’ la méme méthode sym-
bolique d’élimination qu’a A3U’. Il a réussi a faire sortir le

facteur ¢® de ce résultat; mais dans la forme finale qu’il a

trouvée et pour laquelle je renvoie a son Mémoire, le symbole
¢ figure encore au second degré; et, comme le résultat est du
degré 14n — 3o par rapport aux variables, tout ce qu’on peut
en conclure, c’est que, par les points que j'aiappelés 8 (n° 600),
on peut mener une infinité de surfaces du degré 14n — 3o.
Nous pouvons dire, en conséquence, que le nombre de ces
points n’excéde pas n(11n — 24)(14n — 30).

602. La solution numérique des problémes posés au n° 600
qu'a obtenue le D* Schubert (') se déduit du principe de cor-
respondance qu’on peut énoncer comme il suit :

Prenons une droite quelconque et considérons la corres-

(') Gott. Nachr., février 1876; Math. Ann. X, p. 102; XI, p. 348-378.
Voir aussi son Kalkil der abzihlenden Geometrie (1879), p. 236-233, 246.
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pondance entre deux plans menés par cette droite et tels que,
si le premier passe par un point donné, il y a p points qui
déterminent le second; que, si le second passe par un point
donné, il y a ¢ points qui déterminent le premier et que de
plus il y a g couples de points correspondants tels que les
droites qui les réunissent rencontrent une droite arbitraire.
Alors le nombre des plans du sysi¢tme qui contiennent un
couple de points correspondants est p + ¢; mais, comme,
parmi ceux-ci, il y en a g dont les droites qui les réunissent
rencontrent une droite arbitraire, les p -+ p — g qui restent
renferment les couples coincidents de points du systéme.

Nous allons, en premier lieu, établir la valeur déja calculée
pour a. On montre facilement, comme au n® 576, que les
points de contact des tangentes inflexionnelles quirencontrent
une droite arbitrairement donnée / sont situés sur l'intersec-
tion de U avec une surface de degré 3n — 4. Cette surface
rencontre la courbe flecnodale (pour la notation voir les
exemples dun°599)en (3 n— 4)a, points, qui se composent
des a points de contact des tangentes quartiponctuelles qui
rencontrent la droite / et des d =(3n—4)a; — a points
flecnodaux dont la tangente ordinaire d’in{lexion rencontre /.

En conséquence, nous pouvons imaginer dans un plan un
faisceau de rayons tel qu'a chaque rayon qui rencontre une
tangente quartiponctuelle corresponde un rayon rencon-
trant I'autre tangente inflexionnelle au méme point flecnodal.
Dans un pareil faisceau, il y aura @ + d — (3n — 4)a, rayons
rencontrant aussi bien une tangente quartiponctuelle que
I'autré tangente inflexionnelle en son point flecnodal. Mais
ces rayons comprennent les @, rayons qui vont aux points de
la courbe flecnodale dans le plan du faisceau et les (n — 1)a;
qui sont situés dans les plans tangents menés par le sommet
du faisceau & U aux points flecnodaux. 1l reste donc

a+d—a,—(n—1)a,—=2(n—2)a,
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rayons jouissant de la propriété susindiquée. Ce doivent
étre les rayons qui coupent les tangentes ayant un contact
quadruple aux points paraboliques. Tl n’est pas difficile de
montrer d'une autre maniére, d’aprés le n° 596 et par les
méthodes algébriques usuelles, qu’il y a

an(n —2)(11n—24)

points d’une surface de degré n ou les tangentes inflexion-
nelles coincidentes ont un contact quartiponctuel.

Les d tangentes engendrent une surface réglée qui coupe U
suivant une courbe de degré nd, composée de la courbe des
points triples dont le degré est @, et de celle des intersec-
tions ordinaires dont le degré est ). Ces courbes nous

donnent
a\ + 3a, == nd.

Appliquons maintenant le principe de correspondance; &
chacun des a, points dans un plan correspondent n — 3
intersections simples des tangentes en ces points avec U et
a chacun des points @, correspond un seul point flecnodal.
Mais la surface engendrée par les droites d rencontre une
droite quelconque en d points par chacun desquels passent
n — 3 droites qui joignent un point @, a un point a,. Par
suite, en remplagant g par (n —3)d,

a, -+ (n—3)a,—(n—3)d

est le nombre des coincidences d'un point flecnodal avec un
des points simples d'une tangente inflexionnelle ordinaire.
Or nous avons vu qu’en 2(n — 2)a, points quadruples les
deux plans tangents osculateurs coincident; par suite la
différence

ay+(n—3)a,—(n—3)d—a2(n—2)a,—(8n—14)a,— 3a

est le double du nombre des points biflecnodaux, comme au

n° 600.

3 4 5 6 unesp’™ g 9

10 11 12
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603. Déterminons maintenant 3. Un contact quintiponc-
tuel dérive d’un contact quartiponctuel par la coincidence
d’un point additionnel simple de l'intersection. A chacun
des @, points dans un plan correspondent n — 4 intersections
simples des tangentes osculatrices en ces points avec U; et a
chacun des points @, du plan correspond un seul point qua-
druple. Par suite, le nombre p + ¢ pour ces deux systémes
est (n — 4)a,; + a,. Mais la surface M rencontre une droite
quelconque en a points par lesquels passe une droite réunis-
sant les n — 4 points @. a leurs correspondants a,; dans ce
cas, g est donc égal a (n — 4)a. Par conséquent, le nombre
de coincidences d’un point a, avec un point a. est

3—=(n—Ha,+a —(n—YNa=(n—8)a,+4a
Sn(n—4)(7n—12);

on déduit le méme nombre de la relation analogue
B=by+ by— b,

puisque la réunion d’un point triple avec un contact ordi-
naire conduil aussi & un contact quintiponctuel.

De méme, des langenles quartiponctuelles ayant un autre
contact ordinaire peuvent provenir soit de la réunion de
deuax intersections simples sur une tangente quartiponctuelle

et donnent, d'une maniére semblable, par le principe de.cor-

respondance,
t=2(n—=35)ay,—(n—35)(n--4{)a;

soit de la coincidence d'une intersection simple avec le con-
tact triponctuel d’une tangeate inflexionnelle simplement
tangente en un autre point, ce qui donne

y=(n—35)by+ b, —(n—3)0,

soit, enlin, de la coincidence des deux conlacts d’une lan-

S. — Geom. a trois dim. 111, 11
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genle ordinaire triple, ce qui conduit &
y=/4c,— be.
Chacune des méthodes donne en définitive

vy=2n(n—4)(n—3)(3n—5)(n =+ 6).

Les tangentes inflexionnelles en deux endroils proviennent

de la coincidence d’une intersection ordinaire avec un con-
tact ordinaire sur une langente inflexionnelle, ce qui donne

(n—5)by+ by —(n—5)b=123;
parsuile,

d=1n(n—4)(n—>5)(n*+3n*+ 29n — 6o).

Les tangentes inflexionnelles qui ont, en outre, deux con-
tacts ordinaires, proviennent de la coincidence de deux
intersections simples parmi celles que délermine une lan-
genle inflexionnelle ayanl un aulre conlacl simple

2e=2(n—06)b;—(n—>5)(n—06)d;

ou de la coincidence d'une intersection simple avec un con-
tact ordinaire d’une tangente ayanl trois contacts ordinaires

e=(n—06)c;+3¢;,—3(n—06)c
=in(n—4)(n—5)(n—6)(n*+ gn?+ 20n— 6o).

Enfin quatre contacls ordinaires proviennent de ls coinci-
dence de deux intersections simples dans le cas d'une tan-
gente ayanl déja trois contacts ordinaires

4i=2(n—9)e;,—(n—6)(n—7)c
L= n(n—4)(n—=35)(n—6)(n—7)(n*+-6n*+ 70— 30).

10 11 12

L)
.
&
fan
For
=
1]
0
3‘
@
5’
o

13



cm

THEORIE GENERALE DES SURFACES.

Contact des plans avec les surfaces.

604. Nous pouvons discuter les cas de plans tangepts a
une surface par la méme méthode algébrique qui a éié em-
ployée pour les tangentes. Toul plan tangent a une surface la
rencontre suivant une section ayant un point double; mais,
comme l’équation d’un plan renferme trois conslantes, on
peul trouver un nombre déterminé de plans qui vérifient
deux autres conditions. Sil'on ne donne qu’'une seule con-
dition, on peut lrouver une série infinie de plans tangents
qui v satisferont; ces plans enveloppent une développable et
leurs points de contact délerminent une courbe sur la
surface. On peut se proposer, soit de déterminer le nombre
de solations quand on donne deux conditions additionnelles,
soit de déterminer la nature des courbes et développables
dont on vient de parler, quand on ne donne qu’une seule
condition. Dans la derni¢re classe de problémes, nous ne
discuterons que deux cas : celui ot le plan rencontre la sur-
face suivant une section ayant un rebroussement, et celui ou
la section a deux points doubles. Nous avons étudié par anti-

cipation dans la section précédente d’aulres cas : par exemple,

celui ot la section ayant un point double, une des tangentes
en ce poinl rencontre la surface en quatre points consé-
cutifs.

605. Soient 2’y 5w/, 2"y"2"w", 2y zwles coordonnées de
trois points; celles d’un point quelconque du plan passant
par ces Lrois points seront

Ar' +pa’ v, Ay A )y,

cL si, dans I'équation de la surface, nous remplagons zyzw
par ces valeurs, nous aurons la relation qui doit étre vérifiée
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pour tout point ot ce plan rencontre la surface. Soit [U]=o
le résultat de la substitution, on peut I’écrire

WU 201w s, U hr=ty AU - L =2 (n A -9 A2 U -, . —o0,

\
ou

d
@ﬁ—w

dw'

Le plan sera tangent a la surface si le discriminant de cette
équation en A, p, v est nul. Si nous supposons deux des points
fixes et le troisiéme variable, ce discriminant représentera
tous les plans tangents a la surface qu'on peut mener par la
droite qui joint les deux points [ixes.

Nous supposerons le point 2'y's' ' sur la surface et le
point z"y" 5" " quelque part dans le plan tangent en ce point;
nous aurons alors U'=o0,A U"=o, el le discriminant devien-
dra divisible par le carré de AU'.

En effet, parmi tous les plans tangents que ’on peut mener
a une surface par une dioite langente 4 cette surface, deux
coincideront avec le plan tangenl au point de contact de
celte droite. Si le plan tangenl en 2"y’'5'w’ est un plan tan-
gent double, le discriminant que nous considérons, au lieu
d’étre, comme dans les autres cas, divisible seulement par le
carré de I'équation du plan tangent, contiendra son cube
comme facteur.

Afin d’étudier la condition pour qu’il puisse en étre ainsi,
écrivons comme suit I'équation [U], en supposant que les
coefficients de W et 2*~1 u sonl nuls,

Thr—ty -1 h*—2(Ap2+a2Bpy -+~ Cv?)+...=o0.

T représente le plan tangent au point que nous considérons,
C sa quadrique polaire, tandis que A = o est la condilion
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pour que z'p” " " soit sur cettc quadrique. Nous trouvons
maintenant que le discriminant de [U] est de la forme

T:A(B?*— AC)%¢ + T?¢ —o,

¢ étant le discriminant quand T s’annule ainsi que U’ et A"U'.
Pour que le discriminant soit divisible par T3, il faut que
I'un des facteurs qui multiplient T2 s’annule ou soit divisible
par T.

606. Supposons d’abord A nul. Ceci indique seulement
que le point 2"y”" 5" w" est sur la quadrique polaire de 2’y 5" w';
ou bien, puisqu’il est aussi dans le plan tangent, que le point
z2"y"z" " est sur I'une des tangentes inflexionnelles de
'y’ 3w'. Nous voyons ainsi que, si p est la classe de la sur-
face, parmi les p plans tangents que I’on peut mener par une
tangente ordinaire, deux coincident avec le plan tangent en
son point de contact, et I'on ne peut en mener que p — 2
autres distincts de ce plan; mais, si la droite est une tangente
inflexionnelle, trois de ces plans coincideront avec ce plan
tangent el on n’en pourra mener que p — 3 autres distincts.
Si nous supposons que z"y"z"w" n’a pas été pris sur une
tangente inflexionnelle, A ne sera pas nul, et nous pouvons
mettre ce facteur de cdlé comme étranger & la présente dis-
cussion.

Nous pouvons examiner en méme temps la condition pour
que T soit facteur dans B* — AC et dans 5.

Le probléme qui se présente dans les deux cas est le sui-
vant : Supposons que 'on nous donne une fonction V, dont
les degrés en z'y’5'«v/, en 2"y 5" v" el en zy zv; soient respec-
tivement (X, g, ). Supposons qu’elle représente une surface
ayant une droite multiple de I'ordre p., celle qui joint les
deux premiers points ou, en d’aulres termes, qu’elle repré-
sente une série de plans passant par cette droite, trouver la
condition pour que I'un de ces plans soit le plan tangent T,
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dont les degrés sont (n — 1, 0, 1). S’il en est ainsi, une droite
arbitraire qui rencontre T rencontrera V; si donc nous eflec-
tuons I’élimination entre les équations T =0, V =o et celles
d’une drotle arbitraire

ax-t+by—+cs-i-dv—o, a'wv+by-+czs+dw=o,

le résultant R doit s’annuler. Il est du degré p en abed, en
ab'cd etenz’y"s"w' et dudegré u(n —1)4-henzx'y' 3w
Mais 1l est clair que, st la droile rencontre la droite qui joinl
z'y's'w!, 2"y 5" w", R s’annulerait quand méme T ne serait
pas facteur dans V. La condition (/1 = o) pour que les deux
droites se rencontrent est du premier degré, par rapport a
toutes les quanlités que nous considérons; nous voyons.
d’apres cela, que R est de la forme M#I'. R’ reste une fonc-
tion de 'y’ 5 ' seul et est du degré w(n—2)—+ A

607. Appliquons ces résultats au cas que nous considé-
rons; puisque le discriminant de [U] représente une série

de plans passant par 2’9/ s/«w/, 2"y"3"", il en résulte que

P I P » T Y >

B: — AC et o représentent tous deux des plans passant par
i P P P

la méme droite. Le premier est du degré [2(n — 2), 2, 2],

tandis que ¢ est des degrés

(n—2)(n*—06), n*—an>+n—06, n*—o2n*+n—_u,

.comme on le voit, en retranchant la somme des degrés de T-,
A et (B2 — AC) des degrés du discriminant de [U] qui est
du degré n(n—r)* par rapport a toutes les variables. Il
découle du numéro précédent que la condition (H = o) pour
que T soit facteur dans B*— AC est du degré 4(n — 2), el
-que la condition (K = o) pour que T soil facteur dans ¢ est
du degré (n — 2)(n® — n~~+- n —12). En tous les points de
P'intersection de U et H le plan tangent doit étre considére
comme double. H n’est autre chose que le Hessien; le plan
dangent en tout point de la courbe UH rencontre la surface

cm 1 2z

L)
.
(&
Ty
=
=
1]
73]
3\
[ 2
(5a]
W

10 11 12 13



THEORIE GENERALE DES SURFACES. ||i;

suivant une seclion ayant un rebroussement et doit étre con-
sidéré comme double (n° 269). La courbe UK est le lieu des
points de contact des plans tangents & la surface en deux
points distincts (n®286). M. Cayley I'appelle la courbe couple-
nodale.

608. Considérons maintenant la série des plans tangents
le long de la courbe UlL. Ils forment une développable dont
le degré est o —=2n(n—2)(3n —4) (Lx. 111, n° 576). La
classe de cette développable, c’est-a-dire le nombre des plans
du systéme que ’on peut mener par un point donné, est

v=A4n(n—1)(n— 2).

En effet les points de contact sont évidemment les intersec-
tions de la courbe UH avec la premiére polaire du point
donné. Nous pouvons aussi déterminer le nombre des plans
stationnaires du systéme. Le plan 3 étant le plan tangent en
un point quelconque de la courbe Ull, si I'équation de U est
3+ y2--uy+...=o0, il est facile de monLrer que la direc-

iy
o
plans tangents & U sont les mémes en deux points consé-

tion de la tangente & UII est sur la lelLe — 0. Or les

cutifs pris le long de la tangente inllexionnelle . Si donc u,

ne contient pas de lterme en z3 (c’est-a-dire s1 la tangente

inflexionnelle rencontre la surface en quatre points consé-
cutifs), la direction de la tangente & la courbe UH est la
méme que celle de la tangente inflexionnelle; et les plans
tangents en deux points consécutifs de la courbe UH seront
les mémes. Le nombre de plans tangents stationnaires esl
donc égal au nombre des intersections de la courbe UH avec
la surface S. Mais, comme la courbe est tangente a la surface
(n° 396), nous avons

a=2n(n—2)(11rn—24).
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A l’aide de ces données, on peul déterminer Loutes les sin-
gularités de la développable tangente le long de UH; ¢ étant
le r, v le n, et o le méme qu’au n° 325, nous avons

p=n(n—2)(28n— 6o), ve=4n(n—1)(n—2),
p=2n(n—2)(3n—4),
a=2n(n—2)(11n—24), B—=n(n—2)(70n—160),

ag = n(n—2)(16n* — 64n3 + 8on>—108n +156),
2l =n(rn —2)(784n" — 492813 + 10320 0% — 7444 n + 548).

La développable considérée ici correspond & une ligne
cuspidale de la surface réciproque dont les singularités
s'obtiennent en échangeant entre elles u et v, o et .
dans les formules qui précédent.

On voit comme ci-dessus que la classe de la développable
circonscrite le long de UK, qui est le degré d’une courbe
double sur ia surface réciproque, est

n(n—1)(n—2)(n®*—n*+n—12).

Nous obtiendrons les autres singularités dans la section sui-
vante, ou nous déterminerons aussi le nombre de solutions

dans quelques cas ot un plan tangent est assujetti & vérilier
deux autres conditions.

Théorie des surfaces réciproques.

609. Si, par singularités ordinaires d’une surface, nous
entendons celles qui existent généralement sur la surface ou
sa réciproque, nous pouvons en donner I’énumération sui-
vante. Une surface peut avoir une courbe double de degré b
et une courbe cuspidale de degré c. Le coéne circonserit,
déterminé comme au n® 277, comprend deux fois le cone
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(ui a pour base la courbe double et trois fois celui qui s’ap-

puie sur la courbe cuspidale; en sorle que, si le degré du

cbne circonscrit proprement dit est @, nous avons
a+2b+3c—=n(n—1).

La classe du cOne « cst la méme que le degré du codne réci-
proque. Supposons que « ail ¢ arétes doubles el x arétes
cuspidales. Supposons que & ait & points doubles apparents
et ¢ points triples qui sont aussi des points Lriples sur la sur-
face; que les courbes b el ¢ se coupenl en y points qui sonl
des points slationnaires sur b, en 3 points qui sont des points
stationnaires sur ¢, el en { poinls qui ne sont singuliers ni
surl’une ni sur 'autre. Supposons que la courbe de contact @
coupe b en p points el ¢ en & points; el convenons que les
mémes lellres accenluées représenteront les singularilés de
la surface réciproque.

610. Nous avons vu (n° 279) que les poinls ol la courbe
de contact rencontre A2U donnenl naissance i des arétes
cuspidales sur le cone circonscrit. Mais si la ligne de contact
se compose de la courbe complexe @ + 25 -+ 3¢ el si nous
voulons déterminer le nombre des arétes cuspidales du
cbne a, il est clair que les points o b el ¢ rencontrent A*U
sont élrangers a la question. Nous n’aurons pas non plus
d’aréles cuspidales correspondanltes a tous les points ou a
renconlre A*U, puisqu’une aréte commune aux cones a el ¢
doil éire regardée comme une aréte cuspidale du cone com-
plexe, bien qu'il n’en soit pas ainsi sur 'un ou 'autre céne
considéré séparément. Les formules suivantes donnent une
analyse des intersections de chacune des courbes «, b, ¢ avec
la surface A2U

la(n—2)=x»+p+ 27,
(A) ' C b(n—2)=p+ 2P+ 3y + 3¢,

c(n—2a)=ac+ 4B+~

B
L)
e
&
o
c
=
1]
;]
©
(8]
o
=
(]
—t
[

12




170 CHAPITRE XVIif,

Le lecteur peut voir sans difficulté que les points qui
figurent dans ces formules sont compris dans les intersec-
tions de A2U avec. @, b, ¢ respectivement; mais il n’est pas
facile de voir d’oit viennent les coefficients numériques qui
y figurent. Bien qu’il ne soit probablement pas impossible de
justifier ces constantes par un raisonnement a priori, je
préfére faire connaitre la méthode qui m’y a conduit par
voie d’induction ().

611. Nous savons que la réciproque d’une cubique est une
surface du douziéme degré, qui a une aréte cuspidale du
vingt-quatriéme degré, puisque son équation est de la forme
64S3="T- ou S est du quatriéme et 1 du sixieéme degré
(n° 519). Chacune des vingt-sept droites (n° 530) de la sur-
face correspond a une ligne double de la réciproque. Le cone
circonscrit proprement dit, étant le réciproque d’une section
plane de la surface, est du sixiéme degré et a neuf arétes
cuspidales. Nous avons ainsi @' = 6, &' = 27, ' = 24, n' = 12,
a'+ 204+ 3¢'=12 < 11. Les intersections des courbes ¢/

et ¥ avec la ligne de contact d'un céne @' issu d’un point
quelconque correspondent aux plans tangents a la surface
originale, dont les points de contact sont les intersections
d’un plan arbitraire avec la courbe parabolique UH et avec
les 27 droites. Par conséquent, il y a douze points &' et
vingt-sepl points o'; un des derniers points se trouve sur

(*) Le premier essai pour expliquer Peffet des lignes nodales et cuspidales
sur le degré de la surface réciproque dale de 1847; 11 se trouve dans deux
Mémoires que j'ai envoyés au Camébridge and Dublin Mathematical
Journal, t. 11, p. 65, et t. IIT, p. 188. Toulefois c’est seulement vers la fin
de l'année 1849 que la découverte des 27 droites d’une surface cubique,
me permettant de me faire une idée bien nette de la nature de la réci-
proque de cette surface, m’a conduit & la théorie sous la forme que je
donne ici. On trouvera quelques détails additionnels dans un Mémoire que
j’ai donné dans les Transactions of the Royal Irish Academy. t. XXIII,
p- 461.
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chacune des droites qui constituent la ligne nodale de la sur-
face réciproque.

Les soixante points d'intersection de la courbe a avec la
seconde polaire, qui est du dixiéme degré, se composent des
neuf points «/, des vingt-sept points o’ et des douze points 5.
Il est manifeste alors que les derniers points doivent compter
double, puisque nous ne pouvons vérifier une équation de la
forme ga + 270 + 12¢ = 6o en nombres entiers que par les
valeurs 1, 1, 2. Nous sommes ainsi conduits a la premiére
des ¢quations (A).

Considérons maintenant les points ol une quelconque des
27 droites b rencontre la méme surface du dixiéme ordre. Les
points ' correspondent aux points ot les vingt-sept droites
sont langentes & la courbe parabolique; et il y a deux de ces
points sur chacune des droites (n° 287). Il y a aussi cinq
points ¢ sur chacune d’elles (n°® 830) et nous venons de voir
qu’il y a aussi un point p. Or, comme I'équation

a-+20-+3c=10

ne peut admettre comme solutions enti¢res que (1, 2, 1) ou
(3, 1, 1), les dix points d’intersection d’une des droites avec la
seconde polaire doivent donner o+ 23 4+ ou 3 -,
et il est clair que la derniére forme est inadmissible. Mais si
nous considérons la courbe ' comme composée des vingl-sept
droites, les points ¢’ figurent chacun sur trois d’entre elles;
nous sommes alors conduit & la formule

O —a)y=7o/4+28+3¢.

I’exemple que nous considérons ne nous permet pas de
déterminer le coeflticient de v dans la seconde formule (A)

parce que la réciproque d’une cubigue ne comporte pas de

points v.
Enfin, les deux cent quarante points ol la courbe ¢ ren-




172 CHAPITRE XVII.

contre la seconde polaire se composent des douze poinls s et
des cinquante-quatre points 3. L’équation 12a + 540 = 240
n’admet comme solutions entiéres que les systémes (11,2) ou
(2,4), et c’est évidemment le dernier qu'il faut préférer. De
celte maniére nous sommes conduit a fixer tous les coeffi-
cients des équations (A ), sauf ceux de y.

612. Etudions de la méme maniére la réciproque d’une

surface du »'™¢ ordre n’ayant pas de points multiples. Nous
avons alors

n'=n(n—1)? 2)(n®-+1),

et pour les courbes nodales et cuspidales (n° 286)
O'=Ln(n—1)(n—2)(n*—n-+n—12),

r

' =4n(n—1)(n—2).

Lie nombre des arétes cuspidales du cOne circonscrit 4 la
réciproque, qui correspond au nombre de points d’'inflexion
d’une section plane de la surface originale, nous donne

#=3n(n—n2).
Les points o’ et s’ correspondent aux points d’'intersection
(’un plan arbitraire avec les courbes UK et UII (n° 607);
donc
pl=n(n—2a2)(n*—n"+n—12), o' =gn(n—2).
Portons ces valeurs dans la formule
a'(n'—2)y=FKk'+¢' 4 2d

et elle est vérifiée identiquement, ce qui vérifie aussi la pre-
miére des formules (A).
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Nous allons maintenant appliquer le méme cas a la troi-
si¢me des formules (A). On a établi (n° 608) que le nombre
des points ' est 2n(n — 2) (11 n — 24). Mais les intersec-
tions des courbes nodales ct cuspidales sur la surface réci-
proque correspondent aux plans qui, sur la surface originale,
sont tangents aux points de rencontre des courbes Ull et UK.
Si un plan coupe la surface suivant une courbe ayant un point
double ordinaire et un rebroussement, comme il est double-
ment tangent par le seul fait d’étre tangent au dernier point,
il fait partie de deux maniéres du systéme tangent le long de
UK; en d’autres termes, c’est un plan stationnaire de ce
systeme. Et, comme les points 3’ doivent évidemment étre
compris parmi les intersections des courbes nodales et cuspi-
dales, les points U, H, K doivent correspondre aux points
% ou ¥'. Si nous admettons, comme il est naturel de le faire,
que les points 3 comptent double dans les intersections de
UHK, nous avons

Y=nl4(n—2)].[(n —2)(R*—n?+n —12)]
—A4n(n-—2)(11n — 24)

= A4n(n—2)(n—>o)(n*+3n—ih,

Mais, si nous substituons les valeurs déja trouvées pour ¢/,
ny o'y B la quantité ¢/(n'—2)— 20’ — 4B devient aussi
égale a la valeur que nous venons d’assigner 4 v'. La troisiéme
des formules (A) se trouve ainsi vérifiée. 11 aurail suffi de
supposer que les points 5 comptent u fois et les points y
comptent X fois parmi les intersections de UHK et d’avoir
écrit que la formule donne provisoirement

c(n—2)=25 + u3 -+ Ay.

En procédant comme ci-dessus, nous aurions trouvé que la
formule ne peut pas éire vérifiée & moins que A =1, »= 4.
11 ne reste plus a examiner que la seconde des formules (A).
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Nous venons de déterminer les valeurs de tous les coefficients
qu’elle renferme, sauf ceux de ¢'. Portons ces valeurs dans la
formule, nous trouvons que le nombre des plans triplement
tangenls & une surface de degré n est donné par la formule
6t/=n(n—2)

(" —4nf 505 — 450" - 114n* — 111 07+ 548 n — gbo).

Elle est vérifiée, car elle donne ¢'= 45 quand n — 3.

613. On a démontré (n°279) que les points de conlact de
celles des arétes du codne circonscril qui sont langenles en
deux points distincls sonl situés sur une cerlaine surface de
degré (n — 2)(n — 3). Si le cone circonscrit est, comme ci-
dessus, un cdne complexe a + 20+ 3¢, il est clair que,
parmi ces tangentes doubles, seront comprises celles desarétes
communes aux cones ab qui rencontrent les courbes a, b en
des points distincls; de méme pour P'autre couple de cones.
Si donc nous représentons par [ab] le nombre des intersec-
lions apparentes des courbes a el b, c’est-d-dire le nombre de
points ou ces courbes, vues d’un point quelconque de I'es-
pace paraissenl se couper, quoiqu’il n’en soit réellement pas

ainsi, les formules suivantes contiendront une.analyse des

inlersections de a, 0, ¢ avec la surface de degré
(n—2)(n—3)

a(n—2)(n—3)y=208 +3[ac]+2[ab],
b(n—2)(n—3)=4A+[ab]+3[bc],
c(n—2)(n—3)=6~ +[ac]+ 2[bc].

LLe nombre des inlersections apparentes de deux courbes
se déduit immédiatement de celui de leurs intersections effec-
tives. En eflet, si 'on décrit des cones ayant méme sommet
et pour bases les deux courbes, leurs arétes communes doivent
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répondre aux intersections soit apparentes, soit ellectives.
Par suite,

(MY [adb]=ab— 2p, [ac]=ac — 35,

[be)=bc —38 —2y—1.
En substituant ces valeurs nous avons

{ a(n—2)(n—3)=28 +2ab-+3ac—fp —9gs5,
(BY{b(n—2)(n—38)=4k-+ ab+3bc—9gB—06y—3i—2p

o

ec(n—2)(n—3)=6h+ ac +20c—68—4yv—2i—3s.

La premiére et la troisitme de ces équations sont vérifiées
identiquement si nous remplagons 3, v, 8, &, ... par leurs
valeurs employées au numéro précédent, auxquelles il faut
ajouter 26'=n(n —2)(n?—gq), i'=o0 et la valeur de 7'

déduite du u° 608,
ah'=n(n— 2)(16n* — 64 r* - 8on* — 108 + 136).

La seconde équation nous permet de déterminer &’ par I'équa-
tion

S =n(n—2)(n'"—6n°-+ 161" — 540" + 164 n* — 2881t
-+ 347 = — 1038 n* + 1068 n? — 1214 n - 1464);

a I'aide de celte formule on peut calculer le rang de la déve-
loppable dont &' est I'aréte cuspidale

R=02— 0 —a2k'—64—3¢.

En remplacant ces quantités par leurs valeurs déja trouvées,
il vient

R=n(n—2)(n—3)(n?+2n—4).

(*) Si la surface a une courbe nodale, mais pas de courbe cuspidale, il
y aura néanmoins un nombre déterminé  de rebroussements sur la courbe
nodale et I’équation ci-dessus se modifie comme il suit: [ab] =ab — 2p — .
Toulefois, en délerminant le degré de la surface réciproque, la quantité [ab]
s’élimine.
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c’est donc le rang de la développable formée par les plans
qui ont un double contact avec la surface donnée.

614 Au moyen des formules A et B, nous pouvons cal-
culer la diminution de degré de la réciproque provenant des
singularités de la surface originale énumérées au n® 609. Si
le degré d’un cone s’abaisse de m a m — /, celui de son
réciproque diminue de m(m—1) & (m—L)(m —{—1),
c’est-a-dire se réduit de {(2m — [ —1). Or le cone circon-
scrit 4 une surface est en général du degré n(n — 1) et nous
avons vu que, si la surface a des lignes nodales et cuspidales,
ce degré se réduit de 25 + 3c¢. 1l en résulte une diminution
dans le degré de la surface réciproque

D=(20+3¢c)(2nr*—2n—2b0—3c—1).

Mais I'existence de courbes nodales et cuspidales sur la
surface détermine aussi une diminution du nombre des arétes
doubles et cuspidales du cone circonscrit. De la diminution
de degré de la surface réciproque qu’on vient de donner, il
faut retrancher deux fois la diminution du nombre des arétes
doubles et trois fois celle des arétes cuspidales. Or les for-
mules A nous donnent

t—(a—b—c)(n—2)+063+ 47+ 3¢

Si la surface n’avait pas de lignes multiples, le nombre des
arétes cuspidales du cone circonscrit serait

(a+2b+-3¢)(n—2).
La diminution du nombre des arétes cuspidales est donc

K=@@b+c)(n—2)—68— 4y —3¢

Du premier systéme d'équations du numéro précédent, nous
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lirons

(a—2b0—3¢c)(n—2)(n—3)=20—8k—18A—12[bc];

remplagons [bc] par sa valeur

28 =(a—20—3¢)(n—2)(n—23)
+ 84k 418/ +-120c— 368 — 21y — 12/,

Mais si la surface n’avail pas de droiles multiples, on aurail
20 =(a+2b+3c)(n—2)(n—3).

Ladiminution du nombre des arétes doubles est donc donnée
par la formule

all =(40 +- be)(n —2)(n—3)
— 8k —18h —12bc + 368 + 247 + 124

Par suite, la diminution entiére dans le degré de la surface
réciproque D — 3K — 21l est, aprés roductions,

n(7b6-+12¢)— 40*—9c*—8b—1i¢
+-8Ak 4+ 18h —188 — 12y —121+ 9!

615. Les formules B, réduites au moyven de la formule

a+2)+3c=n(n—ri,
deviennent

( a(— 5= +6)=20 — a® =47 —973,

(C) TO0(—4n+6)=4k—292—93 —67y—3i{— 2p,
c(—4n+6)=6~h—3c¢*—63—4y—2i— 35.

i

A chacune de ces forinules nous ajoutons qualre fois lu
formule correspondante A; et nous simplifions les résullats
en remplacant a® —a — 26 — 3% par »' le degré de la sur-
face réciproque, en donnant & R la méme significalion qu’au
n® 613 el en remplagant c2—c¢ — 2/ — 33 par S, lovdre de
la développable eagendrée par la courbe c¢; nous oblenons

S. — Géom. a trois dim. I1L. 12
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ainsi les formules sous la forme plus commode

n’——a;x—cr,

{
\

(D) : { 2R=02,—18—-3
{

3S+c—=8+355—n2y;

de la premiére des équations A et D nous pouvons aussi
déduire I"équation

(n—1)a=n'+ o0+ 3s.

On en reconnait I'exactitude en remarquant que a, la
courbe de simple contact relative 2 un point quelconque,
coupe la premiére polaire d’un autre point, soit aux n/ points
de contact des plans langents passant par la droite qui joint
les deux points, ou encore aux g points ol @ rencontre b ou
aux points = ou elle rencontre ¢ puisqu’une premiére polaire
quelconque passe par les courles 0, c.

616. On peut encore étudier d’'une aulre maniére eflet
des lignes multiples sur la diminution de degré de la réci-
proque. Les points de contact des plans tangents que I'on peut
mener par une droite donnée sont les intersections avec la
surface de la courbe de degré (n—1)?2, qui est 'inlersection
<les deux premiéres polaires de deux points quelconques de
cette droite. Considérons d’abord le cas ot la surface a seu-
lement une courbe double ordinaire de degré 4. Les pre-
miéres polaires des deux points passent chacune par cette
courbe, en sorte que leur intersection se décompose en cette
courbe b et une courbe complémentaire d.

Si maintenant nous étudions les points de contact des plans
langents menés par la droite donnée, au lieu de prendre les
points ot la courbe complexe b + d rencontre la surface, nous
n’aurons en premier lieu & prendre que ceux ou d la ren-
contre; ce qui produit une diminution de bn dans le degré
de la réciproque. Mais, de plus, nous ne devons méme pas
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4

prendre tous ces points; il faut rejeter ceux ot d rencontre b;

et leur nombre est 26(n — 2) — 7 (n° 346), » étant le rang

du systéme b. Or ces points se composent des r points de la

courbe 0 dont les tangentes rencontrent la droite par laquelle
nous cherchons & mener des plans tangents a la surface, et
des 2b(n — 2) — ar points olt les deux surfaces polaires sont
tangentes. Ces derniers points sont des rebroussements sur
la courbe double 0. ¢’est-a-dire des points ou les deux tan-
gentes coincident et ils comptent pour trois dans les inter-
sections de la courbe d avec la surface donnée, puisque les
trois surfaces sont tangentes en ces points; tandis que les r
premiers points, étant des poinls ordinaires sur la ligne
double ne comptent que pour deux.
La réduclion totale est ainsi

nb--ar+3[2b(n—2)—2r]=0(;n—12)— 4r,

qui s'accorde avec la théorie précédente.

Sila courbe b, au lieu d’étre simplement une courbe double,
était une courbe multiple sur la surface et d’ordre p de mul-
tiplicité, j'ai trouvé, pour la réduction de degré de la réci-
proque (voir Transactions of the Royal Irish Academy,
L. XXIII, p. 485),

bip—1)(Bp+nyn—a2bp(p*—1)—p*(p—1)r,

et, pour la réduction du nombre des arétes cuspidales du cone
de simple contacl,

b[3(p—1)2n—p(p—1)(2p—0)]—pp—1)(p—2)r.

L.e double de la réduclion du nombre de ses arétes doubles
est

abp(p—1)n2—b(p—1)(hp —8)yn +bp(p—1)(8p — 2)
—pp— 10 +p(p—1)(4p —6)r ().

(") La méthode de cc numéro n’a pas éLé appliquée au cas ot la surface
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617. La théorie qu’on vient d’exposer doit nous permettre
de rendre comple de ce fait que le degré de la réciproque
d’une développable se réduil a zéro. Cette application de la
théorie vérifie a la fois la théorie elle-méme et nous permet
de déterminer quelques singularités des développables que
nous n’avons pas données au n° 325, elc. Nous ferons usage
de la notation de la section en question. Le cdne circonscril
4 une développable se compose de n plans; il n’a pas, par
conséquent, d’aréle cuspidale et posséde 4n(n —1) aréles
doubles. La ligne de simple contact @ se compose de n
droites du systéme dont chacune rencontre une fois 'aréte
de rebroussement 2 el la ligne double z en(r—4) points
(voir n° 330). Les lignes m el x se coupenl suivant les o
points de conlact des plans stationnaires du systéme; en effet,
puisque Lrois droites conséculives du systéme sont dans le
méme plan, l'intersection de la premiére et de la troisiéme
donne un point sur la ligne z (*).

Nous avons ainsi le tableau suivant : les lettres des pre-
miers membres des équations se rapportent aux notations du

présent Chapitre; celles des seconds membres aux notations

du Chapitre XII.

n—r, a— n, D=7 c=m;
g=n(r—4), 6 =n, % =0, =28, h—=h,

i=u n=o, '+ S=r,

7

et les quantités ¢, y, Ik restenl & déterminer. En porlant ces
valeurs dans les formules A et D (n* 610, 615), nous obte-

a une courbe cuspidale dans Ie Mémoire dont je fais des extraits et je n'ai
pas depuis lors cherché a réparer cetie omission.

(') C’est seulement en raison de leur occurrence dans cet exemple que
j'ai ét¢ conduit a comprendre les points ¢ dans la théorie.
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nons le systéme d’équations

ll(l‘—z):n[z —f_(,-__")],
\ x(r—2)=n(r—~4)+23+3y-+3¢
' m(r—a)=zan—+48++,

—n——n,
2R=2n(r—4)—§ —3a,
V' 3r+m=5n—2x+ 8.

La premiére el la quatriéme équation sont des idenlités et
la sixiéme est vérifiée par les équations des n° 326, 327. Les
trois autres délterminent trois quantités dont les valeurs n’ont
pas été données antérieurement; ce sont : ¢ le nombre de
points sur trois droites du systéme; v le nombre des points
du systéme par chacun desquels passe une autre droite non
conséculive du systéme el R le rang de la développable dont x
estl'aréte de rebroussement. Ces quantités étant déterminées,
nous pouvons, par un échange de lettres, écrire les singula-
rités réciproques, le nombre de plans par trois droites, elc.

Exemple I. — Appliquons la théorie précédente au cas consi-
déré au 1n°329. Soit 4y le nombre des points doubles apparents de &
(n° 609, etc.).

Réponse.
¥ =6(k—3)k—4),  3t=4(k—3)k—4)k—5),
fy=(k—3)2/% — 1842437k —65), R=2a2(k—1)(k—3),
el pour les singularités réciproques
=2k —a)(k—3), 30={(k—2)(k—3)(k—4),
ky=(k—2)(k—3)2/k2—10k = 11), R'=6(k—3).

Ezemple II. — Application & deux surfaces qui se coupent, dont
la somme des degrés est p et le produit g.

Réponse.
t=gq(pg—2q9—0g-+16).
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Ceci résulte du tableau du n° 342, mais on peut I'établir directe-
ment en suivant la méthode employée (n® 343, 471). (Voir Transac-
tions of the Royal Irish Academy, 1. XXI11, p. 469.)

R=3¢g(p—2)lg(p—3)—1].

Exemple III. — Trouver les singularités de la développable
cngendrée par une droite qui s’appuie deux fois sur une courbe
donnée. Les plans du systéme sont évidemment les plans par deux
droites du systéme original; la classe du systéme est par consé-
quent y, et les autres singularités sont les réciproques de celles du
systéme dont I'aréte de rebroussement est z et qu’on a calculées au
présent numéro. Ainsi le- rang du systéme, ou 'ordre de la dévelop-
pable, est fourni par la formule

oRl=am(r—4)—a—35.

618. Puisque le degré de laréciproque d’une surface réglée
se réduil toujours & celui de la surface originale (n°® 124,
note), la théorie des surfaces réciproques doit nous rendre
compte de celle réduction. Je n’ai pas obtenu celte explica-
tion pour les surfaces réglées en général; mais j’ai examiné
et discuté quelques cas particuliers dans le Mémoire déja cité
des Transactions of the Royal Irish Academy. Je n’en
donne ici qu’un exemple. Supposons, comme au n°® 464, que
Péquation de la surface résulte de 1'élimination de ¢ entre les
équations

atk + btk ., —o, at+ b4, . =o,

olt @, a', ... sont des fonctions linéaires des coordonnées.
Si nous posons k + /=y, le degré de la surface est [t elle
a une ligne double de I'ordre 4(x — 1)( — 2) sur laquelle il
yag(p—2)(p—23{;; —4) points triples. Pour les points
doubles apparents de cette courbe, nous avons

2hk =4 (p—2)(p—3) (2 —5p +8),

et la développable engendrée par cette courbe est de I'ordre
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2(m— 23 - — 3). On trouvera que

a=a(p—1), O

7':3({"_2)7 8

Ces valeurs s’accordent avec ce qu'on a démontré (n° 614),
que le nombre des arétes cuspidales du céne circonscrit se
trouve diminué de 3b(u —2)— 3¢, tandis que celui des
aréltes doubles est réduit de 2b(mw— 2)(p—3)— 4A4. En
vérifiant les formules sépavées B, il faut tenir compte de la
remarque du n” 643 (note).

J'ai aussi essayé d'appliquer cette théorie a la surface qui
est I'enveloppe du plan aa” 4 bR" 4+ cy?"+... ou a, B, v
sont des paramétres arbitraires, mais je n’ai-réussi que pour
n = 3. Nous avons ici (voir n® 523, Kxz. II) n =12, n'=,
a=18; b le nombre de cubiques 4 deux points doubles
(c’est-a-dire des systémes de conigue et droite) que I'on peut
mener par sept points, est égal a 12; c est égal & 24, puisque
la courbe cuspidale est I'intersection des surfaces du qua-
trigme el du sixiéme ordre représentées par les deux inva-
riants de la cubique donnée; pour la méme raison, 2 =180
etS=c?*—c—2h—3B=192—33; ¢, qui est le nombre
de cubiques a trois points doubles (c’esl-a-dire de systemes
de trois droites) que I'on peul mener par six points, est égal
a 15. La réciproque des enveloppes du genre que nous con-
sidérons, peul ne pas avoir de courbe cuspidale. Cetie con-
sidération donne x = 27, § = 108. Les formules A et D don-
nent alors

180 =127 +p -+ 27, 210 =p.+ 28 -+ 3y + 45,
280=125+ 48 + v, 9—18 =127 —g, aR=25—08,

3(192 — 38) +24 =55+ §.
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Ces six équalions détecrminent les cing inconnues et donnent
une équation de véri’cation. Nous avons

p =381, =210, B —du. Y =0, R = 6o.

619. 1] convient de mentionner ici que le Hessien d'une
surface réglée ne rencontre la surface que suivant ses lignes
multiples et suivant les génératrices telles que chacune d’elles
est coupée par la génératrice consécutive. En effet (n° 463),
si zy est une génératrice quelconque, la portion de 'équa-
tion qui est seulement du premier degré en x et y est de la
forme (x3+yw)o. Alors (n° 287) la portion du Hessien
(qui ne contient pas z et y est

v _ de\ /” I__a’go\ _do dy |-
P aE )\ Taw) T ds dw

qui se réduit a ¢*. Mais zy rencontre ¢ seulement aux points
ou elle rencontre les lignes multiples. Si 'équation est de
la forme wax + ¢y2 (n° 287), le Hessien passe par zy. Ainsi,
dans le cas considéré au numéro précédent, on voit facile-
ment que le nombre de droites qui rencontrent une droite
consécutive est 2(u — 2); et la courbe UH, dont 'ordre est
4p.(+ — 2), se compose de ces droites, comptées chacune
deux fois et équivalant par suite a4 4(p. — 2) dans U'intersec-
tion, et de la ligne double équivalant & 4(u —1)(n — 2).
De méme, si une surface a une ligne multiple de degré m
et d’ordre p de multiplicité, ce sera une ligne d’ordre
4(p — 1) sur le Hessien et elle équivaudra & 4mp (p — 1) sur
la courbe UH. La surface réglée engendrée par une droite qui
rencontre deux droites et une courbe 7 (que nous suppose-
rons ne pas avoir de point double) est de V'ordre 2m; elle a
les lignes droites comme lignes multiples de l'ordre e,
gm(m —1)+ L génératrices doubles et 27 génératrices qui
rencontrent la génératrice consécutive. En comparant I'ordre
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de la courbe UII avec la somme des ordres des courbes qui
la composent, nous avons

16m(m — 1) =8m(m —1) -+ 4dm(m —1) 48k + fjr,

équation qui est iden tiquement vraie.

Addition de M. Cayley a la théorie des surfaces réciproques.

620. En poussant plus loinle développement de la théorie
des surfaces réciproques, on a trouvé nécessaire de tenir
compte d'autres singularités, dont quelques-unes ne sont pas
encore bien exactement comprises. 1l sera commode de

donner laliste compléte des quantités qui se présentent dans

celte théorie.

n, ordre de la surface.
a, ordre du céne circonscrit mené d’un point a la surface.
nombre des arétes nodales du cone.
nombre de ses arétes cuspidales.
classe du torse nodal.
classe du torse cuspidal.
ordre de la courbe nodale.
nombre de ses points doubles apparents.
nombre de ses points doubles effectifs.
nombre de ses points triples.
nombre de ses points de pincement.
sa classe,
ordre de la courbe cuspidale.
nombre de ses points doubles apparents.
nombre de ses points d’une singularité inexpliquée.
le nombre de ses close-points.

v, le nombre de ses off-points.

r, sa classe.

8, le nombre des intersections des courbes nodales et cuspi-
dales qui sont des points stationnaires sur la courbe
cuspidale.

v+ lenombre d’intersections, points stationnaires sur la courbe
nodale.

cm 1 2z
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¢, le nombre de points d'intersection qui ne sonl station-
naires ni sur I'une ni sur I'autre courbe.

C, le nombre'des points cnicnodaux de la surface.

B, le nombre des points binodaux.

Les singularités réciproques correspondantes sonl :

n', classe de la surface.
a', classe de la section par un plan arbitraire.
¢', nombre des tangentes doubles de la section.
nombre de ses inflexioas.
ordre de la courbe couple-nodale.
ordre de la courbe spinodale.
classe du torse couple-nodal.
nombre de ses plans doubles apparents.
nombre de ses plans doubles ellectifs.
nombre de ses plans triples.
nombre de ses plans de pincement.
son ordre.
classe du torse spinodal.
nombre de ses plans doubles apparents.
nombre de ses plans d’une singularité inexpliquée.
nombre de ses close-plans.
nombre de ses off-plans.
son ordre.
nombre des plans communs au torse couple-nodal et au
torse spinodal, plans stationnaires du torse spinodal.
nombre des plans communs, plans stationnaires du torse
couple-nodal.
nombre des plans communs non stationnaires sur l'un ou
I'autre torse.
nombre des cnictropes de la surface.
B’, nombre de ses bitropes.

En tout 46 quantités.

621. Remarquons en passant que les définitions de p et &
s'accordent avec celles du n" 609 : le torse nodal est la sur-
face enveloppée par les plans tangents le long de la courbe
nodale; sila courbe nodale rencontre la courbe de contact a,
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un plan tangent du torse nodal passe par le point arbitraire,
c’est-a-dire que p sera le nombre de ces plans qui passent par
le point arbitraire, autrement dit la classe du torse. De méme
aussi, le torse cuspidal est la surface enveloppe des plans
tangents le long de la courbe cuspidale, et s sera le nombre
de ces plans tangents qui passent par le point arbitraire,
c’est-a-dire la classe de ce torse. De méme pour ce qui
regarde o' et ¢, le Lorse couple-nodal est '’enveloppe des
plans bitangents de la surface, et la courbe couple-nodale est
le lieu des points de contact de ces plans; d’une maniére
analogue, le torse spinodal est 'enveloppe des plans parabo-
liqgues de la surface et la courbe spinodale est le lieu des
points de contact de ces plans; autrement dit, c’est la
courbe UH, intersection de la surface et de son Hessien; les
deux courbes sont respectivement les réciproques des torses
nodaux et cuspidaux et les définitions de g/, ' correspondent
a celles de p, o.

622. En ce qui concerne la courbe nodale b, nous. consi-

dérons & le nombre de ses points doubles apparents (en
excluant les points doubles effectifs); / le nombre de ses
points doubles effectifs (chacun d’eux est un point de con-
tact de deux nappes de la surface et il y a ainsi au point un
seul plan tangent; c’est son plan /" et nous avons ainsi f/= f);
¢ est le nombre de ses points triples; ; le nombre de ses
points de pincement. Ces derniers ne sonl pas des points de
la courbe nodale considérée en elle-méme, mais ils sont sin-
guliers pour la courbe considérée comme courbe nodale de
la surface (un point de pincement est un point ot les deux
plans tangents coincident). La courbe est considérée comme
n’ayant pas d’autres points stalionnaires que les points X
qui se trouvent aussi sur la courbe cuspidale; et I'expression
pour la classe est en conséquence

g=0*—b—2hk—af—3y—06L
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623. Pour ce qui regarde la courbe cuspidale ¢, nous con-
sidérerons . le nombre de ses points doubles apparents;
nous admettons que la courbe considérée en elle-méme n’a
pas de points singuliers, mais que, comme courbe cuspidale
de la surface, elle posséde certains points en nombre 4, 7, v

respectivement. Nous supposons que la courbe n’a pas de
points doubles ou multiples, et qu’elle n’a pas d’autres points
stationnaires que les points 3 qui sont aussi situés sur la
courbe nodale; I'expression pour la classe est donc

r=c*—c—2h—38.

624. Les points y sonl ceux ol la courbe cuspidale avec
les deux nappes (ou plutét deux demi-nappes) qui s’y rap-
portent est coupée par une autre nappe de la surface; la
courbe d’intersection avec une autre nappe de ce genre,
appartenant a la courbe nodale de la surface, a évidemment
un poinlt stationnaire (cuspidal) au point d’intersection.

Pour faciliter la conception des points {3, imaginons que
la courbe cuspidale soit une parabole semi-cubique et la
courbe nodale une droite (non située dans le plan de la
courbe) passant par le rebroussement. Coupons les deux
courbes par une série de plans parallé¢les; un plan quelconque
situé, par exemple, au-dessus du rebroussement, rencontre la
parabole en deux points réels et la droite en un point, et la
section de la surface est une courbe qui a deux rebrousse-
ments réels et un point double réel ; & mesure que le plan se
rapproche du rebroussement, ces points se rapprochent les
uns des auires et, quand le plan passe par le rebroussement,
ils se réunissent pour former un point singulier de la nature
d’un point triple (= un neceud -+ deux rebroussements).
Quand le plan passe au-dessous du rebroussement de la
courbe, les deux rebroussements de la section deviennent
imaginaires, et la ligne nodale, de crunodale qu’elle étair,
devient acnodale.
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623. En un point ¢, la courbe nodale coupe la courbe cus-
pidale; dans une des régions limitées par les deux demi-nappes
dela surface elle est acnodale el dans I’autre crunodale; c¢'est-
a-dire que les deux nappes se coupent entre elles le long de
celle portion de la courbe nodale. En ce point il n’y a qu'un
seul plan tangent qui est un plan 7, et nous avons ainsi i/ = (.

626. On P’a déja dit, un point cnic-nodal C, est un poinl
ou, au lieu d’un plan langent, nous avons un cdne tangent
du second degré; et, en un point binodal B, ce cone dégénére
en un couple de plans. Un cnictrope C' est un plan tangent
d lasurface le long d’une conique; dans le cas d'un bitrope I/,
la conique dégénére en une conique aplatie ou un couple de

points.

627. Dans les formules originales qui donnent a(n — 2),
b(n—2), ¢(n —2), nous devons remplacer x par » — B;
ces formules se Lrouvent, en outre, modifiées en raison des
singularités 0 et . Dans les formules originales pour
a(n—2)(n—23),b(n—2)(n—3),c(n— -} — 3), nous
devons remplacer & par 6 — ¢ — 3w el prendre pour [ad],
[ac], [be] de nouvelles expressions qui sont

[ab] = ab— 20—,
[ac] =ac—3c =y —w,
[bc]=bc— 3B —2y— 1.
La série entiére des équations est ainsi
a'=a,
JS'=/
=",

a=n(n--1)—a2b—3c,
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#=3n(n—2)—06b—8e¢,

=Ln(n—2)(n?—g9)—(n*—n—06)(20+ 3c¢)
+2b(b—1)+6bc—|—_c(c—1),

a(n—2)=»—B 4 p+ 237+ 30,
b(n—2)= + p+2B+ 37+ 3¢
c(n—2)= 427 + 4B+ Y+ 0 4w,

(a(n—2)(n—3)=2(6 —C—3w)
+3(ac—35—y —3w)
2(ab—2p—y),

b(n—z)(n—3)—4ﬁ +(ab—2p—7)
+3(bc—38—2y—1i),

je(n—2)(n—3)=6~k+ (ac —35—7 —3w)
{ +a2(bc—33—2y—1i),

g=b*—b—2k—of—3vy-— bt

r=c*—c—2h—38.

LLes formules réciproques de celles-ci sont

(15) a'=n'(n"—1)—20'—3c,
(16) v=3n' (0 —2)—60'— 8¢,

[ e=1n' (W —2)(n"*—9)

| — (a2 —6) (20 3¢")

(17) | e (b —1)
+60'c'+2c (¢ —1),

(18) d(n—2)=#"—B'+ p'4+2d 430,
i LAEReE -+ p'+2f 437+ 37,

(20) c(n'—2)= +ad 4+ RVl
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a'(n'—2)(n'—3)=2(8 — C' - 3u')
(21) g . +3(a’c'—3d — y' — 3w')
{ ’ 4+ a(a'b'— ap! — 41,
(5] ( O (nf—2) (' —=3) =4k + (a' b —2p'— )
5 + 3(0'c'— 38— ay'— /),
—2)(' —3)=06~"+(a'¢c’— 30—y — 30w
+2(blcl_3i(3!_2YI_Ll),

(23) % c(n

(24) g ==V —ak—2f — 34— 61,
(23) r'=c?— ¢ —2h/— 3,

avec une autre relation indépendante, ce qui donne en tout
20 relations entre 46 quantités.

628. La nouvelle relation peut étre présentée sous plu-
sieurs formes différentes, qui sont équivalentes entre ellesen
vertu des 25 relations qui précédent. Ce sont :

n—1)(n— 2)(11.—3)—12(n—3)(b--}—‘c)

2(
(26) +=0g+6r+24¢-+428 + 30y —36=25%,

(27) 26n —12¢—4C—10B +8—7/—8y —10 —fw==x,

Dans chacune de ces équations, Xdésignela méme fonction qui
ﬁgure au premier mem])re, mais ou les letires sont toutes accen-
tuées.
[l =2n(n—2)(11n—24)+(—066n +184)b
+(—9g3n-+252)c+ 22(28 -+ 37+ 3¢)
(28) +27(4B +v+0)+<B+40
—24C —28B — 27/ — 38y — 73w
4+ 4C 4+ 10B 7, + 8y'— fu,

ou l‘éCi pl‘O(l uement

B+i0—=on/(n'—2)(11n —24) + (— 661"+ 184)0
\ 4= (— 93’ + 252)¢' + 22 (28 + 3¢' 4+ 3¢')
(29) ¢ + 27 (4R '+ 0"+ B+ 20
—24C'— 28B' — 27, — 38y — 73w’

ST

F4C +10B.4-77 -+ By — fu.
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L’équation (26) exprime par le fait que la surface el sa réci-
proque onlla méme déficience ou le méme genre; 'expression
de celle quantilé esL

| gentre —g(n—1)(n—2)(n—3)—(n—3)(b+c)
(30) < + g )+ 2+ B3y i— 0
== —2)(n'—3)—....

629. L’équation (28) (due a M. Cayley) est la forme cor-
recte de l'expression de 8’, déduite d’abord par lui (avec
quelques erreurs dans les coeflicienls numériques) de consi-
dérations dilférentes, mais qu’on obtient plus facilement au
moyen de I'équation (26); el (27) une relation qui se pré-
senle d’elle-méme dans celle recherche. En fail, si nous con-
sidérons @ comme remplagant sa valeur n(n —1)— 206 — 3¢,
nous déduisons des 25 premiéres équalions

6|« a
-+ 2 3n—c—=
—2 a(n—2)—%2+B—p—20—30
— 4 b(n—2)—p—2af—3y—3¢
—6 c(n—2)—26— 4B —7y—0—w
+ 2 n+2r—c—2C—4B—2o/—3y— 3w
—3 2g —ap-+B8-+y
—2 3r4+c—5c—3—40+y—w

]

Ll
I

4 14

| ]
!d Jd 1= %]

Multiplions ces équalions par les nombres respectlivement
en regard el ajoulons; nous lrouvons

—an®-12n?+qn+ b(12n — 306)
+c(12n—48)— 6g — 6r —4C—10B
—4iB—30y—24t— 7/ — 8y + 20 —fw=2=%.

En y ajoutlant (25) nous avons (27), el de celte derniétre
nous déduisoas (28); une marche analogue permel aussi
d’oblenir (29) sans difliculté. En ce qui regarde les huit

équations ¥, remirquons que la premidre, Lroisi¢me, (qua-
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triéme et cinquiéme sont contenues en fait dans les équations
originales; nous en déduisons de plus 3n — c=3a' — ¥ et
de la 3n —c —x=3a'—x — % qui est égale a S et cecl
nous donne la seconde équation; mais il reste encore &
obtenir la sixiéme, septiéme et huitiéme équation.

630. Les équations (15), (16), (17) donnent
n'=a(a—1)— 238 — 3=,
¢'=3a(a—2)— 66 —8x=,
V=tala—2)(a®>—g)—(a®*—a—06)(28 + 3x)

+28(8 — 1)+ 68+ 2x(x—1);
de (7), (8), (9), nous déduisons

(a—b—c)(n—2)=2—B—068—4y—3t—0+ 20w,
(a—2b—3c)(n—2)(n—3)=2(0—C)—8k— 182 —6bc
+18B+ 127y +6{—0uw;

remplagons x et ¢ par leurs valeurs et « par sa valeur qui est
égale a n(n —1) — 20 — 3¢, nous obtenons les valeurs de »/,
¢, b'. La valeur de r' est

n'=n(n—r1)—n(7b-412¢)+ 402+ 8b +gc2+15¢
— 8k — 184+ 188 +r12y-+12f—9f—2C— 3B — 3.

Remarquons qu’un cnicnode C réduit la classe de deux unités
et un binode B de 3.

631. Nous avons

(n—2)(n—3)=n"—n—+(—4n+06)
—=a+2b-+3c+(—4n+6).

Portons cette valeur dans les équations (10), (11), (12) qui
renferment (n — 2)(n — 3), elles deviennent

a(—411-—|—6):2(3—C)—a2—4p—gc—-gj_I'.;-,__.Iﬁw,

b(—hn+06)=4k—20*—gB— By — .‘i.f—vzl;—_;',

c(—412+6)—_—6/z—3cz—63—47—2z'——3c_x_3w,
S. — Géom. a trois dim. I11. 3
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[ce sont les équations (C) du n° 615]. Ajoutons & chaque
équation quatre fois I'équation correspondante avec le fac-
teur (n — 2), elles deviennent

a?—2a=2(8=C)+4(»r—B)—c—23j—3y— 30w,
20-—2b =4k —B4+06y-+12¢—3i+2p—,
3c2—2¢c =061 +108+40—2i+ 50—y + w.

En posant dans la premiére a* — 20 = n'+ 28+ 3z —«a
et en réduisant les deux autres au moyen des valeurs de ¢, r,
les équalions deviennent

W—a—=—2C—4B+x—0c—2/—3y— 3w,
29 +B3 43+, =2p,
3r+c+2i+v—=5c+8+40+uw,
qui donnent immédiatement les trois derniéres des/huit équa-

tions 3.
La réciproque de la premiére d’entre elles est
d=a—n-++—2//—3y — 20— 4B — 3.
En y faisant
a=n(n—1)—2b— 3¢
et

»=3n(n—2)—6b6—38¢,
on a

o’ =fn(n—2)—8b—11c—2/'— 3, —20'— (B — 3/,

qui donne I'ordre de lacourbe spinodale; par exemple, pour
une surface d’ordre n sans singularités, celle quanlité est
égale a 4n(n — 2), produit des ordres de la surface et de
son Hessien.

632. Au lieu d'obtenir la seconde et la troisiéme équa-
tion comme ci-dessus, nous pouvons ajouter a la valeur
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de b(— 4n + 6) deux fois la valeur de b(n — 2); el Lrois
fois la valeurde ¢(n — 2) a deux fois la valeur de ¢ (— 4 n - 0),
ce qui donne des équalions qui ne renferment ni g ni . Ces
équations sont

b(—on+2)= 4h—20*—5B8—3:-+6¢(—,
c(—5n+6 =12/ —6c2—3y—4i—2y+30—3uw.

En y introduisant les valeurs de ¢ et r, on peut les écrire

b(2n —4) =29+ OB4-67y+6t+3{+/5 —+4f,
c(bn—r12)+60=06r +-188 + 5y +hi+2y + 3w.

Considérons comme données n, I'ordre de la surface; la
courbe nodale avec ses singularités b, &, f, ¢; la courbe cuspi-
dale et ses singularités ¢, .; les quantités {3, v, ¢ qui se rap-
portent‘aux intersections des courbes nodales et cuspidales;
la premiére des deux équations donne J, le nombre des points
de pincement, qui sont des singularités de la courbe nodale
en ce qui regarde la surface; la seconde équation établit une
relation entre 0, v, w, nombres de points singuliers de la
courbe cuspidale dans sa relation avec la surface.

Dansle cas ot il n'y a qu’une courbe nodale, que nous sup-
poserons l'intersection compléte de P =0, Q = o, I'équation
de la surface est

(A, B,CIP, Q)»*=0

et la premiére équation donne

b(—an+2)=4k—202+6(—.

En supposant t =o0,0na/=2(n —1)b — 2024 44 qu’on
PI ) J q
peut vérifier.

De méme, s’il n’y a qu’une courbe cuspidale, qui soit 'inter-
section compléte de P =0, Q = o, I'équation de la surface

est

(A, B, CYP, Q)—o
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AC —B2=MP 4+ NQ.
La seconde équation est

c(—bBn+6)=12h—6c*—2y+30—30w

2y +3w=(5n—6)c—6ct+12L + 39,

qu’on peul également vérifier.

633. Parmi les 46 quantités, nous pouvons en premier lieu
considérer comme données les 14 quantités

ny b kSt ooy Byt GB
Alors, parmi les 26 équations, 17 déterminent les 17 quan-
tités
a 8% 0,9 S, q;  1w;
oL f s T
et il reste les g équations
(18), (19), (20), (21}, (22), (23), (24), (25), (28)
qui lient les 15 quantités

k!, t!"]'l’ ql; hl, 61’ ‘XA:’ wl, ,.; pl Y,; CI, BI.

Si, de plus, on considére comme données les 5 quantités j7,

oo T R
}(.,(:J,C,B,

les équations (18) et (21) donnent
» (19) »
» (20) »
» (28) »

Si nous supposons enfin que ¢’ est donné, les trois derniéres
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équations déterminent {3', v/, 0’ et, finalement,

I'équation (22) donne
» (23) »
(26) »
» (25) »

¢'est-d-dire qu’en supposant en tout 20 quantités données,
les 26 qui restent sont aussi déterminées.

634. Dans le cas général de la surface d’ordre n sans sin-
gularités, nous avons les résultats suivants :

= n,

=n(n—1),

=in(n—1)(n—2)(n—23),
« = n(n—1)(n—2),

—=n{n—1)

"= n{n—r1),
o =1n(n—2)(n—0g),
»=3n(n—2),
V=2lnn—n(n—2)(n*—nt+n—r12),

M=%n(n—2)(n""—6n°+16n8— 540" +164n°— 288n°
+ 547 n* —10587n° + 10681 — 1214 +1464),
' =1n{n—2)(n"—4n'+ 0% — 450t 4114 03
—111n® + 5487 — g60),

g =n{n—2)(n—3)(n*+2n—14),
p'=n(n—2)(n®*—n*+ n—r12),
¢ =4n(n—1)(n—2),
MN==%1n(n—2)(16n*— 641+ 8on*—108n + 156),
r'=an(rn—2)(3n—14),
o =4n(n—2),
B'—=2n(n—2)(11n— 24),
v =4n(n—2)(n—3)(n*—3n416).

Les autres quantités sont nulles.
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635. Dans son Mémoire [ Recherches des singularités qui
ont rapport & une droite multiple d’une surface (Math.
Ann., t. 1V, p. 1 4 20, 1871)]. Zeuthen a considéré la ques-
tion des singularités a un point de vue plus général. Il attri-
bue a la surface un certain nombre de points singuliers, tel
que 'un quelconque d’entre eux et les tangentes forment un
cone d’ordre ., de classe v avec y + n droites doubles, dont
¥ sont tangentes aux branches de la courbe nodale passant
par le point et 5+ { droites stationnaires donl 5 sont tan-
gentes aux branches de la courbe cuspidale passant par le
point, et avec « plans doubles et ¢ plans stationnaires; de
plus ces points n’ont que les propriétés qui sont les plus
générales dans le cas d'une surface considérée comme lieu
de points; I représente une somme s’étendant a tous ces
points.

[La définition générale qui précéde comprend les points
cnicnodaux (p=v=12,y=n=s={{=u—y¢=o0) et les
points binodaux (p =2, n =T, v=y=...=0).|

Il considére, de plus, un certain nombre de plans singu-
liers, tels que I'un quelconque d’entre eux est tangent le long
d’une courbe de classe p’ et d’ordre v/, avec 3’ 4 7/ tangentes
doubles, dont 3 sont des génératrices du torse couple-nodal,
s’ €' tangentes stationnaires dont z’ sont des génératrices
du torse spinodal, «' points doubles et ¢' rebroussements; il
suppose, en outre, que ces plans ne jouissent que 'des pro-
priétés qui sont les plus générales dans le cas d’une surface
considérée comme enveloppe de plans; ¥ représente une
somme s'étendant & tous ces plans. [La définition comprend
[csMeniclivopes (i—yi== o, 7 =m'— == ut== p'=lo}
et les bitropes (W'=12, '=1,v=y'=...=0).]

636. Cela étant, si nous posons

x=yv -4 a4+ 3¢, z'=v'+ 29/ 3 3Y,
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les équations (7), (8), (9), (10), (11), (12) contiennent, rela-
tivement aux nouvelles singularités, des termes additionnels
qui sont

a(n—2)=...+ " - {: —a)—n—2l],
b(n—2)=...+2[y(r—2)],

c(n—2)=...+3[5(pp— 2)],

a(n—2)(n—3)=...+Z[x(— a1+ 7)1+ 274 4],
bn—2)(n—3)=...-+2[y(— 4p -+ 8)|—=(4fu'4-3¢"),

c(n—2)(n—3)=...+2[z(—4p+9)]— = (2¢),

et, comme de juste, les Lermes réciproques figurent dans les
équations réciproques (18), (20), (21), (22), (23). Ces for-
mules sont données sans démonstration dans le Mémoire pré-
cité. Comme le monire son titre, le principal objet de ce
travail est la considération, non pas de ces points et plans
singuliers, mais des lignes multiples d’une surface; a ce titre,
il mérite d’étre consulté.

\
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Démonstration du théoréme de Joachimsthal, II, 174.

Sur les géodésiques, II, 191, 196.

Obtention des propriétés focales par I'inversion, III, 38.

Les cubiques circulaires planes homofocales se coupent orlthogonalement,
I, 106.

Hélice et hélicoide, II, 122, 131, 139, 204.

Hesse. — Construction d’une quadrique qui passe par neuf points, I, 167.
Sur I’hexagone de Brianchon, I, 181.

Théoréme sur les sommets de deux tétraédres autopolaires, I, 255.

Sur le plan osculateur des courbes, II, 126.

Intégration de ’équation des géodésiques sur l'ellipsoide, II, 185.

Sur les géodésiques, II, 173.

Hessien d’une surface, II, 23.

Il est tangent & toute droite de la surface, II, 25.

Il a des points doubles, III, 56.

Hessien d’une développable, IT, 235.

Le Hessien d’une cubique est identique avec le Steinérien, III, 53.
Hessien d’une surface réglée, ITI, 184.

Hirst. — Sur les surfaces podaires, ITI, 35.
Sur les surfaces inverses, III, 36.

Homofocales. — Quadriques inscrites dans une développable commune,
I, 187.

Quadriques, propriétés, I, 28qg.

Elles se coupent orlhogonalement, I, 209.

Forme générale de I’équation, I, 286.

Homographique ( Correspondance ). — Surface engendrée par une droile
qui joint deux points correspondants sur deux droites, ou enveloppée par
le pl_an qui joint lrois points correspondants sur trois droites, I, 131;
II, 04q.

Lieu des intersections de trois plans correspondants, IIT, 134.

Imaginaire. — Cercle 4 Vinfini, son équation, I, 269, 290, 329.
Génératrices imaginaires d’une quadrique, I, 171; ITI, 23.

Indicatrice, II, 6.
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Inextensibles (Surfaces), II, 165.

Inflexion linéaire sur les courbes, II, 8o.
Sur les quartiques, II, 111.

Inflexionnelles. — Tangentes inflexionnelles des surfaces, II, 5.

Combien il en passe par un point, IT, 17.

Combien de tangentes 4 une courbe situde sur une surface sont inflexion-
nelles, III, r22.

Intersection de deux surfaces, ses singularités, II, gg.
De trois surfaces, & combien de points équivaut une courbe commune,
II, 1r17.

Invariants el covariants des quadriques, I, 252, etc.
D’un céne et d’une quadrique, I, 266,

Des sections des quadriques, I, 294.

D’un systéme de trois quadriques, I, 303.

De cercles sur une spliére, I, 330.

D’une cubique, III, 66.

Inverses (Surfaces), III, 36.

Inversion appliquée a la recherche des propriétés focales, III, 38; a
I’étude des cyclides, III, 1oo.

Involution des plans tangents et normaux a une surface réglée, I1, 256.

De six droites, II, 251; III, 86.

Ivory. — Théoréme sur la distance entre les points correspondants des
surfaces homofocales, I, 23g.

Jacobi. — Lignes focales des cénes circonscrits aux quadriques, I, 222.

Méthode de génération des quadriques, I, 24o.

Intégration de I’équation des géodésiques sur un ellipsoide, II, 170, 171,
185.

Jacobien de quatre quadriques, I, 298.
Courbe Jacobienne, I, 310.
Jacobien de quatre surfaces, III, 120,

Jellet. — Sur les surfaces icextensibles, IT, 165.

Joachimsthal. — Méthode pour trouver Vintersection d’une droite avec
une surface, I, 8¥; II, 13; III, go.

Sur le tétraédre, I, 178.

Sur les normales A I'ellipsoide, I, 24o.

Théoréme sur les lignes de courbure planes, II, 58.

Sur les courbes du troisiéme ordre, II, g2.
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Sur les géodésiques d’un ellipsoide, II, r70.

Klein. — Ouvrage de Pliicker sur les droites, II, 246.
Relation entre l'ordre et la classe d’une congruence, III, 28.
Sur la transformation et la correspondance, III, 132.

Korndorfer. — Sur les quartiques & droites nodales, III, 48,
Sur la représentation des courbes, III, 132.

Kummer. — Sur les lignes doubles des surfaces des centres, 11, 53.
Sur la quartique de Steiner, III, 5r1.

Sur les quartiques, III, 114.

Sur les quartiques a conique double, III, 78, g6.

Sur les congruences, II, 246.

Lacroix. — Contributions 4 la théorie des courbes a double courbure,
II, 146.
Sur les lignes de striction, II, 258.

Lamé. — Coordonnées curvilignes, II, 155, 281.

Lancret (Théoréme de), TI, 59.
Sur les courbes & double courbure, II, 146.

Legendre. — Sur l'aire de I'ellipsoide, II, 184.
Lévy. Sur les surfaces orthogonales, II, 281.

Ligne droite, ses six coordonnées, I, 48, 86, 28x; II, 66; III, 86
Sur une cubique, I, 42; III, 58.

Située sur une surface, elie est tangente au Hessien, II, 25.

Sur une quartique a lignes nodales, III, g5, 97.

Lieu de lintersection de trois droites rectangulaires tangentes & une
quadrique, I, 147, 234, 286.

De trois plans tangents rectangulaires, I, 112, 286.

De trois plans tangents chacun & I'une des trois surfaces homofocales,
I, 227. !

Des points d’'une quadrique dont les normales rencontrent une normale
fixe, I, 148, 243.

Méme lieu pour une surface quelconque, II, 43.

Des centres des quadriques satisfaisant & huit conditions, I, 166; II, 126.

Du pole d'un plan par rapport a une série de quadriques homofocales,
I, 214.

Des sommets des cones droits circonscrits & une quadrique, I, 230.

De I'intersection des genératrices rectangulaires d’'un hyperboloide, I, 234.

Des points de contact des plans paralléles tangents & des surfaces homo-
focales, I, 242.

Des centres des sphéres circonscrites & un tétraédre autopolaire, I, 256.
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Des foyers des sections centrales d’'une quadrique, I, 296.

Des foyers des sections paralléles a une droite donnée, I, 297.

Des sommets des cones passant par six points, I, 299.

De ’intersection des tangentes rectangulaires a une sphéro-conique, I, 327.

Des points de contact des plans doublement tangents 3 une surface,
I, 167.

Des courbes de contact de cones, issus de points des axes et circonscrits
4 un systéme d’ellipsoides homofocaux, II, 2g5.

De trois plans qui se correspondent homographiquement, III, 134.

Liouville. — Calcul du rayon de courbure géodésique, II, 16g.
Equalion des géodésiques d’un ellipsoide, II, 1797.
Sur les coordonnées elliptiques, II, 182.

Lloyd. — Sur la réfraction conique, III, 7.

Mac Cay. — Démonstration d’un théoréme de Chasles, 1, 176.
Sur les foyers des sections des quadriques, I, 297.

Mac Cullagh. — Sur les foyers et les surfaces homofocales, I, 185
Propriété modulaire des foyers, I, 197.

Sur les cordes bifocales, -I, 22q.

Sur les surfaces aspidales et la surface de ’onde, III, 5, etc.

Marcks. — Sur 'ordre de la surface des centres, III, 28.

Meunier (Théoréme de), I, 246; II, 31, 46, 169.
Son emploi pour établir la propriété fondamentale des géodésiques, II, 55.

Mobius. — Sur les intersections de cones et de sphéres, I, 314.
Sur les cubiques gauches, II, 88.

Modulaire. — Propriété des foyers, I, 197.

Monge. — Sur les lignes de courbure, II, 45, 54.
Sur les géodésiques, II, 54.

Sur le tétraédre, I, 178.

Sur les enveloppes, II, 75, 76.

Sur les droites polaires des courbes, II, 130.

Sur les développées, II, 14o.

Sur les courbes a double courbure, II, 146.

Sur les familles de surfaces, II, 238, 243, 245.

Monoide. — Délfinition, II, 65.

Moutard. — Sur les surfaces anallagmatiques, III, 8.
Condition pour que des surfaces soient tangentes, III, 121, 123.

Niveau (Lignes de), IT, 19.
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Normale a une surface; ses équations, II, 15.

Plan normal & une courbe, II, 121.

Les normales & des homofocales et qui passeat par une droite donnée
engendrent un paraboloide, I, 224.

Normales a une surface réglée le long d’'une génératrice, II, 256.

Normales consécutives qui se rencontrent, II, 42.

Extension de la notion de normale, ITI, 17.

Clebsch, sur les normales aux quadriques, III, t7.

Combien on peut d’un point en mener & une surface, III, 26.

Normopolaire (Surface), ITI, 3r.
Nother. — Sur le genre des surfaces, ITI, 132, 138.
Ombilicaux (Foyers), I, 192.

Ombilics des quadriques; définition, I, 123.

Leurs coordonnées, I, 208.

Sont situés trois par trois sur des droites, I, 171.

Section d’une quadrique enveloppante par le plan tangent a 'enveloppée,
I, r72.

Condition pour les ombilics, II, 37, Go.

Leur nombre en général, II, fo.

Trois lignes de courbures passent par les ombilics, II, 44.

Onde. — Surface de 'onde, III, &.
Généralisation, III, 117.

Ordre de la condition pour que trois surfaces puissent avoir une ligne
commune, II, 270.

Orthogonal hyperboloide, I, 147, 268.

Surfaces orthogonales; théoréme de Dupin, II, 4g, 274, etc.
Sur les systémes de surfaces orthogonales, II, 279.

Leur équation-différentielle, d’aprés Cayley, II, 283.

Les quadriques homofocales sont orthogonales, I, 209.

Les cyclides homofocales sont orthogonales, III, 106.

Osculaires. — Droites osculaires d’une surface, III, 49.

Osculateur (Plan), I, 153; II, 70, 121.
Sphére osculatrice d’une courbe, II, 129, 144.
Cone droit osculateur d’une courbe, II, 135.

Osculation de deux surfaces, condition pour, II, 127.

Painvin. — Sur les foyers des sections d’une quadrique, I, 297.

Parabolique (Point); définition, II, 7.
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Les plans tangents aux points paraboliques comptent double, II, 10.
Les quadriques polaires des points paraboliques sont des cones, II, 22.

Paraboloide, réduction de son équation, I, 103.

Paralléle a une quadrique, I, 257; III, 33.
Ses sections par les plans principaux, III, 22.
Paralléle 4 une surface en général, I1I, 31.
Paralléle & une courbe, III, 34.

Pascal (Théoréme de), I, 180.
Plan de Pascal, I, 182.

Perpendicularité (Généralisation de Ia), I, 291, III, 17.
Condition de perpendicularité pour deux cercles sur une sphére, I, 318.

Pincement (Points de), III, 88, 187.

Pli'cker. — Relations entre les singularités des courbes, I, 77.
Courbes sur un hyperboloide, II, 165; III, 133.

Complexes, I, g2, 246, etc.

Sur la surface de ’onde, III, 7.

Sur une surface complexe, II, 252; III, g5.

Podaires (Surfaces), III, 34.

Polaire de points sur une surface, II, 14.

D’une droite par rapport & une quadrique, I, 71, 86.
Développable polaire d’une courbe, II, 130, 13g.
Courbe polaire d'une droite, III, 126.

Poéle d’un plan par rapport 4 une quadrique, I, 8§.
Principaux plans d'une quadrique; leur équation, I, 8o.

Pro-Hessiens, II, 235.

Projections des lignes de courbure sur les plans des sections circu-
laires, I, 238. .

Puiseux. — Sar les courbes & double courbure, II, 136.

Purser. — Enveloppe d’une face d’un tétraédre, I, 264.
Sur les normales aux quadriques qui se coupent, I, 244.
Sur les bitangentes & la surface des centres, III, 31.

Quadriplanaires (Coordonnées), I, 33, 290.
Condition pour que I'équation générale en coordonnées quadriplanaires
représente une sphére, I, 29/.

Quadriques, I, 66.
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Ayant un double contact, I, 16g; II, 108.
Tangentes & quatre plans ou passant par-quatre points, I, 264.

Quartiques (Courbes); deux familles, II, 104.
Surfaces, III, 78, etc.
Quartiques nodales, III, 117.

Quintiques ( Courbes), leurs espéces, II, 112.
Rang d’un systéme, II, 77.

Rayons de courbure principaux; leurs longueurs, II, 32, 57.
D'une section normale, II, 33, 6o.

D'une courbe a double courbure, II, 129, 131.

Réciproques (Surfaces), I, 102.

Cones; leurs sections, I, 155.

De points doubles sur les surfaces, II, 12.
D’une surface; son degré, II, 20.

Des surfaces réglées et développables; elles sont du méme degré, I, 155;
1I, 8o; III, 182.

D’une surface aspidale, III, 6.

Des surfaces cubiques, III, 43.

D'une surface cubique & droite double, III, 44.
Théorie générale des réciproques, III, 168.
Effet des droites doubles et multiples, III, 158.

Rectifiante développable des courbes, II, 136.
Rectilignes génératrices d’une quadrique, I, 124.
Reech. — Sur les surfaces fermées, II, 197.

Réglées (Surfaces), I, 129; II, 255, etc.; III, 182.

Leur équation différentielle, II, 223; II1I, 14o.

Leurs réciproques sont de méme degré, I, 155; II, 263.

Engendrées par une droite qui rencontre trois courbes directrices, I, 263.

Engendrées par une droite qui rencontre trois fois une méme courbe,
11, 267,

Génératrices doubles, II, 26g.

Surface réglée cubique, III, 44.

Surface réglée quartique, III, 78, go.

Révolution. — Condition pour qu'une quadrique soit une surface de
révolution, I, 14o.

Méme probléme traité géométriquement, I, 17r.

Réciproque d’une quadrique de révolution, I, 200.

Surface engendrée par la révolution d’une droite, I, 145.

Equation différentielle d’'une famille de surfaces de révolution, II, 20g.
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Roberts (M.). — Théorémes sur les géodésiques de 'ellipsoide, II, 163,
175, 190.

Equation différentielle de I'aréte cuspidale d’'une développable enveloppe,
11, 243.

Roberts (S.). — Sur les surfaces paralléles, III, 32.

Roberts (W.). — Sur les géodésiques d’un ellipsoide, II, 196.

Sur les surfaces orthogonales, II, 294.

Equation de la surface de I'onde en coordonnées elliptiques, III, 10.
Sur les surfaces podaires, IlI, 35.

Sur les podaires négatives, III, 41.

Roberts (W.-R.). — Sur la courbe d’intersection de deux quadriques,
I, 281.

Routh. — Sur les courbures & double courbure, II, 138.

Saint-Venant. — Sur les courbes, II, 121, 145.

Schlafli. — Sur la réduction du degré de la réciproque par les points
doubles, III, 5o0.

Sur les droites des surfaces cubiques, III, 62.
Analyse des diverses espéces de cubiques, III, 6.

Schroter. — Sur les hyperboloides orthogonaux et équilatéres, I, 151, 177.
Sur les courbes du troisiéme ordre, II, 8g.
Sur la quartique de Steiner, III, 51.

Schubert. — Sur les tangentes inflexionnelles quartiponctuelles, ITI, 156.
Sur le contact quirtiponctuel, IIT, 161.

Schwartz. — Sur les développables, II, 113, 115.
Scrollaire (Droite), III, 4q.
Serret. — Sur les surfaces orthogonales, II, 281, 292.

Sphére circonscrite & un tétraédre; son rayon, I, 54.

Son équation, I, 292.

Inscrite dans un tétraédre, I, 292, 32g.

Coupant quatre sphéres a angle droit, I, 3oo.

Sphéres principales; elles ont un contact stationnaire, 1I, §a.

Sphérique. — Ligne de courbure sphérique, II, 39.
Sphéro-coniques, I, 313.
Sphéro-quartique, III, ro8.

Spinodal. — Torse et courbe, III, 188.
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Stationnaire, contact, I, 260.

Il implique le contact en deux points consécutifs, II, 41.

Les sphéres principales ont un contact stationnaire, I, 260; II, 33.
Points stationnaires sur les courbes gauches, II, 76.

Condition de contact stationnaire pour deux surfaces, II, 127.
Plans tangents stationnaires a une surface, II, rr1.

Combien il en passe par un point, II, 24.

V. Staudt. — Sinus d’un angle solide, I, 54.

Steiner. — Sur les perpendiculaires dans un tétraédre, I, 178.

Quartique coupée par tout plan tangent suivant deux coniques, III, 51,
85, 137.

Sur les surfaces cubiques, III, 52, 57, 58.

Steineriens, III, 53.
Striction (Lignes de), II, 257,

Sturm. — Sur les cubiques, III, 52,
Sur les droites multiples, III, g2.

Surfaces des centres d’une quadrique, T, 249; III, 17.
Sa réciproque, I, 200

Formation de son équation, I, 261.

Sections par les plans principaux, I, 2505 III, 2.

Les lignes nodales et cuspidales, III, 23, etc.
Généralisation du probléme par Clebsch, III, 17.
Surfaces des centres en général, III, 26.

Ses caractéristiques, III, 26.

Surfaces des centres d’une développalle, II, 137.

Sylvester. — Forme canonique d'une cubique, III, 52, 55.
Sur les cartésiennes gauches, IL, 111, 112,
Sur l'involution de six droiltes, II, 251.

Symmétroide, III, 114.
Synnormale, III, 31.

Systémes de quadriques passant par une méme courbe, I, 163; inscriles
dans une méme développable, I, 164; de surfaces dont les équations ren-
ferment une indéterminée, III, 125.

Tact-invariant de deux quadriques, I, 256.
Tact-invariant de trois ‘quadriques, I, 308. o
Tact-invariant de deux surfaces quelconques, IIT, 122.
Tact-invariant de trois surfaces, III, 120.

Tait. — Sur Ics courbes, II, 6g.
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Tangent. — Cone langent & une quadrique, I, 83, 217.
Cone tangent 4 une surface; ses singularités, II, 17, 1g.

Tangente 4 une courbe, II, 67.

Tangentielle. — Equation tangenticlle d'une quadrique, I, 85, 16r.
Equation du cercle imaginaire 4 linfini, I, 26g, 2go.

Equation d’une courbe dans I'espace, I, 26g.

Equation d’une sphére, I, 2g2.

Equation de la surface des centres d’une quadrique, I, 250.

Tétraédre. — Intersection des droites qui joignent les milieux de ses
cotés, I, 8.

Volume du tétraédre formé par (uatre points ou quatre plans, I, 3¢, 32.

En fonction des. arétes, 1, 51.

En coordonnées quadriplanaires, I. 57.

Sphére circonscrite, I, 54.

Relation entre les perpendiculaires, I, 178.

Autopolaire par rapport & une quadrique, I, 173, 235.

Relation entre les droites qui joignent les sommets de deux tétraédres
conjugués, I, 174.

Tétraédroide, III, 117.

Thomson. — Démonstration du théoréme de Dupin, II, 5o.
Sur les courbes, If, 6g.

Tinseau. — Sur les courbes A double courbure, II, 146.
Toeplitz. Combinant de trois quadriques, I, 305, 312.
Tore, III, 113,

Torsales droites, sur une surface, III, 49.

Torse, ou développable, I, ra2g.

Torsion (Angle de), IT, 134.

Tortolini. — Sur les surfaces podaires, III, 35.

Townsend. — Quadrique passant par neuf points, I, 168.
Sur les foyers d’une quadrique, I, 19g.
Méthode de Jacobi pour engendrer les quadriques, I, 24o.

Triples. — Tangentes triples 4 une surface, ITI, 153.

Plans tangents triples : singularité ordinaire des surfaces, II, 4.
Plans tangents triples pour la cubique, ITI, 6o.

Leur nombre en général, III, 174.

Tubulaires. — Surfaces canaux, IT, 227, 236.




.b
220 TABLE ANALYTIQUE DES TROIS PARTIES.

Unicursale ( Courbe), II, 65.
Surface, III, 133.

Unodal (Point), II, 4g.

Valentiner. — Sur la quartique géuérale, I, o8.

Voss. — Sur les ombilics, 1I, 41.
‘Wallis. — Cono-cuneus, II, 209.

Weierstrass. — Intégration de I’équation des géodésiques, II, 185,

Sur la quartique de Steincr, III, 51.

Williamson. — Recherches de Gauss sur les lignes de courbure, II,
153, 15q.

Zeuthen. — Sur les droites multiples, III, g3.

Sur les systémes de surfaces, III, 132.
Sur les singularilés des surfaces, III, 1g8.

FIN DE LA TABLE ANALYTIQUE.

17020 Paris. — Imprimerie GAUTIIIER-YILLARS ET FILS, quai dos Grands-Augustins, 55.
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