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au produit de Ry parle coefficient de frottement.C’est un point
de la théorie de la poussée des terres sur lequel il a déja é1é
beaucoup discuté et qui ne sera jamais élucidé définitivement
que par des essais.

Sila surface du mur qui se trouve en contact avec la terre
était absolument polie, de sorte que l'on fat certain qu’il
n'esiste aucune force de frottement entre le mur et la masse,
on pourrait employer sans hésitation les formules de I'article
précédent ; il serait en effetindifférent quela partie dela masse
de terre considérée fit soutenue par le reste ou par un mur.
Ces condilions n’étant pas remplies, il y a lieu d’étre prudent
dans les applications des formules précédentes au cas actuel.

Nous pouvons aussi supposer lamasse de terre (nous admet-
tons toujours implicitement que celle-ci est limitée par un plan
horizontal) soutenue par un mur dont la face postérieure est
dirigée suivant une surface de glissement du terrain.ll suffit

T o -
pourcela quecette face forme un anglede - avec I’horizon-
& =

tale, ¢’est-a-dire par exemple un angle de 60°30, si ¢ — 35°.
Un cas semblable ne se présente pour ainsi dire jamais dans la
pratique, toutefois s’il était réalisé, on pourrait dire avec plus
de justesse que dans le cas précédent, que le mur remplace
I'effet de la terre enlevée. Car, en effet, dans les petites défor-
mations que subirait le mur, la surface de séparation entre
celui-ci etla masse de terre jouerait le méme réle qu'une sur-
face de glissement.Nous pourrions donc admettre commegran-
deur de la poussée du terrain la valeur de I'action moléculaire
que nous avons calculée pour une surface de glissement. Cette
action moléculaire est dirigée dans le sens de I'autre surface
de glissement, car I'angle que forment deux surfaces de glisse-

T ™
ment est égal & ;—o ou 4 ¢, comme le montre la formul®

(400).Lescomposante R’ etS’ de cetteaction moléculaire peuvent
étre déterminées & I'aide de (394), eny exprimant R, en fonc-
tion de R. & l'aide de (398) et en faisant ¢ = ¢'. Pour ¢/, on
prendrait la valeur donnée par (400).

L







440 CHAPITRE X1

Il est enfin encore un autre cas auquel on peut appliquer
immédiatement les formules trouvées pour I'état élastique &
I'intérieur d’'une masse de terre illimitée, ¢’est celui danslequel
le terrain considéré est limité, a la partie supérieure, par
un plan incliné de ¢ sur 'horizontale. On connait alors immé-
diatement I'une des surfaces de glissement pour chaque point
de la masse : elle est paralltle a ce plan. L’autre, qui forme

— = . .
avec la premiere un angle 3 P est par conséquent verti-

cale. Les directions des actions moléculaires principales sont
aussi connues, elles coincident avec les bissectrices de I’angle
formé par les surfaces de glissement.

Si 'on suppose que la masse de terre considérée s'appuie
contre un mur de soutdnement vertical, rien n’est changé a
I'état élastique de la masse illimitée, puisque la surface de
séparation est une surface de glissement. En raison de la
syméirie de 1'élat é€lastique, les actions moléculaires sont
égales sur les deux surfaces de glissement. D’autre part, nous
pouvons facilement calculer la valeur des actions moléculaires
sur celle de ces surfaces qui est parallele au plan limitant le
corps : elle est égale au poids de la terre située au-dessus de
la surface considérée. Pour un élément dF, située & la pro-
fondeur £ {duns le sens de la verticale) ce poids est égal a

v 2dF cos ¢ ;

la pression sur I'unité de surface de la face interne du mur,

a une distance verticale £ du plan supérieur, est par suite :
YZCoso;

elle est dirigée parallctlement & la pente naturelle et forme en

conséquence 'angle © avecl’horizontale.
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NOTE 1

Méthode graphique de Mohr pour la détermination
du moment d'inertie d’une surface plane.

Nous supposerons d’abord que 'axe XX’ par rapport auquel
le moment d’inertie doit étre formé, passe par le centre de
gravité de la surface; s’iln’en étail pas ainsi, on trouverait faci-
lement, & I'aide dela relation (54), page 85, le moment d’iner-
tie relatif & un axe parallele 4 XX’. Décomposons la surface
considérée en un certain nombre de bandes par des droites
paralltles 4 XX', en ayant soinde mener ces dernieresa des dis-
tances assez rapprochées pour que les aires qu’elles délimi-
tent puissent étre assimilées a des rectangles, des trapezes ou
des triangles. Soient 2 le nombre des bandes ainsi formées, /i,

, fi leurs aires, s,, $s, $,,... s; leurs centres de gravité ;
@y, Gy, ..., a; la distance de ces derniers a 'axe XX': X' (dans
fa figure ¢ ="T).Le moment d’'inertie de la surface considérée F
est égal & la somme des moments des aires partielles ;or le
moment d’inertie de 'une quelconque de celles-ci, /3, est :

[ 4+ fr @, (@)
ol I, désigne le moment d'inertie de fj, par rapport & un axe
parallele & XX’ passant par sz, Nous avons donc:

kh—i k

=t
I = Ik+ E_Jifk a’k. (ﬁ)

k=1 k

Si les surfaces f ont été choisies suffisamment petites, les
moments Iy sont des quantités tres petites comparativement

wn
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aux produits /x @’s, de sorle que nous pouvons poser avec une
approximation tout 4 fait suffisante pour les applications:

k=t

= I [x @ )

=1

Supposons maintenant que I’on applique au centre de gra-
vité de chacune des aires partielles considérées une force
égale a I'aire correspondante et paralliele a I'axe XX', et con-
struisons le polygone funiculaire de ces forces, en ayant soin
de prendre la distance polaire H égale a“—;—k =get de placer le
péle C symétriquement par rapport aux extrémités AB dela
ligne des forces. La résullante des forces passe,comme on sait,
par le poinl d'inlersection C’ des cOlés extrémes du polygone
funiculaire ; de plus, dans le cas présent ou les forces sont
égales en grandeur aux aires des surfaces /, cette résultante
passe par le centre de gravité S de la surface : elle coincide
par conséquent avec I'axe XX'. Si donc S et par suile la posi-
tion de XX’ n'étaient pas déterminés préalablement, nous
pourrions l'obtenir par cette consltruction.
s B

-

A

",

/

Considérons mainlenant l'aire comprise entre les cotés
extrémes du polygone funiculaire et la ligne brisée A'B’, et
décomposons-iaen Lriangles. en prolongeant le« c6lés du poly
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gone jusqu’a I'axe XX, Soit par exemple , la base du triang:.
formé par les colés 0" et 1" ; ce triangle est semblable au trian-
gle A, 1, C, du polygone des forces ; nous pouvons par suile
écrire la proportion suivanteentre leurshauteurs et leurs bases:

4“9

H /)

ou, en tenant compte de la valeur choisie pour H :

En considérant les triangles formés par les autres cotés du
polygone et en procédant de méme, nous pouvons établir la
série suivante de relations :

F
a,f; =?/1é-

. F
Aafs == Ya o

L
r?;f,;z Jig"

Multiplions chacune de ces égalités par la valeur de a corres-
pondante, il vient :

. Tl
[y = e F,

Asls
=% F,

En additionnant membre & membre, nous trouvons

k=i k=l
y @r¥i
) azkfk=F > P
k=1 A=t =
Le membre de gauche est le moment d'inerlie cherché
(formule y) ; d’autre part, on reconnait que la somme qui

figure dans le membre de droite n'est autre chose que laire

[T TP TR T T ||||||‘||‘|||||| |||||||||||‘||| T[T
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de la surface A'B'C’; en effet, chacun des termes de cette
somme estI'aired’un des triangles composant lasurface A'B'C’.
Soit F’ cette aire, nous pouvons écrire :

1= FF. o)

Ainsi, le moment d’inertie de la surface donnée est égal au
produit de Paire de celle-ci par l'aire de la surface déterminée
par le polygone funiculaire construit selon la régle que nous
venong d’exposer.

Il est facile de nous rendre compte maintenant de la gran-
deur de I'erreur commise en négligeant lestermes I, dans la for-
mule (8). Si nous supposons la surface F décomposée en bandes
infiniment petites, les termes I. tendent vers zéro ; d'autre
part, le nombre des cotés du polygone funiculaire croit indé-
finiment, de sorte que ce dernier tend vers la courbe enveloppe
du polygone que nous avons tracé. L’erreur commise est donc
égale au produit de la surface F par laire comprise entre le
polygone et la courbe qui I'enveloppe.

Le momentd’inertie de la surface F par rapport & un axe ZZ'
parallele 3 XX et situé & une distance d est (formule 54%) :

I' =1+ Fd*,
ou, en tenant compte de (3),
I' =F F + d*.
Or, dans le triangle C'DD’, 'angle en C’ est droit parsuite de
la valeur choisie pour H ; donc DD’ = 2d et par suite :
aire C'DD' = &*.

Si nous désignons par F” I'aire de ce triangle, nous pou-
vons écrire :

I'=F (F + F). ()

[T TP TR T T ||||||‘||‘|||I|||‘|||I |||||||||||‘|| ‘II|
cm 1 2 3 4 5 6 7unesp® ¢ 10 11 12 13 14 15







NOTE 11

NOTE II

Construction graphique de la ligne élastique des prismes
travaillant a la flexion.

1. Théoréme de Mohr. — Considérons I'état d’équilibre
d'un fil flexible, mais incxtensible, soumis a Paction de forces

conlinues et paralleles entre elles (nous les admettrons verti-
cales). Si nous supposons le fil solidifié et transformé en un
solide de forme invariable, rien n’est changé, puisque le fil

setrouve en équilibre ; par contre, nous pouvons appliquer
toutes les lois de la Mécanique. Sous l'influence des forces
exlérieures, il se développe en chaque point a I'intérieur du fil
une cerlaine fension ; si nous coupons le fil en un point, il
faut, pour ne rien changer, appliquer en ce point une force
extérieure égale 4 la tension da fil. Considérons la partie AB
du fil comprise entre son point le plus bas et un point quelcon-
que B (fig. 1), page 446, soit H la tension agissant en A, et §
celle qui regne en B. Ces deux forces font équilibre aux char-
ges quivagissent sur le {il; si nous désignons par T la résul-
tante de ces dernieres, par V la composante verticale de S et
par Rsa composante horizontale, nous avons les relations :

V==
H=R.

Nous pouvons donc énoncer les deux propositions suivan-
tes :

1° La composante horizontale de la tension régnant en un
point quelconque du fil est égale a latensionagissant au point
le plus bas.

2° La composante verticale de la tension en un point quel-
conque est égale & la.résultante des forces extérieures agissant
sur le fil entre le point le plus bas etle point considéré.

[l ‘I ({1
7 unesp 9 10 11 12
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Soit al’angle compris entreS
et I’horizontale :

Si nous rapportonsla courbe
a unsysteme d’axes z o y, dont
I’axe des z soit horizontal, nous

pouvons écrire:

dy \'§
dz  H’
7—4X  Soil p Pintensité de la force
continue rapportée i I'unité de
longueur d’arc ;la force qui agit
sur 'élément ds du fil est pds. Au lieu de rapporter la force p
a I'élément d’arc, nous pouvons la rapporter a la projection dz
de ds sur I’axe des z, il suffit de poser :

pds=p'dz;

il est évident que si p est une fonction continue, p'le sera
aussi. Sinous portons en chaque point les valeurs de p’ en or-
données sur les valeurs dez correspondantes, nous obtenons
une certaine courbe @b, que nous désignerons dans. la suite
sous le nom de courbe de charge du fil.

Nous avons évidemment :

T — f: pdz ;

on voit donc que T est égal a 'aire aa’ 64",
(o) peut s’écrire :

’

b
jnpﬂm
dy Ja

dx H
d’ol, en différenciant :

"1

L)
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Nous avons trouvé précédemment pour I'équation différen-
tielle de laligne élastique d’un prisme droit, ’expression :

d*y M.
der IE’
on voit que, si nous faisons, dans 8, p’= M et H=IE, les
deux équations sont identiques (1). Nous pouvons donc énon-
cer le théoréme suivant :
La ligne élastique d'un prisme droit peut étre envisagée
comme ['état d'équilibre d'un fil dont la charge serait encha-
que point égale au moment fléchissant agissant sur le prisme et

dont la longueur serait telle que la tension atteindrait aupoint
le plus basla valeur IE.

Nous avons déja remarqué & I'art. 52 que 'on pouvait con-
struire une courbe des moments en portant les valeurs de M
en ordonnées sur les valeurs de z correspondantes. Nous pou-
vons par suite modifier la premiere partie de I'énoncé ci-des-
sus et dire aussi que la ligne élastique esl 1'état d’équilibre
d’un fil dont la courbe de charge coincide avec la courbe des
moments du prisme.

Le théoréme que nous venons d’établira été énoncé d’abord
par Mohr ;il permet de calculer facilement les inflexions subies
par un prisme soumis & des forces données, sans passer par
Vintégration de I'équation différentielle de la ligne élastique.

1. Applications du théoréme de Mohr. — 1*" exemple.
Considérons un prisme de longueur /, sollicité en son milien par
une force unique P (fig.2). La surface des moments est ici
un triangle isocele, dont la plus grande ordonnée est égale a

%f, comme on le vérifie facilement en calculant la valeur du

(1) En réalité, nous avons trouvé :
dy _ M,

de* 1B’ !
le signe —, étant di simplement aux bypothéses faites sur la direction de
I’axe des y, est sans importance.

||‘|| I
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plus grand moment de flexion.Nous allons calculerla fleche /

du prisme en son milieu. A cet effet. nous envisageons la
ligne élastique comme un fil. La branche A” C” est en équi-
libre sous I'action des tensions régnanten A” et ¢’ el de la
résultante V des forces agissant sur le fil. En vertu des théo-
rémes que nous venons de démontrer, la composante horizon-
tale de S est égale 4 la tension IE régnant en C”; de plus, sa
composante verticale est égale a V. Enfin, cette derniére force
est égale al'aire du triangle A’ C' D’, donc:
RitS,
=&’
elle agit au cenire de gravité du triangle A" B’ ', soit & une

L ; " s , 7 P
distance o de C”. Le systeme de forces étant en équilibre,

la somme des moments, pris par rapport & un point quelcon-
que, est nulle. Si nous prenons D” comme pdle, nous aurons
donc :

l !
V~2-~V E—IEf:O,

d’ou, en tenant compte de la valeurde V :
. Pp
/T BIE

comme nous avons trouvé précédemment (art. 52) (1).Il serait

(L) I n’est peut étre pas superflu de remarquer que les forces que nous
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facile ‘de calculer Tinflexion y en un point quelconque F”, il
sulfirait d'envisagerle segment F” C" et d’établir pour ce der-
nier les conditions d’équilibre. Le calcul devient toutefois un
peulong.

2" exemple. — Supposons le prisme encastré aux deux extré-
mités et soumis a I'action d’une force continue d'intensité ¢
par unité de longueur, et proposons-nous de calculer comme
plus haut I'inflexion £ qu’éprouve le prisme en son milieu.

Il nous {aut d’ahord déterminer la grandeur du moment M,
qui regne dans les sections d’encastrement. Si le prisme repo-
sait librement, le moment de flexion dans une section quelcon-
que d’abscisse z serait :

et par suite la surface des moments serait limitée par une para-
bole A’ C'B'. En réalité, le moment M qui agit dans celte section

est ¢gala

M"—Moo

Dans la figure, I'intiuence de l'encastrement se traduit donc
par un déplacement en A” B” de la ligne A’ B" & partir de la
quelle sont mesurées les ordonnées.

E
)

A_g!llllllisujlilllilll

supposons agir sur le fil ne sont pas celles qui sollicitent le prisme. Ce sont
au contraire les moments fléchissants qui produisent ces derniéres que nous
cousidérons et que nous traitons comme des forces.

- 29
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Les tangentes & la ligne élastique sont horizontales aux
extrémités:; de plus, la ligne élastique est symétrique; si
donc nQus:formons l'intégrale

~f
{ da,
o
dans laquelle da désigne 'angle de contingence, c'est-a-dire
I'angle compris entre deux tangentes infiniment voisines, il
est.cerlain que cette intégrale sera nulle. Nous avons les re-
lations :

1 1E |
b ; et - P—3 (formule 78),

donc :

Ug. == ———-

1E
Si nous remplagons de plus ds par dz, ce qui est permis,
élant donné la faible courbure ‘de la ligne élastique, et si nous
substituons dans l'intégrale ci-dessus, nous obtenons la rela-
tion :
! Mda
o I

I et:E sont des constantes par:hypothese ; il reste donc :

L.
[ Mdz = o.

Or, l'intégrale n’est pas autre chose que 'aire de la surface
des moments. Pour que cetle derniére soit nulle, comme
'exige la relation- ci-dessus, il faut qu’elle se compose de par-
ties additives et de parties soustractives qui se compensent.
Cefte condition va nous permettre de déterminer Mo. D’aprés
ce qui précede, nous devons avoir, fig. 3:

AANE=CDE;
ajoutons de chaque coté I'aire A'ED'D", il vient :
rectangle A’ A"D”D’ = segment parabolique A'C’'D’,
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La surface des moments est ainsi completement détermi-
née. Pour calculer /, nous procédons exactement comme dans
Pexemple précédent; nous égalons & zéro la somme ‘des mo-
ments des différentes forces qui agissent sur la portion ac du
fil, et nous tirons de cette relation la valeur de £. Pour éviter
la peine de calculer les coordonnées du centre de gravité de
la partie A’ A”E de la surface des moments, il suffit de consi-
dérer cette derniere, ainsi que nous venons de le faire, comme
composée d’une partie additive A'C'D’et d’une partie soustrac-
tive A'’A"D"D’". Les' forces et leurs distances au point D', pris
pour pble, sont indiquées dans la figure 3 ; on a la relation :

gl 3L Mol ¢
% 167 2 4

glt | ql*
198 96

¢
=

Il est clair que, lorsque la ligne élastique présente une dou-
ble courbure comme dans le cas actuel, on ne peut plus logi-
quement I'assimiler & un fil, car, en certains points, la ten-
sion devrait étre négative. On peut alors supposer le fil
remplacé par un chapelet despheres solides infiniment petites:
chaque sphere subit des pressions de la précédente et de la
suivante et ’équilibre subsiste.

Nous renongons a donner ici d’autres exemples, la marche
A suivre étant toujours la méme.

8. Construction graphique de la ligne élastique. —
On démontre en mécanique que la courbe d’équilibre d’un fil
flexible, sollicité par un systeme de forces continues, est une
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des courbes funiculaires de ce systeme. La ligne élastique
doit donc élre aussi une courbe funiculaire du systeme de
forces représenté par la surface des moments du prisme con-
sidéré. Un systeme de forces possede une infinité de courbes
funiculaires ; il nous faut par suite rechercher quelles sont
les conditions a remplir pour obtenir la ligne élastique du
prisme. Il faut d’abord que celle courbe passe par les points
d’appui du prisme; si celui-ci est encastré, il faut que les
tangentes & la courbe funiculaire aient, aux poinls d’encastre-
ment, la direction convenable (elles devront étre horizonlales
si le prisme esl encasiré horizontalement). Ces conditions
sonl nécessaires, mais non pas suffisantes : en effet, soil o
(fig. &) le pole du polygone des forces qui correspond & une
courbe funiculaire salisfaisant par hypothése aux conditions

précédentes, ou voit immédiatement qu’en déplacant o le long

de la parallele oc a la ligne de fermeture, on obtient une infi-
nité d'aatres courbes funiculaires remplissant les conditions
exigées. Celte remarque nous montre qu’il est nécessaire,
pour obtenir la ligne élastique, d’employer dans la construe-
tion du polygone des forces une distance polaire bien déter-
minée, qu'ils’agil de calculer. Considérons a cet effet 'arc A'C’
de la courbe funiculaire, C’étant le point de conlact de latan-
genle parallele a la ligne de fermeture A'B’.

||||||‘||‘|||||||||||||||||‘||| T
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Si nous envisageons cet arc comme la courbe d'équilibre
d'un fil, nous voyons qu'il devrail y avoir équilibre entre la
tension S agissant en A’, la tension §' régnant en C' el la résul-
tante T des forces extérieures qui sollicitent I'arc considéré.
Il faut donc que ces trois forces forment un triangle fermé.

On reconnail immédialement que ce Lriangle est le méme que

le triangle aco du polygone des forces; en effet, ac, oa, oc
sont respectivement paralleles & T, Set S, et de plus ac=T.
Donc ao et oc sont respectivement égaux a S et S'. Nous
avons trouvé que la projcction horizonlale des tensions dans
le fil est constante el égale a la tension agissant au point le
plus bas, par conséquent la distance polaire du polygone des
forces doit étre égale a celle derniere tension ; de plus, nous
avons démontré que, pour que le fil coincide avec la ligne
élastique, cette tension doit étre égale & [E ; nous voyons donc
que la distance polaire qu’il faul choisir pour obtenir la ligne
élastique est égale a IE.

Cette condilion, jointe aux précédentes, permel de cons-
truire la courbe cherchée. La construction n’est toutefois pas
possible directement, car si la répartilion des forces n’est pas
symélrique, et si les points d’appui ne sonl pas a la méme
hauteur, on ne peut choisir de prime abord la position du
pole o par rapport & ab, de facon & remplir d’emblée toutes
les conditions du probleme. Dans ce cas, le plus général
qui puisse se présenter, on construil d’abord une courbe funi-
culaire en prenant un poéle quelconque o', puis on détermine
la courbe élastique en se servant de la propriété des courbes
funiculaires d'un méme systeme de forces extérieures d’étre
en alfinité. On sait que les points correspondants de figures
affines sont situés sur des droites paralltles entre elles, landis
que les droiles correspondantes des figures se coupent sur un
axe dit axe d’affinité. En utilisant ces propriétés, il est facile
de construire la ligne élastique & l'aide de la courbe auxi-
liaire.

Le produit IE est en général trés grand comparativement

L)
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aux autres quantités du probléme ; la distance polaire est, par
suite, tres grande. Il en résulte une courbe funiculaire de trés
faible courbure, ce qui est naturel, puisqu'elle représente la
ligne élastique. Par contre, le tracé de I’épure devient difficile
et peu exact. Il est donc désirable de construire les ordonnées
de la ligne élastique & une beaucoup plus grande échelle que
les abscisses, de facon & obtenir une figure plus facile & con-
struive et aussi plus commode pour les applications. Il est
facile de satisfaire a cette condition, grace & une propriété des
courbes funiculaires relatives 2 un méme systeme de forces :
on démontre que le produit de 'ordonnée 7 de la courbe funi-
culaire, mesurée & partir de la ligne de fermeture, par la dis-
tance polaire, est une constante pour un point donné (la con-
stante n'est autre chose que le moment de flexion des forces
formé par rapport au point donné) (1). Si donc ¥ et " sont les
ordonnées correspondantes de deux courbes funiculaires rela-
tives & un méme systeme, nous avons :

yI=yH'.
En particulier, si nous faisons H=IE, y est I'ordonnée de
laligne élastique et nous avons :
o
Y=Y w

Ainsi, si, au lieu d’'employer une distance polaire égale a
1E, nous employons une distance polaire H’, I'ordonnée 7' de

: ; IE , . b
la courbe funiculaire obtenue est — fois plus grande que l'or-

donnée réelle de la ligne élastigue.

(1) La d¢monstration est facile & établir :

Considérons un systéme de forces paralléles agissant sur un prisme. Nous
avons ‘défini Peffort tranchant agissant dans une. section donnée, la dérivée
du momenl de flexion relatif & cette section : il est facile de voir gu'il peut
aussi étre envisagé comme la résultante de toutes les forces extérieures (y
compris ‘la réaction de I'appui) agissant d’'un méme coté de la section consi-
dérée. Or, le moment de la résultante est égal & la somme des moments des
composantes, de sorte que le moment de flexion n’est aulre chose que le mo-
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ment statique de I'effort tranchant par rapport 2 la section considérée. On
‘sait, d’autre part, que la résultante partielle de quelques forces d'un systéme
passe par le point d’intersection des c6lés du polygone funiculaire qui com-
prennent ces forces ; par conséquent, I'effort tranchant doit passer par I'in-
tersection de la ligne de fermeture du polygone avec le coté que coupe la sec-
tion considérée (ou avec la tangente & la courbe funiculaire). Considérons les
triangles mnr et ocd (fig 4) : ils sont semblables, car les cotés correspon-
dants sont paralléles deux a deux On peut done écrire la proportion :

MLl
(edy H’

mais. en vertu de 1a nouvelle définition de V,

cd=YV,
par suite :
yH=Vz.
Or, Vx est par définition le moment de flexion qui agit dans la section
considérée, nous awons donc bien :

yH=M.
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GONTENUES DANS L’0UVRAGE

CHAPITRE 1

Généralités sur les foreces intérieures
ou actions moléculaires.

@

R, action moléculaire, P, effort d’extension ou de compres-
sion agissant sur la surface F.

Sa:y:- Syx, Sxz = Szx, Sy: = S:y, (4)
relations entre les composantes tangentielles des actions
moléculaires.

dRa,- dSya: dS:x
Tl d o

dSzy | dRy | dSsy , o
e vty Tt TY=%, 6

dSzz . dSy: . dR:
. Ty T T

équations exprimant les conditions d’équilibre d’un parallé-
lipipéde infiniment petit de volume égal A I'unité; X, Y, Z,
composantes des forces d’inertie agissant sur ce solide.
Pux= Ry cos (nz) 4 Syx cos (ny) 4 Syz cos (nz), )
Pny = Sgy cos (nx) + Ry cos (ny) + Szy cos (nz), ( (6)
Ppn: = Sr= €08 (nx) 4 Sy: cos (ny) + R~ cos (nz), )
conditions d’équilibre d’un tétraédre; en particulier, si ce
golide est a la surface du corps, Pz, etc., sontles composantes
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des forces extérieures agissant sur la face dont la normale
est n.
Si I’on suppose :

Rz =0, Sx;: =0, Sy:’ =0, ; (8)

on réalise un état élastique double ;

(11)

formule donnant I'inclinaison ¢ des axes principaux de I’état
¢lastique double avec I'axe des x.

R R 1
e T VAR D )
R'maz. et R'min, actions moléculaires principales.
R
g 2% = ———%, (13)

Qo

équation pour déterminer I'orientation des sections dans les-
guelles les actions moléculaires tangentielles atteignent leur
plus grande valeur.

S max, = =& VRS TR O

min.

valeurs maxima et minima des actions moléculaires tangen-
tielles.

CHAPITRE II

Déformations élastiques. Travail des matériaux

R
C—F= xR, (18) 40

lov de Hooke, ¢ dilatation, E coefficient d’élasticité longitudi-
nale, x coefficient de souplesse directe.

e ={(R), - (20)
forme générale de la loi de I’élasticité.

4 5 6 7 unesp 8 10 11 12
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(21)
(22)

ces deux quantités sont prises comme définition du coeffi-
cient d’élasticité longitudinale E dans le cas des matériaux
n’obéissant pas & la loi de Hooke. Une: troisiéme définition
résulte de la formule :

S [FEE)]R=O=[];I})]R=0' %)
- | @b

formule de Scliile, « et m constantes 4 délerminer expérimen-

talement.
E= Eo ~= CR, (25)
formule de Lang.

Adzr =«Rrdr= :— Ry dz, : (28)

(29)
(30)

formules donnant les valeurs des dilatations en fonction des
actions moléculaires, m constante dépendant des propriétés
de la matiére.
e=cwto te, (31)
m— 2 m— 2
e =t 15 2}
6= = Ex —’IIZE < R.‘L‘s (3 )
e, dilatation cubique.
7 =88 =-§’ (3%
v distorsion subie par un angle droit, et corrélative d'une
action moléculaire S.B coefficient de souplesse transversale,
G coefficient d’élasticité transversale.

m

e

relation entre les constantes G, E et m.

G (33)

R=Ri——Ra f =R, — - R, (87)
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formules pour le calcul du travail élastique de comparaison
dens le cas d'un état élastique double ; R, et Ry, actions
moléculaires principales.

1
R =R, — o Ry + Rlll)y (38)

méme formule que ci-dessus pour P’état élastique triple.

m
m+ 1

R, (39)

S’ limite pratique de la résistance au glissement, R limite
pratique du travail & I'extension ou a la compression.

& m—1{ . mi

2 D, == UST LR, (o
b Sm # Sm \/ StRat, (40)

formule pour le calcul du travail élastique de comparaison
dans le cas d’une superposition d’un travail au glissement
simple & un état élastique linéaire.
. LAl
D i— [ adn = : PAl, (&1)
A travail dedéformation produit par une force P’, causant un
allongement Al.

1 1 R?
Jb:gRE:Q—EE2=:—E, (42)
Jo, travail spécifique de déformation dans le cas d’un état
élastique simple ;

1 [RizRy
& ~(—g—"—£nwny), (43)

i

E
dans le cas d’un état élastique double,

1 [R2p-R2+RY
fo=m] s

1
; . — = (BaBy+ R+ R R, )], (44)

dans le cas d’un état élastique triple, et:

Qe

i 4
Jlo:éS'}’:éG‘ya:Q—G, (45)

dans le cas du glissement simple.
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CHAPITRE III

Flexion des prismes & axe rectiligne.

R_y ey

= R_RO%, (46)
loi de répartition linéaire des actions moléculaires; R et Ro
intensités des actions moléculaires & des distances y et y, de
I’'axe neutre.

M 1
Ro = T Yo, (49)

formule pour la flexion des prismes, M moment de flexion,

I moment d’inertie de la section transversale.

M

R = W (51)
W moment de résistance.

Pz = 0, (83)
condition de validité de la formule (49) ; ® ; moment d'iner-
tie composée.

n=1+aT, (54

1 moment d’inertie par rapporta un axe passant par le cen-
tre de gravité de la surface considérée, I,, moment d’inertie
par rapport & un axe paralléle au premier, situé & une dis-
tance a du centre de gravité. F aire de la surface.
I =1y cos%« + L; sin« — .- sin 2z, (55)
[ —1

@ 2 5 Sin 21 + Iyg Ccos 2“, (56)

moment d’inertie et moment d’inerlie composée pris par
rapport & un axe passant par le centre de gravité de la sec-
tion et faisant avec I'axe des y un angle o.

20y-
tg 2 = _u_” T 67

formule donnant la direction des axes principaux d’inertie.

I;
t? Il 3> (59)

t «arayon de gyration,

|||||||||||‘||| T T T T
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3,2 = ty? cos?x 4 ;2 sin%o. (60)
I = I, + I, : (64)
I, moment d’inertie polaire.
M cos« Msin e«

R=——y+

v

2, (65)

formule pour calculer l'intensité R des aclions moléculaires
lorsque le plan de flexion ne contient pas l'un’ des axes
principaux d’inertie ; en particulier, dans le cas d'une sec-
tion rectangulaire :

6Mc

= 5

(66)

¢ largeur de la projection horizonlale du prisme, b et k cOtés
du rectangle.

’ 4 1
R= o (“F:T: | :-I-j)_ 67) 100
formule poar le calcul des actions moléculaires développées
4 l'inlérieur d’un prisme travaillant & la flexion:sous l’in--
fluence -d’une force paralléle & I'axe ; u et », coordonnées du
point d’application de P; y et z, coordonnées du point ol est
mesurée R, a et b, rayons de gyration principaux.

wy . 0z
a: b*

T it (68) 100

équation de I'axe neutre.

M

LY
Ro= 5 = 3 (M) et (12) 440

formule destinée & remplacer (65) lorsqu’on connait les
dimensions de la région centrale des sections transversales ;
W = Fi, généralisation.de la définition du moment de résis-
tance.

dM

V=, (13)

relation entre I'effort tranchant V et le moment de flexion M.

R
S 4 / 2 ydF, (74)
1 _

Sua, action moléculaire tangentielle & I'intérieur d’un prisme

[T |||||||||||‘|| ‘|||
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travaillant & la flexion, b largeur de la section A la distance
u de l'axe meuire. L’intégrale est le moment statique par
rapport’d I'axe neutre de la partie de la section située au

deld de w:
Ve ¢ Ve
P= /ARdF:T /‘de_—_—]-T, (76)

P effort de cisaillement exercé sur un rivet, ¢ distance entre
deux rivets consécutifs, T moment statique reiatif a3 'axe
neutre de la partie de la section transversale que le rivet
relie & ’dme de la poutre. :
M -
d? =dx ,-[E, (17)
dy angle que forment entre elles, dans le prisme déformé,
deux sections transversales distantes initialement de dz 'une
de l'autre.
1K

M Ty . “(78)

p rayon de courbure “de la ligne élastique.

| diy
IE-==—M, - (19)

équation différentielle de la ligne élastique.
5 QP
f= :
384 16 384 IE
ffléche d’un prisme de longueur /, reposant librement aux
extrémités et supportant une charge uniformément répartie,
g par unité de longueur.

(81)

Py AT
, =% (83)
f fleche d'un prisme sollicité en son milieu par une force

unique concentrée P.
Vdz

GF
du influence des actions moléculaires tangentielles sur Iin-
flexion du prisme, » un coefficient 'dépendant de la forme
des sections tansversales :

: F [SidF

L TR AL

du = xdu’ = (84)

|||||||||‘||| T T T T
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PL o/ A\ !
F=wmm\wt3) 36)

f’ fleche d’un prisme de section carrée sollicité au milieu par
une force unique P, dans le cas ou I’on tient compte des ac-
tions moléculaires, & hauteur de la section.

CHAPITRE IV

Energie potentielle interne ou travail
de déformation.

Mz

=11y

dA énergie emmagasinée dans un prisme élémentaire de lon-
gueur dr, dans le cas de la flexion simple.

=2 j IE d””"‘ 2. or ¢ (90)

travail de déformation total d'un prisme travaillant 3 la
flexion, calculé en tenant compte des actions moléculaires
tangentielles.

A=3 3Py, 1) .

travail des forces extérieures égal au travail de déforma-
tion.

(92)
(93)

(99)

Formules de Castigliano, P 'une quelconque des forces exté-
lieures agissant sur le corps, y; déplacement élastique du
point d’application de cette force, mesuré dans le sens de la
rgne d’action de celle-ci, Si P; est une force de liaison, on a :

|||||||||||||‘|||
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dA
ap 9
formule qui exprime le théoréme du travail de déformation mini-
mum.

(96)

— 5P fa=nP(itfa), (101)

chocs, 2 hauteur de chute de P. P'=1a force qui, croissant
insensiblement, produirait la méme déformation, fy fléche
produite par P en tombant, #» un coefficient plus petit que
I'unité & déterminer expérimentalement.

dy; _dyk \

P T (104
théoréme de Mazwell sur la réciprocité des déplacements des
forces extérieures.

CHAPITRE V

Prismes a axe curviligne.

(112)

formule donnant la variation du rayon de courbure du
prisme sous 'influence du moment de flexion M.

Adp=12ds, (113)

variation de P'angle formé par les plans de deux sections
transversales infiniment voisines.

o _\ri’.s'_ 7] l:f;:
R—La_T__r_*_yEg;, (114%)
formule donnantla loi de répartition des actions moléculaires
lorsqu’on admet 1’hypothése des sections restant planes dans
la déformation ; r rayon de courbure de I'axe longitudinal.
ry M
30

wn

14
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Page
autre expression pour R, oul’ désigne une quantité différant
peu, en général, de I:

1 . T 1
I =,f‘_1/2dl' — = jy“dl‘ + 7 fy‘dl‘ o g

"My
/ T @

H poussée horizontale d'un arc a deux -articulations, Mp mo-
ment de flexion que développeraient les forces extérieures &
Iintérieur d’'un prisme droit de méme portée, reposant libre-
ment & ses extrémités, z ordonnée de Taxe longitudinal, ds
élément d’arc. Il n’est tenu compte dans la formule précé-
dente que de Pinfluence des moments fléchissants.

_bez ds
y Jzds

expression de la poussée horizontale dans le cas ot I et E
sont constants.

3 (121)

(122)

poussée horizontale dans le cas d’'une charge uniforme ¢ par
unité de lopgueur horizontale, % hauteur de I’arc, ! portée.

Jl.:,;'
f E*

He —— (123)

72 ds
f il f BF

expression de la poussée horizontale dans laquelle il est
tenu compte de effort normal, F aire des sections transver-
sales.
I/'szds
 SEteyds
méme formule que ci-dessus dans le cas ou E, I et F sont
constants, ¢ rayon de gyration.

AL: szd?

(124)

Mz

== ]-E— ds, 5(1.25)
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Al Paugmentation de portée d'un arc sous I'influence d'un
systéme de forces donné.

TEY e (126)

Ji

poussée horizontale de P'arc causée par une variation de
température, » produit du coefficient de dilatation de la
matiére par la variation de température.

dA

=, (127)

cette formule remplace la relation (96) lorsqu’on considére
I'influence des variations de température.

6Pr

= -
wlos

' (128)

R travail élastique maximum & Vintérieur d’'un anneau de
section rectangulaire, comprimé suivant un diaméire avec
une force d'intensité P, d épaisseur radiale, ! longueur de Ia

section.
/ 23

R=220(— 2, (130)

T omlgt 1244,

expression de R, si ['on considére I'effort normal.

Prdb—m Pas

Ad = = 1,630 =

= G (131)

Ad déformation élastique du diamétre perpendiculaire a la
direction P.

Ap — ‘_l:f (133)

Ay angle dont il faut enrouler un ressort en spirale sur son
axe pour que la force exercée par I'extrémité extérieure soit
égale 4 P, p distance de cette extrémité a 'axe, / longueur
du ressort.

(134)

A ¢nergie qui peut étre emmagasinée dans le ressort.

A o Iish_f 4 HE

94E — 3% " \2e0)

|||||||‘|| ‘|||
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Page
valeur de A dans le cas d'un ressort de section rectangu-
laire, V volume du ressort, R valeur pratique du travail
élastique.

CHAPITRE VI

Prismes reposant sur une base compressibie.

av

== (137)
V effort tranchant, dz longueur d’un élément du prisme,
p pression par unité de longueur exercée par le prisme sur
la base.

M

(138)

der

dy _
Bl = =—p, (139)

. équation différentielle de la ligne élastique du prime;
p=ky, (140)
k une constante dépendant de la nature de la base.

y =Ce%" c0s ax 4 C,6*V sin vz - Cye™** cos am
-+ Cie—"" sinaz, (142)

(143)

formule générale pour la ligne élastique du prisme. Pour la
détermination des constantes d’intégration voir les formules
(144) a (148).
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CHAPITRE VII

Résistance des plagues planes.

& — ::' = (149)

g dilatation tangentielle, £ distance du centre, z distance au
plan médian, ¢ angle de la normale & la surface élastique
avec la perpendiculaire & la plaque passant par le centre.

ey é.v : (150)

e, dilatation radiale.

mP
Rt = ——
m-— 1

E
R,= el (mep + s,), )

m? — 1

(e + &), )

(151)

actions moléculaires tangentielles et radiales.

mEh® g
MOment des Rg = E(rng——l) (m ‘% + (Ii) d.’B da, ('153)
mEh*  (/ _dip , dp , dy\

MOmBnt des R;- = i—m) \luw L}-‘E‘T "‘-lf__]:-l-sz,"}

deda, (154)

Moment des S = %B da dz; (155)

la derniére formule est établie dans I'hypothése d’une charge
uniformément répartie, p par unité de surface, sur une pla-
que circulaire encastrée 3 la périphéric,

=} d"? dq) Y

.rdx‘-l—:rdz—-:p+Nx_o, (157)
équation différentielle du probléme, N représente une con-
stante définie par la relation (156).
3 (m* — 1)

-[A»TI"EJ’..’- P (1‘2:0 = xﬂ)’ A ({59)

N .
p=g (i — a%)=
solution de (157) en fenant compte des conditions aux
limites.
. Nr°h 3(m*—1) r

w oV S
RIBLIOTECA - 1INESP
_LA}AYU s DEF DA

ILARLLIALLL L ||||||‘||‘|||||| |||||||||||‘||| [T
3 4 5 6 Tunesp® 9 10 11 12 13 14







RESUME DES FORMULES LES PLUS IMPORTANTES

travail élastique de comparaison ; atteint son maximum a la
périphérie.

N

V=15

(0t — 2z 1) = & (@ — 1), (163)

équation de la surface élastique.
3 (m? — 1) pré
s b =N 47
= Sewim ! SRR (164)
/ inflexion de la plaque au centre.

o d  _dyp

A° =y W
i g i

s Qe =o, (167)

équation différentielle de la surface élastique dans le cas
d’une plaque encastrée sur laquelle agit au centre une force
nnique P, Q une constante définie par I'’expression (166).

¢ =2alog Z, (169)

solution de I'équation (167).
3(m* —1)P

Axmht

R =

am)

valeur du travail élastique de comparaison sur le pourtour
de la plaque.

I r
A =0,43 e log o (175)

valeur du fravail de comparaison au centre de la plaque;
arayon d'un petit cercle & I'intérieur duquel P est supposé
uniformément réparti.

O 3(mE—1) Pyt
b= 8  L=m® ER®’ i)
inflexion au centre de la plague.

__I\Ir/3rn_*—1 tx9 'I
=g \mp 1 O ) (182)

solution de I'équation (157) dans le cas ou la plaque repose

librement et ne dépasse qu’infiniment peu le cercle d’appui.

3 (m2—1) (3m + 1)+
8m2 (m + 1) he ¢

! = (184)

travail élastique de comparaison au centre de la plaque
(maximum).
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i) o) (187)

£ e ——
'™ {6m:Eh3 m -1

f inflexion au centre de la plaque.

(3m —1) (3m 4 1) Pre
drm? ER’

(190)

f inflexion au centre de la plaque dans le cas ou celle-ci est
sollicitée par une force unique appliquée an centre.

+ |

-
Re=p B (192)

formule de la théorie approchée pour le calcul des plugues
circulaires.

(20— b\ b
== — ] /l

R \ 7 ) h? P (L)

formule approchée pour les plagues elliptigues, a, b demi-

axes de Tellipse (a > b).

6M a’

D __ — == -
e dl I e’ (199)

formule approchée pour les plagues carrées, a demi-cdté du
carré.

azb?
(@ bk
formule approchée pour les plagues reclangulaires, a et b
demi-cOtés du rectangle.

R=2p (200)

CHAPITRE VIII

Résistance des enveloppes.

pr

!

(201)

R action moléculaire & I'intérieur des parois d’une enveloppe
sphérique & parois minces, r rayop, p pression interne, k
épaisseur des parois.
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3 4 5 6 Tunesp® 9 10 11

M1
1

Il
13

14

]
15






RESUME DES FORMULES LES PLUS IMPORTANTES

_m—1 (m — Dpr
T m I 2mh

. (202)

travail élastique de comparaison correspondant 4 R (201).

|5]m L B 4)pr

LT Rr 9mh 3

(204)
travail de comparaison dans le cas d’une enveloppe cylindrique.

E (k)2
szi(':-) : (212)

pk pression critique externe amenant I'écrasement d’un tube
cylindrique présentant une petite déformation accidentelle.

. d*u du
:r--v‘m—l- =0 (216)

équation différentielle dont }a solution donne la valeur des
déplacements élastiques # en sens radial & l'intérieur des
parois d’une enveloppe cylindrique @ parois épaisses, x distance
4 I'axe du tube.

Az — bY)

bt — ghy’

AT (21)
(

(b — a?)’
[

m—1 ., mtl,
(E=taa b), (222)

P—a*\ m

Rr=p

Re=p

formules donnant les actions moléculaires dans le sens du
rayon et dans le sens de la tangente ainsi que le travail élas-
tique de comparaison sur la face interne du tube; a rayon
intérieur, & rayon extérieur de I’enveloppe.

Tubes frettes, formules (223) a (228) pages 298-301.

CHAPITRE IX
Torsion.

B Sa_f , (230) 315

S et S’ actions moléeculaires tangentielles agissant & l'inté-
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rieur d’un prisme de section circulaire & des distances r et a
du centre.

M
S — -a, (231)
1p
2M
S= —» (232)
PE
Sl s1_ oM

do = - — —
4 Gr Ga ma'G’

(233)

formules pour la torsion des prismes de section cicculaire ;
S" actien moléculaire & la périphérie, a rayon de la section
transversale, Ap angle de torsion, M moment de torsion.

Sxy = ka2z, sz = kbzy A (235)

loi hypothétique de répartition des actions moléculaires
pour les prismes de section elliplique, a et b demi-axes de
I'ellipse dans le sens des y et des z, k£ une constante définie

par la relation :
2M
k= T (237)
2M

Smax, = —5
? =a2h’

£y

Say = €17 — = 2% (239)
ki

Sez = ky — N Yz, (240)

formules représentant la loi approximative de la répartition
des actions moléculaires dans le cas des prismes de section
rectangulaire ; ¢, et k, sont des constantes, a et & les demi-
cbtés du rectangle.

(244)

(247)

valeurs explicites de Syy et Szz pour les prismes rectangu-
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laires ; S valeur maximum des actions moléculaires dans
laquelle il faut prendre a, égal au petit, & au grand coté du
rectangle.

2Pr

PR}

=
4Prin

- aG
223

TR

formules pour les ressorts & boudins de forme cylindrique,
rrayon du cylindre, a rayon de la section transversale,
n nombre des spires, w allongement ou aplatissement du
ressort sous 'influence de la force P, A travail emmagasiné
dans le ressort sous forme d’énergie potentielle interne.

CHAPITRE X

Reésistance des prismes chargés debont.
Flambement.

P

43 254
i’ (to)

T =

SIn «x o

I (7 — uo cos ol) + u, cos ez, (255)
sin «l

équation de la ligne élastique, ou les quantités u désignent

les distances initiales entre Ja ligne d’action des forces et

’axe du prisme.

, El
IS B)
f'.'
Formule d Euler pour les prismes & extrémités fixes, non

encastrées.

P = (257)

el (263)

55

f inflexion médiane d'un prisme présentant une fléche ini-
tiale fo sous I'influence de la force P.
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CONTENUES DANS L'OUVRAGE

p=m

f
7

(264)

¢ angle formé par la ligne élastique du prisme & ses extré-
mités avec la ligne d’action des forces.

Pt P \/ ("-ﬂﬂ"—) — PP, (263)

o

Px charge critique réelle, P’ effort de compression propre-
ment dite que peut supporter le prisme sans que la limite
d’élasticité soit dépassée, » un nombre défini par la relation :
(lFfo

=

IF
Px=aF —b—, (267)

P

K N2 L
= =[os3 <t> — 120 47760 | kg. par em?, (268)

Formules empiriques de Tetmager,la derniére se rapportant aux
prismes en fonte de fer; ¢ rayon de gyration minimum de la
section transversale.

[E
P = 4i=? 7 s (269)

Formule d’Euler pour les prismes encastrés aux deux extrématés,
"
P=207%, (270)

Formule d’Euler pour les prismes encastrés & une extrémité
et pourvus & 'autre d'une glissidre ne permettant qu’un
déplacement dans le sens de I'axe longitudinal.

Q /tgal
ALl L UHEE e
1T apa\"2  3) 7)
fleche d’un prisme chargé debout et travaillant simultané-
ment & la flexion; Q force agissant au milieu du prisme
perpendiculairement & ’axe longitudinal.
_ L8 v PE
f= e \* T iow/’ (272)
méme formule que ci-dessus, dans laquelle on a remplacé «
par sa valeur, et développé tga en série.
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== 2— (213)

p valeur arbitraire du bras de levier des forces P, admise
dans la formule de Rankine, Schwarz ou Navier.

P——fR | (217)

14l
+xzz

formule de Navier, de Rankine ou de Schwarz.

1E
M =2, (283)

valeur critique du moment de torsion qui produit le flambe-
ment d'un prisme trés long travaillant a la torsion.

CHAPITRE XI

Eléments de la théorie mathématigue
de I’élasticité.

dE da
Exzﬂ, Ey:@’ ez = (287)
ex, ete., dilatutions dans le sens des axes de coordonnées,
exprimées en fonction des compossntes du déplacement
élastique du point considéré.
ds dn
rov = gyt gy
da | d§
e =1+ dy’ (288
ds d.E
roe = gy Ty
Yzy, Tys» Y2z, distorsions que subissent les angles droits com-
pris entre les paralléles aux axes menées par le point consi-
déré.
ds in l!j;
— e Ve
dz  dy ' ds’

(289)

e dilatation cubique.







S actions moléculaires tangentielles.

relation définissant I'opération représentée par le signe A2.

CONTENULS DANS L’OUVRAGE

dE

Sy =By =G <du
Szx - sz —

Sys —Sey = 6 (o

TE
By — 26 (‘_-
.dw
‘i

PR [
l{y I(”':'J

£
G(Z—ﬁ

dz+

da\
dr)*

ds
d_.t>’

)
dy/’

)
(
)

21 3 ML
Ry — 2 (ffﬂ'

R actions moléculaires normales.

m de
dQE 1 =g -, e
L

m

Aty -
A

m—3dy *
m de

m—2 ds

(295).

|

_o,

(296)

équations fondamentales de la théorie mathématique del’élas-
ticité ; X, Y, Z, composantes des forces d’inertie agissant sur
la masse de I’élément considéré.

Au +=

, A + = (297)

équation qui remplace les précédentes lorsqu’on emploie la
théorie des vecteurs, » déplacement dont les composantes
sont & w, &; P force ayant pour projection sur les axes

t=o,  (299)

équations définissant uneonde longz'tudz'nale, Alongueur d’onde,
7 durée d’oscillation.

ey

2m—2)

s (801)

[T
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v vitesse de propagalion du son, » masse spécifique, ¢'est-a-dire
masse de 'unité de volume.

E—=Asin2r G——-{), n=o0, t=o0, (302

relations définissant une onde (ransversale.

Ve = \/E , (304)

v¢ vilesse de propagation des ondes transversales.
Ry = R: = Syz =0, (306)

conditions qui caractérisent ’état élastique étudié par de
Saint- Venant.

ﬁ(d_i _drordE\ @ (dE) d /dE)
dz* \dz) — dp (da:) ~ i \dx) T dydz \dz) =7 2
relations auxquelles la "dilatalion (f—f dans le sens de I'axe

longitudinal doit satisfaire pour que I'état élastique défini
par (306) soit possible.

s

=% + ayx - a-y 4 azz -+ a,zy - asxz, (319)

| . - ; d
valeur que doit par suite nécessairement avoir 7’
relation ronfirme la loi de répartition linéaire dec actions
moléculaires dans les sections transversales des prismes
travaillant & la flexion,

cette

E=9 v, z), (321)
n="b,+ b2+ z (b, + bz), (326)
§ =6+ ¢ +y (Ca + c4%), (327)

solution des équations fondamentales’ dans le cas de la tor-
sion simple; la fonction ¢ doit satisfaire & ’équation aux
dérivées partielles

d'g(y,3) , d's (4. 3)

— e T

dp " de e

Par un choix approprié du systéme de coordonnées, les for-
mules précédentes peuvent s’écrire :

E=ol(y, z), n=cwz, L= —czy. (330)
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CONTENUES DANS L'OUVRAGE

dz ;
ds — % dz . (334)
L W
TR
condition a la limite qui doit étre remplie sur le pourtour

de la section et qui exprime que les actions moléculaires
doivent élre tangentes au contour de la section.

] E—o(y.s)=ayz (337)
solution particuliére de 328, qui conduit, en tenant compte
dela condition(334), & une ellipse pour le contourde la section.

S
(342)

(344)

équations qui définissentles propriétés du champ formé par les
lignes de tension & l'intérieur d’une section transversale d’un
prisme travaillant & la flexion (assimilation & ’hydrodyna-
mique).
m—2 x . Pax
T 4mnG v (241 ' 4ARGe® i
m—2 Y Pzy
=— L 36
% demG ~ r(z4r) = imGr’ (862)
7 2m—2 1 , Pz2
e drmb 17 r ' AmGre

£, 4, ¢ composanles du déplacement élastique d’un point situé
a l'intérieur d’un corps limité & la partie supérieure par un
plan, et illimité dans les autres directions, lorsqu’on suppose
une force unique P agissant & I'origine. I’axe des z est dirigé
suivant la normale intérieure au plan (solttion de Boussinesq).
Formules de Hertz pour le contact de deux corps :

a) deux spheres de rayon 7, et 7, :

Joaeery

L (7 +7"2),

Ro = 0,388 \/ e T ) ; (383)

a=1.1

(382)

Il:

4
% (t) +74)
a=—1.23 \; _iT 3 (384)

a, rayon de la surface de contact, R, action moléculaire an

I T “ [T T T
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centre de la surface de contact, « rapprochement subi par les
deux sphéres, P force de compression.
b) sphére de rayon » et plaque plane :

3 Ih.

a=1,11 \/ = (385)

x P,
{ ]

S /e
Ro = 0.388 ‘V/

(386)

T ¥
2

S/
«=1,23 \/P (387)

¢) deux cylindres de méme rayon placés en croix :

2re
Ro=0,388 Y/ (388)

d) deux cylindres en contact suivant une diagonale :

Pyyr
a=152 |\ T (389)
E (ry + 1)

Te ——= .
b

Ro=0,418\/ PE" (390)

T1Te
P’ charge par unité de longueur.
e) cylindre et plaque plane :

— 1,52 \/PEl’ (391)
R, = 0,418 \/ 2. (392)

R i %
=2 H12fV 1, (398)

équation donnant la valeur du rapport entre la poussée hori-
zontale R, du terrain et la charge R: 4 lintérieur d'une
masse de terre meuble limitée par un plan horizontal & sa
partie supérieure. Le signe + correspond & la poussée pas-
sive, le signe — A la poussée active; f est le coefficient de
frottement.

2 =3+ (400)

formule donnant!'inclinaison ¥’ des surfaces de glissement ;
¢ angle de frottement.
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ELEMENTS [E LA THEORIE MATHEMATIQUE DE L'ELASTICITE 407

Cherchons la forme de la section qui correspend a cette
valeur de &. L’équation {334%) s’écrit :

(@a—cly _d= 5
(@adc)e ~ dy (338)
d’od
(@a—oydy=(a—+ c)sd-=.

En intégrant, nous obtenons :

m+d§+®—@%=&

ce qui peut s’écrire de la facon suivante :

iy 2 4 K — I{.,, (339)

a‘+c+ c—a (a+c) (c—a)

ou K’ désigne une nouvelle constante.

On reconnait que (339) est ’équation d’une ellipse rap-
portée & son centre, dont les axes sont entre eux dans le
rapport :

\/C—i—d
Ve —a

Il faut toutefois supposer que @ est plus petit en valeur
absolue que c.

Nous trouvons pour les composantes des actions molécu-
laires tangentielles :

a5 d di
S Y +cz>=G(a+c)z,
dy ' dx Y
dE i f el (34‘0)
Saz =0 (= 4 =) =G (= —ey) =—G(c—a)
A% ds | dx ds & = /
Pour que cette solution corresponde absolument a 1'état
élastique réel, il faut que, dans les sections terminales, les
forces extérieures qui produisent le moment de Llorsion
soient réparties sur ces sections suivant la méme loi que celle
que nous venons de trouver. Pratiquement, cette condition

ne sera probablement jamais réalisée ; mais, comme nous
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408 CHAPITRE XI

I'avons vu a I'article 111, pour les parties du prisme suffisam-
ment éloignécs du pointd’application des forces extérieures, la
répartition de celles-ci n’a que peu d'influence.

Si nous comparons les résultats auxquels nous venons d’ar-
river avec ceux de nos recherches précédentes sur la torsion
des prismes de seclion elliptique, nous voyons que les valeurs
hypothétiques (235)

Sl — /.'(l‘.;’, Sie——— ﬂ,'[)""?/

sont idenliquement de méme forme que les expressions (340).
La théorie de ['élasticité confirme donc absolument I'hypo-
thése faite précédemment. 11 est par conséquent inutile de
poursuivre le calcul, car nous retrouverions simplement les

résultats oblenus plus haut.

Nous ne ferons qu’une seule remarque : I'équation (337)
est celle des seclions lransversales déformées. Nous recon-
naissons qu'elle représente un paraboloide hyperbolique. Si
’on suppose le prisme déformé coupé par des plans perpen-
diculaires a I'axe longitudinal, ceux-ci coupent les sections
transversales déformées suivant des hyperboles équilaleres;
les plans passant par l'axe longitudinal fournissent des sec-
tions paraboliques.

184, Assimilation du probléme précédent a un
problé¢me d'hydrodynamique. — La question qui pré-
sente le plus d'intérét dans le probleme précédent est celle de
la réparlition des actions moléculaires. Nous allons montrer le
rapport intime qui existe enire le probleme qui nous occupe
et certaine question d’hydrodynamique et voir comment cetle
assimilation peut rendre des services dans cerlains cas. Sup-
posons que l'on trace dans la section considérée toutes les
lignes qui, en chacun de leurs points, ont comme tangente’ le
vecteur représentant I’action moléculaire qui agit en ce point.
Nous appellerons: ces lignes lignes de tension. On fait sou-
vent usage de constructions de ce genre pour représenter la

11
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réparlition d’un vecteur sur une région déterminée. La plus
connue des applications de cette méthode est celle que I’on en
fait dans la théorie du magnétisme. Dans cette derniere, les
lignes qui correspondent & celle que nous avons tracées sont
les lignes de forces et leur ensemble forme le champ magné-
tique. On peut imaginer aussi un liquide se mouvant partout
dans le sens des lignes tracées avec une vitesse proporlion-
nelle A I'intensité de la force au point considéré. Le mouve-
ment de ce liquide donne une idée trés claire du champ con-
sidéré ; dans la théorie du magnétisme, la notion de flux de
force qui découle de cette représentalion joue, comme on sait,

un rdle tres important.
Voyons comment nous devons transformer les équations

de condilion pour les assimiler & la nouvelle manigre de
voir. Considérons d'abord la condition a la limite, exprimée
par I'équation (334). Nous pouvons la formuler simplement
comme suit : le mouvement du liquide doit étre dirigé en
chaque point de la périphérie suivant la tangente ; c’esl-a-dire
le mouvement doit avoir lien comme si le liquide était contenu
dans un récipient & parois immobiles.
Nous avons trouvé de plus :

(341)

En différenciant la premitre de ces relations par rapport a

y et la seconde par rapport & z et en additionnant, nous ob-
tenons :

dSzy dSqes ) (r!*i n“;f)

oy S gE T H’T de

Dans le cas de la torsion, ’équalion générale d’équilibre est
donnée par I’équation (328) ; or en vertu de celte derniere, le
second membre de la relation ci-dessus disparait, nous avons

donc la formule :
dSwy | dSw:

dy 7 O (342)

||‘|| I
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Soient u, v, w les composantes de la vitesse d’un liquide ;
nous avons ici = o (puisque le mouvement a lieu dans un
plan). Par hypothese, la vitesse du liquide est en chaque point
proportionnelle & I'action moléculaire correspondante, v et w
sont donc proportionnelles & Sy et Szz; en conséquence, le
mouvement du liquide doit satisfaire a la relation :

du  dv . dw
iz - dy DA (343%)

Le premier terme n’est ajouté que pour la symaétrie, il ne
change rien du reste au résultat, puisqu’il est identiquement
nul. I’équation ci-dessus est désignée en hydrodynamique
sous le nom d’égquation de continuité. Le membre de gauche
représente la différence entre la quantilé de liquide qui entre
durant P'unité de temps dans I’é]ément de volume et celle qui
en sort. Dans le cas particulier, cette différence est nulle, le
liquide doit donc étre supposé incompressible.

Nous n’avons pas encore épuisé toutes les conditions aux-
quelles le mouvement du liquide doit satisfaire. Si 1’on diffé-
rencie la premiere des relations (341) par rapport & £ et la
seconde par rapport & ¥ et si l’on soustrait les deux résultats
I'un de l'autre, il vient :

dSzy  dSux
—— = . &4‘
P &y 2Gc (344)
Le membre de gauche est de méme forme que la compo-
sante suivant 'axe des = d’un vecteur qui joue un grand rdle
dans I’hydrodynamique. On désigne en effet dans celte science,
sous le nom de tourbillon, le vecteur dont lescomposantessui-

vant les axes sont données par les expressions :

dw dv du dw dv du(
dy d& ds dx' dxr dy )-

(1) La notion des tourbillons ou des mouvements tourbillonnaires a été
introduite en hydrodynamique par Helmholtz, qui, par ses travaux, en a
rendu I’emploi particuliérement utile et fécond.

On considére entre autres dans cette théorie les lignes de courant qui

[T |||||||||||‘|| ‘|||
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Dans le cas particulier, les composantes du tourbillon sui-
vant l'axe des y el I'axe des £ sont nulles (voir la note); le
tourbillon possede une inlensilé constanle 2Gc¢ le long des
lignes de tourbillons paralltles a I'axe des z.

Le mouvement du liquide considéré est absolument défini
par les condilions que nous venons d’élablir; par conséquent,
les lignes de courant coincideront absolument avec les lignes
de lension que nous avions tracées précédemment.

Nous devons renoncer a élablir d’aulres résultats, car il

nous faudrail nous baser sur des théoremes d’hydrodynami-

que que nous ne pouvons supposer connus de la plupart

des lecteurs. Nous nous bornerons a indiquer un article de
M.Bredl paru dans la Zeitschrift des Vereins deutscher Inge-
nieure, 1896, n® 28, qui monire tout le parli que 'on peut
tirer de P’assimilation du probleme de la lorsion 4 une ques-
tion d’hydrodynamique. On verra, entre aulres, comment on
pent, & I'aide de cette méthode, étudier la répartition el cal-
culer approximativement la grandeur des actions moléculaires

sont en chaque point tangentes au vecteur correspondant u, v, w, et les

lignes de tourbillons qui, en chacun de leurs points, sont tangentes au

vecteur tourbillon. Si nous désignons pour abréger par ), p, v les compo-

santes du tourbillon, les équations différentielles de ces derniéreslignes sont:
_dy  ds

2 7 v

Si, en particulier, ia vitesse est indépendante de &, comme dans le cas qui
nous occupe, & esi nul, ainsi que les dérivées partielles de v et w par rap-
port & z. Les valeurs sxplicites des composantes %, g, v, sont alors

- do

}.-————-—— = =="01

dy ds’ '
et les Squations différentielles des lignes de tourbillons prennent la forme

dr  dy dz
A e
dy =dz =o.
Les lignes de tourbillons sont des droites paralléles & I'axe des .
Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a 'ouvrage de M.Poincaré,

Théorie des tourbillons. Paris, G. Carré, 1893.
N. du T.
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dans le cas de profils compliqués, comme les sections double
1é, par exemple. M. Bredt est toutefois dans I’erreur lorsqu’il
s’altribue la priorité de I’6quation (344&): toute cette assimi-
lation du probleéme de la torsion & ’hydrodynamique se trouve
déja développée dans I'ouvrage de Tait et Thomson « Natural
Philosophy. »

La méthode que nous venons de décrire conduit a des
résultats particulitrement intéressants lorsqu’on l’emploie
pour étudier la perturbation que cause, dans la répartition et
'intensité des aclions moléculaires, une fissure ou en général
une irrégularité quelconque (défaut de fonle, etc.) de la sec-
tion considérée. Supposons que cette irrégularité puisse étre
assimilée & un petit trou circulaire. Le champ des tensions

éprouve, par suite de la présence de cet obstacle, des modifi-

cations importantes : les lignes de tensions qui ne peuvent
en traverser les parois doivent le contourner. On voit immé-
diatement que la vitesse du liquide ou, ce qui revient au
méme, les aclions moléculaires du prisme, seront par suite
augmentées le long des parois du trou. On peut déterminer
par le calcul l'influence de cette irrégularité ; on trouve que
les actions moléculaires sur les bords du trou sont égales
au double de ce qu'elles seraient siln'y avait pas d’obsta-
cle. Il ne nous est pas possible de donner ici cette démonstra-
tion par suite des connaissances en hydrodynamique qu’elle
exige.

§5

THEORIE DE BOUSSINESQ ET DE HERTZ
DURETE DES CORPS

115.Théorie de Houssinesq. — Considérons deux corps,
obéissant a la loi de Hooke, qui se touchent suivant un point

wn
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.ou une génératrice de leurs surfaces. Si nous pressons ces
deux solides 'un contre l'autre, il se produit & I’endroit du
contact une déformation : les deux corps se touchent suivant
une surface. On peut se proposer de déterminer exactement

les déformations subies par les corps dans ces conditions, ainsi

que les actions moléculaires qui en sont corrélatives.

C'est 1a le but de la théorie de llertz ainsi que celui dela
théorie similaire de Boussinesq dont nous donnerons d’abord
un résumé, sans entrer plus avant dans le sujet que nele com-
porte le plan de cet ouvrage.

Considérons un corps limité &4 sa partie supérieure par un
plan horizontal et assez grand pour que nous punissions lecon-
sidérer comme illimité dans les autres directions. Sila terre,
par exemple, obéissait & la loi de Hooke, nous pourrions lui
assimiler le corps en question. Nous avons vu toutefois que
cette hypothese n’est pas exacte.

Supposons qu’en un point du plan supérieur on applique
une force isolée P. Sous I'influence de celle-ci, le plan se dé-
forme ; nous allons étudier la nature de cette déformation.
Choisissons un sysieme de coordonnées dont J’origine est le
point d’application de P (dans la position initiale de ce der-
nier) et dont I’axe des £ coincide en sens et en direction avec
cette force ; supposons de plus ce systeme fixe dans I’espace.
Nous pouvons dire que les parties du corps trés distantes du
point d’application de P ne se déplacent pas sensiblement par
rapport aux axes de coordonnées. L’axe des x et I’axe des y
sont horizontaux et sont contenus & I’état initial dans le plan
qui limite le corps ; soit  la distance d’un point quelconque du
corps a l’origine, on a :

rP=x' 4y + 2. (345)

Pour »= oo, étant donné le choix des axes de coordonnées,
les déplacements élastiques &, =, { doivent s’annuler. En géné-
ral, ces quantités &, », {auront a satisfaire aux conditions gé-
nérales d’équilibre que nous transcrivons ici 4 nouveau :

Il |||||||||||‘||| T T T T
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d
A -2 Z -,

m— 2 dz

m de
Az' —_—
"+ m—2 dy
i m de
A'G - — —0.
" m—2ds

0,

Nous allons montrer que le systeme de valeurs

Zx

Tl =
ot B

o e—— L
: pr(z—}—r) T

§=q ,1— 4+ n =0
dans lequel p, ¢, n désignent 3 constantes, représente un état
élastique possible, c'est-a-dire compatible avec les conditions
générales d’équilibre. La démonstration exige des calculs un
peu longs, mais qui ne présentent pas de difficultés.
Nous tirons d’abord de (346):

dg i T dr
e [r:—}— e (rz + r)* Caar 2L _d_.z]

/2 £x dr\
T T
d’autre part, en différenciant (345) par rapport & &, nous obte-
nons :

2r —=2z,

dr
d
dr =z
dz 7"

A . dE .
En substituant ce résultat dans e et en réduisant les ter-

mes semblables, nous trouvons ;

dt (g 4+ r) — at (24 2r) £ (r* — 3x%) !
P (g r2r L il ($47)
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En permutanl & et y dans celte expression, nous obtenons

A

immédiatement — :
dy

@ 7-2(z+1')—y-2(z+‘2r)+n z(rﬂ—By’).
dy (z 4 7y rd e

(348)

Enfin, la troisieme des équations (346) fournit par différencia-
tion la relation :
i/ 27 £ (2r1 — 322
e e e

rd it

(349)

Si nous additionnons les 3 dérivées que nous venons de cal-
culer, nous obtenons e (formule 289). Dansla somme, les ter-
mes contenant le facteur n se réduisent a

z
n—=
r3
et ceux que multiplie p peuvent s’écrire :
2r3 (s + 1) — (12 — 22) (z -1 2n)
(7)o
Sil'on effectue les simplifications, cetie expression se réduit
a:

z(r2 + 2rz + z3)
(g4 r2r
ou, enfip, sil'on divise par (¢ + ), a2
z
w—P ’-.-' .
Donc, finalement :
e=@—p—9)5- (350)

Il nous faut maintenant former A%.La différenciation directe
serait trop longue, aussi établirons-nous de préférence quel-
ques formules préliminaires dont 'emploi abrégera le calcul.

Soient A et B deux fonctions quelconques de z, y et £ ;
ona:

I ‘I il
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(e dB
2 {aBj—= A
dz > ) : dr
B ek S0 gl A
dx* ‘ “drer ' dxdzx | dz?

dA
- B,
dx

On trouverait de méme deux expressions analogues pour
les dérivées par rapport & y et a z ; par conséquent:

A*(AB) = AA’B -- BA*A -
(s [ W D Gl
\da dz ' dy dy = dz dz) o

il
Cherchons encore la valeur de A® ‘\K)' A étant comme ci-
dessus une fonction dex, y et £. Nous avons :
d [/l\l_ 1 dA
dz\A) A? dz’
1 dA 2 (dA\’
T R e T L

et par suite, en tenant compte des expressions de méme

forme que I'on peut établir pour —(ﬁ(f ) ot 2 <1—) :

dy? dz \A

A Ay BAAY A N g
A A A A'A - A? [(15) ' (m’y) I (d;)] ($58)

Calculons maintenant A’r. Nous avons déja trouvé :

A

Nous avons des expressions analogues pour les dérivées
par rapport Ay et & £; il vient donc, si I'on lient compte
de (345) :

Afpie=2, (853)

r
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" En vertu de (352), nous trouvons, toutes réductions faites :

e 8 (354)

r

C'est la, notons-le en passant, une des formules les plus
connues de la théorie du potentiel. — Poursuivant notre but,

nous formons :

A* (s + r)=A’z 4 A2r=2_y

?
et, d’apres (352),

A0\ 9 2 T\

2 (:_-}-7-);”r(z+r)2 T e [(’

9

7 (z+ r)ﬂ'
Nous trouvons encore a l'aide de la formule (351) et en
tenant compte de (354%) :

(355)

At (;).:;3‘ (; S J.) ——2%. (356)
Ces calculs préliminaires faits, nous pouvons former sans
grande peine A’. Pour A?du premier terme de Z, nous avons
d’abord, étant donnée la formule (351) :
A? @ =.‘I : i 1 T
r{z + 1) rA (z+r>+z+rA r+

e e e L ey
\r mlr(ed+ ) ezt ezl

ce qui peul s’écrire, en tenant compte de (355) et (356) et en
effectuant les opérations :

x =) 2z 2 —rrar e 4 22z
re+1r) a4 (et ) i ™ (3 4+ rp
r*—rE +7r +re

r* (z + r)? L

Le membre de droite s’annule, done :

=0T

A2 Ld

=Y —

re+47)

wn
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Nous pouvons poser aussi immédiatement :
e
AL e (358
riz4r) 7’ )
par suite de la symétrie des expressions.

Effectuons maintenant I'opération A* surle second terme de
£. Nous avons d'abord :

les dérivés secondes par rapport & y et & £ sont de méme
forme, par suite :

(389)

A’zz étant nul, nous avons, formule (351):

A 2( 2 %),

b 8 r?

6zz ‘
— (360)

Nous trouvons done, finalement, en vertu des formules
(357) et (360) :

A =— 6n—
L’équation (350) donne :
= 3(n—p—g) T
si I'on substitue les deux valeurs précédentes dans la pre-

miere des équations fondamentales,

AZE m de
A~ —_—= 0,
i m—2 dx

on reconnail que celle-ci est identiquement satisfaite, si les
constauntes p, ¢, n sont lelles que

o 5
2n+m_2(n——p—-—g)=o. (361)
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La considération de la seconde des équations fondamen-
tales ne fournit pas de relation nouvelle, toutes les formules
étant absolument symétriques par rapport a z et y ou§ et 7,
Elle sera certainement satisfaite si I'équation de condition
(361) est remplie.

Calculons maintenant A*C. Le A®*du premier lerme de ¢
disparait acause dela formule (354). Pourle A* du second, nous

obtenons (formule 351) :

3z

P

Nous avons donc :

o) Qf:__&_’,
=
D’autre part, d'apres (350)
de 1 z\.
& BP0 (“—“‘)
si nous substituons les deux valeurs qui préceédent dans la
troisieme des équalions fondamentales :

Az: L m de 0.

m—2ds

nous voyons que celle-ci est aussi identiquement satisfaite si
la relalion (361) est remplie.

Nous avons donc prouvé que le systtme de déplace-
ments élastiques ¢. 1, § choisi (éq. 346) correspond & un élat
élastique possible. Il nous reste & montrer qu'il satisfaitde plus
aux conditions aux limites du probleme. Ces conditions sont
les suivantes : Le plan horizontal limitant le corps n’étant
sollicité que par la seule force P, les composantes R» des
actions moléculaires. doivent étre nulles pour £=o0, sauf
dans le voisinage immeédiat de I'origine. Il faut, de plus, et
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pour la méme raison, que les composantes - et S;; soient
nulles en tous les points de la surface. Vérifions d'abord si
cette derniere condition est satisfaite. Nous avons (for-

mules 290):

o dz )
Szm——G-\[E“.-d—mf,

dg | dt
S.. —G|—-1—]"
oy =0 (rf: ' rf'.ff.)
d’autre part, les relations (346) fournissent, pour les dérivées
partielles qui figurent dans ces expressions, les valeurs sui-

vantes :

Si nous subslituons ces valeurs dans les formules de Sz
et Szy, nous obtenons, toutes réductions faites,

qu;= G‘g}(p + n— q — Bn fZ),
. (363)

SzuzG‘;—’_-.:(\p—f—n—q—Bn ;1!)

Ces composantes doivent &tre nulles pour £=o0; il faat par
conséquenl que les constantes p, n, ¢ satisfassent a I'équation
de condition :

p+n—qg=o. (364)

Calculons maintenant Rz ; la formule (294) donne :

m—2

R: =2G(E+ —e—)
dz
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nous avons Ici :

/4 2z 3z%\

TR e T )

e=(n—p—9)5;
par suite :
a2k s n—p—q gt
Hg — 20 ; _——-i? --|-‘3H.—]— m — 3}'!. ;3].

Celte expression s’annule en effet pour z — o, sauf dans le
voisinage de l'origine. En ce point 7 = o, z prend la va-

. : = b z o
leur indéterminée —. Nous pouvons encore simplifier I'expres-
Y]

sion de R.; résolvons, par rapport & p et ¢, les deux équa-
tions (361) et (364) qui lient entre elles les conslantes p, ¢, n,
nous obtenons :

(363)

En substituant ces valeurs dans Rz, nous trouvons finale-
ment :

R, — — 6Gn -- (366)

Cette formule ne nous permet pas de déterminer les valeurs
que R- prend al'intérieur de la surface de contact. Il faut, du
reste, remarquer que toute la théorie renonce a décrire les
phénomenes qui se produisent dans le voisinage immédiat du
point d’application de la charge ; sans cela, nous n’aurions pu
prendre pour les déplacements élastiques les valeurs choisies
(formules 346). Celles-ci prennent, en effet, la valeur indéter-

o L
minee 3 a 'origine.

La théorie de Boussinesq n’est valable que pour les points
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situés a une certaine distance de 'origine et se base sur I'hy-
pothese que, pour ces points, la réparlition de la charge a
I'origine n’exerce pas d’influence sensible.

Il nous reste & déterminer la constante n qui dépend de l'in-
tensité de la force P. Pour éviter d’avoir a considérer les phé-
nomenes dans le voisinage immédiat de I'origine, nous procé-

dons de la maniére suivante : menons un plan horizontal &
une distance £ de DPorigine; si nous faisons abstraclion du
poids propre du corps, il esl évident que la somme des com-
posantes Rz qui agissent sur ce plan doit étre égale & P. Tra-
cons dans ce plan une circonférence de rayon p dont le centre
soit sur l'aze des £, nous avons :
Pzz 7.2_ zﬂ. (367)

D’apres (366), Rz possede en tous les points de la circonfé-
rence la méme valeur. par conséquent la grandeur de la ré-
sultante des forces Rz qui agissent sur une surface annulaire
comprise entre les circonférences de rayon p et p- dp est
égale & :

=1

6Gn = 2mpdp.

(*-+29)8

L’intégrale de cette expression, prise entre les limites p=0

et p==oo, doit &tre égale & P. Nous pouvons laisser de coté le

signe — de la formule (366), qui exprime simplement que
R est un effort de compression. Nous avons donc 3

o 2pod
6Gnrz® /‘#?:P E
Jo(er+2 3
I'intégrale est facile & calculer; on a :

wo 2odp = B
= o
= “(I_,J.'.‘. = :a} o

[l

done
4GNT = P
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Pour que celte relation soit identiquement satisfaite, il suf-
fit de prendre
P

ﬂ:m'

(368)

Si nous introduisons les valeurs des constantes p, ¢, n
dans les expressions de &, #, {. celles-ci deviennent

" 4=mG rig4r) " dnG e
m—2, y . P |
4G 1‘(:—{-—1*)"4'_411G m
2m-2 1 P z

4=mG  r 4nG 8

m—2 x P zz )

(369)

Pour comparer ces résultats avec ceux fournis par Vexpé-
rience,le mieux est de contréler les valeurs de £a la surface du
corps, car ce sont évidemment les déformations du plan supé-
rieur dans le sens de I'axe des z qui peuvent se mesurer le
plus facilement. Pour =0, nous avons, en tenant compte de

la relation :
Em

Am-+-1)’
m:—4 P
micE

G-=

e
wi—

(370)

Il résulte de cette. formule que le plan considéré se trans-
forme, dansladéformation, en un hyberboloide de révolution.
En particulier, il devrait en étre ainsi avec le sol si celui-ci
obéissait & la loi de Hooke. Nous avons déja signalé a l'arti-
ticle 74 les essais de I'anteur qui ne confirment pas cette con-
clusion. '

L’état élastique du corps est completement déterminé par
les relations (369). 1l serait facile maintenant d’en tirer di-
verses conséquences au sujet de la répartition des actions
moléculaires. Nous n’entrerons toutefois pas dans de plus
longs calculs, et nous nous bornerons & signaler quelques
résultats que le lecteur pourra établir lui-méme sans diffi-
culté.
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Il suffit d’étudier la répartition des aclions moléculaires
dans un plan quelconque passant par I'axe des z, car cetle
répartition est la méme pour tous les autres. Considérons le
plan yz par exemple, et menons un plan horizontal, z=const.,
qui coupe le premier suivant une horizontale. En tous les
points de cette ligne, S;y= o0 (ce qui résulte du reste de la
symétrie). Soit T la résultante de Rz et Sz pour la section
horizontale ; cette force passe par I'origine et son intensité est
donnée par la formule :

(371)

De plus, sil'on trace une circonférence de rayon quelcon-
que, passant par l'origine et dont le centre se trouve sur l'axe
des z, on démontre que T possede la méme valeur en tous les
points de la circonférence et varie en raison inverse du carré
du rayon de celle-ci. Ces indications permettent de se faire
une idée relativement claire de la répartilion des actions mo-
léculaires.

116.'Théorie de Hertz. — La théorie de Hertz se meut
sensiblement dans les mémes voies que celle de Boussinesq,
elle demande toutefois des calculs plus longs ; c’est pourquoi
nous avons préféré traiter la théorie de Boussinesq d’une
facon plus détaillée, tandis que nous ne ferons qu’indiquer les
grands trails de la théorie de Herlz. Pour une étude plus ap-
profondie de la question, nous renverrons le lecleur soit au
mémoire original de Herlz, soit & 'ouvrage de Love : Treatise
on the theory of Elasticity, 2 vol., Cambridge, 1892-93.

Herlz détermine aussi un systeme de valeurs &, =, { qui
satisfait les équations générales et les conditions a la limite.
Il considere deux corps dont les surfaces ont des courbures -
quelconques et les suppose pressés I'un contre’autre avec une
force donnée. Il admet toutefois que la surface de contact
créée par déformation est de dimensions trés petites compa-
rativement aux rayons de courbures des surfaces. Tandis que

[T |||||||||||‘|| ‘|||
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la théorie de Boussinesq cesse d'étre valable dans le voisinage
du point d’application de la force, la théorie d’'Hertz rend
compte au contraire des phénomenes & l'intérieur de la sur-
face de contact des deux corps et dans le voisinage immé-
diat de celle-ci. Par contre, pour les points situés a des dis-
tances finies, elle cesse d’étre applicable.

On trouve que la surface de contact est toujours limitée par
une ellipse, qui, dans quelques cas spéciaux devient un cercle,

Les expressions pour §, m, {sont plus compliquées que dans
la théorie de Boussinesq. Nous pouvons résumer la marche
du probleme de la facon suivante : on considere I’équa-
tion (297) :

m

Afu —+ Ae—=o.

m— 2

On sait, par la théorie du potentiel, que la force « émanant
de masses distribuées d'une fagon quelconque sur une surface,
et dont I'intensité varie en raison inverse du carré de la dis-
tance, satisfait a I'équation ci-dessus en tous les points de
I'espace, sauf & l'intérieur de la surface. Ainsi, si 'on sup-
pose la surface de contact des deux corps couverte de masses
attractives (par exemple de masses électriques) réparties selon
une loide densité déterminée, et sil'on prend en chaque point
du corps les déplacements élastiques proportionnels a la force
attractive émanant de ces masses, on obtient un systeme pos-
sible de valeurs &, n, {. Celui-ci ne satisfait toutefois pas les
conditions aux limites. Par conlre, il est possible de former, &
'aide du potentiel de ces masses, d’autres fonctions qui satis-
font les équations générales et certaines des conditions a la
limite, de sorte qu’aprés quelques essais, on peut arriver & la
vraie solution. C'est le chemin que parait avoir suivi Herlz
dans ses recherches.

Soit Vle potentiel des masses réparties sur la surface de
contact ; si nous formons la fonction IT définie par la relation

suivante :
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0—azV 1 b f Vdz, (312)

il est facile de reconnaitre que le systeme de valeurs

. an
T ds?

dll

salisfait aux équations fondamentales, a la condition que les
constantes @, b, ¢ remplissent la relation :

2a + — (2a+ ¢) =o. (374)

Ilrested vérifier les conditions aux limites. Les actions molé-
culaires tangentielles doivent étre nulles alasurface des corps.
Si I'on forme Sgz et Szy, on voit que cette condition est rem-
plie si :

2a — 26+ c—o. (378)

Apres quelques transformations, et en remplacant 4 et ¢ en
fonction de @ & 'aide des équations (374) et (375), on trouve
pour Rz :

1\ ! e
R:=— 2aG (s <ol — ﬂ) (376)
is* s

A la surface des corps, c’est-d-dire pour z==0, cette expres-

sion se réduit a :

Rer o——2Ga gff : (3711)

Cette quantité s’annule partout, sauf 4 l'intérieur de la sur-
face de contact. On voit maintenant la raison pour laquelle
nous avons supposé que les masses dont nous avons pris le
potentiel sont réparties seulement a T'intérieur de cette sur-
face.

Telle est, dans ses grands trails, la théorie de Hertz. Natu-
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rellement, il faut considérer les deux corps ; d'ou résulte en-
core quelques conditions aux limiles, dans 'exposé desquellés
nous n’entrerons pas.

Les résultats les plus importants auxquels Iertz est arrivé
sont les suivanls. Supposons que, lorsque les corps sont aleur
étal initial, c’est-a-dire qu’ils onl un point de contact com-
mun, on détermine dans le voisinage immédial de ce dernier
le lieu des points des deux surfaces qui sont distants, dans le
sens de 'axe des z, d’'une quantilé conslante trés pelite e. La
projection du lieu géométrique de ces points sur le plan tan-
gent commun aux deux surfaces est une ellipse (théorie de
I'indicatrice). Ilerlz trouve que la surface de conlact est aussi
limitée par une ellipse dont les axes coincident avec ccux de
la précédente ; par contre le rapport des axes entre enx n'est
pas le méme. II trouve pour les demi-axes @ et & de I'ellipse
de conlact :

3
L] a0
&
"V Bloastfratpait-pas)

(378)

f 3 3P(0, -+ 0.) .
‘V 8ot pratpatpe)

Les coefficientsnumériques u et v ne dépendent que du rap-
port des axes de I'ellipse e = const. Ilertz en donne une la-
ble. SiI'ellipse e = constante dégénire encercle, p=—=v==1, la
surface de coniact esl aussi limitée par une ecirconférence.
Dans la formule précédente, P désigne la force avec laquelle
les deux corps sont pressés 'un contre I'autre ; 0, et fi, sont
deux constantes se rapportant chacune & I'un des corps et dé-
pendant des propriéiés élastiques de la matiere. Etant donné

nos notations, nous avons :
b (m* — 1) 2 (;m — 1)
m-B mG

{i

Enfin, les quantités o représentent les 4 courbures principa-
les des deux corps a I’état initial {ce sont donc les valeurs réci-
proques des rayons de courbure principaus).
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La répartition des actions moléculaires Ry sur la surface
de contact est donnée par la formule :

prh 3P T2 yﬂ
Rz "B 2zab \/ = a? _Z-' (379)

A la périphérie R; = o ; sur le reste de la surface, R; varie
comme l'ordonnée d’un ellipsoide construit sur la surface de
contacl. R; atteint sa plus grande valeur au centre de cette
derniere. Cette valeur maximum est égale & 1 1/2 la valeur
moyenne pour la surface entiére.

Dans le cas particulier d'une surface de contact circulaire,
on trouve pour la valeur maximum R, de R; :

8 Y D8 eut st o e
R.- . - P11 7T P12 =i Pa1 T P22
i -»z:\/ P[ 3 (0; + by) ] i 4380)

et, pour le rapprochement « qu'éprouvent les deux corps parle

fait de leur aplatissement :

VSR (381)

16a

Le diametre 2« de la surface de contact croit proportionnel-
lement & la troisieme racine de P, ainsi que Rz ; « varie pro-
portionnellement a la puissance 2/3 de P.

En particulier, pour deux sphéres de méme maliere, de
rayons . et r,, on trouve, sil’on remplace § parla valeur indi-

o 10
quée plus haut et si I'on prendm — — :
o

3 o
a=—111 (/2 —rs (382)
U/

Le signe — dans la formule ci-dessus correspond au cas
olt 'une des spheres serait creuse. De plus :

3
R, = 0,388 \/ Pl l’ﬁiﬁ]i (383)

"7z

f /l’_ O (384) :

o= 1,23 \\/ By
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Un autre cas intéressant est celui d’une sphére de rayon r
et d'une plague; on le déduit du précédent en faisant croitre
indéfiniment le rayon de I'une des spheres. Il vient :

Ry
Pr

=1 el b

a 1 \/E (38%)

Ro— 0,338 ‘;E (386)

« —1.23 \/Ei. , (387)
Ezp

Pour deux cylindres de méme rayon, croisés d angle drout,
on trouve :

B
Ro==0,388 4 / —=. (388)
T

Cas de deux cylindres de rayon r, et r, qui se touchent sui-
vant une génératrice. 1l faut admettre les cylindres infiniment
longs, 'un des demi-axes de I’ellipse de contact devient infini
et 'autre prend la valeur :

Pf i
a—1,52 / SRS 389
: \ E -7 ( )

on trouve aussi :

Ro= 0,418 \/PE ko (390)
) T4Tq

Nous remarquons expressément que, dans ce cas, les ra-
cines sont des racines carrées. P’ désigne la pression par
unité de longueur; c’est donc une quantité de la dimension

!i
c:l Si P'on remplace 'un des cylindres par une plaque, on

trouve :
Pp

a=1,52y /=, (391)-

E
PE

r”

Rp= 0,418 (392)
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Pour que les formules soient applicables, il faut supposer
I’épaisseur de la plaque assez grande pour que les aclions mo-
culaires se répartissent sensiblement comme si I'épaisseur
était infinie.

117, De Ina durcié des corps, de celle des métaux
eu particulier. — La notion de dureté existe & coté des
autres propriétés élastiques sans aucun lien avec celles-ci. Il
en était du moins ainsi avant les expériences faites par Herlz
sur ce' sujet. Les minéralogistes déterminent la dureté des
corps selon la plus ou moins grande aptitude de ceux-ci &
rayer le verre, ils ont ainsi établi une échelle dans laquelle
les différents degrés de dureté sont désignés par desnuméros
d’ordre. Lorsqu'il s’agit de métaux, on entend plus spéciale-
ment par dureté la résislance plus ou moins grande que I'on
rencontre lorsqu’on travaille la matiere avec des outils Lran-
chants sur le tour, la raboteuse, ele. Pour Vacier, on se con-
tente souvent de la définir par l'indication de la teneur en
substances (carbone, manganese chrome, etc.) qui exercent
une influence sur la duoreté.

Herlz a cherché a remédier a cette incertitude dans la défi-
nition dela dureté. Il part du fail que celle-ci est une propriété
élastique de la matiere qui entre en jeu lorsque deux corps de
méme matiere ou de matieres différentes sont pressés I'un contre
I'autre. Sila pression est suffisante pour que le contact laisse
une empreinte durable, il se produit a la surface des corps
une délérioralion quelconque si 'on meut I'un des corps par
rapport a 'autre. Pour pouvoir définir la dureté en partant
de ce point de vue, il faut naturellement connaiire les pro-

priétés de I'état élastique créé dans les deux corps par suite
de leur contact. C’est ce qui a conduit Hertz a établir la théo-
rie que nous venons d’exposer.

Afin d’obtenir une mesure absolue de la dureté, Hertz a
proposé de comparer chaque matidre avec elle-méme, c’est-a-
dire d’étudier la compression de deux solides de méme ma-
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titre. II propose de plus de choisir la forme des éprouveltes,
de fagon que la surface de conlact soit un cercle et d’augmen-
ter insensiblement la force avec laquelle les deux corps sont
comprimés I'un contre l'autre jusqu’a ce que I'on atteigne la
limite a partir de laquelle les déformalions plastiques com-
mencent & se produire. Comme mesure absolue de la dureté,
on prendrait la valeur maxima R, des actions moléculaires
R; au centre de la surface de contact, qui correspond & cetle
charge limite.

Hertz n’a vérifié sa méthode que pour le verre. Plus tard,
Auerbach I'a employée pour divers minéraux et diverses sortes
de verre. En général, les expériences ont confirmé la théorie ;
par contre elles ont mis au jour un fait inattendu : I'influence
des dimensions absolues des corps sur les résultats. Il se pro-

duit un phénomene qui peut se comparer aux phénomenes de
capillarité dans les liquides. En effet, si ’on n’admettait pas

I'existence de ce fait, on ne pourrait expliquer I'influence des
dimensions absolues du corps, a supposer toujours que ’on
puisse faire abstraction de son poids propre : il suffirait de
supposer les dimensions de chaque élément de volume dou-
blées et de multiplier par 2 les &, 0, §, tout en laissant les
composantes des actions moléculaires invariables, pour obte-
nir une solution remplissant les mémes conditions aux limites
que la premiére. Par conséquent, comme il n’existe pas d’er-
reur dans la théorie de Hertz, on est forcé d’admettre que les
couches extérieures d'un solide, ¢’est-a-dire précisément celles
qui jouent un rdle important pour la dureté, se comportent
autrement que les couches intérieures. Ce fait n’a rien d’éton-
nant en lui-méme : on sait depuislongtemps qu’il en est ainsi
pour les liquides. Le phénomene est beaucoup moins marqué
dans les corps solides, de sorte qu’il avait échappé a ['ob-
servation.

Dans le cas de matieres cassantes, telles que le verre, il est
facile de déterminer la dureté selon la définition de Hertz, car
les déformations plastiques qui se produisent consistent en
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une fissure dont il est facile de déterminer 'apparition. Pour
les métaux, il est plus difficile d’employer la méthode, car on
manque de criterium cerlain pour I'apparilion des déforma-
tions plastiques.

De nombreuses expériences entreprises par I'auteur et con-
tinuées par un de ses éleves, M. Schwerd, avec différentes
sortes de fer et d'acier, ont permis de créer une méthode de
détermination de la dureté qui parait répondre d’une maniere
satisfaisante au bul que I'on s’est proposé. On forme avec le

mélal & essayer deux demi-cylindres soigneusement polis de

20 mm. de rayon. Ces deux solides sont placés en croix I'un
sur 'autre, de sorte qu'a I'élat inilial le contact a lieu en
un point des surfaces cylindriques. On soumet ensuite ces
solides & une certaine pression, et 'on observe le rayon de la
surface de contacl qui se forme par suite de la déformation.
Pour faciliter la mesure du rayon de cetle surface, on recou-
vre les éprouvelles de noir de fumée. On fait croilre insensi-
blement la force de compression jusqu’a ce que le diametre
de la surface de contact atteigne 3 ou 4 mm. On constate que,
pour les diametres supérieurs 3 1 1/2— 2 mm., l'aire des sur-
faces de contact est sensiblement proportionnelle aux forces
de compression correspondantes. Ce résultat est en désaccord
apparent avec les formules de 'article précédent ; il faut son-
ger toutefois que celles-ci ne sont applicables qu’aux défor-
mations élastiques, tandis que nous avons ici des déforma-
tions plastiques. Si I'on divise la force de compression par
Paire de la surface de contact correspondante, exprimée en
mm® par exemple, on oblient, en répétant I'opération pour des
forces d'intensités différentes, une série de chiffres qui varient
fort peu les uns des aulres; en en prenanl la moyenne, on
obtient une valeur qui peut servir de mesure pour la dureté
du métal.

L’influence des dimensions des éprouvettes se fait égale-
ment sentir; par exemple, pour une méme sorte de bronze,
on a trouvé, pour la dureté, les chiffres suivants: 94,77,63 kg.

||‘|| I
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par mm?, suivant que les rayons des éprouvettes étaient 10,
20 ou 40 mm.

Il est donc absolument nécessaire d’employer dans les
essais des éprouvettes de rayon normal de 20 mm., afin d’ob-
tenir des résultats comparables entre eux. A la rigueur, on
peut rapporier les chiffres obtenus au rayon normal, si I'on
remarque que la dureté apparente varie sensiblement en rai-
son inverse de la racine cubique du rayon des éprouvettes.

Des essais faits selon leméme procédé avec des billes d’acier
coulé ont montré que la dureté apparente varie aussi en rai-

son inverse de la racine cubique du rayon des spheres. Ces
expériences ont prouvé de plus que la dureté apparente de la
méme matidre, lorsqu’elle est sous forme de bille, est plus
grande que lorsqu’elle est mise sous forme cylindrique.

Pour des spheres et des cylindres de rayons égaux, il faut
multiplier les chiffres correspondant a la premiére forme par
2/3 environ, pour obtenir ceux qui correspondent a la se-
conde.

§6

ETAT ELASTIQUE A IZINTERIEUR D’UNE MASSE
DE TERRE MEUBLE

118. Calcul des actions moléculaires. — Notre inten-
tion n’est pas d'établir ici une théorie compléte de la poussée
des terres, nous désirons seulement donner un résumé de la
question, en nous servant des résultats qui précedent.

Nous avons déja indiqué que le terrain est susceptible de
subir des déformations élastiques ; toutefois, ce n’est pas ces
dernieres que nous voulons étudier.

Considérons une couche de sable répandue sur le sol, ayant
parlout la méme épaisseur ot couvrant une étendue illimitée,

28
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et déterminons 1’état élastique régnant en un point quelcon-
que de cetle masse. Le point considéré doit toutefois étre
assez loin des bords, pour que I’on puisse admettre que 1’in~
fluence de ces derniers est nulle.

Dans ces conditions, il est évident que I'état élastique qui
régne aux points correspondants d’une série de verticales tra-
cées a travers la couche de sable est le méme partout. Pre-
nons une ds ces verticales, dirigée de haut en bas, comme axe
des z, nous pouvons indiquer immédiatement la valeur de R;.
Supposons un prisme de base dF et de hauteur z, nous devons
avoir :

R; dF = yzd¥, (393)

vy étant le poids spécifique du sable. La composante verticale
de I'action moléculaire qui agit en un point donné est donc
de méme grandeur que dans un liquite de densité y. Dans le

sens horizontal, il est évident que les aclions moléculaires
doivent étre les mémes dans toutes les directions. L’ellipsoide
des actions moléculaires est, par suite, de révolution autour
de I'axe des z. Donc :

Ra;z Ry.

L’état élastique considéré ne differe de celui qui regne &
I'intérieur d’un liquide qu’en ce que Ry= Ry ne sont pas
égaux & Rz. Il nous faut précisément chercher le rapport entre
les actions moléculaires horizontales et I'action moléculaire
principale verticale. Il est évident que ce rapport dépend des
propriétés physiques de la matiere. Si les grains de sable
n’exercaient aucun frottement les uns sur les autres, la masse
totale se comporterait comme un liquide, et le rapport cherché
serait égal a 1. L’intensité des actions moléculaires horizon-
tales dépendra donc de la grandeur du frottement.

Nous définirons la grandenr du frottement & I'aide de I'an-
gle de frotlement que nous pouvons appeler aussi ici angle
d’éboulement, car sur les bords le sable prend de lui-méme
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celte inclinaison. Si I'on essayait de donner aux bords du tas
de sable une pente plus forte, ceux-ci s’écrouleraient. D’aprés
la théorie du froltement, ce fait se produit lorsque I'angle
entre la normale & la pente et la verticale est plus grand que
’angle de frottement. Donc, celui-ci est bien égal & ’angle
d’éboulement. Soil ¢ cet angle ; considérons & l'intérieur de
la masse un prisme horizontal de longueur égale a I'unité, et
dont la base esl formée par un triangle rectangle infiniment
petit. Supposons les arétes du prisme paralleles a I’axe des y,
soient dz el dz les cotés du triangle de base, ¢ I'angle formé
par I'hypoténuse avec I'horizontale (abstraction faite des let-

tres qui sont ici un peu différentes, nous pouvons nous servir
de la figure 7). Pour établir les conditions d’équilibre de ce
prisme, nous utilisons directement les résultats de 1'article 11.
Nous avons ici, en vertu des équations (9), et en remarquant
que S=o:

Ro-tRa . BaeRa
RI= L | ~+ “. coS .'.)."L. 2

2 2

Rz—Rz .
2 % sin 2}, (j

(394)
S —

Soit ¢ I'angle formé par 'action moléculaire dont les com-
posantes sont R" et S" avec I'hypoténuse, nous trouvons :

8 (Rz — Rz) sin 2y

IgX:I?—:Rm—*—Rz -+ (Rz — Ra) cos pr’

ce qui peut s'écrire, en développant sin 24 et cos zu et en
opérant les réductions :

o I_(Rm—Rz)tg\,b.

==4 fagn
8L= Rz - R Lg% (3495)

Il nous importe surtout de connaitre la valeur maximum '
de I'angle v. Nous trouvons cette valeur en égalant & zéro la
dérivée de tg ¢ par rapport & 4. Comme ¢ ne figure dans I'ex-
pression que sous la forme tg ¢, il revient au méme de déri-
ver par rapport a cette quantité. Nous obtenons :
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digy

Rz + Re tg?) — 2Ry 1320
digd '

=Re — R ) ke gy

d’ol résulte I'équation :

Rz e Ra; tsgq)/: [/

lgd'=== \/i:r

Le double signe indique que le maximum ou le minimum,

et par suite :

en tous cas la plus grande valeur absolue de v, se produit
pour deux directions symétriques, ce qui, du reste, était &

prévoir.
Si nous ne tenons compte que de la valeur absolue, nous
trouvons, en substituant (396) dans (393) :

k-.:_; \/ \/) (397)

%' ne peut étre plus grand que I'angle de frottement, sans
cela il se produirait un glissement du terrain le long des sec-
tions de direction ¥’. C’est pourquoi I'on nomme ces derniéres
surfaces de glissement. 11 est certain, par exemple, que le tas-
sement qui s’opere dans une masse de terre fraichement re-
muée se produit parune série de glissements de ce genre.Nous
avons a envisager I'élat limite dans lequel il y aencore équilibre.
La grandeur de l'intensité moléculaire horizontale Ry qui
correspond a cet état limite, s’appelle la poussée active du ter-
rain. Nous la désignerons par Rz. Si la masse considéréea été
soumise & une compression préalable, ou si elle est tassée,
Rz peut prendre des valeurs plus grandes que R'z. Lorsque
I’action des forces extérieures cesse, Rz doit se réduire immé-
diatement & des valeurs plus faibles. Il n’en est pas nécessai-
rement de méme pour Ry : il peul méme se faire que Ry con-
serve, par suite de I'influence des charges appliquées avant,
une valeur plus grande que Rz. Toutefois, le rapport eutre
Rzet R- ne peut pas dépasser, dans ce cas non plus, la valeur

L
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qui correspondrait & un glissement a I'intérieur de la masse.
La plus grande valeur de Ry compatible avec R; est désignée
sous le nom de poussée passive des terres. Nous la représente-
rons par R"..

Déterminons la valeur de la poussée active R'z, c’est-a-dire
de la plus petite valeur des actions moléculaires dans le sens
horizontal qui soil compatible avec I'élat d’équilibre. A cet
effet, nous faisons. tg y’=1g o dans la formule (397), et nous

ol - Rz
resolvons par rappor a s

Posons pour abréger :

lgo=/,
[, désignant le coefficient de frottement ; nous obtenons :

e o O 1. (398)
Pour obtenir la poussée active, nous devons prendre la
racine avec le signe — ; le signe -+ correspond a la poussée
passive.
Sil'on prend, par exemple, ¢ = 33, c'est-a-dire f = 0,70,
valeur correspondant a celle observée pour le sable, on
trouve :

Rz == 0.27R..
R’z est donc environ égal & un quart de R; ;c’est 1a une
valeur approximative dont on fait souvent usage dans lesappli-
calions.

On peut interpréter la formule que nous venons d’établir
dans un auntre sens. Si 'on substitue dans (397) la valeur de

\'/gf' prise de (396), on obtient, si 'on fait v'= o,
"} z
(399)

Or, pourlapousséeactive, R’y < R, tg ¢’ est par conséquent,
en vertu de (396), plus grand que I'unité, 24 est donc un

||‘|||||||||||||||||‘||| Il
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angle obtus, et par suite I'angle de frottement un angle aigu.
La relation (399) donne:

24}':'—;—[—(? ou t{/:;—l—% (400)

De 1a résulte une regle tres simple pour la construction des
surface de glissement. Celles-ci font avec I'horizontale ou en
général avec la direction de I'action principale minimum un
angle égal 4 48° 4-le demi-angle de frottement.

119. Application des considérations précédentes au
caleul de la poussée des terres contre Ies murs de
souténement. — Supposons que nous menions un plan ver-
tical & travers la masse de terre considérée et que nous enle-
vions toute la partie située d’un coté de ce plan pour la rempla-
cer par un mur. Sice dernier n’existait pas, la masseglisserait
jusqu’a ce que se soit formé un talus d’une inclinaison égale
4 T'angle d’éboulement. Le mur empéche ce mouvement de
la masse, il est donc soumis & une certaine poussée, que nous
voulons déterminer.

A premibre vue, il semble queI'on peut poser, en un point
donné, cette force égale a I'action moléculaire R, qui régnait
en ce point avant que I'onait enlevé une partie de la masse ; on
pourrait dire & 'appui de cette supposition qu'il doit étre indif-
férent,pourlaparlierestante, d’étre maintenue en équilibre par
le mur ou par le reste de la masse. Ce raisonnement n’est ce-
pendant pas absolument exact : tant que I'une des parties dela
masse est soutenue par 'autre, il faut, par raison de symétrie,
que R, soit une action moléculaire principale ; par contre,
lorsque I'une des parties est remplacée par le mur, la symétrie
est absolument détruite. Il peut trés bien se faire que la terre
exerce nonseulement uneffort normalR ;. sur le mur, mais aussi
un effort tangentiel S. Si I'on tient compte du fait que le mur
cede inévitablement, et effectue sous l'influence de la charge
une rotation autour d’'un axe-horizontal, on arrive méme &
conclure que la composante S peut atteindre vne valeur égale

[T |||||||||||‘|| ‘|||
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e=¢ep-+ ¢ty Es
ou, en tenant compte de (287) :

g dn das
g (289)
dy ds } ;
105. Relations entre les composantes des actions
moléculaires et les quantités & 1, ;. — Avec Paide des
formules précédentes, il est facile de calculer les composantes
des actions moléculaires en fonction des quantités ¢, =, L.
Etant douné le principe de superposition, nous avons:
Sy
Yzy ==
par suile, en tenant compte des équations (288). nous obte-
nons :

: .45 {5
N e -+-1) )
: \dy dx;
== ﬂ.»rm e ’:‘:i': J: \

¥ L (d:: -+ )’ i

dzx
dy |, dE

ds (}}] H

i

Nous avous vu que la loi de Hooke permet d’établir entre
les composantes des actions moléculaires et les dilatations élé-
mentaires les relations suivantes :

|
EEmZRz—;L(Ry+Rz), H

l

1

Eey =Ry ——(R: -+ Ro), ) (291)
4

ESZ = Rz —-7)_1 (Ba; —'{*— Ry). \

En additionnant et en remplagant la somme ¢y ¢y + ¢,
par e, nous obtenons :

m

— Ee. (292)

Rx+Ry +Rz :”‘
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La premiere des équations (291) peut s’écrire :

m 41
E5x=
m

1
R;p ——-771‘(

m 41

m

Rz + Ry + Ry)

Ee
m — 2

B —

d’ot, en résolvant par rapport a Ry :

mE e
2 =?}l+1 (E:: _]r__ m) (293)

Cette expression peutse simplifier encore un peu, en tenant
compte de la relation :

mE
b=gm+D’

Nous avons finalement, en opérant cette simplification et en
tenant compte des relations (287) :

2G (rf_; e

R:=

dx

26 (ﬁ
dy

33:2(;("—‘:_;. G )

de  m—2

!;:

(294)

Les deux dernieres formules s’obtiennent en permutant
cycliquement €, =, C et z, y, £, dans la premiere.

Le probleme est ainsi résolu : nous avons exprimé les com-
posantes des actions moléculaires en fonction de g, =, {. Il ne
reste plus maintenant qu'a introduire ces expressions dans
les conditions générales d’équilibre représentées par les équa-
tions (3). Ces dernieres sont dela forme :

dRz . dSyw
dz ' dy
fi"m{ — i ﬂ 1 —ﬁ 4 Y—o
dr ' dy ds ' !
dSzs  dSys

d_H_.-
de ' dy ' dn

d5zx
T X
ax " 22

0;
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en substituant dans la premiere les valeurs trouvées (290)
et (294}, nous oblenons :

E . g ..

oG (FF 4 4 de)\, g [dE | )

\dx? ' m—2dx/ "’ \dy?* ' dxdy/
1N /d_is 1 d’C \. y W

T« =—0,

"M\ T odzde)

ou, en ordonnant :

o e ol i

€ .16, e [ d*a ars
\dz* ' dy* dz* ' dzdy ' dxde

La somme des dérivées partielles du second ordre d’une /
fonction telle qu’elle se trouve dans la premiérg;)@éﬂﬁim/‘ =
de T'expression ,ci-dessus est qne,,gﬁamtité ‘qui revient trés

s s A'; . P .
fréquemment dans46#ES]es théories de physique mathémati-
que. L'opéralébh qui consiste & former cette somme est dési-
gnée sous le nom d’opération de Laplace, du nom du ma-

thématicien qui en a fait usage le premier dans la théorie du
potentiel. Pour abréger, on la représente généralement par un
signe symbolique ; nous emploierons le signe A* celui-ci re-
présente doncl'opération :

d? d? d?
e e i e e by
dz? ' dy? t dz? (293}

La seconde parenthese de la relation précédente peut s’é-
crire :
d i dn dty
dx\dx ~ dy ' dz)
ou, simplement, si I'on tient compte de (289) :
de
dz
Par conséquent, nous avons finalement, si I'on pratique

encore des transformations analogues sur les deux autres équa-
tions (5) :

14 15
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" m— 2dy

_ de

Telles sont les équations sur lesquelles se base toute la
théorie de I'élasticité. 1l convient de remarquer que ce sont
la simplementles équations (5) mises sous une nouvelle forme
et non pas de nouvelles relations. Comme leur signification
géométrique est moins reconnaissable sous cette forme, une
confusion pourrait facilement se produire.

Remarquons enfin qu'il est possible, par I'emploi de la mé-
thode des vecteurs, de réduire les 3 équations (296) 3 une
seule, qui exprime simplement la condition que la somme de
toutes les actions moléculaires qui agissent sur1’élément con-
sidéré est nulle.

Si Pon désigne par u le vecteur dont les projections sont
£, m, ¢, et par P la forceayant pour composantes X, Y, Z, nous
pouvons remplacer les équations (296) par la suivante :

‘ P
A'u+ —— Ae+gz==o. (297)

Dans cette expression, A e est un symbole destiné a repré-
senter I'opération qu'il faut effectuer sur e¢; comme nous ne
ferons pas usage de cette formule dans la suite, nous ne nous
étendrons pas davantage sur la signification de A.

On voit par cet exemple les simplifications que peut appor-
ter dans le calcul 'emploi de la méthode des vecteurs ; ici,
une seule équation suffit pour exprimer la méme condition
que celle que définissent les trois relations (296).
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§ 2.

MOUVEMENTS ONDULATOIRES A I/INTERIEUR
D'UN CORPS ELASTIQUE

106. Equations du mouvement. — Dans la plupart des
problemes de Ja théorie mathématique de I'élasticité, la résul-
tante P (X, Y, Z) des forces d'inertie ne joue qu’un role tres
secondaire. En général, elle se réduit simplement au poids
du corps et n'exerce le plus souvent aucune influence sensible;
il serait donc possible de supposer le corpsdépourvu de poids
et de ne considérer que les forces agissant a la surface. Dans
ce cas, les équations (296) et (297) se simplifient: le dernier
terme du membre de gauche disparait. Dans les paragraphes
suivan!s nous nous occuperons exclusivement de cas ot cetle

supposition esl permise ; par contre nous allons traiter ici une

application des équations (296) dans laquelle il est nécessaire
de conserver ces derniers termes.

Si la masse du corps ne se trouve pas al'étal de repos, mais
exécule au contrairec un mouvement varié, les forces élasti-
ques qui régnent & la surface d’un élément de volume quelcon-
que et le poids de "cet élément doivent posséder une résul-
tante qu'il est possible de déterminer d’apres les lois de la
dynamique, en partant del'accélération de I'élément. Considé-
rons le parallélipipede élémentaire dz, dy, de, el soil i 'unilé
de masse (c'est-a-dire le quotient du poids spécifique par ¢,
'accélération due a la pesanteur); la masse du parallélipipede
sera :

pdxdyde.

Nous devons envisager maintenanl les coordonnées z. 7, §
non plus seulement comme fonction du lieu, mais encore
comme fonction du temps ; par conséquent, les composantes
de l'accélération de I'élément considéré sont :
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d3g d rila

der’ dnr . qp
En vertu des lois de la dynamique, on a pour les composantes
de la résultante de toutes les forces agissant sur I'élément les
expressions suivantes :
&5 dr i
v 7n de dy de, u = dx dy dg, u e dx dy d=.

Faisant usage du principe de d’Alembert, nous pourrions
dire aussi que les forces agissant sur I’élément font en chaque
instant équilibre & une force, appelée force effective, dont les
composantes sont égales et designe contraire aux valeurs don-
nées ci-dessus. La force effective est, comme le poids et les
autres forces d’inertie, proportionnelle & la masse ; le mieux
est donc de la réunir 2 P ou a ses composantes X, Y, Z. Il
suffit pour cela de la rapporter a I'unité de volume, c'est-a-dire
de supprimer dans les expressions ci-dessus le facteur dz
dy dz, et d'ajouter les expressions restantes changées de
signes 4 X, Y ou Z.

Comparativement a la force effective, qui, dans le cas d’os-
cillations trés rapides, peut atteindre de trés grandes valeurs,
le poids du corps est en général insignifiant. Du reste, le poids
n’exerce sur les mouvements ondulatoires aucune influence,
attendu que c’est une force constante, agissant toujours dans
les mémes conditions sur le corps. Nous pouvons done suppo-
ser celui-ci dépourvu de poids (mais non de masse), ¢'est-a~
dire nous pouvons nous figurer le corps transporté sur la lune
ou sur tout autre astre ol I'attraction due & la gravitation est
tres faible, sans que rien soit changé aux mouvements
oscillatoires, & supposer naturellement que les autres condi-
tions restent les mémes. Dans cette hypothese, la seule force
d’inertie est la force effective; les équations (296) prennent
par suite la forme :

[l ‘| [
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m de pdi
“m—2dx  Gde
m de pd*
m—2dy — Gd
m de e d

m—2ds G dr

A*

(298)

Telles sontles équalions qui délinissent la loisuivant laquelle
une déformation élastique se transmet & lintérieur d’un
milieu élastique. L'expérience montre que cette propagation
a lieu sous forme d'onde. Nous allons appliquer d’abord ces
résultals & une espece particuliere d’ondes, savoir aux ondes
sonores.

107. Application des formules générales aux ondes
longitudinales. Ondes senores. — Considérons une onde
sonore plane qui se propage dans le sens de I'axe des «. Elant
donnés les résullals de la physique expérimentale, qui démon-
trent que le mouvement du son est wun mouvement périodique,
pouvant élre représenté dans le cas d'un ton simple par une
fonction sinusoidale du temps, nous sommes conduits. & poser,
comme solulion possible des équations (298), le systeme de
valeurs suivant :

E— A sin 9—(“3 —)in=o0;¢=0: (299)

Le calcul que nous allons entreprendre a précisément pour
but de montrer si ce systéme qui correspond aux résullats de
I'expérience est bien la solution des équations (298). Avant
de résoudre le probleme, il est bon d’étre éclairé sur la signi-
fication des constanles qui figurent dans les expressions ci-des-
sus : A est Yamplitude de I'ondulation, X représente la lon-
gueur de I'onde, car, si I'on augmente & de A sans modifier le
temps, I’angle dont nous considérons le sinus augmente de 2=,
de sorte que le sinus lui-méme ne varie pas. De méme, on
voit facilement que t représente la durée d’une oscillation, car
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si ¢ varie de =, le sinus et par suite § reprennent la méme
valeur. Supposons mainlenant que x et / augmentent simul-
tanément, 'un de Az, I'autre de Az; il se peul fort bien que
celle augmentation ne modifie pas la valeur de &, et il suffit
pour cela queles quanlilés Az et A¢ satisfassent a4 la relation

On dit alors que I'onde s’est déplacée de Az dans le temps
At; en effet, au bout du temps A¢, toules les phases du phéno-
mene se reproduisent dans le méme ordre, mais en des points
distants de Ax des précédenls. On peut aussi parler de la
vitesse avec laquelle I'onde avance ; il convient alors de
remarquer qu'il ne s’agit pas la, comme en mécanique, de la
vitesse d'un corps, par exemple celle du mouvement qu’exé-
cute I'élément considéré, mais de la vitesse avec laquelle un
cerlain élal ‘élastique bien déterminé se propage a travers le
corps. Soit v la vilesse du son ; on a, par définition,

ou, si ’on tient comple de la relalion ci-dessus,

) ==

= (300)

Ces remarques failes, nous allons vérifier si le systeme
de valeurs (299) .satisfait les équalions (296). Rappelons
encore que ces dernieres ont été établies en se basant exclu-
sivement sur les conditions universelles d’équilibre et sur la
loi de Hooke, de sorte que, pour tout corps satisfaisant a cette
derniere, les résullals que nous allons en lirer sont rigou-
reusement exacts. En substituant les valeurs (299) dans (289),
nous trouvons:

o Sk (.t t
e = 2 — €05 2w '—'-——)1
A 2

T

et, par suite :
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2t [Z [AN

)

La seconde el la troisitme des équations (296, sont satis-
faites, car tous leurs termes sont nuls séparément. D’aprés
(299) nous avons :

g:——A—— cos21(3——£)1

dx A T
d§
dq
di
dz

O)
=0,

A% se réduit donc & ;

’ : g e
c’est-a-dire & la méme valeur que ;—;

Si nous différencions & deux fois par rapport a ¢, et si nous
subsltituons les différentes valeurs trouvées dans la premiere
des équations (298), celle-ci devient :

e 21::2—-—22 2 (D,\_)-bm ‘)_G‘ o E,) :“* 5 —'1 ( ) 8in ’J—(F_ i:) :

On reconnait que cette équation est satisfaite identique-
ment, quelle que soit I'amplitude A (c’est-a-dire quelle que
soit 'intensité du son), pourvu que la condition

m—2/1\2  p/1\?
m-—::()) __._6(1_>

entre la longueur d’onde A et la durée de l’oscillation = soil
satisfaite. Nous tirons de cette derniére relation :

(301)







am
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Cette formule est en parfait accord avec les résultats de
I'expérience, en ce sens qu'elle ne fait dépendre la vilesse du
son que des propriété physiques de la maliere et non de I'am-
plitude ou de la longueur de I'onde.

Il est clair que le calcul que nous venons de faire n’est va-
lable que pour les corps élasliques solides. Pour les ondes
sonores dans l'air, on peut établir une théorie analogue. — Si
I’on prend, par exemple, pour une masse d’acier doux,

n= I—:l G =850000 kg. par cm®

et comme poids spécifique 7,7, on a d’abord pour la masse
de I'unité de volume :
0,0077 kg. kg. 6
e -—;‘—E——_— 785>< ‘10"8 w,
. cm. cm®,
1em?. <981 —
sec.?

et par suite :

850000 %
cme m.

. 3 ::l:‘._
coaa B0 = 616><10° =" —6160

cm,*

Sec.

785><10—3

g z 3. m.
On sait que la vitesse du son dans l'air est de 333 bl

Dans I'acier doux, elle serait, d’apres le calcul, environ 20 fois
plus grande.

L’expérience montre, en effet, que la vitesse du son dans
les corps solides est beaucoup plus considérable que dans
Iair.

Le fait que les lois de propagation du son, & l'intérieur de
matiéres telles que les pierres, la magonnerie, etc., corres-
pondent d’une maniére Lres satisfaisante aux résullats tirés de
la loi de Hooke, constitue une forte présomption en faveur
de la justesse de I’hypothese qui prélend que ces corps obéis-
sent sensiblement & cette loi dans le cas de tres peliles défor-
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mations élastiques, comme celles produites par les ondes

sonores.
C’est 12 un point qu’il ne faudrait pas perdre de vue lors-
qu’on établit une loi d’élasticité empirique pour les maté-

riaux cités plus hant. Nous avons déja remarqué que la for-
mule de Schiile, dont nous avons parlé dans le deuxieme
chapitre, est précisément en contradiction avec ce fait. 1l
faudrait donc démountrer, si I’on voulait la conserver a tout
prix, qu'en admettant cette loi, il pourrait se produire des
ondes sonores ne contredisant pas les résultals de I'expé-
rience. Le calcul, pour peu qu'il soit habilement exécuté, ne
saurait présenter de trop grandes difficultés.

Sil'on fait m =2 dans la formule (301), on obtient v=co.
Nous avons déja vu que m ne pouvait prendre une valeur
inférieure & 2, et que, dans ce cas, le corps ne subil pas de
variation de volume par suite d'une déformation élastique.
Ainsi, dans un corps incompressible, une onde longitudinale
se transmeltrait avec une vilesse infinie : en somme, il n'est
plus possible de parler d’un mouvement ondulaloire; il y a
simplement communication immédiate & toute la masse d’un
ébranlement causé en un certain point.

£08. Ondes transversales.— Ona & considérer, en phy-
sigue, non seulement des ondes longitudinales, mais aussi
des ondes transversales. Pour reprgsenter une de ces der-
niéres, nous posons :

E:Asin?n(g—i) n=0 §=0. (302)

L’'onde se propage encore dans le sens de 1’axe des z comme
dans le cas précédent ; par contre, les oscillations se font dans
le sens de 'axe de y. Le terme d’onde ¢ransversale provient
précisément de ce que la direction de T'oscillation est per-
pendiculaire & la direction de propagation. Les constantes
A, ), = ont la méme signification que précédemment; on a
ici :

-1
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Nous allons vérifier si le systeme de valeurs (302) salis-

fait aux équations (298). Nous trouvons d’abord immédiate-
ment ;

df  dn | dt

= i "1“,; . d—z—i',
jes ondes transversales jouissent donc de la propriélé de se
produire sans entrainer une variation de volume de la matiere.
Par conséquent, un corps incompressible tel que le fluide
éther de l'ancien ne Optique physique ne peul transmettre
que des ondes transversales et pas d'ondes longitudinales. Ce
résullat concorde avec le fait démontré par les phénomenes
de polarisation : ceux-ci permellent de conslaler en effet que
les ondes lumineuses sont transversales. Dans ces théories de
P’Optique, les formules (302) représentent un rayon lumineux
simple, puisque toutes les ondes sont de méme longueur, et
polarisé dans un plan, puisque toutes les ondulations ont
toules lieu dans le plan zy. Dans la théorie de Neumann, le
plan zy porte le nom de plan de polarisalion, tandis que
dans celle de Fresnel ce nom est donné au plan zz.

e étant nul, les équations (298) se simplifient et peuvent
s’écrire :

L
o
8
=
e

l

=]
T~ T —

B>
-s‘.
|

(303)

e QITF QIF
R AR
Ll I

@

SIS
s g
—

A¥ —

Ce sont la les équations qui servenl de base al'optique
physique, aussi bien dans les théories anciennes de Neumann
ou Fresnel que dans la théorie électro-magnétique de la
lumiere. Quoique partant d’hypotheses absolument différentes,
celte théorie conduitl en effet aux mémes équalions fonda-
mentales que la théorie de I'élasticité.
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Les valeurs 302 satisfont,comme on le voit immédiatement,
la seconde et la troisieme des équations (303). Il suffit de véri-
fier la premiere. Nous avons :

p. otz

Atca== o A (:-_)’ sin 2% (2 -—'t-),

N\ A A T

ok Im\Y . iy {
— —=—A|— | s5mn2x '————).
e K) = (1 -

par conséquent,l’équation en question est identiquemnent satis-

faite si
22\ w j9m\?
( s )_ G( r) i
Nous tirerons de cefte relation la vilesse de transmission
des ondes transversales :

/G

n—y= - (304)

*

Cette vitesse est donc toujours plus petite pour une ma-
titre donnée que celle des ondes longitudinales. Les fluides

ne peuvent transmettre d’ondes transversales, mais seulement
des ondes longitudinales, c'est pourquoi les ondes transver-
sales émises par les corps solides ne sont pas pergues direc-

tement par nos sens; elles ne sont en effet pas transmises
4 nos organes par l'air.

La vitesse de la lumiére est connue ; aussi, lorsqu’on con-
sidérait encore la lumiére comme un mouvemen! vibratoire
de I'éther satisfaisant aux lois de I’élasticité des corps solides,
pouvait-on utiliser I'équation (304) pour déterminer la masse
de T'unité de volume de I’éther, & condition de calculer G
par un autre moyen. Or, il existe en effet un procédé pour
déterminer G : on connait, par exemple, la quanlité d’éner-
gie que la terre recoit du soleil par seconde. Celte énergie,
sur son parcours entre le soleil et la terre, se trouve emmaga-
sinée dans I’6ther sous forme d’énergie cinétique et d'énergie
potentielle interne. On a pour cette dernidre, si I'on rapporte le

10 11 1=Z2
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calcul & "unité de volume (formule 45), qa_, oué G+*. Si donc

g
5

I'on mesure ou si ’'on détermine par un procédé quelconque
¥, on peut calculer G et par suite p. Les estimations enlre-
prises selon cette méthode conduisent toules a des valeurs
excessivement petites pour -. On a cru reconnaitre dans ce
fait une preuve en faveur de la justesse de la théorie entiere.
Depuis que I'on a démontré expérimenlalement les rapporls
qui existent entre les phénomenes optiques et les phénomenes
électromagnéliques, ces considérations n’ont plus qu'une
valeur historique.

§3

REMARQUE SUR LES SOLUTIONS DES EQUATIONS
FONDAMENTALES

109. Les équations fondamentales fournissent
pour chague systéme de forces extérieures donné
un systéme hien déterminé de valeurs pour &, 3, { et
un seul. — Dans ce qui suit, nous supposerons toujours le
corps au repos, de plus, nous admettrons que le poids est
négligeable devant les forces agissant a la surface du corps.
Celles-ci sont considérées comme données.

Dans ces conditions, les équalions fondamentales prennent
la forme :

e

Aafm—emf‘

2 m_de A
Af'+m—2dy_0 (3035)

m de
AEC -— = Smi——();
m—2 ds
Considérons un systeme de valeur ¢, », € satisfaisant ces

équations ; nous pouvons dire qu’il représente un systéme pos-
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sible de déformations, c’est-a-dire que ce systeme est compa-
tible avec les conditions d’équilibre que doivent satisfaire en
chaque point les composantes des acltions moléculaires. On
peut se demander si le systeme trouvé est bien celui qui‘cor-
respond & I’état élastique réel du corps. Il se pourrait, en
effet, qu’il y etit d’aulres systemes de valeurs qui satisfissent
aussi les équations,et qui représenlassent par conséquent aussi
des états élastiques possibles. Nous allons démontrer qu’il n’en

est pas ainsi, mais, qu'au contraire, il n’existe qu’un seul
systeme de valeurs z. 7, { qui, pour un systeme de forces

extérieures donné, satisfasse aux équations (303) et aux condi-
tions aux limites, el que, par conséquent, dans chaque cas par-
ticulier, le probleme est soluble sans ambiguité.

Les quantités &. =, § étant connues, il est possible de calcu-
ler les valeurs des composantes des actions moléculaires sans
ambiguité a I'aide des formules (290) et (294). En particulier,
a chaque systéme &. 1, § correspond a la surface du corps, un
systeme d’actions moléculaires bien déterminé, et pour que
les valeurs §, =, Z correspondent & I'élat élastique réel, il
faut que ce systeme d’actions moléculaires fasse équilibre
aux forces extérieures. Cette derniere condition est exprimée
par les équations (6). Celles-ci doivent donc étre satisfaites
par hypothese, si nous y introduisons le systeme de valeurs
£, r, § considéré.

Supposons maintenant pour un instant qu’il existe, outre le
systeme <. 1, {, un autre groupe de valeurs ¢ %/, ', qui satis-
fasse aussi les équations (305) et les conditions aux limites.

Dans ce cas, les différences

F—E—F, w'=n—u, {'=(—O
correspondent aussi & un état élastique possible; en effet,
ona:

euze_ e’,
A" = A% — A%, etc.
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Si I'on substitue dans la premikre des équations (303), par
exemple, il vient :

m de m de
—9%dx m—2dz

A 4 T de—_—A"E—A’E’—f—m

m— 2dr
relation qui est évidemment satisfaite, puisque I'on a par hy-
pothese :

m de

— ===
m— 2dx .

s G
A

Q:E' AL m r_]ﬁ__
m—2dx

On raisonnerait de méme pour les deux aulres équalions
(305). On aurait pu du reste prévoir ce résultat, pnisque les
équations (308) sont linéaires.

A ce systéme §”,n", {" correspond aussi un systeme d’actions
moléculaires bien déterminé. Comme le montrent les for-
mules (290) et (294), on a :

Rm” = Rx — Rxl, etc.

Nous avons admis que &. 7, € et £, v/, {’ satisfont a toutes
les conditions aux limites; done, a la surface du corps en par-
ticulier, les actions moléculaires Ry, etc., ainsi que R¥'.....,
forment un systtme en équilibre avec les forces exlérieures.
Les actions moléculaires R:”, correspondent donc & un état
dans lequel aucune force extérieure n'agit sur le corps; en
d’autres termes, ce systéme correspond a l'état naturel du
corps.

Nous avons fait remarquer en son temps que des aclions
moléculaires, les actions moléculaires de fabrication, pou-
vaient exister & l'intérieur d’un corps sans que celui-ci fiit
soumis & des forces extérieures. Mais ces actions molécu-
laires latentes dépendent de canses particulieres, indépen-
dantes du probléme que nous traitons ; nous ne pouvons par
conséquent pas en tenir compte. Nous ne considérons ici
que les actions moléculaires qui se développent sous I'in-
fluence des-charges extérieures, el nous supposons que ces

14
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actions disparaissent avec la cause qui les produit. Dans ces
- conditions, nous devons poser :

R:" = o, Ry’ = o,.... etc.

Dela résulte immédiatement :

T "

:()' ‘rj”:():t :'_9'

et par suite

re

==, 6=

Ainsi le systeme £, v, §', dont nous avions admis l'exis-
tence est identique & £ u, €. Les équations fondamentales
n’admettent, dans chaque cas donné, qu'une seule solution, et
nous sommes par conséquent certains d’avoir trouvé l’état
élastique réel, si I'état considéré satisfait aux équations (305)
et aux conditions aux limites.

4
THEORIES DE SAINT-VENANT

110. Flexion et torsion. — Lorsquenous avons traité dela
flexion et de la torsion dans les chapitres précédents, nous
avons admis que les fibres paralleles a I'axe longitudinal ne
sont soumises & aucun effort de compression ou d'extension
transversal et que, dans les plans passant par I'axe longitu-
dinal, les actions moléculaives tangenlielles sont nulles. En
d’autres termes, si nous prenons l'axe du prisme pour axe
des x, nous avons supposé :

Ry — Rz = Syz = iy (306)
Nous n’avons du moins tenu aucun compte de ces actions
moléculaires ; nous avons admis implicitement qu’elles n’exis-

taient pas, ou qu’elles étaient négligeables devant celles dont
nous avons calculé 'intensité.

||‘|| I
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Nous pouvons nous proposer maintenant de rechercher jus-
qu’a quel point ces hypotheses sont permises et de délerminer
a quel état élastique la théorie de I'élasticité conduit lorsque
les conditions (306) sont rigoureusement remplies. C'est 1a le
probleme qu’a résolu pour la premiere fois de Saint-Venant
dans ses célebres travaux.

Il est évident que I’état élaslique défini par (306) n'est prati-
quement possible, que si aucune des forces extérieures n’agit
perpendiculairement & l'axe du prisme, car, sitel n’était pasle
cas, il faudrait qu’a la surface au moins, 1a ol ces forces agi-
raient, les composantes indiquées dans les équations (306) fus-
sent différentes de zéro,afin que les équations de condition (6)
fussent satisfaites. La théorie de de Saint-Venant n’est donc
rigoureusement exacte que lorsque les forces extérieures sont
appliquées aux sections transversales extrémes seules des pris-
mes considérés. '

Il pourrait aussi y avoir & la surface du corps des forces ex-
térieures paralleles a 'axe longitudinal, toutefois ce cas est
sans importance pratique.

Si nous -exprimons les composantes des actions moléculai-
res en fonction des déplacements élastiques, 4 I'aide des équa-
tions (290) et (294),nous pouvons remplacer les relations (306)
par les suivantes :

dn
dy

en tenant compte de la signification de e, ngus pouvons écrire
aussl
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Les relations (303) prennent par suite la forme :

d!E S ot :E
det | dy* | dst ¢
d¥n  d*a m —1 d*

- - =

det | de? m dxdy
at  d¥ m—1 d%

dz* + (7_1;“ T m drxd:

==i.

Il n’atoutefois pas encore été tenu compte de la troisieme
des équations (307). Nous devons maintenant chercher quelles
sont les conditions pour que les relations (307) et (308) soient
compatibles. A cet effet, nous allons chercher a éliminer les
variables n et {, pour ne conserver que .

Laderniere des relations (307) donne :

et par suite, si I'on tient compte de la seconde des formules
(307) :
1 iz

= (n dxdy ; A

P

En introduisant cette valeur dans la seconde des équations
(308), nous trouvons finalement :

d=n di :
e e S '10
dx dzdy (319
Nous procédons de méme pour exprimer g en fonction de&.
De la derniére des équations (307), nous lirons :
ds dn
dy — 4z
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d’ot1, en vertu de la seconde des relations (307) :

ax 1 d%

— — . 1
dy’ m dxdg 2
En substituant dans la derniére des formules (308), nous
frouvons :
d*g d*z
de = dudz 3t
La dernigre des expressions (307), différenciée deux fois par
rapport & z, donne :
B A%
dz?ds ' dxdy 73

en tenant compte des formules (310) et (312), nous pouvons
amener cette équation 2 la forme :

d?E
=17)
dzdydz

(313)

Nous avons ainsi obtenu une condition importante que doit
nécessairement satisfaire le déplacement élastique £ parallele
a I'axe des z. Il est facile d’établir encore d’autres relations
auxquelles les dérivées partielles du troisieme ordre de & doi-
vent également remplir.

De (310), nous tirons :

d®n A3

datdy  dady®

d’autre part, en différenciant deux fois la seconde des for-
mules (307) par rapport & x, nous obtenons :
d@ 4 4%
drdy  mdz®
De la comparaison de ces deux expressions résulte :
d3g
(31%

De méme, (312) donne :
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ass U a2
dzidz dzdz’

et la seconde des formules (307) :

@3t 1 a%

drdz — mdzgs’

s %k
drdz*  mdzd @)

Nous n'avons pas utilisé, jusqu’a présent, la premidre des
relations (308) qui ne renferme que des dérivées partielles de
E. Comme nous connaissons déja certaines relations entre les
dérivées du troisieme ordre de celte fonction, il est tout indi-
qué de différencier I'équation en question une fois par rap-
port & z. Il vient :

d% . a% %

AT — 0
dx® ' dxdy* ' dxdz®

Nous pouvons remplacer le second et le troisieme terme da
membre de gauche par les valeurs trouvées précédemment,
(314) et (318) ; 'expression prend alors la forme ;

—— =0

drs !

(316)

d'ol résulte immédiatement, en vertn des formules précé-

denles :
TP |
dxdy? ! S
a¥

dwdn ")

(317)

Les formules (313), (316) et (317) permettent de se faire
une idée claire des propriétés de linconnue §. Pour plus de
clarté, nous pouvons écrire ces formules sous la forme sui-
vante @

A fdEN  drfdE\  drgdEN\  dr [dEN o
dz'\dz/ — dy\dz/  dz\dz] T dydz\dz) = % 0%
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Il n'est pas possible d’en tirer directement la forme analy-

. : ¢ o mL iz
tique de la fonction ¢, mais bien par contre celle de =
;

c’est-a dire celle de la dilalation dans le sens de I'axe longitu-

; : dE q . 5
dinal du prisme. - lie peul contenir z qu’a la premigre puis-

sance, puisque sa seconde dérivée par rapport a z est nulle;
de méme, il faut que cette expression soit linéaire par rapport
a y et a z. Enfin, elle ne peut renfermer de terme contenant
a la fois y el z. L’expression la plus générale qui satisfasse
aux conditions (318) est par suite de la forme :

fr—: a,+a.r—+ a.y + a,z - a,xy 4 a;xz, QIR

7

dans laquelle les quantités @ sont des quantités indépendantes

de z, y, z, mais dépendantes des forces extérieures.
Examinons de plus prés la signification du résultat auquel

nous arrivons. D’apres la loi de I'élasticité, nous avons :

d
R;p:Esz:Ed—i,

puisque Ry et Rz sont nuls. Done¢, en multipliant ’expres-
sion (319) par E, nous obtenons I’action moléculaire Rz. Nous
trouwvons par conséquent pour Rz une fonction linéaire des
coordonnées. Or, c'est précisément 1a I'hypothese dont nous
étions partis au chapitre III. Nous voyons donc que cette
hypothese n’est pas arbitraire, comme nous l’avions pré-
sentée, mais qu'au contraire elle est, pour les corps obéis-
sant & la loi de Hooke, une conséquence nécessaire des sup-
positions faites, savoir Ry = Rz = Syz =o.

Nous arrdterons ici nos recherches, car en continuant
nous ne ferions que retrouver les résultats auxquels nous
sommes arrivés précédemment en introduisant hypothétique-
ment la loi de répartition linéaire des actions moléculaires.
En particulier, nous avons déja trouvé qu'il est possible de
satisfaire & toutes les conditions d’équilibre sans avoir re-
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cours aux forces intérieures Ry, Rz et Syz; il est donc superflu
de démontrer une fois de plus que les équations (307) et (308)
sont compatibles si la condition (318) est satisfaite, et qu’elles
correspondent & un état élaslique pouvant toujours étre réalisé
en appliquant des forces extérieures de grandeur et de direc-
tion convenables dans les sections d'about du prisme.

111. Considérations sur larticle précédent. — La
théorie que nous venons d’exposer parait, a premiere lecture,
longue et compliquée. Si, toutefois, on se donne la peine de
suivre le développement pas a pas, on reconnait que chaque
étape, considérée en elle-méme, est en somme tres simple et

facile a saisir. La suite des opérations, par contre, parait peu

claire, on ne voit pas bien le but de telle ou telle opération et
I'on ne se rend d’abord pas bien compte pourquoi les résul-
tats sont combinés entre eux de telle fagon plutét que de telle
autre. Il faut songer que le probleme consiste & vérifier si les
valeurs trouvées pour trois inconnues satisfont & six équa-
tions données. Celte vérification ne peut se faire qu'en élimi-
nant deux des inconnues de fagon & n’avoir plus a opérer
qu’avec une seule. Or, on sait que, dans toute élimination de
ce genre, il est en général possible d’arriver plus rapidement
au but en employant certains artifices de calculs qu’en suivant
la méthode générale.

On peut se demander quel est le résultat pratique de la
théorie que nous venons d'établir, et quelle est son utilité
pour I'étude des phénomenes de flexion. Pour répondre & la
question, nous devons nous rappeler avant tout que, ainsi
que nous avons démontré a I'article 109, tout état élastique
possible devient réel si les forces extérieures qui agissent & la
surface du corps sont compatibles avec le systeme des actions
moléculaires superficielles qui correspond & la solution con-
sidérée. Envisageons, par exemple, un prisme encastré a
une extrémité et sollicité & I’autre par une force extérieure.
Pour que la solution fournie par la théorie de de St-Venant
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représente I'état élaslique réel, il faut d’abord que la surface
du prisme ne soit soumise & aucune force extérieure. Cette
condilion est remplie ici. De plus, la charge ne doit pas étre
appliquée a I'extrémité libre d’'une maniere quelconque; il
faut, an contraire, qu’elle soit distribuée sur cette section
suivant la méme loi que celle que nous avons trouvée pour les
aclions moléculaires tangentielles dans un prisme travaillant
a la flexion. Enfin, il faut que DPencastrement soit de telle
nature que les déformations correspondent & la solution con-
sidérée, c’esl-a-dire que la dilatation transversale des fibres qui

travaillent & la compression et la contraction transversale des
fibres qui travaillent & I'extension ne soient pas rendues
impossibles.

Si toutes ces conditions sont remplies et si le corps obéit a
la loi de Hooke, la solution de de Saint-Venant représente
indubitablement I'élat élaslique réel. Il est évident que de
telles conditions ne seront jamais rigoureusement remplies

dans la pratique ; aussi I'importance de la théorie de de Saint-
Venant serait-elle de beaucoup réduite s’il n’6tait possible de
prouver que les résultats auxquels elle conduit ne sont pas
sensiblement modifiés quand la fagon dont sont appliquées
les forces extérieures s’écarte quelque peu de celle que dgman-
dent les conditions aux limites du probleme.

Reprenons I'exemple ci-dessus et supposons par exemple
que la charge qui agit sur le prisme soit constituée par un
poids attaché a une corde entourée autour de I'extrémité du
prisme. Il est certain que dans le voisinage immédiat de cette
extrémité, la répartition des actions moléculaires sera absolu-
ment différente de celle que donne la théorie de de Saint-
Venant, car I'état élastique réel doit satisfaire a de toutes
autres conditions aux limites. Mais nous allons voir que plus
on s'éloigne de I'extrémité, moins la fagon dont la charge est
appliquée exerce d'influence. Supposons que 1'on applique a
I'extrémité du prisme un systéme de forces en équilibre formé,
d’unepart, par des {orces distribuées selon la loi exigée par la
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théorie de de Saint-Venant et, d’autre part, des forces égales et
de signe contraire & celles que la corde exerce sur le prisme;
les conditions du probleme de de Sainl-Venant sont alors
exactement remplies. Par conséquent, la différence entre les
réparlitions des actions moléculaires dans les deux cas diffé-
rents d'application de la charge, est donnée par les actions
moléculaires que développe le systtme auxiliaire de forces
exléricures que nous avons ajouté. Ce sysleme de forces en
équilibre, concentré a l'exirémité du prisme, peut produire
en ce poinl des déformations assez fortes et par suile des
actions moléculaires relativement intenses; mais il est cer-

tain, d'autre part, que l'influence de ce systeme cesse rapi-
dement de se faire sentir lorsqu’on s’éloigne de l'extrémité.
Il est évident que si nous serrons l'extrémité d'un rail entre
les machoires d’un élau, par exemple, de telle facon que les
forces appliquées se fassent équilibre, I'influence du traite-
ment subit par la piece au point considéré doit disparaitre

rapidement lorsqu’on s’éloigne de ce dernier.

Nous avons ainsi monlré que la facon dont les forces sont
appliquées n'exerce une influence sensible que dans le voisi-
nage des points d’application. Les solutions fournies par la
théorie de de Saint-Venant sont donc encore applicables méme
lorsque les conditions aux limites exigées par celle-ci ne sont
pas striclement remplies.

A une distance égale au triple ou au quadruple de la plus
grande des dimensions de la section, il n’y a certainement
plus lieu de s’attendre & un écart quelconque. C'est ce fait qui
donne en somme & la théorie de de Saint-Venant toute son
imporiance.

Nous nous étions proposé de trouver pour les formules de
la Résistance des Matériaux une base plus solide que celle
formée par les différenles hypotheses faites dans divers
cas particuliers sur les déformations ou la répartition des
aclions moléculaires. Ce but est maintenant alteint. Jusqu'a
présent, il est vrai, il s’est agit d’une confirmation subsé-
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quente de résultats acquis plutdt que d’établir de non aux
résultats.

En ce qui concerne la flexion, remarquons expressément
que seule la lov hypothétique de lg répartition hinéaire des
actions moléculaires se trouve confirmée et non pas 'hypothése
de Bernowilli des sections demeurant planes dans la défor-
mation. En effet, cetle hypothese n’est généralement pas
exacte.

1142, Torsion. Prisme de section transversale cir-
culaire. — Le calcul de l'article 110 pouvait s’appliquer
a un prisme travaillant simullanément a la flexion et & la
torsion.

Nous allons restreindre notre étude au cas de la torsion
seule. Il suffit pour cela de poser Ry = o, ou, ce qui revient
au méme, :

(320)

Cette condition est compalible avec I'équation (319). Il suf-
fit de supposer que loutes les constanles @ s’annulent. De
I’équation (320) nous tirons, enintégrant :

E= o (¥, 2), (321)

ol ¢ désigne une fonction encore inconnue des coordonnées
de la section. En tenant compte de (320), nous pouvons écrire
les équations (307), qui définissent ’état élastique considéré

sous la forme :
e=o,
da a8 2

— -— =0,

d_y—dz

daq ds S
—_— == —— 05
dz 3 dy

Les équations (308) se simplifient aussi beaucoup, elles de-
viennent : e N

/‘\3“’”3l
/S
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daE 4z
— — == 0’
dys qz?
dn d#
Tl g 0 (323)
dy? axg
— e O
dz® ' dy?
Toutes les formules de I’article110sont encore applicables
puisque le cas présent n’est qu’un cas parliculier du précédent.

Les formules (309) et (310) fournissent les relations :

d*n
oz?
d?q

a.nzﬁ,

— 1,

tandis que de (311) et (312) nous tirons :

aig

’.
e R

(325)

Ces équalions nous permetlent d'indiquer la forme analyti-
que des fonctions 7 et . » doit étre indépendanl d’y (farmule
322) et linéaire par rapport a z et  z, (formule 324). = est donc
de la forme :

N = b, + b,z -+ z (b, + byx), (326)

ol les quanlilés 6 sont des constantes, provisoirement incon-
nues. Nous trouvons de méme :

E=c¢,+ c.z 4 Y (€ + €3 T). (327)
Si nous ajoutons encore ’équation (321),
s=¢ (¥, £),
nous obtenons un systeme de valeurs t. 7, § «qui correspond'
a I'état élastique réel, pourvu que l'on choisisse la fonction o
de facon qu'elle satisfasse a I'équation aux dérivées par-

tielles
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d (y,2) , d ly, =)

T O (328)
et que I'on ait soin de déterminer les constantes & et ¢ de fagon
que :

dn  di
dz

i dy i
Cette dernigre condition donne, si nous tenons compte des
formules (326) et (327),

by + b,z 4 ¢, + ¢,z = o0,
relation qui doit étre identiquement. satisfaite. Il faut donc
que :
€y = — b,,

(329

Cy —= — bﬂ'

Etant données les suppositions que nous avons faites sur le
systeme d’axes (art. 104), nous devons avoir a I'origine,

E=0;71=01c=0;

de plus, puisque I'axe des  passe par un point infiniment
voisin,

dg

=

do ke i
B dec

dz
et enfin, le plan zy contenant toujours un méme powmnt du
corps, également infiniment voisin del'origine :
dt -,
dy ~
Ces conditions nous permettent de calculer en partie les
constantes & et ¢. De la premigre résulte :

b,—o, bo =o,
de la seconde,
' by=0, ¢, =o,
et de la troisidme,

Cy =0.

[T TP T T T ||||||‘||‘|||||| |||||||||||‘||| T T T T
cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp® 9 10 11 12 13 14 15







ELEMENTS DE LA THEORIE MATHEMATIQUE DE L’ELASTICITE 403

Les constanles & et ¢ se trouvenl ainsi réduites & une ;
b, = — ¢,. Désignons dorénavant par c la valeur inconnue de
cette constanle, nous pouvons écrire :

n=cxz, §{ = — cxy; §=1¢ (y, 2). (330)

La difficulté principale du probleme réside dansla délermi-
nation de la fonction ¢ qui doit satisfaire a 'équation (328).
Remarquons que & = © (y, z) pour z = o ne représente pas
autre chose que l'équalion de la section transversale, z — o,
déformée. D'ailleurs toutes les sections transversales prennent
la méme forme dans la déformation, puisque & est indépen-
dant de z.

L’ancienne théorie de la torsion admettait que les sections
demeurent planes dans la déformation. Voyons si cette hypo-
these se trouve confirmée. Pour que les sections restassent
planes, il faudrait que£ fil une fonction linéaire d’y et £.Nous
posons donc, par hypothése :

E=9(y, 2) =a, y + az. (331)

Cette expression satisfait, en effet, ’équation (328), elle re-
présente par suite un état élastique possible. Il nous restea
voir si les condilions aux limites sont remplies. Lasurface d'un
prisme travaillant & la torsion est, sauf dans le voisinage des
mécanismes, roues, poulies, etc., qui transmettent le couple
de torsion, entierement libre de forces exlérieures; par con-
séquent il faut qu’a la surface Ies actions moléculaires qui
agissent dans les plans passant par I'axe longitudinal el les
normales & la surface soient nulles, indépendamment de
Ry, Rz, Syz, qui le sont déja par hypothese.

En d’autres termes, la répartition des actions moléculaires
dans les sections transversales doit élre telle que ces forces
soient, & la périphérie, langentes au contour des sections. Cest
la condition que nous avons posée précédemment,et dont nous
devons tenir aussi compte actuellement.

Pour mettre cette condilion sous forme d’équation, reve-
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nons aux valeurs de Sy et Sz- données par les formules (290) :

(1n\
dz)’

dt  dt\
.SZZ—G(LE:_'—E: g

dg
Sy =6 (72 +

Soit :
P f (1)

’équation du contour de la section transversale, ou d’'une par-

tie de celui-ci; pour que la résultante des actions moléculai-

res Szy et Sz soit tangente & la surface, il faut que:
Saz 1 /%4

Soy  dy Fae

Nous avons donc I'équation de condition :
i d&
dz ' dx
dE__ d (333)
dy dx
qui doit étre satisfaile sur tout le pourtour de la section, ou du
moins sur la partie considérée de celui-ci. Si nous remplacons
7 et { par leurs valeurs (330), cette relation prend la forme :
dE
iz Y _dr

dg d
— ¢z 4
dy

(334)

Telle est I'équation que £ doit remplir a la périphérie, et
cela non seulement dans le cas particulier que nous étudions
maintenant, mais aussi en général.

Cherchons sous quelles conditions la valeur (331) admise
pour £ satisfait a cette relation. Dans le cas particulier, (334%)
peut s’écrire :

a,—cy dz
a, -+ ez dy’
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Nous pouvons intégrer immédiatement cette équation diffé-
rentielle. Il vient, si l'on sépare les variables :
(as— cy)dy = (a, - cz)dz
d’oti :

e e L ;
az + =5 — ay +3¥ —

Or c'est 1a, on le reconnait immédiatement a I'égalité des
coefficients de y* et de z°, "équation d’un cercle. Nous en con-
cluons donc que les sections transversales d'un prisme travail-
lant @ la torsion ne demeurent planes que si le prisme est de
section circulaire. Ainsi, nous arrivons, dans le cas de la
torsion, a un tout autre résultat que dans le cas de la flexion :
dans ce dernier, nous avons trouvé confirmée la loi de ré-
partition des actions moléculaires qui se base sur 'hypothese
de Navier, tandis qu’ici nous reconnaissons que l'ancienne
théorie de la torsion est fausse, sauf dans le cas des prismes
de section circulaire.

Le résultat que’nous venons d'obtenir confirme naturelle-
ment Pexactitude de nos calculs précédents concernant les
prismes de section circulaire.

123. Torsion (suite). Prismes de sections ellipti=
gques. — L’équation aux dérivées partielles (328) admet une
infinité de solutions qui correspondent toutes & des états élas-
tiques possibles. Pour que ceux-ci se produisent, il faut sim-
plement avoir soin que les conditions aux limites qui doivent
étre remplies & la surface du corps soient satisfaites. En par-
ticulier, si nous supposons que cette surface est libre de toute
force extérieure, nous savons que la condition représentée
par I'équation (334) doit étre satisfaite. On peut, pour résou-
dre le probleme, admettre une solution de I'équation (328) et
déterminer, a I'aide de (334%), la forme de la section qui cor-
respond & cette solution : ¢’est la méthode que nous venons
d’employer ; ou bien, on peut inversement se proposer de
déterminer la solution de (328) qui correspond a une forme
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donnée de section transversale. La question posée sous celte
forme est toujours difficile & résoudre; pour des sections
compliquées, double té, etc., on ne posséde pas encore de
solution rigoureuse. Le calcul a été fait pour les sections
de formes rectangulaires, maisil exige des développements en
série compliqués qui le privent de toute importance pratique.

Le procédé inverse, consistant & trouver la section corres-
pondant & une solution particuliere de I'équation (328), est
beaucoup plus simple. L’intégrale générale de (328) est, comme
on le vérifie facilement, de la forme :

E=2(y, D=/y + i)+ fily—1i2) (335)
ol £, et /, désignent deux fonctions quelconques dey et £, et ¢
la racine carrée de I'unité négative. Suivant les valeurs choi-
sies pour f, et /,, on obtient diverses solutions particuliéres.
Il convient de remarquer que la partie réelle et la partie ima-
ginaire de chaque solution satisfont indépendamment I'équa-
tion (328).

En particulier, on peut prendre comme solution la forme la
plus générale de série de puissances qui soit compatible avec
I’équation (328), savoir, si nous nous hornons aux exposants
entiers positifs :

L=a,t a(y + i2) + a.(y +12)° + onee ?
+ bi(y —iz) + by —iz)* -+
Dans cette expression, a et 6 peuvent étre des coefficients

quelconques.
Parmi toutes ces formes, considérons la suivante :

(336)

E=o¢(y,z)=ays. (337)
Il est facile de s’assurer en substituant qu'elle satisfait a
I'équation (328). On reconnait qu’elle est aussi contenue
dans la solution (336); on peut en effet la considérer comme
la partie imaginaire de I'expression :

=3y +ia— {(y—io)r.
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rayons de gyration principaux de la section. Nous donnons
ci-apres les valeurs de @ et de 6 pour une série de matériaux :

a = 3.030 kg. par cm* & = 12,9 kg. parcm?
Acier doux. a=—3.100 » b= 11,4 »
Acier. . . . a= 3.210 » b= 11,6
Sapin (sec). a = 293 » b= 1,9% ».
Pour la fonle de fer, I'équalion (267) n’est pas valable; pour

des prismes de longueur telle que—: soil situé entre § et 80,

M. de Tetmajer pose, en vertu de ses essais :

F L]

:[0,53 {\T

P

)
= ) — 120 —+ 7.760] kg. (268)

4

Dans le casde prismes plus élancés, pour lesquels-ﬁ> 80, il

propose le simple emploi de la formute d’Ealer.
Ces formules supposent le prisme fixé aux extrémités, mais
non encastre.

98. Prisme eucastré aux deux extrémités. — Sil'une
des extrémités du prisme est encasirée et I'autre maintenue
simplement fixe, le prisme se comporte exactement comme
une piece de longueur double dont les deux extrémités seraient
fixes et non encastrées. Il n’est donc pas nécessaire de traiter
spécialement ce cas; on peut utiliser directement les formu-
les que nous venons d’établir; il suffit d’y remplacer  par 2/.

Supposons maintenant le prisme encastré aux deux extré-
mités. Nous avons déja eu I'occasion de faire remarquer qu’il
était en général difficile de réaliser pratiquement cette condi-
tion d'une maniére parfaite et qu'il convenait, par conséquent,
de n’appliquer qu’avec prudence les résullals obtenus dans
I'hypothese d'un encastrement parfait. Il est bon de s’assurer,
dans chaque cas particulier, du degré d’efficacité des encastre-
ments. — Si, par exemple, le prisme repose simplement par les
seclions d’about contre les plaques d'une machine d’essais, on

I ‘I il
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voit facilement qu’il suffit d’une pelite inégalité de ces surfaces
ou d'une légere inexaclitude dans le parallélisme des plaques
pour rendre possible une déviation de I'axe longitudinal. Du
reste, dans un essai de ce genre, il serait facile de se rendre
compte de I'efficacilé des encastrements en fixan! aux extré-
mités de I'éprouveile de petits mirvirs, et en observant sur
ceux-ci, a I'aide de luneltes, I'image d'une échelle fixe. Siles
encastrements sont bons, les miroirs ne doivent pas lourner
et, par conséquent, le chiffre lu sur I’échelle ne doit pas va-
rier.

Supposons les encastrements absolument efficaces, et admet-
lons que, par une action extérieure, le prisme se trouve
déformé de telle sorte que I'axe longitudinal ait la forme indi-
quée sur la figure 65. Nous allons délerminer quelle doit élre

7

o e e
P~y

fie 65

Pintensité des forces P pour que celles-ci soient en élat de
maintenir le prisme dans I’état indiqué, lorsque I'action exté-
rieure qui produit ce dernier cesse.

Pour simplifier, nous admettrons que I'axe du prisme étaita
l'origine rigoureusement rectiligne et qu'il coincidait avec la
ligne d’action des forces P.

Soit M, le moment du couple qui se développe dans les
sections d’encastrement; nous avons, pour le moment de
flexion dans une section transversale d’abscisse z, 1'expres-
sion :

M=M0+Py;

équation différentielle de la ligne élastique sera donc:

L'intégrale générale est de la forme :
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. M
y=Asinaezr+ B cosa.:z:——Po—.

ou, comme précédemment :

AT
d:vﬁ-

Pour déterminer les constantes d'intégration A et B, nous

avons les relations :
Y= 0 pour £ -=o0
et, par suite de I'encastrement,

dx
-~ —opourx=oet x=1_:
dy

nous tirons de la premicre :

1“-_'1
B—10.

Nous avons :

dax

— — Aacosyz — Bz sinoz,
dy

pour z == o, il vient :
A— o,
et, pour z =/,
B asin ol = o.

Or, ni B ni @ ne sont nuls, il faut done que sina/ =o.

L’angle a/n’est certainement pas nul; pour que I'état d'équi-
libre admis puisse subsister, il faut donc que la force P attei-
gne une valeur telle que a/soit égal & = ou & un multiple. Si
I'on prend a/ ==, la condition : y =0 pour z =/, dont nous
n’avons pas tenu compte jusqu’ici, n’est pas remplie.- Celte
solution a/ = = correspondrait donc au cas ou l'extrémité
droite du prisme pourrait se déplacer dans le sens des ¥, sans
toutefois pouvoir effectuer de rotation. Afin de satisfaire a
la condition ¥ = o pourz =/, nous devons avoir encore :

[l ‘| ({1
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Mo

B COé ol — T::O

c’est-a-dire cos a/ =1 et non — 1, comme ce serait le cas
pour «/ — =. Il faut donc choisir, pour qu'il y ait équilibre,
I'intensité des forces P de telle sorte que o/ = 2x. Si I'on

remplace « par sa valeur dans cette relation, on en lire :

P = ir T . (269)

Si P est plus pelit que la valeur ci-dessus, le prisme revient
dans son élal initial ; si, au contraire, P est plus grand,la dé-
formation va s’accentuant de plus en plus jusqu’a la ruplure.
On voit que la charge critique est, toutes choses égales d’ail-
leurs, 4 fois plus grande que pour un prisme dont les extrémi-
tés sont simplement fixes. De méme que dans le cas précédent,
la rupture se produit déja sous I'influence d’une charge moin-
dre et cela pour les mémes raisons. On pourrait naturellement
refaire & ce sujet les mémes calculs que plus haut; nous y re-
nonc¢ons cependant pour ne pas allonger inutilement.

299. Prisme encastré & nue extrémité et muni & I'au-
tre d’'une glissié¢re nepermetiant un déplacement que
dans le sens de I'axe longitudinal. — La marche & suivre
est la méme qu'a larticle précédent. L’action de la glissidre
peut étre représentée par une force V agissant parallelement &
I'axe des 7.

Fig. 66,

Le moment fléchissant dansla section transversale d’abscisse
z est par suite :
M= PZ/ — Vz,
donc :

El a2y =il Al Pff .

2

dr







am
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En intégrant il vient :
. v
y= Asinaz+ Bcos ar + T %5

expression dans laqtielle o conserve la méme signification que
précédemment.
Nous avons :
y =0 pourz = oet y =opourzr=/1,
d’ou nous concluons :

BZO; A:——-Y—l—'

Psinal *

les constantes d’intégration sont ainsi déterminées. Il reste

. e 3 N .o . el 3
encore a satisfaire a la condition d—{z opourz =/,
A 4

B étant nul, nous obtenons en différenciant 7 :

1 A
2 — Aucosar 4 ;
dx

pour z=/, nous devons donc avoir :

V__ Valeosal i
N, Al e

En résolvant par rapport & V, il vient V=0 et par suite
y=o0. Cest 1a naturellement une solution possible, savoir
celle dans laquelle le prisme reste rectiligne malgré I'influence
dela charge. L’équation précédente est encore satisfaite pour
une valeur quelconque de V, si

al cos el 1
sinel !
c’est-a-dire si:

Cetle équation transcendante possede un nombre infini de
solutions.Il noussuffit de connaitre la plus petite d’entre elles,
aprés o/ == o0, puisque nous cherchons simplement la valeur
que P doit atteindre pour maintenir le prisme dans un état de

wn
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déformation donné. Cetle solulion est trés approximative-
ment :

ol = 4,49,

donc «*/* = 20 environ ; par suite, tenant compte de la valeur
de ¢, nous trouvons :
El -

P=20. (270)

Cette valeur de P est sensiblement égale au double de celle
trouvée pour un prisme & extrémités lixes non encastrées et
3 la moitié de celle correspondant & un prisme encastré aux
deux extrémités. On pourrait aussi dire que le prisme consi-
déré peut supporter la méme charge qu’un prisme de méme sec-
tion, & extrémilés fixes mais non encastrées, dont la longueur

serait Ln

G

On fait assez souvent usage de cette comparaison entre la
longueur d’un prisme chargé debout dans un cas quelconque
avec celle qu'il pourrait au maximum avoir si, supportant la
méme charge, il avait ses extrémités fixes el non encastrées.

100. — Prisme chargé debout et travaillant simulta-
nément a la flexion. — Supposons la flexion produite par
une force Qagissant au milieu du prisme, le moment de flexion

L
'e

dans la section d’abscisse z est ¢

M::g-a:—k Py,

par suite :

T AT T AT
p* 9 10 11 12

II‘IIII
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Yy /0 \
O e e L
El i g+ %)

B 0
y = Asin ex -+ B cos oz — 5p L

La ligne élastique se décompose en deux branches qui se
raccordent au milicu. En raison de la symélrie, il suffit de dé-
lerminer A et B pour I'une des branches, par ex. celle de

L dy
gauche. Pourz =0, y=o0 el pour z = 5 .{_‘f — 0. La pre-
: da

miere de ces conditions donne :
B —=o,
et de la seconde résulte :

=l =
2Pacos%'

4

En introduisant ces valeurs dans 'expression d’y et en fai-
p

l -
sant & = -, nous oblenons la fleche :

I.__Q/ al {

C o«
i, fg— =— —
F =95, \'"2 T 2

@11)

A\
/'.

Cette formule donne une valeur infinie pour f, si

l
5 —

En tenant compte de la valeur de . nous trouvons pourla
valeur correspondante de P :

Ainsi, d'aprés ce résullat, la flexion n’influencerait pas
la valeur de la charge qui produit le flambemenl. Cetle
conclusion n’est toutefois pas tout a fait exacte; en effet, la for-
mule est élablie dans 'hypothese que toutes les déformations
soni parfaitement élastiques; or, il se peut fort bien que les
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aclions moléculaires dévcloppées par suite de la flexion dé-
passent la limite d’élasticilé de la matiere, bien avant que les
forces P aient atleinl la limite critique, el naturellement, sit6t
que lalimite d’élasticité est alteinle, la formule n’est plus ap-
plicable, puisque la loi de proportionnalilé entre les déforma-
tions et les aclions moléculaires,sur laquellie elle repose impli-
citement, n’est plus remplie. De méme qu’a I'article 97 nous
avons Lrouvé la charge critique réelle Px << Pg, de méme ici,
celle charge critique doit étre plus petile que la valeur fournie
par la formule d’Euler, et cela d’autant plus que la force Q est
plus grande. '

En utilisant les mémes notalions qu’a I'article 97, la valeur
du travail élastique dans une fibre de la section transversale
médiane du prisme esl donnée par la formule :

P 7 Q1 \ @
R — -} b=
R=c (TP
[/ élant défini par (271). Si, aprés avoir encore remplacé « par
sa valeur, et pris R = R’, on résout cette équation par rap-
port a P, on obtienl Px.

Il se présente toutefois une difficulté : Péquation est trans-
cendante. Le plus simple, dans le cas particulier, est de rem-
placer d’abord la formule (271) par une formule approchée,en
inlroduisant au lieu de la langente trigonométrique son déve-
loppement en série. On a :

T2 mi2ah 1727 6229
lgr — % —_ — — —
q T3+t am T oagmtee
cette série est convergente pour wé-;i. Dans les calculs pra-

tiques de résistance, on considere en général des charges plus
petites que la charge de rupture, car I’on prend toujours un

coefficient de sireté assez grand. Par conséquent, -%I est tou-

jours plus petit que 5 et méme le plus souvent plus petit que

I'unité. Dans ces conditions, la série converge assez rapide-

[T |||||||||||‘|| ‘|||
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ment, de sorte qu’il suffit de prendre les trois premiers termes
du développement. L’équation (271) devient alors :
._QeBg
/ 48P \ ' 10/

ou, si I’on met pour « sa valeur :
1

Qo P

= e (* o ) (272)

Le premier terme de l'expression ci-dessus, représente la
fleche du prisme lorsque P = o, il est en effet identique &
I'expression trouvée précédemment (formule 83). Désignons
cetle fleche par f,; si nous remarquons de plus que 10 est trés

sensiblementégal 4=, nous pouvons écrire le second membre
3 p
de la parenthése sous la forme 5—, de sorte que nous avons
finalement :
Then | l'l

= for—pt—5 (273)

L

Si nous faisons R = R’ et si nous multiplions par F
les deux membres de I'expression établie pour R, celle-ci de-
vient (P"=RF):

P (0)4 Pe+ P al

o (Yt

Nous pouvons maintenant la résoudre sans difficulté et ob-

tenir ainsi la charge critique réelle Px, Le calcul est exacte-

ment le méme qu'a Dlarticle 97, nous nous abstiendrons
donc de le poursuivre.

101. Formule empirique de Navier, Schwarz et Ran-
kine. — La théorie des prismes chargés debout a passé par
des phases assez curieuses. Quoique 'une des plus anciennes
de la résistance des matériaux, la formule d'Euler a été recon-
nue exacte seulement depuis un petit nombre d’années; on
continue méme & témoigner dans certains milieux une pro-
fonde méfiance a 1'égard des résultats qu’elle fournit.

23
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actious moléculaires développées par suite de la flexion dé-
passent la limite d’élasticité de la matiere, bien avant que les
forces P aient atteint la limite critique, et naturellement, sitot
que lalimite d’élasticité est atteinte, la formule n’est plus ap-
plicable, puisque la loi de proportionnalité entre les déforma-
tions et les actions moléculaires,sur laqaelle elle repose impli-
citement, n’est plus remplie. De méme qu’a l'article 97 nous
avons trouvé la charge critique réelle Px << Pg, de méme ici,
celte charge crilique doit étre plus petile que la valeur fournie
par la formule d'Euler, et cela d’autant plus que la force Q est
plus grande. ¥

En utilisant les mémes notations qu’a I'article 97, la valeur
du travail élastique dans une fibre de la section transversale
médiane du prisme est donnée par la formule :

. P QO \ @
— — = =P ==
R ll‘“(-i | lf)l,

[/ élant défini par (271). Si, aprés avoir encore remplacé « par
sa valeur, et pris R = R’, on résout cette équation par rap-
port a P, on obtient Px.

Il se présente toutefois une difficulté : Péquation est trans-
cendante. Le plus simple, dans le cas particulier, est de rem-
placer d’abord la formule (271) par une formule approchée,en
introduisant au lieu de la tangente trigonométrique son déve-
loppement en série. On a :

o 2 a2 AT’ 622°
Ir= 5T T A T oasm e
cette série est convergente pour % == . Dans les calculs pra-

tiques de résistance, on considere en général des charges plus
petites que la charge de rupture, car 'on prend toujours un

coefficient de sfireté assez erand. Par conséanent %{est tou-

jours plus petit que—;-_ et méme le plus souvent plus petit que

I'unité. Dans ces conditions, la série converge assez rapide-
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ment, de sorte qu'il suffit de prendre les trois premiers termes
du développement. L’équation (271) devient alors :

7l oy R
/ 8P\ 10/

ou, si ’on met pour « sa valeur :

. Qn P
/= Zm (l +ﬁ[>' 1)

Le premier terme de l'expression ci-dessus, représente la
fleche du prisme lorsque P = o0, il est en effet identique &
I'expression trouvée précédemment (formule 83). Désignons
cette fleche par fo; si nous remarquons de plus que 10 est tres

2

sensiblementégal 4 =°, nous pouvons écrire le second membre

/ p
de la parenthese sous la forme Py’ de sorte que nous avons

finalement :
(2173)

Si nous faisons R = R’ et si nous multiplions par F
les deux membres de 'expression établie pour R, celle-ci de-
vient (P’=RF):

L (Y, Pg+ P, \aF
(ST

Nous pouvons maintenant la résoudre sans difficulté et ob-
tenir ainsi la charge critique réelle Px. Le calcul est exacte-
ment le méme. qu'a l'article 97, nous nous abstiendrons
donc dele poursuivre.

101. Formule empirique de Navier, Schwarz et Ran.
kine. — La théorie des prismes chargés debout a passé par
des phases assez curieuses. Quoique I'une des plus anciennes
de la résistance des matériaux, la formule d'Euler a été recon-
nue exacte seulement depuis un petit ' nombre d’années; on
continue méme a témoigner dans certains milieux une pro-
fonde méfiance & 1'égard des résultats qu’elle foarnit.

23
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Ce rejet d’'une formule, basée sur une théorie mathémati-
que & laquelle on ne pouvait trouver d’erreur et établie d'apres
les mémes hypothbses que celles admises pour d’autres cal-
culs de résistance, parait & premiere vue étrange. La raison
en est cependant bien simple : celle formule ne pouvait s'ac-
corder avec I'habitude ancienne de mesurer exclusivement le
degré de sécurité d’une construction en indiquant les charges
pratiques maxima auxquelles les différentes pidces étaient
soumises. Il est évident en effet que dire : le travail du fer &
la compression ne doit pasdépasser 700 & 1.000 kg. par cm?,
ne signifie riens’il s’agit d’un prisme chargé debout, car si le
prisme est trés long, ce travail peut déja correspondre & une
charge égale ou méme supérieure a celle qui produit le flam-
bement. II était donc, en particulier, trés difficile d’employer
la formule d'Euler tout en observant a lalettre tel ou tel regle-
ment officiel prescrivant la charge pratique a admeltre par
unité de surface. C'est en grande partie pour cette dernidre
raison que I’on préférait ’emploi des formules empiriques
avec lesquelles cette difficulté n’existail pas, et c’est aussi
pourquoil’'usage de ces formules s’est si longlemps maintenu.

Il n'en esl pas moins étonnant qu'au lieu d’entreprendre
des essais pour vérifier ’exactitude de la formule d’Euler, on
ait longtemps préféré faire usage de formules empiriques,
reposant sur une base beaucoup moins solide. Un fail qui
montre bien le peu d'importance accordée a la formule d’Euler
est le suivant : I'auteur se souvient d’avoir, lorsqu’il faisait ses
éludes, suivi un cours de résistance des matériaux donné par
un homme éminent, dans lequel cette formule était entierement
passée sous silence.

Les travaux de Bauschinger, publiés en 18178, et, plus ré-
cemment, ceux entrepris & la station fédérale d’essais pour la
résistance des matériaux & Zurich, par son directeur, M. de
Tetmajer, ont montré que les résultats obtenus par la formule
d’Euler concordent bien mieux avec ceux de la pratique que
les valeurs fournies par la formule empiriqye en usage. Tous
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les travaux récents parus sur la question arrivent également
4 la méme conclusion. L’accord parait donc s’étre fait sur ce
point, que la formule d'Euler est le résultat de la théorie
exacte de la compression des prismes chargés debout.

Etant donné l'importance qu’a eue la formule empirique,
uous croyons hon d'en dire deux mots. Elle a été établie de
différeutes facons et a diverses époques. et porte par suite les
noms de formule de Schwarz, de Rankine ou de Navier.

Pour I'élablir, on part de I'hypothese, parfaitement justifiée
d’ailleurs, que, par suite des irrégularités de I'axe longitudi-
nal et du défautde centrage des forces P, tout se passe comme
si celles-ci agissaient & l'estrémité d'un bras de levier p. Ce
dernier est naturellement inconnu, on pose arbitrairement :

p=rx=. (215)

Dans cette expression x désigne une constante qui doit

élre déterminée par l'expérience. Pour justifier la formule
ci-dessus, on peul dire que les erreurs que doit représenter p
sont généralement d'autant plus grandes que / est plus grand
comparativement & la distance @ de la fibre la plus extérieure
a Paxe neutre, mais il est évident que l'on pourrait tenir
compte de ce fait d'une tout autre fagon, et que, par suite,
I'équation (273) est fortement entachée d'arbitraire.

Une fois la relation (275) admise, le probleme se trouve
ramené a celui de la flexion d’un prisme sous I'action de for-
ces paralleles & l'axe. L'intensité du travail élastique daus la
fibre extérieure est donnée par la relation :

R= :—:-—{-— ITJJ (1 :; (1 = xi—:), (276)
ou ¢ désigne le plus petit rayon de gyration de la section
transversale. Si I'on entend par Rla charge pratique de la ma-
tiere, on trouve pour la charge totale que peut supporter le
prisme : b M

S @17)
l'
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Telle est la formule qu’il s’agissait d’établir. Si le fait de
donner la charge totale que peut supporter le prisme en fonc-
tion de la charge pratique de la matiere doit réellement étre
considéré comme un avantage, il est certain que cette formule

le possede. Il nous parait toutefois que la question de savoir
comment ses résultats concordent avec ceux de la pratique est

infiniment plus importante ; or, nous avons déja dit plus haut
que cette comparaison ne tourne pas a 'avantage de I'équation
(277). Il est naturellement toujours possible de faire con-
corder les résultals de cette formule avec ceux d’un certain
nombre d'essais, il suffit de choisir convenablement x. A ce
point devue, foutes les formules qui contiennent des constantes
déterminées a 'aide d’expériences ont un avantage sur celles
qui sont établies d’'une maniere rationnelle comme la formule
d’Euler, car si ces dernieres reposent sur de fausses hypotheses,
une seule expérience suffit pour en démontrer I'inexactitude.
Il est certain également, qu’on pourra employer sans inconvé-
nient la formule (277) dans tout un groupe de cas plus ou
moins semblables, si I'on a soin de prendre pour x une valeur
résultant d’essais exécutés dans des conditions analogues.
L’équation (277) ne pourrait avoir d’importance au point de
vue scientifique que si la constante x ne dépendait que de la
matiere et ne variait pas avec la longueur du prisme. Or, il
n'en est pas ainsi; les essais de M. de Tetmajer démontrent
absolument le contraire. Dans chaque cas particulier, il faut
donc introduire une valeur nouvelle pour %,et la plus ou moins
grande exactitude du résultat dépend essentiellement du
choix plus ou moins juste de la valeur de x.

102. Flambement dun prisme trés long travaillant
a la torsion. — Le cas des prismes chargés debout est certai-
nement le cas d’équilibre instable le plus important que l'on
rencontre dans la pratique. Il en existe cependant d’autres
encore : nous en avons déja traité una l'article 88, nous allons
en voir encore un. Il s’agit de I'état d’équilibre instable dans
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lequel se trouve un prisme de section circulaire, trés long com-
parativement a ses dimensions transversales, et travaillant 4 la
torsion. Ce probleme a été traité pour la premiére fois par
Greenhill. Le prisme en question se trouve dans un état analo-
gue & un prisme chargé debout. Sitdt que, par une cause acci-
dentelle, 'axe longitudinal vient & perdre sa forme initiale
rigoureusement. rectiligne, les déformalions augmentent de

plus en plus, jusqu'a ce qu’entin la rupture se produise. Nous

pouvons donc parler d’un flambemeut du prisme.

Chacun connait du reste le phénoméne pour I'avoir essayé
non sur un fil métallique, mais avec un cordon ou une ficelle;
lorsqu’on tord une ficelle incomplétement tendue (ce qui équi-
vaut 4 la déformation accidentelle du prisme), celle-ci, lorsque
la torsion a atteint un certain degré, tend a se déjeter et s’en-
roule sur elle-méme si on en lache les extrémités. On observe
aussi assez souvent dans les essais de torsion pratiqués sur des
fils métalliques des effets analogues.

Nous emploierons pour I'étude du cas présent la méme mé-
thode que celle que nous avons utilisée dans les arlicles qui
précedent. Nous déterminerons la valeur du moment de tor-
sion M qui est nécessaire pour maintenir une déformation pro-
duite par une cause extérieure. Sous I'influence d’un moment
de torsion inférieur & M, le prisme reprendrait sa forme pri-
mitive; sous l'action d'un moment plus grand que M, au
contraire, les déformations vont en croissant. La valeur M
représente donc le moment de torsion critique du prisme con-
sidéré.

Supposons que, par suite de la déformation accidentelle
qu'il a subie, 'axe du prisme se soit transformé en une hé-
lice & grand pas, telle que celle qui est représentée sur la
figure 68 (sur cette derniere, on a indiqué en outre le cylin-
dre de I'hélice ; il ne faut pas confondre ce cylindre avecle
prisme lui-méme, qui n’est pas représenté sur la figure). Ad-
mettons de plus qu'a I’état initial 'axe longitudinal du prisme
coincide avec la génératrice X du cylindre; il faut en effet que
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cet axe coincide avec une des génératrices puisque les extré-
mités du prisme sont fixes.
Menons une section transversale quelconque »un ; le mo-

"

ment de torsion supposé M peut étre représenté par un vec-
teur parallele & 'axe des X (on sait en effet que, dans la
théorie des vecteurs, un couple est représenté par un vecteur
perpendiculaire au plan du couple et de longueur égale au
moment de celui-ci). Décomposons ce moment en deux com-
posantes, dirigées l'une suivant la tangente 4 I'hélice et
I'autre perpendiculairement & celle-ci dans le plan de la sec-

tion. La premitre composante produit la torsion du prisme,
tandis que l'autre, si M est assez grand, contribue & main-
tenir la flexion de I’axe longitudinal.

Menons encore, perpendiculairement 4 I’axe z, deux axes de
coordonnées rectangulaires ¥ et z. Soit «, 8, v, les angles de
la tangente a I'hélice avec les axes de coordonnées. Nous pou-
vons poser avec une approximation suffisante :

cosa—==1;
par contre ;

dy dz

=2, cosy=.—-
cos £ = YR

y et z désignant les coordonnées du point considéréde I'hélice,
et ds un arc élémentaire de celle-ci. Décomposons mainte-
nant le vecteur M en 3 composantes : ’'une dirigée suivant la
tangente et les deux autres suivant les axes des y et des z,
nous aurons pour ces derniéres :
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elas

My = M cos ﬁ::M%,

M. = Moos y = M 2= .

Le vecteur My, qui est parallele a I'axe des g, tend & pro-
duire une flesion dans le plan zz; inversement M; tend & flé-
chir I'axe dans le plan zy. L’action simullanée de ces deux cou-
ples produit la double courbure de laligne élaslique.En vertu
du principe de superposition, nous pouvons considérer sépa-
rément les actions de M, et M: et ajoufer ensuite géométrique-
ment les résullats ; nous avons, par conséquent, les deux
équations :

B M, —=—M%,
ds

da?

d2s o dy
f] =—=—M,—— M =.
LIda:ﬂ M, =

Il est nécessaire de vérifier les signes dans ces deux équa-

dy dz

tions. Supposons, pour fixer les idées, quey, z, —r 7 de
£ S

-Ir

"\D

Fig. 69,

méme que My et M; soient positifs. Admettons que le signe
positif du couple corresponde & unsens de rotation analoguea
celui des aiguilles d’une monlre, on voit que My tend & faire
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tourner I'axe des z vers I'axe des z, tandis que M; tend a
produire un mouvement de I'axe des y vers I'axe des z. Par
rapport & 'axe des x, les deux rotations sont donc de signes
différents.

1l faut, par suite, introduire My et M- avec des signes diffé-
rents dans les équations précédentes. La question de savoir
lequel des deux est positif et lequel négalif dépend des hypo-
théses failes au sujet des signes ; ce point n'a du reste pas
d'importance pourles résullats que nous voulons établir.
Posons enfin ds = dz; les équations précédentes prennent
alorsla forme.-:

(218)

en substituant dansla seconde, nous pouvons écrire :

BIZY = 2y im. 219)
L'intégrale générale de cette équation, qui est de la méme

forme que celle qui conduit & la formule d’Euler, est :

y = Asin gz + B cos gz — C =, (280)

dans laquelle

=t (281)

On trouverait une expression de méme forme pour z, comme
on le voit immédiatement sk 'on élimine ¥ au lieu de z dans
les équations (2178).

Pour z=o0 et x =, y = o, il faut par suite que les cons-
tantes d’intégration A et B aient les valeurs ci-dessous :
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pEl_(_] A“:_C(l——cosﬁl)

R — S
© GRS Bsingl

donc, finalement :

L [qm fax
sin 8

(1—cospz)+cosgax_1]. (282)

La constante C est encore inconnue. Différencions y deux
fois et substituons la valeur trouvée dans la seconde des
équations (278); cette dernidre devient :

dy swmpr ., . f
Tas —CB [ Sin Bl (1 —cosBl) 4 cos {SxJ =—0R T
d'ou, en intégrant,

= 9 cospx
T B [sinpl

Nous devons aussi avoir

(cos pl—1)+sinPz |+ K. . (283)

z=opour x=0 et x=1;
la premitre de ces conditions permet de déterminer K,

K= Sl =cosEl),
Bsingl *
de sorte que z devient :

C l’(l —cos Bx) {1 — cos Bi)

sin ge

-sin ﬁ.z‘]. (284)

La seconde condition montre que I'état d’équilibre admis
est maintenu quel que soit C, pourvu que la relation

(4 —cos B))* +sin*Bl=0

soit satisfaite. Pour qu'une somme de carrés soit nulle, il faut
que chaque terme le soit séparément, nous devons donc
avoir :

cos Bl =+-1, sin B/==o0.

Cette condition est remplie lorsque P est tel que 8/ = 2.
Si Pon tient compte de la valeur de B, on peut écrire la rela-
tion :
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M!

'E—:i_zg'rt‘

M — 2r “;-' : ‘ (285)

Telle est la valeur que le moment de torsion ne peut

dépasser sans qu’'un flambement du prisme se produise.

Il est possible de donner ce résultat sous une autre forme.
Nous avons trouvé, (formule 233) pour I’angle de torsion pro-
duit par le moment M, ’expression :

po B M
= e T 216’
en introduisant dans cette formule la valeur M de I'équa-
tion (288), nous obtenons-:
E 2m + 1)

A?zﬁE:wT (286)

Ce n’est donc que lorsque I'angle de torsion est plus grand
que 2 = que le danger de flambement est  craindre. Pour.un
prisme en acier, il faudrait par conséquent que la longueur fat
environ égale & 3.000 diamétres pour que la rupture par flam-
bement se produisit avant celle provenant de la torsion. Il
faut remarquer toutefois que diverses circonstances acces-
soires, 'dont nous .n’avons pas tenu compte (courbure initiale
de I'axe longitudinal, etc.), peuvent avoir pour conséquence
une diminution considérable de la longueur & partir de
laquelle il y a danger de flambement. Done, & ce point de vue
encore, le cas que nous venons de traiter est absolument sem-
blable & celui des prismes chargés debout. Etant donné la
moindre importance pratique de ce probleme, nous n’entre-
rons pas dans plus de détails.
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE X

Ezercice 8. — A partir de quel rapport entre la longueur
{ du prisme et le c6té a de la section, y a-t-il danger de flam-
bement pour un prisme de section carrée, st ['on se base sur la
formule d' Euler ?

Solution. 11 suffit de poser

Lot O |
—_— F 4
i R

R’ désignant la limite d’élasticilé de la matitre pour la com-

: abtis . .
pression. On a F=a?, I = T il vient donc :

-

ey (8
12R"

Si l'on prend par exemple E = 2.100.000, R’ = 2000 kg.
par cm?, valeurs correspondant a I'acier doux, on trouve :

= 29,4.
On suppose que les extrémités du prisme sont fixes et non
encastrées. Le calcul & la compression proprement dite, méme

lorsque le rapport - est inférieur a la limite trouvée, est tou-

jours peu sir, il est donc de beaucoup préférable d’employer
dans ce cas la formule de Tetmajer. — On opérerait d’une
fagon analogue pour d’autres formes de section.

Ezercice 46. — Déterminer: 1°a laide de la formule d’'Eu-

ler, 2° avec celle de Schwarz, la charge que peut supporter

sans danger une colonne circulaire en fonte de 6 m. de hau-

teur et de 20 cm. de diamétre. Les parois ont 2 cm, d’épaisseur

E -=1.000.000 kg. par em”, R ="100 kg. par cm*, » =0,0002.
Solution. Nous avons :

F (10" — 8*) — 143 cm?,

3 4 5 6 7 unesp 8 10 11 12
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v T & EN N Aoyt ___ @9 =k 2
——4(10 8)_4630c111,t_.“3—Mcm.
Pour I'application de la formule d’Euler, nous supposerons
que I’extrémité supérieure de la colonne est maintenue fixe
par la construction qu’elle porte. Il y aurait naturellement lieu,
dans un cas concret, de s’assurer que celte hypothese est bien
réalisée ; si elle ne I'était pas, nous devrions introduire le
double de la longueur du prisme dans la formule. Il est en
tous cas préférable, pour plus de sécurité, de ne pas tenir
compte d’un encastrement possible des extrémités. D’apres
la formule d'Euler, la charge critique est
! El 108 3 4630
P e ) ——— 128, kg.
p=8 g =400 8.600 kg
Si nous prenons un coefficient de sécurité égal a 6, nous

obtenons la charge pratique :

P = "2 21.400 kg.

Avec la formule de Schwarz on trouve :

113 ¢ 700

oo = 28.600 kg.

— 4
14210 X =~

Nous donnerions la préférence au premier résullat, mais le
second pourrait aussi étre employé a la rigueur.

Exercice 47. — Un prisme chargé debout est encastré a
lextrématé inférieure. L'extrémité supérieure est libre, elle
éprouve toutefois dans ses déplacements latéraux une géne
croissant proportionnellement & ses déviations. On peut suppo-
ser, par exemple, cette extrémité reliée ¢ des barres quis’allon-
gent selon la lot de [élasticité lorsque Uextrémité du prisme
se déplace. Déterminer la charge qui produit le flambement.

Solution. Soit y, le déplacement de I'extrémité libre; la
géne apportée aux mouvements.laléraux de ce point peut étre
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représentée par une force horizonlale H, définie par la rela-
tion

H=¢y,.
¢ élanl une constante qu’il faut considérer comme donnée.
Pour une seclion transversale d’abscisse x (les abscisses sont
comptées a partir de 'extrémité libre), nous avons :

M=Hz+P(y—yo);
I’équation de laligne élastique esl donc:

a*y

EI i =Gy —Py~+Pyo.

L'intégrale gcénérale est par suite :

y=Asinox-+Bcos oz — [—?yox—f—yo,

F

“=\/g

Pour z=0, y==y,, donc B=o.
< . d -
De plus y =o et dg = o pour y=—/, nous avons par suile:les

relations:

Asinotl———c—lg)—lﬁ—yo——_o

C
Aa cos ol — %—: 0.
En résolvant ces deux équations par rapport & A, nous
trouvons :
. cl—P c
=y —— =1%o ———,
# Psinal’ A=1 Px cos !’

pour que ces deux solutions soient identiques, nous devons
avoir:

cl—P ¢

sin «/ a cos al

B
tg ul:ul—%,
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ou, si I'on exprime P en fonction de «:

: Bl .5
tg at=—=al/ — 5 (ad)’.

La plus petite racine de cette équation transcendante donne
o/ et par suite la charge critique cherchée.

Si I'on pose ¢ = o, le prisme est fixe & I'extrémité supé-
rieure et nous retombons surle cas qui a été traité en détail &
'article 99. Si, inversement, nous faisons ¢ = o, le prisme est
absolument libre & 'extrémité supérieure ; 'équation précé-
dente donne dans ce cas:

tg /= o
et par suite :

comme nous l’avions déja mentionné au commencement de
l'article 99.

Ezercice 48. — Considérons un prisme chargé debout, a
extrémilés fizes mais non encastrées, et supposons qu’aumilieu
on en duninue la section transversale sur une longueur l', de
facon que le moment d'inertie minimum de la section se
trouve réduit de la valeur I a la valeur I'.- Comparer la résis-
tance au flambement du prisme affaibli avec celle du prisme
primitif. On suppose que la longueur I’ est petite compamtl-
vement a la longueur totale [ du prisme.

Solution. — L’angle que forment avec la verticale les
tangentes de la”ligne élastique, aux extrémités de la partie
médiane affaiblie du prisme est, pour un moment de flexion

donné quelconque, ( )f01s plus grand que si la section du

prisme était constante. Pour obtenir le méme angle avec un
prisme dont la section n’aurait pas été affaiblie (moment d’iner-
tie ==I), il faudrait que.la longueur de la partie médiane con-
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sidérée fut égale a /' /", /” étant une longueur définie par la
relation

[-[

” :
= - e

Si.la partie médiane considérée est relativement courte, la
fleche au milieu du prisme ne sera pas beaucoup plus grande
dans le second cas que dans le premier, si I'on fait coincider
les lignes élastiques des parlies extrémes. On reconnait donc
quele résultat de I'aflaiblissement de la section transversale est
le méme que celui qu’on obtiendrait si I'on augmentait la lon-

gueur du prisme de /. la section du prisme étant constante.
Etant donné cette remarque, il est facile de calculer la charge

que peut supporter le prisme.

L'auteur a fait & ce sujet une longue série d’essais et ce
sont précisément les résultats de ceux-ci qui 'ont amené a la
solution que nous venons d’indiquer. Ces résultats ont montrs,
comme on pouvait s’y attendre, que la longueur /'a introduire
dans le calcul est, en réalité, un peu plus grande que celle de
la partie & section réduite. Il est en effet impossible que la
matiere, dans les parties du prisme avoisinant la portion
médiane, soit bien utilisée. Les essais faits portaient sur des
cornieres ; I'affaiblissement de la section, pratiqué sur des lon-
gueurs variant entre 25 et 60 mm., était tel que I" variait entre
1/& et 1/5 I. Dans ces conditions, il fallait augmenter /* de
2 4 & cm., pour faire concorder les résultats du calcul avec ceux
de 'expérience.
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CHAPITRE ONZIEME

ELEMENTS DE LA THEORIE MATHEMATIOUE
DE L'ELASTICITE

$ 1. Equations fondamentales. — 103. Considérations générales. — 104,
Calcul des déformations eélémentaires en fonction de £, », &. — 105. Rela-
tions entre les composantes des actions moléculaires et les quantités
g u ¢

§ 2. Mouvements ondulatoires @ lintérieur d’un corps élastique. — 106.
Equations du mouvement, — 4107. Applications des formules générales
aux ondes longitudinales. Ondes sonores. — 108. Ondes transversales.

§ 3. Remarques sur les solutions des équations fondamentales. — 109,
Les équations fondamentales fournissent, pour un systéme donné de forces
extérieures, un systéme bien déterminé &. #, & et un seul.

§ 4. Théories de St-Venant. — 110, Flexion et lorsion. — 144. Considé-
rations sur les résultats de 1'article précédent. — 112. Torsion, prismes de
section transversale circulaire. — 113. Torsion (suite), prismes de section
transversale elliptique. — 114. Assimilation du probléme de I'article pré-
cédent & un probléme d’hydrodynamique.

§ 8. Théories de Boussinesq et de Hertz. Dureté des corps. — 115. Théo-
rie de Boussinesq. — 146. Théorie de Hertz. — 4117. Dureté des corps, en
particulier celle des métaux.

§ 6. Etat élastique a lintérieur d'une masse de terre meuble. — 118.
Calcul des composantes. des actions moléculaires. — 119. Calcul de la
poussée des terres.

§1
EQUATIONS FONDAMENTALES

103. Considérations générales. — Les composantes
des actions moléculaires qui agissent en un point quelconque
d'un corps sontliées entre elles par les équations (4) et (5) que
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370 CHAPITRE XI

nous avons établies dans le chapitre premier en nous basant
exclusivement sur les conditions universelles de I’équilibre.
Les relations (4) permettent de réduire de neuf a six le nom-
bre des composantes inconnues. Les équations (5), les seules
que nous puissions établir a I'aide des lois de la mécanique,
sont insuffisantes pour calculer 6 inconnues : le probleme
consistant & déterminer les composantes des actions molécu-
laires est, comme nous 'avons déja reconnu précédemment,
statiquement indéterminé. Pour faire cesser cette indétermi-
nation, nous avons fait, dans les chapitres qui précedent,
diverses hypotheses dont nous avons justifié I'emploi simple-
ment en nous basant sur la concordance des résultats qui en
découlent avec les données fournies par l'expérience. Cette
méthode est absolument correcte au point de vue pratique ;
par contre, elle est insuffisante au point de vue scientifique,
car elle ne permet pas de ramener 'explication de faits et de
phénomenes divers & quelques principes généraux. Cest au
contraire ce qu’essaie de faire la théorie mathématique de
I'élasticité : elle se propose de déterminer I’état élastique d’un
corps sans avoir recours a d’autres lois qu'a celles de I'équi-
libre et & la loi de I'Elasticité. Il est vrai que cette loi, qui
définit les relations entre les déformations élastiques et les
actions moléculaires corrélatives, ne nous est pas connue sous
sa forme générale: elle prend au contraire différentes formes
suivant les matériaux, ainsi que nous l'avons vu au cha-
pitre II. Comme, cependant, la loi de Hooke est celle a
laquelle obéissent les matieres les plus importantes pour les
applications, c’est sur celle-ci que se basent les calculs de la
théorie de D’élasticité ; les résultats obtenus ne sont donc ri-
goureusement valables qu’autant que la loi de Hooke est
applicable.

Examinons d’abord si le probleme, tel que le pose la théo-
rie de Délasticité, est réellement soluble. Soient §, =, T, les
composantes, mesurées suivant un systeme d’axes coordonnés,
du déplacement élastique qu'un point z, y, z du corps consi-
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.déré éprouve sous 'influence d’un systeme de forces extérieu-
res donné. Comme. nous n’avons pas & considérer les mouve-
ments que le corps peut effecltuer dans son ensemble, mais
simplement les déplacements qu’éprouvent ses éléments les
uns par rapport aux autres, il est avanlageux de choisir lesys-
ttme d’'axes auquel sont rapporiés x, 7, z et ¢, v, {, de telle
fagon que I'un des plans de coordonnées, le plan zy par exem-
ple, soit relié invariablement au corps considéré. Nous suppo-
serons donc : 1° 'origine coincidant toujours avec le méme
point du corps; 2°l’axe des x passant toujours par un autre
point donné, et enfin 3° le plan de zy contenant toujours un
troisitme point donné du solide. Le plus commode est de pren-
dre ces deux points & une distance infiniment petite de I'ori-
gine ; naturellement, la droite qu’ils déterminent ne doit pas
comprendre 'origine.

Dans ces conditions, les quantités . », { sont indépendan-
tes des mouvements que le corps effectue dans son ensemble;
elles sont donc particulitrement aptes & définir les déforma-
tions élastiques. La loi de Pélasticité permet de calculer les
composantes des actions moléculaires en fonclion des défor-
mations élastiques dont elles sont corrélatives : sil’'on connais-
sait &, m, { en fonction de x, 7, 5, c'est-a-dire si 1’état élasti-
que du corps était entierement connu, il serait danc possible
de calculer les actions moléculaires qui agissent en chaque
point. En tous cas, nous pouvons exprimer les composantes
de ces actions en fonction des seules quantités &, », {. Nous
ramenons ainsile nombre des inconnues du probléme de six a
trois ; les équations (8; suffisent dés lors avec les conditions
aux limites pour déterminer complétement ces inconnues.

Nous avons déja employé cette méthode lorsque nous avons
traité le probleme des enveloppes a parois épaisses, art. 89.

Il ne s’agit, en effet, ]a que d’un cas particulier trés simple
du probleme général. La methode que nous utilisons mainte-
nant n’est qu’une généralisationde celle employée an dit article.
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372 CHAPITRE XI

104. Calcul des déformations iémentaires en fone-
tionde &, v, . — Nous allons calculer d'abord les dilatations
¢z, ¢y, ¢z, Considérons deux points distants initialement I'un
de lautre de dz, leurs coordonnées sont done :

z,Y, 5 et z-+ dz, y, 5.

Apres la déformation, les coordonnées du premier devien-
nent :

=t E) £/+ Ny Z-i-c;

et celles du second :

b4 i ds
c o+ dz 48+ dny+ 04 dz s+ U+ — da

En effet. d’apreés les hypothéses que nous avons faites (page
18) sur la nature des actions moléculaires corrélalives des
déformations élastiques, les déplacements du second point sont
égaux aux valeurs que prennent les fonclions z. 0, { lorsqu’on
y remplace z, y, z, par z - dz, y, z. On les obtient donc en
développant &, m, { en série & 'aide de la formule de Taylor
et en s’arrétant au premier terme du développement.

L’allongement éprouvé par dz est :

¢
a dx i

nous avons par suite, pour la dilatation, c’est-a-dire pour l'al-
longement de P'unité de longueur, I’expression :

ds
Ep ="
T de

On trouverait de méme ¢y, e; en considérant I'allongement
éprouvé par une longueur dy ou dz. Nous avons donc :

(287)
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Un raisonnement analogue nous permet de calculer les
valeurs de la distorsion vy qu’'éprouve I'angle droit compris
entre deux éléments de longueurs dz et dy, menés parallele-
ment 3 I'axe des = et & 'axe des ¥ par le poinl z, y, =. Pour
comparer la grandeur de l'angle déformé & celle de I'angle
initial, supposons I'un d’eux déplacé parallélement & lui-méme
de facon que les sommets des deux angles coincident (fig. 70).
I! suffit que nous considérions les déformations des cotés de
I'angle dans le plan de la
figure : en réalité, ces cotés

se déplacent aussi perpen-
diculairement au plan zy ;
mais cesderniéres déforma-
lions, qui peuvent étre envi-
sagées comme une rotation
ayant lieu autour de I'axe
des z pour ’'un des cHtés et

autour de I'axe des  pour
I'autre, ne modifient pas 'angle que nous voulons calculer. De
méme, les dilatations n’influencent pas la valeur de I’angle. Il
nous suffit donc de remarquer que I'extrémité de I’élément dz
se déplace parallelement & I’axe des y d’une quantité égale a

D Jz, et que 'extrémitéde dy se déplace dansle sens de ’axe
dz '

des z de d% dy. De plus, nous voyons que 'angle droit initial

devient aigu si les dérivées partielles considérées sont posi-
tives.

La distorsion est trés petite ; nous pouvons par conséquent
remplacer I'angle, exprimé en longueur d’arc, par sa tangente
trigonométrique. Nous avons donc *

dE dn
Yoy = 7 -+ do.

Cette formule n’est rigoureusement exacte qu'autant que
£, n, { sont infiniment petits par rapport & z, y, . Cette condi-
tion n’est pas absolument remplie dans les déformationsréelles
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d’un corps élastique, toutefois I'erreur résultant de ce fait est
généralement négligeable. — On procéderait de méme pour
les distorsions yyz et yzz. On peut du reste écrire directement
les formules pour ces derniéres en permutant cycliquement
&, m, § et x, y, £, dans la relation ci-dessus. On a donc :

dE dn

Yoy = 5 + 7=
Ily e
d

Tys=— E -3 ) (238‘]
ds

===
. dx

Calculons encore la variation de volume qu’éprouve le corps
au point considéré. Considérons le parallélipipede infinimeny
petit dx, dy, dz, et supposons d’abord que seules les distor-
sions y se produisent. Si celles-ci étaient des quantités finies,
elles entraineraient une variation de volume car, par exemple,
le rectangle dz dy se transformerait en un parallélogramme
d’aire:

dz dy cos yzy.

Si yaxy est infiniment petit du premier ordre, son cosinus ne
differe de I'unité que d’un infiniment petit du second ordre.
La variation de volume due aux distorsions est donc négli-
geable. Cette conclusion n’est, il est vrai, absolument rigou-
reuse que si ¥y, 1, { sont réellement infiniment petits.

Supposons maintenant que les dilatations se produisent. Il
en résulte une variation du volume du parallélipipede qui est
une quantité infiniment petite du premier ordre par rapport au
volume initial. Dans la déformation, ce dernier devient :

dx (1 +ez) dy (1 4 &y) dz (1 +&5),

ou, si 'on multiplie et si on laisse de c6té les infiniment
petits d’ordre supérieur au premier :

dz dy dz (1 + ez~ gy + e5).

Soit e la variation de V'unité de volume, nous avons :
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Gf‘A? .

S=G6Gy= T

(229)
S est dirigé, comme la déformation, perpendiculairement au
rayon.

La formule (229) montre que les actions moléculaires S
sont réparties linéairement sur la surface ; elles varient pro-
portionnellement au rayon r. S atteint sa plus grande valeur
a la périphérie de la section et s’annule au centre. Soient a le
rayon de la section, S'la valeur correspondante de S, nous
avons, d’aprés (229) :

e
= (230)

Etablissons maintenant la relation qui exprime que les
actions moléculaires développées dans une section transver-
sale doivent se réduire a un couple qui fasse équilibre au
moment de torsion. Désignons ce moment par M, nous pou-

vons écrire :
M= /sm'F_—_gfr:a'F;

I'intégrale n’est autre chose que le moment d'inertie polaire
I, de la section, donc

. S:I—Pd_, (231)

k - wat
ou, si I'on remplace Iy par sa valeur =

g, (232)

rad

Comme on le voit, la formule (231) est de la méme forme que
celle que nous avons trouvée pour le calcul des efforts de
flexion ; mais, tandis que cette derniere est générale, la for-
mule (231) ne s’applique qu'aux sections circulaires. 1 est
donc préférable de ne pas la laisser sous cette forme et de
substituer immédiatement la valeur de 1». comme nous l'avons
fait dans la formule (232).
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En tenaut compte de I'équation (229), nous trouvons :

S’
(233)
La seule extension possiblec des formules précédentes est
leur application au cas des prismes de section annulaire. Si
a et b désignent les rayons,de I'anneau (a@>> ), nous obte-
nons :

- 2Ma

T m(at— 0%

M/
AP= T e

92. Prismes de sectiou elliptigue. — On reconnait
immédiatement que les sections transversales ne demeurent
pas planes dans la déformation : si cela élait, nous pourrions
appliquer sans changemenl les considérations de I’article pré-
cédenl et nous arriverions aun résultat que l'action molécu-
laire S est en chaque point perpendiculaire au vecteur qui
joint le point considéré au centre de la section. Or, cette
conclusion serait fausse : sur le pourtour, en vertu des équa-
tions générales de 1'équilibre, les actions moléculaires S ne
peuvent avoir de composante normale au contour de la sec-
tion; elles sont nécessairement dirigées selon la tangente.
C’est la une remarque importante, qu'il y a lieu de ne pas per-
dre de vue dans lous les problemes qui se rapportent a la tor-
sion des prismes. Naturellement, elle n’est exacte que si le
prisme est absolument libre & sa périphérie ; si, par exemple,
il se trouve en conlact avec d’autres corps, de sorte que des
réactions et des efforts de frottement se produisent, les actions
moléculaires peuvent avoir des composantes perpendiculaires
a la périphérie. Nous ferons abstraction de ces cas particu-
liers. Les résultats auxquels nous arriverons ne seront donec
pas partout applicables ; par exemple, ils ne seront pas vala-

bles pour 'extrémité d'un prisme qui est encastrée dans une

machine d’essais.
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I'équation de l’ellipse qui limite la section transversale du
prisme (fig. 60). Pour le point g, z, on a la relation :

Sz dz by .

Sy dy  a%’

(234)

Z

Fig. 60
La lettre = de la figure correspond a la notation S du texte.

puisque S doit étre tangente au contour de la section. Cette
équation de condition est satisfaite si I'on pose :

S.;:y = /ca?z, Saz=—=— kbay- (235)

Pour procéder d’une fagon rigoureuse, il faudrait évidemment
considérer d’abord £ comme une fonction d’y et de z. Comme
nous nous proposons simplement d’établir une théorie élé-
mentaire, nous ne déterminerons pas cette fonction ; nous
admettrons arbitrairement que /£ est une constante. En réa-
lité, cette supposition est pleinement confirmée par la théorie
mathématique. A supposer, du reste, que ce fait nous fit
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inconnu, il suffirait, pour justifier notre hypothese, que les
résultals qui en découlent fussent d’accord avec ceux de l'ex-
périence. Il convient méme d'ajouter que cette concordance
avec les résultats de la pratique est une plus forte preuve &

Pappui de la supposition faile que sa confirmation par la
théorie mathématique. II est certain, par exemple, que I'an-
cienne hypothese des sections restant planes dans la défor-
maltion a été abandonnée bien plus parce qu'elle conduit &
des résullats en désaccord complet avec ceux de la pralique
que parce qu'elle est formellement contredite par la théorie
mathématique. Nous croyons méme que celte derniere raison
seule n'eut pas suffit & la faire rejeter.

SiI'on suppose £ constant, on voit que S croit, le long d'un
vecteur partant du centre, proportionnellement avec la dis-
tance du point considéré au centre. Pour des points situés sur
des vecleurs différents, a égales distances du centre S prend
différentes valeurs el forme des angles différents avec les vec-
teurs correspondants.

Il faut déterminer la valeur de la constante . Celle-ci dépend
naturellement de la valeuar du moment de torsion. Si nous
prenons le centre de la section comme péle, le moment statique
de I'action moléculaire S qui agit en un point donné est :

Sa;yZdF = sz?/dF 3

la somme de tous les moments semblables est égale & M, nous
avons donc, en tenant compte de (233) :

M — ka! ] 2dF —+ b [ ydF., (236)

Les intégrales du membre de droite, qui s’étendent & toute
la section transversale, sont les moments d'inertie principaux
de celle-ci. Nous avons trouvé précédemment (art. £5) :

g i
[ar — =2,

I‘IIII T TETT
4 i 6 7T unesp® ¢ 10 11 12 13

14

]
15






TORSION 319

substituant dans {236) et résolvant par rapport & £, nous obte-
nons :

M
7a’h®

fo— (237)

Nous pouvons donc calculer maintenant la valeur de S
pour chaque point de la section. Cherchons a déterminer
I'endroit ou S alteint sa plus grande valeur; cet endroit est
certainement situé sur la périphérie, puisque S croit propor-
tionnellement & la distance du point considéré aun centre. A
premiére vue, on pourrait supposer que le maximum de S
se produit aux extrémités du grand axe ; c’est 1a du reste le
résultat auquel on arrivait selon 'ancienne théorie.

Il n’en est toutefois rien. Nous avons :

Qe Snz” LT S, — /c'(a‘z"’ - b’g/’),
et comme nous ne considérons que le pourtour de la section,
nous pouvons écrire, en tenant compte de l'équation de
Iellipse :
S* =48 (a* + ¥ [6° — a7)).

Si b > a, comme dans la figure (60), S* sera maximum en
méme temps qu'y. Or, la plus grande valeur de y est a, donc
I'action moléeulaire maximum se produit 3T extrémité du petit

axe. Nous trouvons:
Smax — /ﬁdbz

ou, en mettant pour % sa valeur (formule 237) :

2M
wa'h

(238)

Sma:c =

A lextrémité du grand axe, c’est-a-dire pour y — o,

Se—falh—
Ta

02

Cette valeur est a . & fois plus petite que Smaz.

93. Prismes de section rectangulaire. — Nous allons
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établir 6galement une théorie approchée pour les prismes de
section reclangulaire ; seulement, tandis que dans le cas pré-
cédent les résultats de la théorie approchée concordent abso-
lument avec ceux obtenus al'aide de la théorie mathématique,
il n’en sera plus de méme ici : les résultats que nous obtien-
drons ne seront qu'approchés.

Considérons d’abord les propriétés de la section provenant
de la symétrie. Si la direction des actions Sgy et Szz, qui agis-
sent sur un élément superficiel de la section situé dans le
premier quadrant, sont celles qui sont indiquées dans la fig.
(61), les actions moléculaires qui agissent sur les éléments

!

i e - e i 0 e - -

—

il el

i
SEENE
i

Iig. 61,

La lettre = de la figure correspond 4 la notation S du texte.

correspondants des trois autres quadrants dpivent nécessaire-
ment avoir la direction indiquée dans la figure; en effet, la
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torsion ayant lieu dans le méme sens pour les quatre quadrants,
le moment des actions moléculaires doit avoir partout le méme
sens par rapport au centre de la section. De plus, il est certain
que, par raison de symélrie, les actions moléculaires qui
agissent sur deux éléments superficiels situés a égale distance
de part et d’autre d'un axe de symétrie, sont égales en valeur
absolue. Nous pouvons exprimer les deux conditions précé-
dentes en disant que Sy esl cerlainement une fonction paire

d’y el impaire de z, tandis qu'inversemenl Sy; eslimpaire par

rapport a y et paire par rapport a z.

Une répartition linéaire des actions moléculaires est cerlai-
nement impossible, puisque Sgy, par exemple, doit s’annuler
pour z =a el au centre de la seclion. Nous voulons, d’autre
part, tout en tenant compte de ces condilions, admeitre la
loi de réparlition la plus simple possible. Nous supposerons
d’abord que cetle loi peut étre exprimée par une fonction algé-
brique des coordonnées y et z, el nous prendrons cette fonc-
lion d'un degré aussi faible que le permettent les conditions
auxquelles elle doit satisfaire. On reconnait aisément qu’une
fonction du troisime degré remplit les condilions exigées.
Puisque Szy est impaire par rapport & z et paire par rapport &
y, nous devons poser :

Sey = €15 -+ €,8Y° + ¢35,

Sur les cdtés du rectangle paralleles & I'axe des z, celle ex-
pression doit s'annuler identiquement. nous avons donc
I'équation de condition :

0 =%+ c.a’z ¢,z

Cette relation doit étre satisfaile quel que soil z, il faut par
suite que :
0y

Cy — 0, Cyg— — —.

Sgy est ainsi délerminé & une constante prés, nous avons :

Szy — 2 — :; Z?/zn (239)
24
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Nous procéderons d’une maniere analogue pour Sgz. Nous
prenons d’abord : ‘
Su,e = kyy + kyz® + ky

expression qui doit élre identiquement nulle pour z = == 6,

donc :
0= ky —+ ksyb® - k3’
Il faut pour cela que

par suite :

Les constantes ¢, el %, des formules (239) et (240) ne sont
pas indépendantes I'une de l'autre; elles doivent salisfaire a
une équation de condition, exprimant que les actions molécu-
laires qui agissent sur un élément de volume infiniment petit
sont en équilibre. Nous avons trouvé précédemment, en nous
servant des équations universelles de 'équilibre, la relation :

Bo By s o
dx ' dy =~ de

Dans le cas présent, X et Ry sont nuls, car il n'y a pas de
raison pour qu’il se développe dans le prisme des tensions
normales aux sections transversales, si la torsion n’est pasac-
compagnée d’une flexion ou d’un effort d’extension ou de com-
pression.

Nous avons de plus:

Syx = Sa:y, Szu=Szz;
la relation précédente peut donc s’écrire :
dy dz
Si I'on introduit dans cette équation les valeurs trouvées
pour Sgy et Sz, elle devient

ey Cy ky
2yza—’-.2yz-b7 .
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On voit qu’elle est identiquement salisfaile si 3
q q

fey =— —‘a—- (241)

Ce résultat monlre qu’en tout cas, au point de vue dela
stalique des corps solides,la loi de répartition des actions mo-
léculaires que nous avons supposée est admissible. Il resterait
a démontrer qu'elle est également compatible avec les pro-
priétés élasliques des malériaux, en particulier avec la loi de
Hooke. Nous ne ferons pas cette démonstralion, puisque notre
intention est' d’oblenir un résultat anssi simple que possible,
ne fat-il qu'approché.

En tenant comple de (241), la formule (240) s’écrit :

S = — % ¥+ —”_—’, Yz, (242)

Il reste maintenant a déterminer la constante ¢, nous pro-
cederons exactement comme dans le cas de la section ellipti-
que. L’équation des moments est de la forme :

M—f(s,z;y Z—Szz y) dF

ou, si I'on remplace Sgz; et Sz par leurs valeurs (239) et
(242) :
M— f 9 Yy ar
¢ | (2 = =Y c
L'intégrale du second terme de la parenthese, élendue a
toutes lasection, est égale a :

a b 373
b [ / Y wdyds— 4 f T [ iy — 2

les intégrales du premier et du troisitme terme représentent
les moments d'inertie principaux de la section, on les déter-
mine directement.

L’équation des moments peut donc s’écrire :

4ab3 8ab? 4ab¥\ 16ab?
0 (T“ T )T g
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M

1= T6ap>

Par conséquent, nous obtenons finalement :

) oM [a y¥
Sx == g am 2\ )

= L (244)
Ser =— 55 ¥ (157))

On reconnait d’aprés ces valeurs, que les actions S sont, le
long des axes de symélrie, perpendiculaires a ces derniers et
qu’elles croissent linéairement du cenlre 4 la périphérie. Sur
les contours de la seclion, ces actions sonl dirigées suivant les
cOtés du rectangle, la loi de répartition est représentée par
une fonction du second degré. Le long d’une diagonale, les
actions langentielles sont paralltles & l'autre diagonale et
réparties suivant une loi représentée par une expression du
troisieme degré. Enfin, le long d'un vecteur quelconque, leur
direction varie d'un pointa ’autre.

Déterminons maintenant 'endroit ou S atteint sa plus
grande valeur. De (244) nous tirons :

) Y

- Ak )
S!: 'J-:-":[a:_y:):_l_y:(o:_;:‘,)!;'

16a'0’) |
Les valeurs de z et de y quirendent celte expression maxi-
mum s'obtiennent en égalant & zéro les dérivées partielles
prises par rapport a z ou y, ou ce qui revient au méme, par
rapport a z* ou y*. Nous avons donc les deux équations :
({{.# =l ff!f _— _9_”,/.2 (b:_ 3:)20.. :
- e 245
— 228 (@' —y*) +(b'— 2*)* =o. ik
On reconnait que les coordonnées des sommets du rectangle
satisfont 4 ces relations ; les autres solutions s’obtiennent en
résolvant I'équation :
(=) e G
8yt V. 2y

L}
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laquelle est du troisime degré en #*. Nous la résoudrons dans
le cas parliculier ott @ = &, c’est-a-dire dans le cas ou la sec-

tion du prisme est un carré; elle peul s'écrire alors :
3y -— 13’y +a'y’ + a° —=o.

On trouve pour racines, comme on poura facilement le vé-
rifier :

Yy =a (2 = \3),
la dernitre de ces racines doil étre rejetée puisqu’elle donne
des valeurs imaginaires pour ¥, el aussi la secopde qui con-
duit & une valeur imaginaire pour la valcur correspondante
de z (en effet, si l'on fait y =y,, dans la premiere des équa-
tions de condition (245), on trouve :

s —=a’ (2 — \/Ei),

donc une valeur imaginaire pour z%).
1l ne reste finalement que les points dont les coordonnées
sont :

1

r =
— -+ —y P i e
y==a\/ 3 a\/3

Si P'on introduil ces valeurs dans 1'expression trouvée pour
St il vient :
3 M2

S? =&
MaAr — ao —r
32q5’

Smaa: = 0,306 i\i .
ad

Ce maximum analylique de S n'est pas thécessairement la
plus grande valeur de cetle quanlité; le maximum absolu
de S peut se produire en un point du contour de la section.
Etant donné les résultats que nous avons obtenus surla répar-
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326 CHAPITRE IX

tition des efforts & la périphérie, il suffit que nous considérions
les milieux des cotés. Pour y —a et z— o, il vient :

. oM S
§ete AN 946)
= T6at’ (4)

soit, dans le cas du carré :

S = 0,5625 1.
a

On voit donc qu’en effet cette valeur de S est beaucoup
plus grande que le maximum analytique qui se produit sur la
diagonale. Nous pouvons conclure de ce résultat que, pour
les prismes dont la section ne differe pas beaucoup d’un carré,
il suffit de calculer I'action moléculaire maxima qui se produit
a la périphérie. Il est du reste vraisemblable que, méme dans
I’hypothese d’autres rapports entre les cotés du rectangle, nous
arriverions au méme résultat.

En permutant a et 6 dans la formule (246), nous ohtenons
la valeur de S correspondant a I'autre c6té du rectangle.

On reconnait que S atteint sa plus grande valeur au milieu
des grands cdtés, c’est-a-dire aux points du pourtour les plus
rapprochés du centre de la section. Dans les applications de la
formule (246) aux calculs de résistance, il faut donc entendre
par a le plus petit demi-coté du rectangle.

Si nous introduisons les cdtés entiers du rectangle a, et 4,
au lieu des demi-c6tés a et b, la formule (246) s’écrit :
au

— 2a,,

5 (2£7)
L’ancienne théorie, qui partait de I'hypothese des sections
demeurant planes dans la déformation, conduisail naturelle-
ment a des résultats tout a fait différents : on trouvait que les
actions moléculaires atteignent leur maximum dans les som=-
mets du rectangle, c’est-a-dire la ol1, en réalité, elles sont cer-
tainement nulles ; en outre, en vertu de 1'équation (231), on
admettait que, pour avoir une grande résistance a la torsion, il
fallait employer une section présentant un grand moment
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d’inertie polaire. Dans le cas d’une section rectangulaire, il
paraissaitdonc indiqué, pour obtenir, avec une surface donnée,
le maximum de résistance, de choisir un rectangle aussi
allongé que possible. Il suffit de songer a la faible résistance
a la torsion que posséde une régle plate pour reconnaitre la
fausseté de ces conclusions.

94. Calcul des ressorts a boudin. — Considérons une
tige, que nous admettrons de seclien circulaire, dont l'axe
longitudinal est, & I'état ordinaire, enreulé en forme d’hélice
(fig. 62). Supposons le ressort ainsi formé, soumis a I’action

de deux forces P égales et de sens contraire, dont
la ligne d’action coincide avec 'axe du cylindre de
I’hélice. Suivant leur direction, ces forces P ten-
dent a allonger ou & raccourcir le ressort. Nous
allons déterminer : 1° quelle intensité les forces P
peuvent atteindre sans que la charge pratique de
la matiere soit dépassée; 2° la longuecur dont le
ressort s’allonge ou se raccourcit sous 'action des

Fig. 62 forces P et enfin 3° quelle est I'énergie qu'il peut
emmagasiner sous forme de travail de déformation.

Supposons le ressort coupé en un point quelconque; les
actions moléculaires de la section transversale font équi-
libre & la force P, agissant sur la portion du ressort consi-
dérée. Appliquons au centre de gravité de la section deux
forces égales'a P, de sens contraire I'une & l'autre. L'une
de ces forces forme avec P un couple M, dont le plan est
déterminé par le centre de gravité de la section considérée et
I'axe du cylindre. Supposons ce couple décomposé en deux
autres ; 'un situé dans le plan de la section, I'autre contenu
dans un plan perpendiculaire & cette derniére. Le premier
produit une torsion,tandis que le second développe des efforts
de flexion. Sile pas de I'hélice est petit relativement au dia-
metre du cylindre, le plan du couple M differe fort peu du
plan de la section transversale, de sorte que le couple compo-
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sant perpendiculaire a cetle derniere est trés pelit; on peut,
par suite, négliger sans inconvénient les aclions moléculaires
qu’il développe devant celles que produit le second couple
composant. La force P restante produit des efforts de cisaille-
ment, ces derniers sont loutefois négligeables par rapport aux
efforts de torsion, pour peu que le rayon du cylindre soit
relativement grand comparativement aux dimensions de la
section. Il suffit donc, en général, pour un calcul de résis-
tance, de ne tenir compte que des efforts de torsion.
Si 7 désigne le rayon du cylindre, nous pouvons poser:
M="Pr,
et, si nous appelons a le rayon de la section, nous aurons (for-
mule 232) :
§=27, (248)

Tal

formule qui permet de calculer la force du ressort. Si la
seclion de la tige employée est rectangulaire, on a (for-
mule 247) :

APr

S = (249)

2a*h,

ou a, désigne le pelit et 6, le grand coté du reclangle.

Assez souvent, l'axe longitudinal du ressort est enroulé,
non suivant une hélice ordinaire, mais selon une hélice coni-
que (exemple : les ressorts des tampons de wagons). Dans ce
cas, il faut entendre par » la valeur du rayon correspondant a
a, et b, ou, si ces derniéres quantités sont conslantes, la plus
grande valeur de 7. Si a, et 6, sont variables, il faut détermi-
ner la section la plus dangereuse. On pourrait naturellement
faire varier les dimensions de la section de fagon que le tra-
vail de la matiere soit partout le méme. Par exemple, si I'on
conservait a, constant, il faudrail, dans le cas d'une section
rectangulaire, faire varier la hauteur 4, proportionnellement
ar.

Pour calculer la variation de longueur du ressort sous |'in-
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fluence de la charge, nous devons nous baser sur la formule
donnant la grandeur de 'angle de torsion. Comme nous n'a-
vons établi celle-ci que pour une seclion circulaire, nous nous
bornerons & ce cas dans ce qui suit. On {rouvera aux exer-
cices, a la fin du chapitre, le calcul de cet angle pour les sec-
tions de forme rectangulaire et elliptique, et 'on pourra em-

ployer les résultats & un calcul analogue a celui que nous
allons entreprendre.

Soit dA¢ I'angle de torsion d’un élément de ressort de lon-
gueur ds (mesuré le long de 'axe longitudinal). Supposons
d’abord que seul cet élément soit déformé, tandis que tout le
reste du ressort conserve sa forme initiale. Si nous suppo-

sons, pour fixer les idées, la partie inférieure du ressort
maintenue fixe, toute la partie supérieure a ds effectuera, au-
tour de cet élément, une rotation de valeur dAgp; I'axe est
dévié de sa position primitive : toute la partie supérieure est
légerement penchée. Celte obliquité se trouve compensée en
réalité par la rotation dAo queffectue le ressort autour d’'un
point diamétralement opposé a celui que nous considérons
actuellement, de sorte que la déformation totale du ressort
n’entraine pas 'axe hors de sa position primitive. Par contre,
les composantes des déplacements, prises dans la direction de
'axe, s'additionnent et leur somme n’est pas autre chose que
I'aplatissement ou I'allongement total du ressort.

Soit P le centre de 1'élément ds considéré. Le point de I'axe
situé 3 la méme hauteur décrit, dans la déformation de la
partie supérieure causée par la rotation anw autour de P, un
arc de cercle de rayon et d’angle au centre dA¢. Cet arc coin-
cide en direction avec I'axe du ressort; le déplacement dans
le sens de cet axe est donc:

rdAo.

On reconnait aisément qu'un point quelconque de I'axe de
la partie supérieure du ressort se déplace dans le méme sens
d’'une quantité égale. Considérons la figure 63, et soient AA
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'axe du ressort, P la projection sur
le plan de la figure de I'élément ds.
Le pas de T'hélice élant supposé
petit, ds est sensiblement perpen-
diculaire & I'axe AA, l'axe longi-
tudinal se projette donc suivant un
point P. Soit B un point quelconque
de Paxe, il effectue dans la défor-
mation une rotation ; I'arc de cercle
qu'il décrit est égal & zdA¢ et la pro-
jection de cet arc sur I'axe du res-
sort est z cos ddAe, mais zcos y==7;
le déplacement de B dans le sens de
I'axe est donc bien égal a rdAe,

La variation totale de longueur du ressorl w est égale & la
somme de tous les termes semblables, étendue & toute la lon-
gueur de I'axe longitudinal ; nous avons donc :

Fig. 63

w=— r7'dAg>.

L’équation (233), donne :
d{st’) = 2P7‘d8

T wa'G

2Pr?
W= —= .
matG fds

La longueur d’une spire est sensiblement égale & celled’une

par conséquent :

circonférence de rayon », nous pouvons donc écrire, si nous
désignons par n le nombre des spires du ressort :
. dnr?
w:=F i (250)
w et P croissant proportionnellement I'un a I'autre, on
obtient I’énergie totale qui peut étre emmagasinée dans le
ressort en formant le demi-produit de la force P par le che-

min w parcouru par le point d’application :
2P%*nr®

A=— ‘ (254)

atG
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE IX

Ezercice 42. — Calculer langle de torsion Ap pour un
prisme de section elliptique.
Solution. — Soit M le moment de torsion,le travail des for-

ces extérieures dans la déformation est égal é% MAe.
Cette quantité est d’autre part égale au travail de déforma-

tion, que I'on peut calculer a I'aide de la relation (45). On a
donc:

e S2

expression dans laquelle dv désigne un élément de volume du
prisme. On peut poser dv= dFd/, d/ désignant un élément de
longueur mesuré dans le sens de 'axe longitudinal. L'intégra-
tion par rapporta / peut s’effeciuer immédiatement, S ayant la
méme valeur aux points correspondants des différentes sections
transversales. De plus, nous pouvons ecrire S*= S + S
et introduire dans cette relation les valeurs trouvées précé-
demment (éq. 235). Nous obtenons ainsi 'équation :

Mio=F [ # (as* + bty") dF
ou, en tenant compte de la relation (237),
oA, :
Mag= o[ at [22dF+ 8 [y dF').
Les intégrales qui figurent dans I'expression ci-dessus sont

les moments d’inertie principaux de la section transversale; si
nous introduisons leurs valeurs, nous obtenons :

AMlI [ra®h® | wa%hs1
Gl 4 AL

{_\c,?:

et, apres réduction :
Ao M (@ 15
= TR
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Sil’on fail @ — b, on retombe sur la valeur trouvée pour Ag
dans le cas d’une prisme de section transversale circulaire.
On calcule de la méme maniére Ao pour un prisme de sec-
]

tion rectangulaire ; en utilisant la valeur trouvée pour S* (arti-
cle 93), il vient:

Mag = [0 ] [[ @ — -y — ] aF
on a :

f z* (@& — y*)* dF =?—2 a*b’,
43

E ]

et par suite :

9IM (a* + b?)
Ao =~ caits

Si 'on introduit les c6tés a. et b, du rectangle, au lieu des
demi-cotes a et b, laformule précédente s’écrit :

a g + blg)
5 Ga, b

Ce résultat n’est naturellement qu'approché, comme les
hypotheses de I'article 93 surlesquelles il repose.

Exercice 43. — Une poutre en bois, de section carrée (20
cm. de cdté), est encastrée & une extrémité dans un mur. La
longueur de la poutre est de \ métre. A ['extrémuté libre se
trouve fixé un bras horizontal, perpendiculaire a l'aze long-
tudinal de la poutre et long de 60 cm. Quelest le travail
élastique mazimum que la piéce a a supporter, st l'on ap-
plique & lextrémité de ce bras un poids de 1.000 kg. ?

Solution. — La pidce travaille simultanément et & la flexion
et a la torsion. Le moment de torsion, qui est le méme pour
toutes les sections transversales, est égal a 1.000 >< 60 =
60.000 kg.cm. Le moment de flexion atteint sa plus grande
valeur dans la section d’encastrement, pour laquelle il es"
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égal 2 100.000 kg.cm. Clest donc dans cette section que se
produira le plus grand travail de la matidre.
L’intensité des efforts de flexion est :

et celle des efforts tangentiels maxima (éq. 247):

9 9<60.000
T 2%, 23208

= 33,75 kg. par em-.

Ces valeurs maxima deR et de Sse produisent aux mémes
points de la section d'encastrement, savoir au milicu des

cOtés horizontaux de la section.

Il semble qu’il faudrait encore tenir compte des actions mo-
léculaires tangentielles dues & la flexion du prisme et dont la
résultante esl égale a la force extérieure, soita 1.000 kg. Nous
avons vu toutefois que ces actions moléculaires sont nulles
dans les fibres extérieures, il n'y a donc bien a ne tenir
compte que des valeurs S et R trouvées plus haut.

Letravail de la matiere est donné parle travail élastique de
comparaison ; nous trouvons (formule 40), si nous prenons

10
M=,

R=10,35 R + 0,65 V4S*+ R
el, en introduisant les valeurs numériques :

K =0,38><T8+0,65/67,5°+ 15 = 92kg. par cm.environ.

Exercice 4k. — Quelle est la puissance d'un ressort de 10
spires de 100 mm. de diamétre, formé d’'une tige de section cir-
culaire de 20 mm. de diamétre, si l'on admet S = 2.000 kg.
par cm . Déterminer aussi lénergie quil est possible d’em-
magasiner dans ce ressort.

Solution. — L’équation (248) donne :

_ maS 344X 13X 2.000 <
P00 — 2 X XD — Sk kg,

wn
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En substituantcette valeur dans
kg. par em?, on trouve :

(251) eten prenant G — 300.000

—2P'rd _ mlgymyse S
et e T eg 420U Kg. cm.
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CHAPITRE DIXIEME

RESISTANCE DES PRISMES CHARGES DEBOUT
FLAMBEMENT

95. Formule d'Euler, Flambement d’un prisme dont les extrémités sont
fixes, mais non encastrées, et dont I'axe est rigoureusement rectiligne, —
96. Prismes dont P’axe longitudinal présente une courbure initiale. —
97. Détermination de la charge critique réelle Px. — 98. Prisme encastré
aux deux extrémités. — 99. Prisme encastré 4 une extrémité et muni i
lautre d'une glissi¢re ne permettant un déplacement que dans le sens de
'axe longitudinal. — 100. Prisme chargé debout, travaillant simultané-
ment & la flexion. — 10i. Formule empirique de Navier, Schwarz et
Rankine. — 1402. Flambement d'un prisme trés long travaillant & la
torsion,

Exercices nos §5-48,

95. Formule d’Euler. Flambement d’'un prisme dont
les extrémités sont fixes, mais non encastrées, et
dont I'axe est rigoureusement rectiligne. — Nous ad-
mettons d’abord que I'axe du prisme est parfaitement recti-
ligne. En réalité, cette condition n’est jamais exactement
remplie, car il est praliquement impossible de dresser parfai-
tement une pidce. Il est nécessaire de tenir comple dans le
calcul de ces petites déviations dela droite absolue, car, con-
trairement & ce que nous avons vu jusqu’a présent, elles
exercent une influence considérable sur la maniere dont se
comporte le prisme. Nous considérerons plus loin I'influence
de ces déviations.

Il est une autre condition qu’il n’est pas non plus possible
de réaliser d’'une maniére absolue et dont l'influence sur les
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résullats du calcul est des plus importantes : c'est le centrage
des forces extérieures qui agissent sur les seclions extrémes
du prisme. Nous admettrons dans ce qui suit que 'on a cher-
ché a réaliser cetle condition aussi bien que possible, de sorte
que la distance entre 'axe longitudinal et la ligne d’aclion
des forces esl une quanlilé trés pelile comparalivement aux
dimensions des seclions transversales. Si tel n’élait pasle cas,
le probleme serait le méme que celui que nous avons traité a
lart. &4.

Considérons une section transversale quelconque et appli-
quons au centre de gravité de celle-ci deux forces de signes
contraires paralleles et égales a P. Ces deux forces se faisant
équilibre, leur addition ne change rien au systeme des forces
extérieures. Tandis que 'une (celle de méme signe que P)
développe dans la malitre un travail a la compression, 'autre
forme avec P un couple qui produit une flexion du prisme.
La distance du cenlre de gravité de la section considérée & la
ligne d’aclion des forces P se trouve par suile augmentée. Dans
le cas traité a I'art. &4, ce fail ne tire pas & conséquence, car la
distance de la ligne des forces aux centres de gravité des sec-
tions transversales est assez grande initialement pour qu'il
n'y ait pas besoin de tenir compte de 'augmentation qu’elle
éprouve par suite de la déformation du prisme ; par contre,
il n’en est plus de méme ici of1, la distance entre 'axe du
prisme etla ligne d'action des forces élanl tres faible, la défor-
mation du prisme peut étre du méme ordre de grandeur ou
méme plus grande que cette distance.

Pour plus de simplicité, nous admetirons que l'axe AA
(fig. 64) du prisme et la ligne d’action des forces P sont situés
dans un méme plan.
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La distance initiale 2 entre PP et AA devient, dans la dé-
formation, pour une section d'abcisse z, «—- 7 ; le moment
du couple qui agit dans celle seclion est donc :

M=P(u—+y).
Nous avons pour équalion de I'axe AA :

{—ax £
U=1p ; -t 7

el pour équation différentielle de I'axe longitudinal déformé :

o R :
El s P(u—+y);

si nous posons :
v=u—+t1,

nous pouvons ecrire :

(252)

L'intégrale générale de cette équation est de la forme :
v==A sin ¢z -+ B cos az. (253)

Dans celle expression, A et B représentent des constantes
d'intégration, tandis que o est donné, comme on le vérifie
facilemeunt, par la formule :

=i '.ﬁ, 4
= \/E[ (25%)
Les conditions aux limiles sonl les suivantes :

v —u, pour =0,
v — 1y pour z =1,
il faut donc que :

B=uwo et A sinal/-+Bcosal=1;.

Si l'on tire de ces relations les valeurs de A et B, et si ’on
subslilue dans I'équation (253), on trouve facilement :
sin ¢

V= (11 — wo c0s al)4-u, cos ax (255)
sl ol
29
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La ligne élastique est ainsi complétement déterminée.

Recherchons maintenant quelles sont les conditions pour
que v devienne beaucoup plus grand que . Soit la paren-
thése, soit le second terme du membre de droite dans I'ex-
pression de u sont au plus du méme ordre de grandeur que
les quantités u elles-mémes, puisqu’un cosinus est au plus
égal 3 1; il faut donc, pour que » devienne plus grand

le fact sin ax
ue u ue le eur —
q ' 9q sin al

prenne une grande valeur. Sup-
posons P trés petit, la formule (254) montre que «’est de
méme trés petit, de sorte que 'on peut poser approximative-
ment :

sin oz ==ox, sinal=al,

le facteur devant la parenthese est alors égal a ?, ¢'est-a-dire

plus petit que I'unité. On reconnait que cette condition est
=P < A TR,
satisfaite tant que l'angle a/ est plus petit que 3 Des que
P et par suite o prennent des valeurs supérieures, sin «/ dimi-
nue, tandis que sin az, pour cerlaines valeurs d’z, par exem-
¢ : . b o
ple z — 5 conlinue & augmenter. En particulier, lorsque «/
atteint des valeurs avoisinant =, le facteur devant la paren-
these augmente indéfiniment, car sin ¢/ tend alors vers o,
1
tandis qu’au contraire sin ax, pour =3, tend vers 'unité, A
la limite, pour
al=m, (256)

I'équation (255) donne une valeur infinie pour ». Ce résultat
signifie qu’en réalité le prisme, sous l'influence des charges
P d’une intensité correspondant & cette valeur de «, se rom-
prait ou subirait tout au moins des déformations plastiques.
En combinant les formules (254) et (256) et en résolvant par
rapport & P, nous trouvons :

@57)
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. Celte formule est due & Euler ; elle donne la valeur critlique
P. que la charge ne saurail atteindre sans que le prisme
subisse des déformations plastiques. En réalité, ces déforma-
tions se produisent déja sous l'influence de forces de moindre
intensité.

Il est important de remarquer que les quantités « ne figu-
rent pas dans la formule (257). La charge crilique ne dépend
donc pas directement de la distance initiale entre 'axe du
prisme et la ligne d’action des forces P L’équalion (255)
montre cependant que la déformalion v atteindra-d’autant plus
vite des valeurs correspondant 2 un travail élastique dange-
reux du métal que les valeurs « sont plus grandes.

Il est de plus bien entendu que la valeur de la charge
limile donnée par la formule (257) n’est valable qu'autant que
P, est plus petit que :

P,=FR, (258)

c’est-a-dire .plus pelil que I'effort de compression proprement
dite que peut supporter le prisme.’Le flambement de la pidce
se produit d’autant plus facilement qu’elle esl plus longue ; en
comparant les deux formules (257) et (258), on trouvera
facilement, pour un prisme de section donnée, la longueur a
partir de laquelle il y a lieu de lenir compte du flambage. Un
probleme de ce genre est lrailé dans les exercices.

96. — Prismes dont Paxe longitudinal présente une
eourbure initiate. — Nous allons montrer qu’une courbure
initiale de I'axe longitudinal n’exerce pas non plus d’influence
sensible sur les résullats, & condition toutefois que la fleche
soit faible par rapport aux dimensions des seclions transver-
sales. Nous admellrons que les forces P agissent exactement
au cenlre des seclions terminales. Soit f, la fleche maximum
de I'axe longiludinal : nous pouvons représenter ce dernier,
avec une approximation suffisanle, comme un arc de sinusoide
et poser par consequent :

u=/fosin =3 . (259)
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La ligne élastique esl ainsi completement délerminée.

Recherchons maintenant quelles sont les conditions pour
que v devienne beaucoup plus grand que u. Soit la paren-
thése, soit le second terme du membre de droite dans I'ex-
pression de u sont au plus du méme ordre de grandeur que
les quantités u elles-mémes, puisqu'un cosinus est au plus
égal & 1; il faut donc, pour que v devienne plus grand

sin e

que u, que le facteur prenne une grande valeur. Sap-

~ =1

S e

posons P tres petit, la formule (254) montre que « est de
méme (res petit, de sorte que I'on peut poser approximative-
ment :

sin oz = oz, sinal—ual/,

le facteur devant la parenthese est alors égal & ;f, c'est-a-dire

plus petit que I'unité. On reconnait que celte condition est

: g 5 5 T -
satisfaite tant que T'angle o/ est plus petit que 3 Des que

P et par suite « prennent des valeurs supérieures, sin o/ dimi-
nue, tandis que sin az, pour certaines valeurs d’z, par exem-

4 g : e
ple £ — -, continue & augmenter. En particulier, lorsque o/

atteint des valeurs avoisinant =, le facteur devant la paren-
these augmente indéfiniment, car sin «/ tend alors vers o,

: g 0 { .
tandis qu'au contraire sin oz, pour =, tend vers 'unité. A
la limite, pour

al=m, (256)

I'équation (265) donne une valeur infinie pour v. Ce résultat
signifie qu'en réalité le prisme, sous l'influence des charges
P d’une intensité correspondant & cette valeur de «, se rom-
prait ou subirait tout au moins des déformalions plastiques.
En combinant les formules (254) et (256) et en résolvant par
rapport & P, nous trouvons :

RI
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_Cette formule est due & Euler ; elle donne la valeur critique
P, que la charge ne saurait atteindre sans que le prisme
subisse des déformations plastiques. En réalité, ces déforma-
tions se produisent déja sous I'influence de forces de moindre
intensité.

Il est important de remarquer que les quantités % ne figu-
rent pas dans la formule (257). La charge critique ne dépend
donc pas directement de la distance initiale entre I'axe du
prisme et la ligne d’action des forces P L’équation (255)
montre cependant que la déformalion v atteindra-d’autant plus
vite des valeurs correspondant & un travail élastique dange-
reux du mélal que les valeurs u sont plus grandes.

Il est de plus bien entendu que la valeur de la charge
limite donnée par la formule (287) n’est valable qu’autant que
P est plus petit que :

P,=FR, (258)

c'est-a-dire .plus petit que I'effort de compression proprement
dite que peut supporter le prisme.’Le flambemenl de la piéce
se produit d’antant plus facilement qu'elle est plus longue ; en
comparant les deux formules (257) et (258), on trouvera
facilement, pour un prisme de section donnée, la longueur a
partir de laquelle il y a lieu de tenir compte du flambage. Un
probleme de ce genre esl traité dans les exercices.

96. — Prismies dont Paxe longitudinal présente une
courbure initiale. — Nous allons montrer qu’une courbure
initiale de I'axe longitudinal n’exerce pas non plus d’influence
sensible sur les résultats, & condition toutefois que la fleche
soit faible par rapport aux dimensions des sections transver-
sales. Nous admellrons que les forces P agissent exactement
au centre des sections terminales. Soit f, la fleche maximum
de Paxe longitudinal : nous pouvons représenter ce dernier,
avec une approximation suffisanle, comme un arc de sinusoide
et poser par conséquent :

u=fosin =3 . (259)
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L’équation différentielle de la ligne élastique est, comme
précédemment :

E1EY — P (u +y),

da

ou, si nous mettons pour u sa valeur,

d-y
dx?

P .
— 5 @+ /o smwilc). (260)

En inlégrant, et en tenant compte des conditions aux
limites :

y=opour z =o el z=/

nous pouvons amemer I'intégrale généraled la forme :

y=/[sinz7, (261)
ot /désigne la quantité :

fo
=E ; (262)

P
Cette quantité f a une signification fort simple : c’est la
plus grande valeur que peut prendre y. Le maximum se pro-

v . ! 5 . !
duit quand l'angle 'll est droit, ¢'est-a-dire pourz =—: fest
donc la flexion subie par le milieu du prisme sous l'influence

de P. En tenant compte de la formule (257), nous pouvons
mettre f sousla forme :

fo
R 263
P4 (263)

On reconnait que, si la fleche initiale f, est petite, la fleche
[ ’atteint des valeurs dangereuses que lorsque P se rappro-
che de la charge critique Pg .

Soit ¢ l’angle que forme dans la pitce déformée, la tan-
gente & 'une des extrémités de la ligne élastique avec la ligne
d’action des forces. Tant que cetangle reste petit, nous pouvons
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le poser approximalivement égal a sa tangente lrigonométri-

que ; nous avons donc :
d;;)
e /=0

soit, si nous tenons compte de I’équation (261) :

o=mn-L. (264)

Supposons que, dans un essai de résistance au flambement,
dans lequel la fleche initiale de I'axe longitudinal de la piece
est de quelques millimétres (c’est-a-dire beaucoup plusgrande
que l'erreur inévitable entre la ligne d’aclion des forces de
compression et la droite joignant les centres de gravité des
sections d’abouts), on mesure les valeurs de fcorrespondant
aux diverses valeurs de P. Si 'on porte ensuite les valeurs
obtenues pour / en ordonnées sur les valeurs correspondan-
tes de P prises comme abscisses, on doit, ainsi que le montre
I’équation (263), obtenir une hyperbole, abstraction faite natu-
rellement des fautesinévitables d’observation. L'équation (264)
montre que ¢ croit proportionnellement & /. Si donc I'on a
mesuré aussi o, ce qui est facile si I'on emploie un appareil &
miroir, et si 'on porte également les valeurs observées en
ordonnées, en prenant les P comme abscisses, on doit aussi
obtenir une hyperbole. Ces deux hyperboles ont une asymptote
commune correspondant i I'abscisse P := Py; .

Les essais entrepris par 'auteur pour vérifier ces conclu-
sions ont donné des résultats trés satisfaisants.

97. Détermination de la charge eritique réelle Py
— Nous avons déja remarqué a I'article 95 qu’en réalilé les
pieces chargées debout se rompent ou subissent des défor-
mations plastiques sous l'influence de forces d'intensité infé-
rieure & celle donnée par la formule d’Euler. Ce fait provient
1°de ce que I'axe de la pitce n’est pas absolument rectiligne ;
2°de ce que la ligne d’action des forces ne coincide pas rigou-
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reusement avec cet axe. Afin de nous rendre comple de I'in-
fluence que peuvent avoir ces conditions accessoires, nous
allons établir la valeur de la charge critique réelle, ne tenant
compte, il est vrai, que du premier motif indiqué ci-dessus ;
nous négligerons le second pour ne pas compliquer les cal-
culs. '

Le travail élastique de la matiere atteint sa plus grande
valeur dans la section médiane du prisme; pour une chargeP
il estégal & :

Rl RUER),
] 1

Dans cette expression, a désigne la distance de la fibre con-
sidérée a I’axe neutre; f est donné par la formule (263).

La charge critique réelle est évidemment celle pour laquelle
la plus grande des actions moléculaires R de la seclion atteint
la limite d'élasticité de la matiere; en effet, sitdt cette limite
dépassée, les déformations croissent beaucoup plus rapide-
ment que ne l'indiquent les formules précédentes, de sorte
que la rupture survient rapidement. Nous obtenons donc la
charge critique Py en résolvant par rapport & P I'équation :

FR =P+22 (fo+fo 5 ),
dans laquelle R" désigne la limite d’élasticité de la matiere, et
a la distance & I'axe neutre de la fibre extréme. Posons pour
abréger :
HRE— P

aFfo
|

=y

nous obtenons alors pour Pk 'expression ¢

p.=0FtOEL N j—,\/ [FL e DB ey (263)

Le signe de la racine doit élre choisi de fagon que Py soit
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toujours égal & la plus petite des deux valeurs données par la
formule.

Si fo = o0, c’est-a-dire pour un prisme dont I'axe longitudi-
nal est rigoureusement rectiligne, n ==o0. On trouve alors :

Py =Pg
pourvu que : P'> Pg. Si P <<Pg, ce qui a lieu pour un

prisme tres courl, on oblient, en vertu de la remarque qui a
616 faite au sujet du signe de la racine,

PK — P’.

La formule distingue doncle cas du flambement de celui de

la compression proprement dite. Afin de donner une idée des
différences que peuvent présenter entre elles les valeurs de
Pk et Pg, nous indiquerons les chiffres suivants, qui se rappor-

tent & un supporl formé par une corniere. Les dimensions de la
section sont 70>< 70 >< 9 mm, E—= 2.110.000 kg. par cm?,
[o estsupposé — 1 mm. On trouve, pour /=2 m. :

P'—236t, Pg=11,8t., Pr=10,4t.,
et pour /=3 m.:
PP=236t., Pg=52t, Pg=>50t.

La différence entre Px et Py est donc sensible, surtout dans
le premier cas; elle croit rapidement lorsque f; augmente.
Pour une valeur donnée de f;, la différence entre Pk el Py est
d’autant plus petite que le prisme est plus long ; il convient
d’autre part de remarquer que plus le prisme est long, plus il
esl difficile de le dresser parfaitement, de sorle que les pieces
tres allongées auront en général des valeursde f, plus grandes
que les courtes.

Si l'on suppose que m est trés petit (c’est-a-dire que f, est.

petit comparativement au rayon de gyration minimum de la
section transversale), on peut négliger dans la formule (263)
le lerme en »*, etremplacer par conséquent le radical par|’ex-
pression approchée :
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CHAPITRE X

[P*+2(n+ 1) PPy + (2 + 1) Ps ' — & PPy |

e : ' p
— [P — Pe 4 20Pg (P + Py ) |

Si de plus P’ est de beaucoup plus grand que Pg, ce quia
lieu lorsque le prisme considéré est tréslong, on peut écrire
avec une approximation suffisante :

5 5 , Pg (P4 P
VP = Pa )+ 2nPa (O F P) =P — Py 1P,
et 'équation (265) devient :

(266)

Cette formule est d’un usage commode pour estimer la dif-
férence entre la charge critique réelle Px et la valeur donnée
par la formule d’Euler Py,a condition naturellement que I'hy-
pothese P’ beaucoup plus grand que Pg, sur laquelle elle re-
pose, se trouve remplie.

Comme nous I'avons déja fait remarquer, I'équation (265)
s'applique aussi au cas oit il n'y a pas de flambement, mais
simplement compression proprement dite. Une difticulté se
présente toutefois dans les applications : on ne connait pas en
général quelle est la valeur & donnera f, ou a7 ; en outre, la
formule (265) ne tient pas compte des différences inévitables
entre I'axe du prisme et laligne d’action des forces. Il est done
préférable d’employer & sa place une formule empirique éta-
blie par M. de Tetmajer d’apreés lesrésultats de nombreux essais
faits avec différents matériaux. Pour :

P>PE:

M. de Tetmajer propose I'emploi de la formule suivanle :
Pr=aF— 52, (267)

dans laquelle @ et & représentent des valeurs tirées des résul-
tats d’expériences, /lalongueur du prisme, ¢ le plus petit des
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CHAPITRE HUITIEME

RESISTANCE DES ENVELOPPES SOUMISES A UNE
PRESSION INTERIEURE OU EXTERIEURE

§ 4. Enveloppes a parois minces. — 86. Enveloppe sphérique soumise &
une pression interne. — 87. Enveloppe cylindrique soumise & une pres-
sion interne. — 88. Tubes de section elliptique soumis & une pression
extérieure.

§ 2. Enveloppes a parois épaisses. — 89. Tubes cylindriques soumis 2
une pression interne, — 90. Tubes frettés.

Exercices nos 373 4.

§ 1.
ENVELOPPES A PAROIS MINCES

86. Enveloppe sphérigque soumise & une pression
interne. — Par paroi mince, nous enlendons une paroi dont
I'épaisseur esl tres pelile par rapporl aux dimensions de Ien-
veloppe. C'est le cas qui se présente par exemple dans les
chauditres.

Soit r le rayon inlérieur de ’enveloppe sphérique; menons
un plan méridien, les forces extérieures qui agissent sur {'un
des hémispheres sonl les pressions exercées sur la paroi parle
liquide ou le gaz que contient I'enveloppe. Comme nous'avons
moniré en résolvanl I'exercice 30, la résuliante de pressions
hydrostaliques, agissant sur une partie d’'une surface fermée,
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284 CHAPITRE VIII

est égale et coincide en direclion avec la résultante des pres
sions agissant sur le reste de la surface. Pour faire de I'hémis.
phere unesurface fermée, il n’y a qu’a considérer le cercle in-
térieur de la seclion méridienne ; si p désigne la pression
hydroslatique par unité de surface, la résultante des pressions
hydrostatiques exercées sur 'hémisphere sera égale en gran-
deura :

C3

rp.

Cette force passe évidemmenl par le centre de la section el
est perpendiculaire a cette derniere.

Nous supposons implicilement ici que la pression p est la
méme en Lous les points dela surface, ¢'est-a-dire que les diffé-
rences de pression dues au poids du liquide sont négligeables.

Celte hypothese est toujours salisfaite du reste dans les appli-
cations.

Les actions moléculaires développées dans la seclion méri-
dienne de 'enveloppe fonl équilibre & larésultantedes pressions
hydrostatiques. En raison de la symétrie, ces actions molé-
culaires sont évidemment normales et ont la méme intensité
lelong d’un cercle concenlrique a la seclion. On peut facile-
ment se rendre comple, par le raisonnement suivant, que,
dans le sens radial aussi,les actions moléculaires serépartissent
uniformémenl a peu de chose pres : sous I'influence de la pres-
sion intérieure, 'enveloppe se dilate, le rayon passe de la va-
leur 7 & la valeur » +- A7 ; les forcesinlérieures R, quise déve-
loppent dans la section, sont précisément corrélatives de cette
dilatation. Or le rayon extérieur de’enveloppe ne dilfere du
rayon inlérieur que de I’épaisseur % de la paroi ; sa déforma-
lion est donc trés peu différente de celle du diamelre intérieur :
par suite, les actions moléculaires seront presque constantes.
On reconnait toutefois que, pour des enveloppesa parois épais-
ses, il ne saurait étre question d’une répartition uniforme des
aclions moléculaires et que, par conséquent, la formule que
nous allons établir ne leur est pas applicable.
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Dans le cas présenl, nous avons I'équation fort simple :
2nr A R = wrip,
d’ou
R—="". (201)

ar
v

Par un point donné d'unesphere passent une infinité de sec-
lions méridiennes el, a chacune de ces sections, correspond
une action moléculaire R. Le travail de la matiére n'est done
pas défini par R, il faut calculer le travail élastique de compa-
raison ; nous trouvons :

m — 1 i | nr
R= /

m m 2h

= 0,30 ’%—r (pour n :?>

(202)

Si ’enveloppe a des rivures, il y alieu de tenir comple de
I'affaiblissement de la seclion que produisent les trous des
rivets; de plus, il faut tenir compte des aclions estérieures :
rouille, ete. C’est pourquoi les formules employées dans la
pratique pour le calcul de U'épaisseur des parois de chaudie-
res donnent des valeurs plus grandes que la formule précé-
dente.

87. Enveloppe cylindrigue soumise & une pression
interne. — Nous supposerons que la hauleur du cylindre
est relativement grande par rapport au rayon. Les parlies du
manteau cylindrique qui se trouvent dans le voisinage des
fonds ne pouvant se dilater librement, il s’y développe des
actions moléculaires plus faibles que dans le reste de l'enve-
loppe. L’influence des fonds ne peut toutefois se faire sen-
tir bien loin de ceux-ci, les parois cylindriques pouvant faci-
lement fléchir d'une quantité égale a la différence Ar des
rayons aux extrémités et au miliea de la chaudiere. Considé-
rons un anneau, de longueur / dans le sens de 'axe, découpé
dans le voisinage du milieu de 1'enveloppe el menons une
section parI'axe du cylindre.
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De méme que dans le cas de 'enveloppe sphérique, les ac-
tions moléculaires développées dans les deux sections longi-
tu'inales de surface 4/font équilibre aux pressions du liquide.
). a par suite :

2R IR, = 2rlp
«oll

7{
R, = ”_h X (203)

Le travail élastique des parois dans le sens de la tangente au
contour d’une section transversale est donc deux fois plus
grand dans une enveloppe cylindrique que dans une enve-
loppe sphérique de méme diameétre.

Pour calculer les actions moléculaires dans les sections
transversales, nous pouvons utiliser la formule (201). Nous

tr=sivons done finalement pour le travail élastique de compa-

raison :
2m —1 ar

A—Ri—= Ry = (202)

2m i

. P 10

= 0,85 "I <777, == '—{)

%i'es fonds de I'enveloppe sont hémisphériques, on les cal-

cule comme & article précédent ; s’ils pouvaient élre assimi-

lés a une calotle sphérique, les actions moléculaires se calcule-

raient comme sila calotte faisait partie d'une chaudiere sphé-

rique de rayon correspondant. Enfin, si ces fonds sont plats,
on poutra utiliser les résultats du chapitre précédent.

88. Tubes de section elliptique ou circulaire soumis
a une pression extérieare. — Le calcul d'un tube de sec-
tion elliptique est exactement le méme que celui que nous
avons indiqué au chapitre V pour un anneau. Le cas repré-
senté dans la figure 47, page 211, correspond absolument
au cas présent, si l'on supprse les forces extérieures uni-
formément réparties. Le calcul ne présente pas non plus
de difficultés particuliéres. Il n'y aurait donc pas lien de
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s'occuper spécialement de ce problame (d’autant plus que
les tubes de section elliptique sont d’un emploi peu fréquent
par suite de la faible résistance qu’ils opposent a une pression
extérieure), si I'on n’y était conduit par une question de nature
toute spéciale.

Supposons qu’un tube de section primilivement circulaire
soit légerement aplati par suite d’une circonstance acciden-
telle quelconque, de sorte que la section devienne elliptique
(nous supposons que la déformation ainsi produite est élasti-
que). Si le tube est soumis en outre & une pression intérieure
cette déformation disparait, lorsque la cause qui la produit
cesse. Mais si, au contraire, le tube est soumis & une pression
extérieure, il n'en est plus ainsi : la pression extérieure tend 3

augmenter ou tout au moins 4 maintenir la déformation.
Il s’agit de déterminer, dans ce dernier cas, quelles sont
les forces qui I'emportent : des pressions extérieures qui ten-

dent & maintenir ou & augmenter la déformation accidentelle,
ou des forces élastiques qui tendent & ramener le tube dans
sgn état primitif. C'est cette question que nous allons résou-
dre, elle a une grande importance au point de vue pratique,
par exemple pour les foyers intérieurs de chaudiéres.

Soit (fig. 56) une moitié du tube de section elliptique : étant
donné I'hypothese faite sur la formation de cette section, nous
admettrons que le demi-axe & ne differe que fort peu du demi-
axe a. Soit p la pression extérieure par unité de surface. Con-
sidérons unanneau de longueur égale al’unité dansle sens lon-
gitudinal ; si M, désigne le moment fléchissanta I'extrémité du
petit axe, soit pour y =0 el  =ga, le moment fléchissant au
point z, y sera, comme précédemment pour l’anneau (art. 72, .

M= M, ~+pa (@ — ) 2 (208)

ous désigne la longueur de la corde. On a :

§ru= 1 - (@ — &),
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SiI'on tient compte de I’équation de I'ellipse,

Feit 1
* B !

Figure 56.
"équation (205) peut s’écrire :

M=M, —2(y* + x*— a*)

Ot —at
:_‘II 05T ‘f/ e
Désignons par « I’aplatissement de Iellipse,
= b—a
=—
bet a différant peu 'un de I'autre, nous pouvons poser, avec
une approximation suffisante :

=—a3_b—ab+a_2 :
B b b for

nous avons alors simplement :
M=M, — py'e. (206)

Il reste & calculer My, Comme précédemment, dans le cas de
I'anneau, les moments de flexion doivent varier le long de la

[T TP TR T T ||||||‘||‘|||||| |||||||||||‘||| T[T
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section d’'une maniére telle que la somme des variations angu-
laires Ado, étendue a tout un quadrant, soit nulle. Nous pou-
vons donc poser :

d’on, s1 nous introduisons pour M sa valeur et si nous remar-
) p
quons que I est constant, le tube ayant parlout la méme

épaisseur, par hypothese, la relation :

M, /a’s:pa [y’ds. \ (207)

fds est une inlégrale elliptique, elle représente la longueur

d'un quart d’ellipse ; nous pouvons ici, sans commettre une
erreur sensible, la remplacer par la longueur d’un quart de cir-
conférence dont le rayon rest égal a la moyenne arithmétique

deaet b. Nous envisagerons également 'intégrale [y*dscomme

le moment d’inertie d'un quart de circonférence de méme
rayon. Nous avons donc :

ja'\ —-i- [J ds — ﬂﬁ

pord

et par suite:

Mo=

2

M =%?‘(r= —2¢%). (208)

Pour le point = 0, y = b, soit aux extrémités du grand axe
il vient:
piar?

sz—T:—MO,

Z

si 'on néglige la différence entre et 4. Pour les deux points

dela demi-section situés sur les rayons inclinés a 45° sur I’ho-

rizontale, M==0. Les moments croissent en valeur absolue
19
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d’une manigre continue de chaque coté de ces points : d’'un
cdté ils sont positifs, de I'autre négalifs.

Nous connaissons donc maintenant les moments' de flexion
produits par une pression hydrostatique externe sur un lube
ayant subi au préalable une déformation donnée. Comme on le
reconnail, le sens de ces moments est tel qu’ils tendent a aug-
menter la déformation déja existante : & 'extrémité du petit
axe, le moment de flexion tend & augmenter la courbure, aux
extrémités du grand axe, au contraire, & la diminuer ainsi
que le montre le signe.

Calculons maintenant les déformations élasliques que les
moments qae nous venons de calculer sont en élat de mainte-
nir, lorsque la cause de I'aplatissement initial cesse d'agir.

Nous pouvons procéder encore comme dans le cas de I'an-
neau. Soit Ae la variation élastique de longueur du rayon 7,

au point @, nousavons :

? Mds
Aa :/y-_\.«.-"-{,:[y #,

M est donné par la formule (208), en substituant, il vient :

A(ﬁ::}l:_% (-3-4 / I{/r’{,\' —32 / I.y"u’.\') H

la premidre intégrale de la parenthese est le moment statique
d’un quart de circonférence par rapport & I'un des diametres
extrémes. On a la relation :

yds = rdz

(elle résulte immédiatement de la similitude des triangles dont
les cotés sont respectivement ds, dz, dy et r, y et z), donc :

~ -

/ yds =r / dr=nr,

v,

fyﬂ{{g =2 [y”cb, i i j die —» / a*dx
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Nous avons finalement :

(209)

Lavariation élastique Ab pourrait se calculer exactement de
la méme maniere. Il n’est cependant pas nécessaire de répé-
ter les opérations; ilsuffit de remarquer queMy étant égal aM,
changé de signe, Ab sera égal & Aa pris avec le signe con-

traire; donc :

et
Al =-'gg
L’aplatissement «’que produisent ces déformations est facile

4 calculer; on a:
b— a— Ab— Aaq,
par suite:

‘ pard
@ ="—.

~ 3IE (210)

Combinons maintenant cesrésullatsavecles précédents,c’est-
a-dire supposons que l'aplalissement accidentel initial o, qui
occasionne les momenls de flexion M soit précisément égal
a l'aplatissement o’ que ces moments, agissant seuls, sont en
état de produire. Les deux déformations étant égales, le tube
se trouve au point de vue élastique dans un état d’équilibre ;
'aplatissement ne peut disparaitre ni augmenter sans l'action
de nouvelles forces extérieures. Si, au contraire, 2" est plus
grand que «, il continue & augmenter, et le tube finit par étre
écrasé. Si enfin o' <Ca, il faudrait pour maintenir la déforma-
tion « une pression hydrostatique plus grande que celle qui
agiten réalité : la section du tube reprend sa forme circulaire.

On voit donc qu'il existe, pour un tube donné, une pression
extérieure critique, qui ne peut étre dépassée sans que le tube
ne se trouve dans un état d’équilibre instable.
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Si alors une section vient a subir la moindre déformation
accidentelle, celle-ci suffit pour entrainer des déformations tou-
jours croissantes, qui amenent linalement la ruplure du tube.

Sil'on pose dans I’équation (210) o =« et que I'on résolve
par rapport a4 p, on obtient précisément celte pression cri-
tique pg.. Il vient:

;u.-z‘-y- (211)

?.:1

Le momen! d’inertie I pour un tube de longueur égale & 'unité

Sregm - L
et d’épaisseur / est égal & . ; done:

= (") 212)

¥

C’est 1a le premier cas d’équilibre élastique instable que
nous renconlrons. Nous aurons l'occasion d’en voir encore
d‘autres, parmi lesquels le plus important est celui qui se pré-
sente dans le travail & la compression des prismes dvoits char-
o¢s debout.

.Si le (ube considéré est relativement court et fermé anx ex-
trémités par des fonds, I'écrasement du tube ne peut se pro-
duire. Dans le cas des foyers intérieurs de chaudiére, cependant,
la longueur est souvent assez grande par rapport an diamétre
pour que, malgré les dispositifs employés pour augmenter la
rigidité des parois, celles-ci s’enfoncent.

Sil'on a cherché a rendre le tube plus résistanten le cerclant
avec des fers cornitres, on utilisera pour le calcul non plus
I'équation (212), mais bienla formule (211), en lenant compte
de 'augmentation du moment d’inertie due aux cercles.

§2
ENVELOPPES A PAROIS EPAISSES.

89. Tubes cylindriques soumis & une pression in-
terme. — On reconnait immédialement que, par suite de la
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symélrie, I'un des axes de I'élat élastique, qui s’établit en un
point quelconque des parois, est parallele a I'axe du tube;
qu’un autre est dirigésuivant le rayon et quele Lroisieme coin-
cide en direction avec la tangente a la circonférence passant
par le point donné et dont le centre se trouve sur I'axe du tube.
Nous laisserons d'abord de cdté les actions moléculaires et les
déformations dirigées dans le sens de Vaxe du tube et nous
nous occaperons d’'abord des autres, dont dépend en premicre
ligne le danger de rupture.

Nous supposerons d'abord que le tube esl ouvert a ses ex-
trémités et qu’il peut se dilater ou se contracler librement
dans le sens axial. Soit p la pression intérieure qui agil sur

les parois par unité de surface, el admettons que la longueur
du tube soit égalea 'unité.
Sous I'influence dela pression, letube se dilate : soit « I'aug-

mentation qu’éprouve la longueur x.

Si I'on connaissait u en fonclion de x, on pourrait indiquer
immédiatement les dilatations ra-
diales et tangentielles &, et e el,
par suite, les actions moléculaires.
La question;revient donc a déter-
miner la fonetion w. Considérons
un élément superficicl d’une sec-
tion transversale du tube (fig. 57),
limité par deux arcs de cercle de
Tig, 51 rayonx et x -+ dx,et deux rayons

comprenantentreeuxl'angleds, et
envisageons 1'élément de volume correspondant. Cet élément
est en équilibre sous I'influence des actions moléculaires: en
écrivant les équations qui expriment ces conditions d’équili.
bre, nous arriverons au résuitat cherché. La figure .38 indi-
que les diverses forces qui agissenl sur cet élément.

Nous avons évidemment :

U
g — ;‘r (2’13
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car la longueur d’'une circonférence croit proportionnellement
au rayon. Pour la dilatation radiale, nous avons:

du

By
da’

1214y
en effet, dans la déformation, dz varie d’'une quantité égale &
du. On voit immédiatement qu’il se produit en réalité un rac-
courcissement dans le sens radial, du et par suite ¢, sont néga-
tifs. Il est cependant préférable de les supposer positifs, le
signe — résultera des calculs. C’est pour celte raison que
dans la figure (58), Ry estindiqué comme faisant travailler la
matiere al'extension.

La lettre R du texte correspond a o dans la figure.

Déterminons d’abord la résultante des actions moléculaires
R;. Sur chacune des faces latérales agit une force R: d, qui

forme avec la bissectrice de I'angle do. un angle égal & ; — ({;;

la résultante des forces agissant sur ces faces estdonc :
Rt dzda.

Considérons maintenant les actions moléculaires R, . Larésul-
tante des forces €élastiques agissant sur la face intérieure est :

Rr-Z'dd.;

sur la face extérieure, I'intensité de ces actions est Rp 4
d R, ; leur résultante est donc :

(Rr + dR: ) (x -+ dx) da.

Ces deux résultantes agissent en sens opposé, il suffit par

[T TP TR T T ||||||‘||‘|||I|||‘|||I |||||||||||‘|| ‘II|
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conséquent de considérer leur différence ; cette derniere n’est
autre chose que la différentielle :

d
= (Ry ) dxda

du produit
Rrirdl.

Si Ry et la différentielle ci-dessus sont positives, la résul-
tante de toutes les actions moléculaires R, es! une force dirigée
de l'intérieur vers 'extérieur ; la résultante des forces R; est
dirigée au conlraire de l'extérieur vers l'intérieur lorsque
les. forces R; sont positives.

La condition d’équilibre de I'élément de volume considéré
est donc exprimée par la relation :

d
R = o (Rr 2). (215)

On a, d’autre part, les formules :

— Ry TR
¥ —1-:( et )’
1 1
Er:l:;(l{r—'_;lﬂl ),

en résolvant par rapport & R; et Ry, il vient :

mE

R = T (m & —+ ey ),
mE

Rr ) (m Er + [ )’

poo 3
Hy- =

et en tenant compte des relations (213) et (214) :

mE u dit
R (m~ - ),

mt — 4 x dx

3 mk
R, — (?’1

|

Substituons ces valeurs dans I'équation (215), elle prend la
forme :
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1) === = % <mx @—i—u)-
dr dx dx

Il est bon de bien se rendre compte du but de la transfor-
malion que nous venons d’opérer.

L’équation (215) est absolument générale, elle est applica-
ble quelles que soient les propriétés élastiques du corps qu'il
obéisse a laloi de Hooke ou non. Mais on voit qu’elle contient
deux inconnues R, et Ry et,comme iln’est pas possible d’éta-
blir une autre équation entre ces deux quantilés en se basant
sur des considérations purement mécaniques, le probleme est
et demeure indéterminé. L’indélerminalion cesse dés qu'on
introduit une nouvelle relation basée sur les propriétés élas-
tiques du corps. Ainsi, dans le cas qui nous occupe, en nous
basant sur la loi de Hooke, nous avons ramené le probleme
a la déterminalion de la seule inconnue .

L'équalion précédente s’écrit, si 1'on effectue les opéra-
tions :

x’ %—[—.r%—w:o. (216)

(Cest 14 une équation de méme forme que celle dela ligne
méridienne de la surface élastique d'une plaque circulaire
(formule 157). Les considérations qui nous ont amenés dans
I'un et l'aulre cas a ces deux équations présentent d'ailleurs,
elles aussi, beaucoup d’analogies. Il suffit de faire N = o
dans I'équation (157) pour la rendre identique a l'équation
(216). L'intégrale générale sera donc de la méme forme :

u—Bax+ 2. (217)
z
1l faut délerminer maintenant les constantes B et C. Nous
ne pouvons indiquer de conditions aux limites pourwu ; par
contre, nous savons que sur la face interne du tube, soit pour
z=a, Ry — — p ; tandis que pour la face externe, soit

1L ||||||‘||‘|||||||‘|||| |||||||||||‘|| ‘|||
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pour £ = b, R, — o. Calculons d’abord Ry, en tenant compte
de la valeur trouvée pour w, il vient :

mb mEU
PN === 3
m— 1 (m+ 1) z=

h r ==

pour abréger nous écrirons :

o
R, — B — Z. \
: 2 (218)
En utilisant les conditions aux limites, nous obtenons les

deux équations :

!

)

Nous avons donc finalement pour u I'expression :

a*
U= }J

bt
. T [(m — 1) z+ (m+ 1) ;J (220)

el par suite :
a2 (.’L" __bs)
RT - p wz (b2 3 a_z)J )

Py & (EE ) S

z- (b2 — @)

(221)

R: et R, croissent lorsque x diminue, I'intensité des actions
moléculaires atteint donc son maximum sur la face interne
du tube. Nous trouvons pour le travail élastique de comparai-
son qui dépend de la plus grande des déformations :
a—=E(e) =E(%)
\ /=

=a \T/x=a

R (”%a’+m+4b’\- (222)

V¥ — a? m /
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90. Tubes frettés. — Lorsqu’un tube a & subir une pres-
sion tres considérable, comme le cylindre d'une presse
hydraulique ou un canon, I'augmentation de I'épaisseur des
parois ne sert plus a grand chose, car, comme le montrent les
résultats de l'article précédent, les couches extérieures ne
travaillent que trés faiblement et ne contribuent par suite pas
a augmenter sensiblement la résistance de 1’enveloppe.

On arrive & une meilleure utilisation de la matiere des
parois par 'emploi de frettes. Lefrettage consiste & appliquer
a chaud, sur une premiére enveloppeintérieure,une enveloppe
dont le diametre est, & la température ordinaire, légérement
inférieur 4 celui de I'enveloppe intérieure. Apres le refroidis-
sement, la matiere se trouve par suite soumise a des efforts
latents d’extension dans les couches extérieures et de com-
pression dans les couches intérieures. Lorsque '’enveloppe est
soumise a une pression interne, il se développe dans les parois
des efforts d’extension qui, dans les couches intérieures, neu-
tralisent les efforts de compression latents, tandis qu'ils s’ajou-
tent, dans les couches extérieures, aux efforts d’extension déja
existants. On obtient donc bien une utilisation plus uniforme
de la matiere ; naturellement le résultat est encore meilleur
si, au lieu d’employer une seule frette, on en superpose plu-
sicurs.

Nous nous bornerons & examiner le cas le plus simple, en
traitant directement un exemple numérique. Soient @ = 10,
b =15, ¢ = 20 cm, les trois rayons a considérer.

Supposons qu’a 1000, le diameétre intérieur de la frette ait &té
exactement égal au diameétre initial extérieur du tube inté-
rieur.

Nous allons déterminer d’abord quelle pression la frette
exerce sur le tube intérieur apres le refroidissement et quelles
sont les actions moléculaires développées dans la matiere.
Soit 84 la différence entre le diametre intérieur de la frette et
le- diametre extérieur du tube intérieur & I'état initial. Si nous

[T |||||||||||‘|| ‘|||
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4 0 o .
prenons —— comme coefficient de dilatation, nous avons :
S0000

b

100 = 0,187 mm.

Affectons de I'indice 1 les lettres se rapportant & la frelte, et
de I'indice 2 celles qui se rapportent au tube intérieur. Nous
avons pour la dilatation % d’aprds I'article précédent (éq. 247):

C C,
u, = B+ ;: sy = Bz + = (223)

Il faut déterminer les quatre constantes B,. B,, C;, C,. A
cet effet, nous utilisons les conditions suivantes :

R;= o pour x = a et pour x — ¢, puisque 'enveloppe
n’est soumise & aucune pression ni intérieure ni extérieure ;
pour = &, R, doit prendre la méme valeur pour la frette
et pour le tube intérieur. Enfin, u, et u, different, pourz =8,
d’une quantité connue 8.

On a, formule (218) :

Ry —=B,— =, R, — B, — 2,
@3 22

ou B, C'y, By, C', sont délinis par les relations :

mE mBE
B/‘ :m — B“ C" == m-__i_ 1 (Jl,
=) mRE , mE
Dy — —— B == .
i - C' m+1"
Les trois premiéres conditions & la limite donnent les rela-

tions :
B,l i

B, = =f= (224)
(04

B’]“—;)_;:ZB

Pour établir I'équation représentant la quatrieme condition,
il faut remarquer que la frette subit certainement une dilata-
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tion et que, par conséquent, u, est positif ; tandis que le tube
inlérieur est comprimé, de sorte que u, est négatif. A la limite
des deux tubes, la somme des valeurs absolues de u. et u, est
évidemment égale & la différence initiale 86 des rayons.

On a donc :
I‘”1 ]-i':h_ |_; - _I.r'=b =1

ou, en mettant pour les quantités u leurs valeurs :

B.b ‘; _ B _%‘: 56.

Si 'on introduit les inconnues B',, ete., il vient ;

Gy —uy ah 3wl
A= b mET - (225)
1}

(m — 1) (B'y — B)) + (m 1)

On tire des quatre équations de condition précédentes les
valeurs suivantes :

e* — b2 EJb . C? —bEdb
T e —ar % 2 c‘-’—a”%
B’ b2 —a* Edb b —a’Edd (226)

ST ¢ —a- 2 Y e a2

et par suite :

(2 —b*) (m—1)db
2 (2 — a®)mb :
_ ple=b)m4n)d
2(c2—a®)mb
B (0 —a)m—1) 3
¥ 2(c* — a*) mb
I e VU o Y13
= 2 (2 — a?) mb

Enintroduisant les valeurs numériques adoptées, et en pre-
10 . y
nant m = —et E =25 >< 10°* kg. par cm® (acier coulé), on
L3
trouve :

B, = — 911 kg. par cm’, G, = — 91100 kg.
651 kg. parem’, G'= 260400 kg.

o .'J\."s.
< BIBLIOTECA rnjf
% @/

{a
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B, = — 255 >< 10—, C, =— — 474 >< 10~ cm®
B,— 1823<10-5,C, = 1334 >< 10-%cm".

Soit Rp la pression qu'exerce la frelte sur le tube intérieur;
nous avons :

6 (b* — a?) (2 —b?) 8
Rb-:“1*b—;='—’—w ET (228)

91.100
= — Yl 4+— = — 506 kg. p. em*:

Al

On peul, en se servant de la formule (221), calculer les
elforts Ry et R¢ en un point quelconque de la paroi, en avant
soin de remplacer dans celle formule les quanlilés @ et b, par
b et c, et p par Ry, si le point considéré fait parlie de la fretle.
Calculons le travail élastique de comparaison pour la paroi
intérieure du tube et pour la surface intérieure de la frette ;

nous avons :

won(2), —5(+3)

x
‘cz—lﬂz)‘b

ct—a? b

= —1.820 kg. par cm?;

‘ﬂ“: L (2)% = 1':: E (\JB\.‘ —1_5_:’)

‘b’—a‘lé_b/m—i ¢ (m 1)\
et —at b \ “m 2b°m

=-1.960 kg. par cm?®.

Supposons maintenant que ce tube soit soumis & une pres-
sion intérieure considérable : prenons p=2.000 kg. par cm”.
Cette pression détermine de nouvelles déformations élasliques
qui s'ajoulent aux déformalions déja exislantes. Nous suppo-
serons que la limite de proportionnalité n’est pas dépassée.
Pour calculerles efforts que délermine la pression p, nous pou-
vons envisager le tube comme s’il élait formé d'une seule
pidce et par suite appliquer directement les formules de I'arti-
cle précédent. 1l suffit de calculer le travail élastique de com-

BIBLIOTECA - UINESP
_CAMPUS DE BAURU

14 15
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paraison pour les faces inlérieures de la frelte et du tube inté-
rieur, puisque ce travail est partout ailleurs plus faible. Nous
avons trouvé précédemment pour un point quelconque, distant
de x de l'ase :

.91=E2=p at ./m_i m+1b_’>.
x

b>—aty m m &t
Nous devons maintenant remplacer & par ¢, diametre exté-
rieur du tube, nous trouvons :

pour x=— 10 cm. AR —+43.930 kg. parcm®.
» ==15H cm. R=-+4+2.010 » » »

Ce travail élastique vient s’ajouter & celui que nous ayons

calculé précédemment, de sorte que le travail élaslique de la
maliére est :

sur la face intérieure du tube :
—1.820+3.930=2.110 kg. par cm*;
sur la face intérieure de la frette :

—+1,960 +2.010=3.970 » » .

Dans le cas particulier, la matiere du tube intérieur est
beaucoup soulagée par l'application de la frette, par con-
tre, le travail élastique sur la face interne de cette derniére
esl trop considérable. Nous avons choisi 84 trop grand, il fau-
drait recommencer le calcul avec une valeur plus petite
pour 86; la solulion la plus avantageuse serait naturellement
de choisir 84 de telle sorle que le travail élastique soit le
méme dans la frette et dans le tube intérieur.

Le calcul précédent s’applique sans grandes modifications
au cas ou uncylindre creux est montéa chaud sur un cylindre
plein. Il suffit de faire a— o dans les formules précédentes.

Ce cas se présente dans la pratique : on a quelquefois a cal-
culerla différence 66 qu’il faut prévoir entre le diametre d'un
arbre et I'alésage d'une manivelle que I'on veut montera chaud
sur l'arbre, pour que le travail élastique de la matiere ne
dépasse pas les limites permises.
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Il est bien entendu naturellement que tous les développe~
menls précédents n'ont de valeur qu'autant que la limite
d’élasticité de la matiere n'est pas dépassée.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE VIII.

Ezercice 37. — Une membrane flexible, tendue sur un ori-
fice circulaire, est soumise sur une de ses faces a une pression p
par unité de surface. Déternuner la déformation de la mem-

brane et les tensions développées dans cette derniére.

Solution. — Le plan médian prend dans la déformation la
forme d'une calotte sphérique dontla hauteur festrelativement
petite, comparée au rayon » de 'ouverture. Soit 7, le rayoﬁ de
la calotte, on a :

Y =r'—(r —f)},
d’ol1, en négligeant le terme /* devant les autres :

72

9.;.?

Soit © I'angle au centre qui correspond a I'arc méridien de
la calotte, »* étant trés grand, o sera tres petit; ou aura
donc:

r==r'sing =7r
et par suite
f=3%-

La longueur de I'arc méridien de la calotte est Ro, avant la
déformation cette longueur était égale a r, soit & R sin ¢. Ici
nous ne pouvons plus poser approximativement sin ¢ =9,
parce qu'il s’agit précisément de calculer la dilatation de la
membrane, c’est-a-dire une quantité du méme ordre de gran-
deur que la différence entre sin 9 et 9. Soit ¢, celte dilatation,
ona:;

[l ‘| [
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re—rsing o—sing
{ ] — -
'y ?
et, si 'on développe sin o en série, en ne tenant compte que
des deux premiers termes :

?!

E— —.

On trouve par suite :

R=E: :Eﬂ'
o
D’autre part, les actions moléculaires doivent faire équilibre
aux pressions qui agissent sur la membrane. Nous pouvons
employer ici la formule (201), car il est évidlemment indifférent
que la calotte considérée fasse partie d’une sphere entiere ou

non. Nous avons donc la relation :

?)r? :

o’
enégalant les deux valeurs trouvées pour R et en multipliant

de chaque coté par 9, il vient :

pr  Eg

3% 6

—VE

Eh

d’ou

En substituant dans les valeurs de f et R, nous avons :
. TS
=2V En
e
o /B .
V e
La solution n’est pasrigoureusement exacte, car R ne dépend
pas seulement de la dilatation e dans le sens du méridien, mais
aussi de celle qui se produit dans le sens des paralltles. Or, il
ne nous est pas possible d’en rien dire, si ce n'est que cette
dilatation est nulle sur le pourtour de la membrane. Il n’est pas
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absolument certain non plus que ¢ ait la méme valeur en tous

les points de la surface, comme nous I’avons admis.

Le calcul précédent est cependant d’une exactilude suffi-
sante pour les applications.

Ezercice 38. — Une enveloppe a parois minces a la jorme
d'un ellipsoide de révolution. Elle est soumise @ une pression
hydrostatique interne. Etudier U'état élastique des parots.

Remargue. — Un cllipsoide et en général toute surface fer-
mée donl la courbure n’est en aucun point infinie (c’est-a-dire
pour laquelle les rayons de courbure principaux ne sont en
aucun point infiniment grands) est capable de résister & une
pression interne ou exlerne, méme lorsque les parois sont
assez minces pour ne pouvoir opposer une résistance sensible
a la flexion. 1l n’en est en général pas de méme lorsque la
courbure devient infinie comme, par exemple, dans le cas
d'une enveloppe cylindrique.

Solution. — Faisons une section suivant un paraliéle de
I'ellipsoide c'est-a-dire perpendiculairement & l'axe de rota-
tion, et considérons la calotle ainsi délimitée. Par raison de
symélrie, les actions moléculaires Ry, qui sont dirigées selon
les langenles aux méridiens, ont la méme valeur sur toute la
circonférence du paralltle considéré. Soit @ ’angle que forme
avec I'axe de rotation la tangente au méridien, sur le paralltle
considéré ; ona évidemment la condition :

2R nzhcos ¢ =mwx"p,

h désignant I'épaisseur des parois, et x le rayon du paraliele.
Nous en déduisons :

Jusqu’'ici, la méthode est absolument analogue & celle
employée dans le cas de la sphere. Pour calculer les tensions
Ry, par contre, il ne suffit plus de considérer 'une des moitiés
de I'enveloppe, car on ne connait pas laloi de répartition de ces

20
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actions moléculaires le long d'un méme méridien. Pour arri-
ver au but, considérons un élément de la paroi compris entre

~ deux sections méridiennes formant entre elles 'angle de et

deux sections paralléles distantes de dy I'une de I'autre.

Les forces qui agissent sur cet élément sont : sur les faces
latérales, les tensions R¢ et R, ; sur la face interne, la pres-
sion du liquide.

Ces forces se font équilibre ; nous allons douc exprimer la
condition que la somme de leurs composantes dirigées dans le
sens du rayon du paralldle est nulle, car nous nous sommes
déja servi de I'équation exprimant que la somme des compo-
santes paralldles 4 l'axe de rotalion est nulle, pour calcu-
ler R,

Soit ds I'élément de méridien correspondant a I’élément
superficiel considéré. Les forces Ry, qui agissent dans les sec-
tions méridiennes, donnent pour composante dans le sens du
rayon une force d'intensité

Br/ldsdd.

dirigée de I'extérieur vers I'intérieur. Les forces R¢ qui agis-
sent dans la section paralltle supérieure (de rayon z), donnent
une composante d’intensité égale & :

Rk z dusin o

dirigée vers le centre, tandis que la composante des forces R
qui agissent sur le paralldle inférieur est dirigée vers I'exté-
rieur. La différence entre cette force et la précédente qu’il
convient de considérer seule, puisque les forces sont de sens
contraire, est évidemment égale & :

£ (R @sing) k do dz,

et représente une force dirigée vers ’extérieur.
Enfin, la pression hydrostatique fournit une composante.
d'intensité
prdedscos o= —pxdyda

|‘|||| T
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dirigée vers D'extérieur. L’'équation exprimant la condition
d’équilibre s’écrit donc finalement, si nous divisons les valeurs
que nous venons de calculer par dx dx, el si nous remplagons
R: par la valeur trouvée:

pd . ds dy

7 o . - -
- =L i) =Ny A — — P — =0,
Odxy ™ 9% dir ¢ dr

La seule inconnue de cette équation est ‘R, ; pour Zg9
g dy Pl [ AT e ds

nous pouvons écrire — — , quaniité qui,ainsique — , se cal-
ax ax

cule & I'aide de I'équation de 'ellipse

&

gy

a ' B

En substitnant dans I'équation ci-dessus, on obtient R, en
fonction de x.

Ezercice 39. — Indiquer la marche du calcul des actions
moléculaires qui se développent sous U'influence d’'une pression
hydrostatique interne, dans une enveloppe a parois minces
aflectant la forme d'un tore.

Solution. — Une section mm (fig. 89), perpendiculaire a
I'axe de rotation, coupe les parois de 'enveloppe suivant deux
circonférences. Il est évident que, par raison de symétrie, les
actions moléculaires R; ont, le long de chacune de ces circon-
férences, une valeur constante ; mais il est certain, d'autre
part, que celte valeur n'est pas la méme pour les deux cir-
conférences. Il ne suffit donc plus ici, comme c’était le cas
dans 'exemple précédent, de considérer simplement I'une des
parties de la surface, limitée par la section muwn. Coupons le
tore par un cylindre nn et considérons I’une des portions de
surface du tore limitées par les sectionsm m et nn. Celte partie
de la surface est en équilibre ; done, en particulier, la somme
des composanles verticales des forces qui lui sont appliquées
doit étre nulle. Les actions moléculaires qui agissent dans les

wn

14
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sections déterminées par le cylindre n » sont horizontales;
elles ne figureront par suite pas dans I'équation exprimant

o m—t

Q. :

I
S AL

Fig. 59.
La lettre o de la figure correspond 4 la notation R du texte.

la condition ci-dessus. Cette équation ne contiendradonc quela
seuleinconnue R¢.

On a, par exemple, pour la partie de tore située au-dessus
de mm el en dehors de nn, en tenant compte des notations
indiquées dans la figure et en désignant par A I'épaisseur des
parois :

‘ £ :
R¢ 2n (¢ +-a) b cos o =prm ia -}-a:)’—a’)] )

G 1
d’ot, si 'on remarque. que cos 0 ==

P r(2a 4+ x)

= Qe 2o)
On déterminerait ensuite Ry en considérant I'équilibre d’un
élément superficiel infiniment petit, selon la méme méthode
que celle employée dans 1'exercice précédent.
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Ezercice 0. — Quelle épaisseur faut-il donner a un foyer
wntérievr de chaudiére de 80 cm. de diamétre, la pression exté-
rieure étant de 10 kg. par cm:, et le coefficient de sécyrité
égal a 57?

Solution. La pression critigne est (6q. 212) :

1B //L>s
Pr ) \1.

Nous avons & prendre ici p, — 50 kg par cm?, puisqu’il
faut prendre un coefficient de sécurité = 5 ; » =40 cm, et
E—=2>< 10° kg. par cm®(tdle de fer). En résolvant par rapport
a &, nous trouvons :

e ¥
dpn 200 mo
b= sl Ly ———{,856 cm.
h "\/ I A0 \/':‘ VAT

Si 'on voulait employer une tdle de moindre épaisseur,
il faudrait renforcer les parois du tube a I'aide d’anneaux de
fer, de telle fagon que le moment d’inertie résultant soit égal
a celui auquel correspond la valeur de 2 donnée par'la for-
mule.

Exercice 41.— Etendre le calcul de l'article 89, qui se rap-
porte aux enveloppes cylindriques a parois épaisses, aw cas
d'une enveloppe sphérique.

Solution. Supposons que la figure 57 représente maintenant
la seclion d’une sphére creuse faite suivant un plan diamétral.
Les relations (212) et (213) ne sonl pas modifiées. L’élément
du volume que nous considérons est maintenant limité par
deux spheres concentriques de rayon x et & 4 dx el par deux
cones coaxiaux donl les généralrices respectives comprennent
entre elles I'angle da.

La composante des actions moléculaires R; dans le sens du
rayon est :

i
Ry mx dx do? ;

Il ‘| [[IIT]
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tandis que la résultante totale des actions moléculaires R, qui
agissent sur les deux surfaces sphériques est égale a :

w d

; E;(x“ R)) dx da*.

Nous obtenons donc ici, au lieu de I’équalion (215), la rela-
tion :
1 d(2*R,)
R =5 —-—
Il faut maintenant exprimer les inconnues Rt et R, en

fonction de la dilatation » ; nous avons dans le cas parti-
culier :

Rt—-ifh)

9
o Re)

En effet, dans ce cas, 'état élastique est triple, et, de plus,

deux des actions moléculaires principales sont égales a Re.
Nous tirons de ces relations :

mr r SEAS
me—m — 2 s e rls

ml s
B.r = m |‘(?H. —— 1) ep —+ 26!],

=

et, en tenant compte de (213) et (214; :

mE r u dul
Re = m—m—al e dx )’
B mE ™ .. du 2u
ik m:—m—2 l_UH — 1 dx ;] ]
Si l'on introduit ces valeurs dans 9'équation différentielle
trouvée plus hant, celle-ci s’écrit, toules réduclions faites :
du

L
4 d—ﬂ—i—2xa — 2u—o.

L’intégrale générale de celte équalion esl de la forme:

[T TP TR T T ||||||‘||‘|||I||
cm 1 2 3 4 5

w L AL A L A A |‘
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— G
‘U= B+ — :
FeH ©

d’ou résulte

mE

[(772—[—— 1) B—(m— 2) ;’:J

: 2mEC
(m —2) °  (m1)ax

—m—2

Si la pression hydrostatique est intérieure (pour une pres-
sion extérieure le calcul serait absolument analogue), on a :

r=opourx =2>b et R = — p pour z = a:

donc :

On opérera ensuite exactement de la méme maniere qu’a
Particle 89.







[T TP TR T T ||||||‘||‘|||I|||‘|||I |||||||||||‘|| ‘II|
cm 1 2 3 4 5 6 7unesp® ¢ 10 11 12 13 14 15







CHAPITRE NEUVIEME

TORSION

91, Prisme de section circulaire. — 92. Prisme de section elliptique. —
93. Prismes de section rectangulaire. — 94. Calcul des ressorts & boudins.
Exercices n°s 42 ¢ 44.

91. Prismes de section cireulnire. — Lorsque la sec-
tion du prisme est circulaire, on peut conclure a prior: que
les points appartenant 2 une méme section se trouveront
encore, aprés la déformation, contenus dans un plan perpen-
diculaire a ’axe. En effet, & cause dela symétrie, la section
transversale ne pourrait se transformer qu’en une surface de
révolution ; or, il n’existe pas de raisons pour que cette sur-
face tourne sa concavité d’un co6té plutdt que du cdté opposé;
notre sentiment de la symétrie tend & nous faire admettre
que le renversement du sens de la torsion ne doit pas avoir
d’influence sur la forme de la surface déformée ; il faut done
que les sections transversales demeurent planes dans la
déformation. Cetle déduction est du reste absolument confir-
mée lant par la théorie que par les résullats d'expériences.
On admeltait anciennement, pour la torsion, comme pour la
flexion, que les sections transversales demeurent planes dans
la déformation, quelle que soit leur forme. Cette hypothdse
est parfailement inexacte : les sections qui ne sont pas cir-
culaires ne demeurent pas planes, ainsi que le prouvent soit
la théorie, soit les expériences.
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Les fibres paralleles a I'axe longitudinal & l’origine se trans-
forment en hélices dans la déformation. Considérons deux
rayons parallzles entre eux, tracés dans deux sections trans-
versales distantes de /1’'une de l'autre ; apres la déformation,
ces deux rayons forment entre eux un certain angle, /’angle
de torsion.

Soit A9 cet angle, la torsion relative de deux sections trans-
versales, distantes d'une quantité infiniment petite dz I'une
de l'autre, est :

dx
ACP _l

Les hélices dont nous venons de parler forment un angle
aigu avec les sections transversales, tandis que dans leur état
primitif les fibres étaient perpendiculaires a ces sections. Une
déformation semblable est corrélative d’une action molécu-
laire tangentielle S que nous allons calculer.

Considérons une fibre élémentaire distante de » de l'axe
longitudinal ; le déplacement relatif des deux extrémités de
cette fibre dans la déformation est évidemment égal & 7 multi-
plié par 'angle de lorsion, donc &

dx
TA!.P —l— -

L’angle droit, que la fibre considérée formait avant la
déformation avec le plan de la section transversale, subit de
ce fait une variation y. Le produit ydz représente, lui aussi,
le déplacement relatif des extrémités de la fibre, nous pouvons
par suite écrire :

dz
ydz ="rA® -

d’ol nous tirons :
rAyp
i
D’apres la loi de 1'élasticité, nous trouvons I'action molécu-
laire corrélative de la distorsion y en multipliant cette quan-
tité par le coefficient d’élasticité transversale, donc :

Il |||||||||||‘||| T T T T
p* 9 10 11 12 13 14
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milent un élément de volume représenté en plan et élévation
dans la figure (55).

Sur chacune des quatre sections agissent les aclions molé-
culaires Re et Ry, que 1'on peut réduire pour chaque face de

Pélément a un couple résultant. En outre, il existe évidemment

Tyc——dpr—>

rr|___.,

Lalettre R ilu texte cocrespond a o de la figure.
» 8 » 3 »

dans ces sections des actions mnléculaires tangentielles. in
effet, les forces R, qui sont toutes horizonlales, ne sauraient
faire équilibre aux charges verticales.

Nous allons établir maintenant les équalions qui expriment
les conditions d’équilibre de ces forces. Considérons d’abord
les actions moléculaires R;; & chaque élément dF de I'une
des sections méridiennes correspond un élément de l'autre
section, dans lequel I'action moléculaire est égale en inten-
sité ; les lignes d'action de ces deux forces se coupent dans le
plan bissecleur de I'angle digdre d=. Déterminons la résultante
de ces forces, elle est contenue dans le plan bissecteur, et
égale en grandeur & Ry dFda. Supposons qu'on effectue la
méme opération pour tous les éléments dF des sections méri-
diennes : toules ces résullantes partielles, contenues dans le

[l ‘| [
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plan bissecteur, peuvent étre remplacées par un couple résul-
tanf, dont il est facile d’indiquer le moment. En effet, le mo-
menl de la force RydFd« par rapport 4 un point quelconque
duplan médian étant R;zdFd«, le moment du couple résultant
de toutes les forces semblables est :

do. L/‘Rt =dF,

(Y

ou, en tenant compte de (152):

dx il (nzf—k@) [z’a’F.
m? — 1 T dz/ ]

L’intégrale dans I’expression ci-dessus n’est autre chose que le
moment d’inertie de la section relatif a I'intersection du plan
méridien avec le plan médian:

2 g — g 2
fz df =dz 7.

Nous avons donc :

mEA3

Momentrésultantdes: Rt — —————
12(m?* — 1)

<m E-I-:—;;)dzda.(i%)

En ce qui concerne le signe de ce moment, il y a lieu de
faire la remarque suivante : convenons de compter les ordon-
do
da
sont posilifs, il se produit dans la partie inférieurede la plaque
des efforls d’extension Ry, el la résultante de ces efforts dans
les deux plans méridiens estdirigée comme 'indique les {leches
dans la fig. (85). Dans la partie supérieure de la plaque, c'est-
a-dire pour les £ négatifs, les directions sont renversées. Le

nées z positivement en allant de haul en bas. Si o et

couple résultant des actions moléculaires R; tend donc a faire
tournerl'élément considéré en sens inverse des aiguilles d’une
montre. Il devra par suite, conformément & nos conventions,
étre affecté du signe —.

Considérons maintenant les actions moléculaires R,. Celles

[T |||||||||||‘|| ‘|||
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gui agissent dans la seclion dont le rayon est z forment un
couple dont le moment est, en tenant compte de (152) :

_’E !fru
[R,.zdF— m*l—i (m Zv—i— :—;) /z"dF.

L'intégrale du membre de droite représente le moment
d’inertie d’un reclangle de base xdx et de hauleur %, par rap-
port & un axe parallele & la base et passant par le centre de
gravité. L’expression précédente peut donc s’écrire :

mlih?
12(m* ~ 1)

Les actions R, qui agissent sur la section de rayon z + dz

do gy
<m.z = —+ ?/da.

se ramenent a un couple de sens opposé a celui que nous
venons de calculer. Il v a donc lieu de ne considérer que la
différence des deux couples. Celle-ci n’est autre chose que la
différentielle de I’expression précédente prise par rapport a z.
Done :

Moment des Ry :

mEh® ( e

— (.W—_“ mex ;i—;;; —+-m (T.’L‘ -+ d?v) dzx do. (154‘)

; . 3 de
Au sujet du signe, nous remarquerons que si ¢ et -, sont
107 ]

positifs, les actions moléculaires Ry sont des efforts d’exlen-
sion dans la partie inférieure de la plaque ; le couple dans la
section z tend par conséquent a faire lourner ’élément en sens
inverse des aiguilles d’'une montre ; le couple qui agit dans la
section £ -+ dx tend & le faire tourner en sens inverse. Si done
la différentielle que nous venons de calculer est positive, le
momenl résullant des R, esl posilif.

Enfin, il reste a calculer le couple résultant des efforts tan-
gentiels S. Ce calcul n’est possible que si I'on introduit la loi
de répariition des charges extérieures, tandis que tout ce
qui précede est applicable & toute répartition symétrique des
charges.

Nous allons d’abord poursuivre le calcul en considérant
une charge uniformément répartie.
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79. Charge uniformément répartie sur une plagque
encastrée sur tout le pourtour. — Cecas se pl‘ésente dans
la pratique, lorsque le fond d’un cylindre est soumis a la
pression d'un fluide. Pour calculer 'effort tranchant, suppo-
sons que l'on fasse une section annulaire de rayon z. La
partie de la plaque située a l'intérieur de cette section sup-
porte une charge cgale & :

nz'p,

p étant la charge par unité de surface. Les aclions tan-
gentielles qui agissent dans la section de rayon z doivent
faire équilibre & cette charge; en particulier, la partie de
cette section située entre les deux plans méridiens, qui
comprennent entre eux I'angle du, en supporte une fraction

ilew
égale & —. car les aclions tangentielles sont évidemment uni-
Zw

formément réparties le long de la section. L’effort tranchant
qui agit, dans la section z, sur I'élément considéré précédem-
ment est donc

xn

—= do..

2 d

Dans la section x - dz, ’effort tranchant subit un accrois-

sement infiniment petit, égal a la différentielle de I’'expres-
sion précédente. Cette différentielle est toulefois négligeable
dans 'expression du moment; onadonec :

'ndrde
Moment résultant des S — “£2222. (155)

Lesigne de ce moment est positif ainsi que le montre immé-
diatement la figure.

Pour que I’élément de volume considéré soit en équilibre,
il faut que la somme des moments résultants des R¢, Ry et S
soit nulle, d’oti, en tenant comme des valeurs trouvées (153,
154 et 153), Pexpression :
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mEhs < ) d?)d Hap mER? d*o
—— = || (Y i 9.4 R % DTS
) \" 2 T da (42m*—1) (’ -

pridxdu

> dadr + " —“——— =:0;

dw
{ -2 e

=yt

(e

ou, en simplifiant :

12me 1)\ g

nilhd s dw du
3 i

* da? (T
] . Iy v .
Posons pour abréger :

6 (m2 — 1)
— '
mt B 10
Péquation précédeute s'éeril alors :
(1

a? + z——¢+Na'=o.
r:'.r_"' (7 Fr il

Linlégrale générale de cetle équation est de la forme :
N | B :
?=-—'§$—|—Bz—*~£ (158;

ol B et G désignent deux constantes d’'ivtégration. En substi-
luanl celle expression dans (4187), on rccounait facilewment
que cette équalion esl salisfaile ; de plus, (158) esl bicn I'in-
légrale générale, puisqu’elle contient deux conslanles arbi-
traires.

Pour délerminer la valeur de ces constanles dans le cas
particulier, nous faisons usage des condilions aux limiles. On
a évidemment :

¢ — 0 pour x — 0.
Par conséquent C = o.
De méme, & la périphérie, puisque la plaque est encastrée;
I'angle ¢ doit aussi s’annuler. Soil » le rayon de la plaque,
nous avons par suite la condilion :

-N
0=— ;1’4 Br;

wn

14

15
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Donc finalement:

N
t = E (r'z — z°)

(159)

__ {gmE—1)

T AmtER p Pz —a’).

En substituant cette valeur de ¢ dans les formules (149) et
(150), nous obtenons les dilatations élastiques exprimées
explicitement en fonction d'z ; il vient :

N
et = — (r*—32") z,
(160)

e (* — 2%z,

Au centre de la plaque, c'est-a-dire pour z =0, on a

Ep =€p — 7% 3z,

N
8

Il ne pourrait en étre autrement, car la dilatation, qui est
tangentielle pour un certain plan méridien, est évidemment
normale pour le plan méridien normal au premier. e croit
avec z, tandis que ¢, diminue; a la périphérie ¢ s’annule,

. . N
tandis que er devient égal & — - 75 Cette valeur est, ab-

straction faite du signe, double de celle trouvée au centre de la
plaque. C’est donc sur le pourtour de la plaque que le travail
élastique de la matiére atteint sa plus grande valeur ; il y a
donc lieu de s’attendre & voir s’y former en premier licu les fis-
sures qui précedent la rupture de la plaque. Le travail élastique
de comparaison qui sert de mesure au travail élastique maxi-
mum que subit la matiere premiere, s’oblient en multipliant
par E la valeur de ¢ pourz = ret z = A. En effet, nous.
avons admis, art. 28, qu'il dépendait dela dilatation maximum.,
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On a donc :

0 ..
pour m = _ , il vient:
}-1

On pourrait trouver aussi immédiatement les valeurs de R, et
de R¢ en remplacant dans la formale (101) ou (152), les quan-
tités ¢, et ¢, par leurs valeurs. Cette transformation présente
peu d’intérét, puisqu'apres tout, il s’agit simplement de con-
naitre le travail élastique maximum et que celui-ci esl abso-
lument défini par &K.

Il reste & déterminer la forme de la surface élastique.
L’angle © que nous avons calculé, est égal a I'angle que la
tangente au méridien de la surface élastique forme avec I'axe
des z. En tenant compte des conventions faites au sujet des
signes, nous avons donc :

Comme l'angle ¢ est fort petit, nous pouvons remplacer la
tangente de I'angle par I'angle lui-méme ; il vient par suite,
en tenant compte de la formule (159) :

T

=3 @& —ra), (162)

d’ol, en intégrant :

¥y=3 <§—. —r 2—!> + C.

A la périphérie, soit pour x =7, y =0, donc:

et par conséquent :
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N - 5 i N a2
y = 3_0 (z* — 992 —+ ;J"‘) — 3—2 (.Iz—?"') . (163)
Désignons par £, I'inflexion de la plaque au centre, nous
trouvons, en faisant x —= o :

NT‘
¥ = 5~

10
En mettant pour N sa valeur ¢l en prenant pourm= =, nous

obtenons ?
dlmr—1)

el a0 R
16 m2 EAs £ 4

prt

80. Plague encastrée a la périphérie et soumise a
Paction d’une force unigue P agissant au eentre. — I1
faut calculer les valeurs que prennent dans ce cas les actions
moléculaires tangentielles, développées dans une section cir-
culaire.

L'effort tranchant auquel elles font équilibre est P; la
résultante des actions moléculaires tangentielles agissant sur
la partie de la section qui correspond & l'élément considéré
précédemment serapar suite :

p 4.
27

Le moment du couple formé par les actions moléculaires

tangentielles est donc :

Moment des'S == ;dddm. (165)

Cetle expression remplace la formule (155) de I'article pré-
cédent.

L'équation d'équilibre de'élément de volume considéré est
done ici :

d? d d
(o +m 5t + )
dx- d

mEL [ o cﬁo) m E 2?
T dx/

o 12 (m2 —1) \m;_{—dm 12 (m2 —1)

P
~+ —-= 0,

Poen

||‘|| I
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en posant pour abréger :

2 6 (m* — 1) £
p== wm® Ei (166)
I'équation précédente peut s’écrire :

167)

L'intégrale générale de cette équation est, comme on le
vérifie facilement en substituant :

cp:—%x logz + Bz 4—2; (168)

les constantes B et C se déterminent a I'aide des mémes con-
ditions que précédemment :

¢ =o0 pour £ =0, d'ot C= o,
3 0
0 =0 pour z — 7, dout B= : log 7.

On peut donc écrire :

® =gxlog§- (169)

En inlroduisant cette valeur de ¢ dans les formules pour ¢ et
€y, NOUS trouvons :

(170)

Pour x — 0, ces expressionsdeviennent infiniment grandes :
la plaque devrait donc se rompre, s’il était réellement possible
de concentrer la charge P enun point, commme nous I'avons
admis dans le calcul. En réalité, la charge est toujours répar-
tie sur une certaine surface. Les formules précédentes ne per-
mettent pas de déterminer le travail élastique au centre de la
plaque puisque ¢; et ¢, deviennent infiniment grands.

[l ‘| [
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Pour les points du pourtour, nous trouvons, en faisant
rx=r.

(1)

Le travail élastique a la périphérie est donc indépendant
du rayon de la plaque.

Afin de nous rendre compte du travail élastique développé
en réalité au centre de la plaque, supposons que la charge P
se répartisse uniformément & l'intérieur d’un cercle de ravon
tres petit . La ligne méridienne de la surface élastique se com-
pose dans ce cas de deux branches qui se raccordent : I'une
allant de 2 = o0a x = q, et déterminée par I'équation (158),
I'autre, définie par'équation (168), allant de z — a 4 z =1

Pour Ia premiere branche nous avons :

A

cp=—:§—'x“’—}— Bz,

et pour la seconde, en désignant les constantes d'intégration
par d’autres lettres que précédemment, pour éviter des confu-
sions :

Q A3
9:——2~z10g.z' + Dz =
Ces deux branches se raccordent : les constantes B, D, F

doivent donc satisfaire aux deux équations de condition sui-
vantes :

B, N Q &
Ba—g—a _—Qaloga—i—Da—l—a,

il AN Q, n F

— =2 — Qloga-— =l
S 2 o a?

[T |||||||||||‘|| ‘|||
10 11 12 13 14 15
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qui expriment qu'au point z = a, les valeurs de y et de
d

Y 4 - 5 A
i doivent étre les mémes pour les deux branches.
i

En résolvant par rapport a F et D, il vient :

F =5 (Na* —20Q),

D—B — &2—&% -}—?loga.

A
Enlin, poar la seconde branche,nous devons avoir encore :

p=o0pourzr=r,
done ¢

F
0o = = rlogr+Dr—+4 —-
%
Sil'onsuabstitue dans cette équation les valeurs trouvées plus
haut pour D et F, il vient, en résolvant par rapporta B :

)

i @2 = b
— —+ — 2 — Na¥) —
T B (= Na ) i

Considérons les quantités N et Q, nous devons faire ici :
ll

=

par suite, formule (156) :
_ 6(mr—1) P
= m2BA®  wa?

En comparant cette expression avec la valeur de Q (formule
166), qui n’a pas changé, on voit que:

Na*=0Q;

d’olt ;
B—2 (410g = + % (172)
8 O g r2)’

L’équation de la premiére branche de la ligne méridienne
(de z = o0 jusqu’'a z = a) est donc :

[l ‘| [
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Nous pouvons mainlenant calculer les dilatations élasliques
qui se produisent au centre de la plaque. Les formules (149)
et (150) donnent :

™~
L]

/
o —— :\’;‘.C‘

(174)

Ep= = &g
$ 2

Y
o

Pour x =0, ¢ el e sont égales entre elles et atteignent
leur plus grande valeur. Le travail élastique de comparaison
au centre de la plaque est donc :

‘ EQ r a?
JL-——? z (4]03”71 —+- F)’

ou, si 'on introduit la valeur explicite de Q et si l'on fait
il O
B 2 .

8rm? s a 72

“R:3(m?—4) p (4]08’7:‘*' f..)

Le dernier terme de la parenthese peut étre négligé devant
le premier, a étant trés pelit; dans ces conditions, et si I'on

200 1y
fait 22 = L , il vient :
P »

On voit quele travail a la péripherie serail égal 4 la valeur
ci-dessus, si r était égal a e a, e désignant la base des loga-
rithmes naturels (¢ = 2,718...). Si a esl plus petit, le travail
élastique au centre est plus grand qu’a la phériphérie.

Pour a=20,1 », par exemple, onlrouve :

li
A = 1,00 F';
poura=0,017:

P
K=1,98 m

[T TP TR T T ||||||‘||‘|||I|||‘|||I |||||||||||‘|| ‘II|
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On voit par 1a que le travail élaslique au centre augmente
en effet rapidement lorsque I'aire de la surface de charge dimi-
nue ; on reconnail d’autre part qu’il n’y a pas a craindre qu’il
devienne infini comme le faisaient croire les formules (170). Du
reste, les formules précédentes ne sauraient prétendre a2 une
grande exaclitude : il se produit toujours dans le voisinage du
point d’applicalion de la charge des actions locales, dont la
théorie ne tient pas compte, mais qui modifient sensiblement
les hypotheses faites sur les déformations et la répartition des
actions moléculaires.

Déterminons encore la surface élastique et I'inflexion de la
plaque au centre. Il n’est pas nécessaire, pour ce calcul, de
considérer spécialement la branche intérieure de la ligne méri-
dienne de la surface élastique, car elle n’a pas d'influence sen-
sible sur la grandeur de la déformation au centre de la plaque.

De I'équation (169) nous tirons, comme a l'article précé-
dent :

-

- Szlog Z; (176)

- i b

d’oli, en intégrant :
Qx? Qx? Qx? |, - =
y=— :_2:_ logr—|—$ logax — 1:”— = e (A77)
F. 2 i g
UJ.:
Pour z =», y = 0, donc C — 5
par suite :
7 — g’ 2
y=10Q % 7 log -. (178)
Comme nous I'avons remarqué, cette équation est valable
jusqu’au centre de la plaque. Pour z = o, le second terme

du membre de droite prend la forme indéterminée Z ; il est
[e 2}

cependant facile de reconnailre que la vraie valeur de ce terme
est 0; en effet, lelogarithme d’un nombre croit beaucoup plus
lentement que lenombre lui-méme et @ fortior: que son carré.

‘ r
Le produit z* log — s’annule donc pour z == 0. C’est du reste
x

[T |||||||||||‘|| ‘|||
10 11 12 13 14 15
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oy

le résultat auquel on arrive, si I'on applique a celte expres-
sion larégle de L’'Hospital.
Nous trouvons donc pour l'inflexion f au cenlre de la
plaque :
s Q3 (m—1) Prr

=— = - - (179
/ 8 brema EAS? G4

Pre

f—0.22 5,

En comparant cetle valeur avec la formule (164) on recon-
nait que la fleche, dans le cas ol la force P est concentrée au
centre, est quatre fois plus grande que lorsque P est répartie
uniformément sur toute la surface de la plaque.

81. Plague reposant librement sur tout le poura
tour et soumise a une charge uniformément répar=
tie. — Toules les considérations de l'article 79, sonl encore
applicables au cas qui nous occupe maintenant ; la conslanle
d'intégration C de I'équation (158) est nulle, par contre la
constante B de I'expression

p—— 3 &’ + Bz (180)

prend une nouvelle valeur. Sil'on admet que la plaque ne
dépasse qu'infiniment peu le cercle d’appui, R, est nulle a la
périphérie; on détermine alors B a I'aide de cette condition.
Si la plaque dépasse le cercle d’appui d'une quantité notable, il
faut étudier la forme de la ligne méridienne de la surface
élastique al’extérieur du cercle d’appui et exprimer la condi-
tion que les actions moléculaires radiales s’annulent 4 la péri-
phérie. 1l faut, en effet, qu’il en soit ainsi, puisqu’il n’existe
en ces points aucune force extérieure qui puisse leur faire
équilibre.

Le calcul indiqué ne présente aucune difficulté, on trouve
facilement I'équalion de la partie extérieure de la ligne élas-
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tique en faisant N = o dans les équations qui donnent la
branche intérieure. Les opérations sont toutefois un peu lon-
gues, car l'on a, outre B, deux constantes d’intégration a

déterminer (on ulilise a cet effet les relations exprimant que
la branche extérieure et la branche intérieure de la ligne
élastique se raccordent).

Nous nous bornerons ici au premier cas, celui ol la plaque
ne dépasse que trées peu le cercle d’appui, de sorte que Rr =o
pour = r.

L’équation (152) donne :

- mE dy 2\
—— e —_ — 1
Ry m-— 1 <m dx w0 x/
En vertu de ce qui précede, la parenthese doit s'annuler pour
z = r; or, d’apres (180) :
deo ®

Nz?
m— L S =i Bm + 1) = -+ (m + 1)B,

il faut donc que :
(3m - 1) Nre
= T 8mF1)
d’ont

(183)

La plus grande dilatation se produit au cenlre de la plaque,
on trouve :
N 3m-+41
8 m +1
d’ou résulte pourle travail élastique de comparaison, sil’on fait

el o
. —¢%yp =

A o
z =—; et siI'on met pour N sa valeur (156):

||‘|||||||||||||||||‘||| T T T T
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3(m— 1) Bm+ 1) »
R = - -:[),
8 m= (m 4+ 1) h?

10
et poyrm = 3¢

. R=0,87 S p.

|
A 'inverse de ce qui a lieu Appur nw pTaque encastrée, les
actions moléculaires allelcrnd;lt’cm leur maximum au centre de
la plague. : (2
o Toutes clesdsegales dailleurs, le travail élastique maximum
S,a‘(-u(/‘dans le cas présent, 1,28 fois plus grand que dans le cas
/] de la plaque encastrée.
Afin de calculer I'inflexion f aun centre de la plaque, nous
posons:

7 3m—|-'1 e\
k m—41

dy i L
T == T (183)
d’oti résulte *
Nzt @BmA ) ra
‘l/_8l\4 2(m +1) )+(" (186)
pour x =7, y = o, il faut donc que :

N/[Bm4+A]rt w9
8\ 2[m + 1] 4>_“'

Sil'on fait 2 = o dans ’équation (186), il vient y =C; la cons-
tante C n’est par suite autre chose que la fleche /. En introduj-
sant la valeur de N, il vient:

_ 3(m—1) Sm4d
i 16 mEmw m+1? (187)

Sk 1
et en particulier pour m — 3 -

Cette fleche est un peu plus de quatre fois plus grande

[T TP TR T T ||||||‘||‘|||||||‘ |||||||||||‘|| ‘|||
cm 1 2 3 4 5 6 7unesp® ¢ 10 11 12 13 14 15







am

DE LA RESISTANCE DES PLAQUES PLANES 267

que celle de la plaque encastrée supporlant la méme
charge.

On pourrait donc, dans les essais de résislance, se rendre
compte de I'efficacilé de I'encastrement des plaques en mesu-
rant la fleche.

82. Plague reposant librement sur tout le pourtour
et soumise a une force concentrée agissant au centre.
— Nous nous bornons & déterminer 1'équation du méridien
de la surface élastique et a calculer 'inflexion au cenlre, sans
quoi nous devrions reprendre toutes les discussions de 1'ar-
ticle 80, sans qu’il en résulte grand profit pour le lecleur.

Nous partons de la formule (168) qui est valable quelle que
soit la maniere dont la plaque repose a la périphérie.

Nous avons donc :

cp:—%zlogz + Bz,

C étant nul, comme précédemment. Pour déterminer B, nous
utilisons la méme condition qu’a I'article précédent: il faut
que I'expression
de o
m—= ==
dz = x

s'annule pour z = 7. Nous trouvons:

da @
m = :_(m—i—l)g]ogz—l—(m—l—l)B-»-m%

aw .;:
d'oli, en faisant z = 7 :
= = log r -~ A=l
2 2 (m 1)
Nous avons done:

Q

0

| r+ mi)
rlog -4 —————
v 0% % 2(m 1)

A=
'

x. (188)

L’équation différentielle du méridien de lasurface élastique est
par suite :

wn
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c’est 1 aussi la valeur de la fleche /. En metlant pour Q sa va-
leur, il vient :
S(m — 1) 3 m 1) Pr2

}' — ———
drm? EA®

{190)

10
et pourm =--:
[

f== 0,53 Il)—:

La fleche est environ 2 1/2 fois plus grande que celle de la
plaque encastrée de mémes dimensions supportant la méme
charge.

§2

THEORIE APPROCHEE

83. Théorie approchée de Bach pour les plagues
cireulaires. — Les calculs quiprécedent ont la répulation de
présenter de grandes difficultés mathématiques, el sont sou-
vent, pour celle raison, laissés de coté dans les ouvrages de
portée générale. Nous ne partageons pas cetle opinion, car la
résolution des problemes précédentsne demande en somme que
les connaissances les plus élémentaires des méthoces de résolu-
tion des équations différentielles. L’établissement de ces der-

II‘II Il
7 unesp®™ 9 10 11 12 13 14 15






DE LA RESISTANCE DES PLAQUES PLANES 269

nitres est un peu délicat, il est vrai, mais ne présente
- cependant pas de difficuliés que des techniciens ou des éleves-
ingénieurs ne puissent surmontler.

D’autre part, pour des raisons que nous dirons plus loin, nous
nerejetons pas les tenlalives failes pour élablir des théories
approchées. Ces dernieres peuvent,dans certains cas,rendre de
réels services.

Nous admettrons dans ce qui suit que la plaque repose libre-
ment a la périphérie. Cette hypothese est justifiée, puisque
nous venons de voir que, toutes choses égales d’ailleurs, le
travail élastique de la maliere est plus grand dans ce cas que
lorsque la plaque est encastrée. De plus, comme nous l'avons
fait déjd remarquer pour les prismes, les encastrements ne
sont jamais praliquement assez parfails pour qu’il ne se pro-
duise pas de petites déformalions angulaires, qui, naturelle-
ment, entrainent des modifications lrés importantes dans la
facon dont se comporle la plaque.

Faisons une section suivanl un diamétre et considérons
I'une des moitiés de la plaque. Par raison de symétrie, il n’y

a évidemment pas d’aclions moléculaires tangentielles ;
iln’y alieu deconsidérer que les actions moléculaires normales
que nous avons désignées par la leltre R; dans les articles
précédents. Ces actions moléculaires se réduisent a un couple
résullant, exaclement comme celles agissant dans une section
transversale d'un prisme travaillant & la flexion.
Supposons de plus que les charges qui agissent sur la plaque
soient uniformément réparties, leur résultante est égale a
mpr-
7 )

et passe par le centre de gravité du demi-cercle. Les réac-
tions de 'appui sont, par raison de symétrie, uniformément
réparties ; leur résultante est égale et de sens opposé & la
résultante des charges, et passe par le centre de gravité de
la demi-circonférence de rayon ». Donc, les {orces extérieures
qui agissent sur la moilié considérée de la plaque se rédui-

10 11 1=Z2
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sent & un couple, qui doit naturellement faire équilibre & celui
des actions moléculaires. Soit M le moment de ce couple ; le

o4 2 s : . 4 ;
centre de gravité d'un demi-cercle est distant de%du dia-

oI

. = - p 2r
metre de base, celui dela demi-circonférence de — , nous avons
T

done :
(191)

Jusqu’ici, le calcul est absolument rigoureux ; il n'est cepen-
dant pas possible d'aller ainsi plus loin, parce que nous ne
pouvons indiquer a priorila loi suivant laquelle la répartition
des actions moléculaires R varie avec la distance & du point
considéré au centre de la plaque. Tandis que la théorie mathé-
matique nous permettait de trouver celle loi, nous devons
avoir ici recours & I'hypothese : nous admellrons que cette
répartition est indépendante de z, c’est-a-dire que les actions
moléculaires R sont réparties absolument comme sur la sec-
tion d'un prisme travaillant & la flexion. Pour déterminer la
valeur de R dans les aréles, nous pouvons par suite utiliser la
formule trouvée pour un prisme de seclion rectangulaire :

R

bh?
dans laquelle & doit étre remplacé par 27, le diametre de la
plaque ; % signifie 'épaisseur de la plaque. En remplagant
M par sa valeur (191), nous trouvons :

B (192)

1.9

La valeur de R ainsi déterminée n’est qu'une limite infé-
rieure de I'intensité maximum du travail élastique. En effet,
les actions moléculaires qui dépendent en réalité de x, doivent
étre en certains points plus grandes, et en d’autres plus petites
que la valeur moyenne que nous venons de calculer. Pour pou-
voir appliquer avec quelque sécurité I'équation (192), il nous
faut montrer quela différence entre les résultats qu'elle fournit et
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la valeur maximum réelle n'est pas assez grande pour que son
emploi entraine de graves erreurs.
A cet effet, on peut poser :

r2

R=up ey

et chercher & délerminer expérimenlalement la valeura don-
ner au coefficient numérique =. Ilrésulle d’essais fails par
M.v. Bach, que 1'on peut poser pratiquement ce coefficient égal
a I'unité.

La justiticalion de la formule (192) est donc ainsi élablie.
Il se pourrait cependant que » prenne dans certains cas pré-
sentant des conditions tres différentes de celles dans lesquelles
les essais ont été fails, des valeurs assez différentes de 'unité;
il est donc bon de comparer la formule de Bach avec les résul-
tats de la théorie mathématique. On a, équation (152) :

mli
Rt —
m?

de plus, d’apres la relation (182),
N /3m -1 - D
P m P2 )"
d_c'u'_ .E[_/a_’zf_ﬂ;mi _3;'>
dx 8\m-41
En substituant dans (152), et en faisant & = o, pour oblenir le

maximum de Ry ; il vient, pour s = <

N
R = —ﬂF‘-{l—i) = (8m 1) »*-

2(m* — ¢
En mettant pour N sa valeur, formule (156), et en prenant
10
m =—, nous trouvons :
o

3 (Bm + 1) pr?
8m h?

P :
Bii— =1,24 p - Gt

La différence entre la formule exacte el la formule appro-
chée est donc déterminée. Il faul encore tenir comple d’'un
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fait: le travail élastique de la matiere ne dépend pas unique-
ment des actions R mais encore des aclions moléculaires R,
qui leur sont perpendiculaires. Au centre, R et R, sont égales
et de méme signe. Dans ce cas, nous avons vu au chapitre II
que le travail élastique de comparaison, qui détermine le dan-

0 . I ¢
/mes de I'intensité com-

L] /m —
ger de rupture n'est que les J\m

mune des actions moléculaires Ry et R, Si donc nous consi-
dérons la formule (192) comme déterminant le danger de rup-
ture, ce n’est pas avec la formule (193) qu’il faut la comparer,
mais avec la relation (184) qui donne la valeur de &. Cetle
comparaison montre que les valeurs données par la formule
de Bach sont trop défavorables. Cette derniere peut donc étre
employé en toute sécurité dans la pratique.

Il est certain qu'a premiere vue, l'avantage de la formule
approximalive n’apparail pas d’une facon bien nette. Elle n’est
pas plus simple pour le calcul que la formule exacte et nous
avons di nous servir de cetle derniére pour la justifier. Elle
est, sans doute, beaucoup plus facile & établir, mais nous
avons déja dit que nous faisions peu de cas de cet avantage.
La raison pour laquelle nous apprécions la théorie approchée
est qu’il est possible de 'employer a résoudre des cas compli-
qués, dans lesquels 'emploi de la théorie exacle conduirait a
des difficultés insurmontables. II est, par suite, bon de I'appli-
quer & quelques eas simples, afin de juger de 'approximation
qu’elle permel d’atleindre, el de pouvoir'employer ensuiteavec
plus de confiance dans d’autres cas plus difficiles. Il sera
cependant toujours bon de contréler par des essais les résultats
auxquels on arrive, afin de reconnailre si I'on n’a pas négligé
de tenir compte de certaines conditions exergant une influence
notable sur la facon dont se comporte la plaque.

Si ia plaque supporte une charge concentrée P, agissant au
ceptre, le moment fléchissant est
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et la valeur approchée de R devient :

R ——. (194)

wh*

Nous avons vu précédemment que le travail élastique maxi-
mum de la matiére dépend essentiellement de la fagon dont
P se répartit sur une petite surface aulour du centre. Il n'est
donc pas possible de comparer ici les résultats de la formule
approchée avec ceux de la théorie exacte ; il n'existe pas d’es-
saisnon plus qui permettent de les contréler. On fera par suite
bien d’étre prudent dans I'emploi de cette formule.

84. Théorie approchée pour les plagues ellipti=
ques. — Le probleme est ici plus compliqué que dans le cas
précédent, car nous ne savons comment les réactions de 'appui
se répartissent le long du bord de la plaque. Afin de nous en
faire une idée, Lrés approximative il est vrai, supposons 'ou-
verture elliptique que recouvre la plaque, traversée par deux
prismes perpendiculaires I'un al’autre, dont lesaxes coincident
avec ceux de l'ellipse, et admettons que ces deux prismes
soient reliés entre eux, aun centre, d’'une maniere rigide.

En nous servant des résultats obtenus au chapitre III, il
nous est facile de calculer les réactions des appuis qui se déve-
Joppent, si I'on admel que chacun des prismes supporte une
charge uniformément répartie ¢ par unité de longueur. Soit
Z lapression qu’exerce le prisme de longueur 2a sur celui de
longueur 26, la fleche du plusgrand sera, formules (81) et (83):

Za®

et celle du plus pelit :
£ = iﬂ L ®
I 772 1E " 6IE’
ces deux fleches sont égales entre elles; si nous égalons les
seconds membres des deux relations, nous pouvons tirer de

I'équation ainsi formée, la valeur de Z, il vient :
18
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o B(ab—bY)

@+’
les réaclions A aux extrémilés du grand axe sonl par suite :

Z  3a’+ Bab® 4 5b
A=9a— 5 =9 gt

et aux extrémités du petit axe

i Z__ 3ab+48a% 305

e A 8(a2 443 .

leur rapport est donc ;

L

A 3a* - 8ab® 4 5bt (1) oy
: 190

B 5a*-8a%h 4 36* ,

Nous admettrons que les valeurs que prennent les réactions
de I'appui sur la plaque aux extrémités des axes sont entre
elles dans le méme rapport que A et B; ainsi, les réactions
de ’appui vont en augmentant des extrémilés du grand ase
vers celles du petit axe. Le point d’application de leur résul-
tante, pourla demi-ellipse délerminée par le grand axe, sera
done certainement plus éloigné du grand axe que le-cen-
tre de gravité de 'arc de demi-ellipse, par lequel cette résul-
tante devrail passer si les réactions des appuis étaient uni-
formément réparties sur le pourtour. Si a est trés grand par
rapport & b, c'est-a-dire sil'ellipse est tres allongée, la résul-
tante des réactions sera presque distanle de b du centre. Nous
admettrons, afin d’obtenir ensuite une formiule simple, que

Y 8 ; :
cette distance est égale a E;b' Cette quantité est Lrés vrai-

(1) M. v. Bach arrive, par suite d'une remarque dont nous contes-
A /b\®

tons l’exactitude, au résultat-B—= ‘\-—>, et fonde sur ce résultat ses conclu-

a

sions subséquentes, qui reviennent 4 dire que la pression transmise sur I’ap-
pui en un point donné est proportionnel au rayon de courbure de I'ellipse
(Voir Bach. Elasticitit und Festigheit, Berlin, 1890, page 354). Dans la
seconde édition de son ouvrage, M. v. Bach arrive au méme résullat par
une autre méthode, avec laquelle nous ne pouvons non plus nous -déclarer
d’accord.

[T |||||||||||‘|| ‘|||
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semblablement trop grande ; mais comme nous faisons d'autre
partI’hypothese certainement trop favorable,que les actions mo-
léculaires se répartissent uniformément le long de lasection, il
n'y a pas d'inconvénient & prendrele moment de flesion un peu
plus grand qu’il n’est en réalité. La résultante des réactions des

appuis est égale & la charge de la demi-plaque "—”:—N ; et celle

des forces extérieures qui agissent sur la plaque passe par
lecentre de gravitéde I'aire dedemi-ellipse, lequel est distant de

&b 5
= du grand axe. Le moment de flexion es! done :
0

wapnl (8h /8 2al
—T (S e

et parsuite :

(197

Si nous envisageons la seclion faite suivant le petit axe,
nous pouvons dire a prior: que le bras de levier du couple
fléchissant est certainement plus petit que la distance qui
sépare le centre de gravité de ’arc de demi-ellipse de celui de
'aire de demi-ellipse, maisil est fort difficile de I'estimer avec
quelque certitude. Le systtme des deux prismes en croix ne
nous apprend rien, car si I'ellipse est allongée, nous ne pou-
vons plus considérer la bande délimitée le long du grand axe
comme soutenue seulement au milieu, nous devrions la sup-
poser soutenue sur une certaine largeur. Le plus simple est
de s’en rapporter aux essais faits par Bach avec des plaques
elliptiques, lesquels montrent que la rupture se produit géné-
ralement suivant le grand axe ; ce qui tend & prouver que R
est le travail élastique dont dépend le danger de rupture. Si
Pellipse n’est pas trés allongée, 1'équation (197) donne certai-
nement des valeurs trop grandes, car lorsque nous passons au
cas du cercle, R n’est en réalité que la moitié de la valeur
donnée par la formule (197). On pourrait écrire, par exemple,

[l ‘| [
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pour un rapport quelconque des axes, & la place de I’équa-
tion (197) :

o (E’.a - b) E}*- (198)

78

Dans les deux cas extrémes, cercle et ellipse tres allongée,
c'est-a-dire dans les cas ot nous pouvons nous faire une idée
a peu pres exacte de la portée de nos hypotheses, la formule
ci-dessus donne des valeurs salisfaisantes. On pourra donc
toujours employer pour un calcul approximalif.

85. Piaques earrées oun rectangulaires. — Considé-
rons d’ahord une plaque carrée. Soit 2a la longueur du coté

et désignons par d la diagonale 2ay2. La charge tolale de la
plaque est 4a’p ; par raison de syméirie, la résultante des
réactions des appuis est évidemment pa* pour chaque coté de
la plaque.

11 estfacile de reconnailre en oulre, quela pression exer-
cée par la plaque sur les appuis va en diminuant du milieu
des colés vers les angles. Menons par le centre une seclion
parallele a deux des bords de la plaque, et déterminons le
moment de flexion qui agil dans celle section : la résultante
des réactions des appuis du c6té parallele a la section est

pa’, elle produit donc un momznt de flexion pa’; la résul-

tante des réactions des appuis des deux demi-cOlés est aussi
égale & pa’; on voit de plus que le point d’application de cette
force esl cerlainement situé a une distance x << a de la sec-
tion considérée ; enfin, les pressions exlérieures qui agissent
sur la plaque fournissent un moment égal a pa’.

Le moment de flexion résultant est donc :

M = pa’ + paz —pa’ = pa’x.
En supposanl que nous puissions uliliser la formule :

M 6M
R=§ o’
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nous frouvons : o az
. R=38p5;

d - . a
x etant certainement plus petit que -, nous avons

2 3a?
It Q;z-gp,

Considérons maintenant une autre section, menée suivant

une diagonale. Le bras de levier des résultantes des réactions
) y . d B b o -

des appuis est égal a E le point d’application de la résul-

tante des pressions coincide avec le centre du triangle dont

. J . d Y
la diagonale est la base, il est donc distant flegde la section

considérée. Nous pouvons par conséquent indiquer exactement
dans ce cas la valeur du moment fléchissant, nous avons :
pa-d

£ 2 D
B{=2pa4—213aﬁ_ i

et par suite, pour I'intensiié des actions moléculaires :

: 6M
Ris==r o (199)
Cette intensité est égale & celle qui se développerait
dans une plaque circulaire de rayon a. La valeur que nous
venons de trouver est plus petile que la limite supérieure
calculée pour l'intensité des actions moléculaires dans une
section parallele aux cotés de la plaque. Tant que z n’est pas
connu, il n’est pas possible de dire dans laquelle des deux
sections le travail élastique de la matiere est le plus grand.
Dans les essais faits par M. v. Bach, les plaques carrées se
sont en général rompues suivant une diagonale ; on peut donc
considérer la formule (199) comme étant celle qui donne la
valeur maximum du travail élastique.
Pour les plaques reciangulaires, nous admettrons également
que la section diagonale est la section dangereuse, bien que
les expériences de Bach soient moins probantes dans ce cas
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que dans le précédent. Il est toutefois permis de faire cetle
hypothese, puisqu’il nes’agitici que d’une estimation.

Soient 2act 26 les c6lés du rectangle,  la longueur d'une
diagonale, ¢ la longucur de la perpendiculaire abaissée d'un
sommel sur la diagonale opposée. Quelle que soit la loi de
répartition des réactions des appuis surles bords de la plaque,
leur résultante pour le triangle formé parle reclangle coupé
sclon une diagonale est évidemment égale a 2pal ; le poinl

d’application de cette force est distant de_cj de la diagonale

considérée.
Les pressions qui agissent sur le triangle ont pour résul-
tante une force égale aussi & 2pab, appliquée au centre de

v b Ty - c g
gravité, soil a une distance - de la diagonale.
(3]

Le moment de flexion résultant est done :
[ c c\ pabe
f— 9 el B——e e
M pab {_2 3) 3
Nous avons par suile :
M = abe
R = A ) T

dhs’
cd = kab,
d'=4a’ 4L 0
a* b

R—2[I A 7 7;2

EXERCICES SUR LE CHAPITRE VII.

Ezercice 35. — Une plaque de fer d'étendue suffisamment
grande pour pouvoir étre envisagée comme une plaque circu-
laire de rayon infiniment grand repose exactement sur le sol.
Elle est soumise au centre & l'action d*une force concentrée P.

11

[
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Déterminer la lot de répartition des pressions exercées sur le
solpar la plaque, en supposant que ces pressions sont, en
chagque point, proportionnelles & Uinflexion correspondante de

la plaque.

Remarque. — Ce problemeest analogue & un autre,d’énoncé
un peu différent, résolu par H. Hertz : Hertz considérait une
banquise de glace chargée en son milieu. Sous I’influence de
cette charge, la banquise se déforme aussi, comme notre pla-
que de fer, et en chaque point, U'inflexion détermine une cer-
taine poussée hydrostatique. Dans le probleme de Hertz, la
pression hydrostatique et par conséquent la réaction de la
banquise, sont exactement proportionnelles & I'inflexion, tan-
dis que, dans nolre cas, la pression de la plaque sur le sol ne
'est qu’approximativement, comme il résnlte des considéra-
tions du chapitreVI. Sousla forme que nous luiavons donnée,
le probleme présente une assez grande importance pratigue
qui nous I'a précisément fait choisir.

Hertz a résolu completement la question ; il lui a fallu,
pour cela, faire usage de théories mathématiques que nous ne
pouvons supposer connues de la majorité des lectears ; aussi
nous contenterons-nous d’établir ’équation différentielle de la
courbe méridienne de la surface élastique. Pour la résolution
de cette équation, nous renverrons le lecteur que la chose in-
Léresse el qui possede les connaissances nécessaires au mé-
moire original de Hertz (Hertz, Gesammelte Werke, 1°" vol.,
Leipzig, 1895, page 228).

Solution. —Nous pouvons utiliser les formules de I'article 78
jusqu’ad I'équation (184), sans aucun changement. Soit V la
résultante des réactions transmises par le sol sur la partie de
laplaque, située en dehors d'une section circulaire de rayon z.
L’effort tranchant qui agit sur un élément infiniment petit de
cette section, correspondant 4 'angle au centre du, est égale & :

Yd«
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Nous avons donc, dans le cas particulier, au lieu de ’équation
(1588), larelation :

Mom. des S =§v7—T dodz :

I'équation des moments de I'article 79 devient par suite :

d*¢ | do g 6 (m* — 1)V
S A CR R AL —_—_— .
dx  dr x| mBA* L
V n’est pas connu, on sait cependant que V décroit d'une quan-
tité égale & la charge agissant sur un élément superficiel annu-

laire, lorsque z croit de dz. Donc :

Al
J;: = 211.2:]/]{,

ol £ désigne une constante, dont la signification a été définie
a l'art. 74, et y, I'ordonnée de la surface élastique. Différen-
cions 'équation précédente et introduisons la valeur trouvée

dVi- =2k
our— , il vient:
P 72 1 t

Bp My Ady 9 M2m—1)k
dz® " da* xdx . x- mEh | S0

Remarquons que nous pouvons écrire :
dy
b
si nous posons en outre, pour abréger,
12 (m2 — 1)

bl o 4
IR L
m2E/h

I'équation ci-dessus prend la forme :

d%, 2 d?y 1 d- 1 di
_'/_.__.__'./_____I_._ "/+Ot4y=0-

daxt x dx? a? dax?

Le reste du probleme est du domaine purement mathéma-
tique. Les quatre constantes d'intégration que contient la so-
lution se déterminent & ’aide des mémes conditions que celles
que nous avions dans le cas des prismes reposant sur une base

II‘II Il
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compressible. La résolution de I'équation ci-dessous est faci-
litée si ’on remarque que le membre de gauche présente une
forme qui revient souvent dans les recherches de physique
mathématique. Désignons par u et v les coordonnées d'un
point du plan médian de la plaque, de sorte que

C)

uw -0 =z

et représentons par le signe A*® l'opération consistant a
former la somme des dérivées particlles du second ordre d’une
fonction & deux variables indépendantes par rapport & ces
dernieres :

d*f(u,v)  difiu,v)
== S

2 .
A dut dv* ’

I'équation précédente peut alors s’écrire :
A* (Aty) + aty = o,
forme sous laquelle il est possible de I'intégrer.
Hertz part directement dans son mémoire de cette derniere

équation. On trouvera également dans son travail des données
numériques et des résultats d’expériences (*).

Ezercice 36. — Quelle force concentrée, agissant au centre,
une plaque de fonte de 2 cm. d’épaisseur et de diamétre quel-
conque, reposant librement a sa périphérie, peut-elle supporter,
st Pon admet que l'intensité des actions moléculaires, calculée
d'aprés le procédé d'approximation de ['article 83, ne doit pas
dépasser 200 kg . par cm®?

(1) Lauteur fait au sujet de cet exercice la remarque suivante : Quelques
critiques trouveront peut-étre que cette question sort du cadre de notre
ouvrage. Nous leur répondrons que Hertz venait de quitter I'Université tech-
nique de Munich lorsqu’il publia son mémoire. Sans doute les esprits de cette
taille sont rares, mais qui oserait prétendre qu'il ne s’en retrouvera jamais de
pareils parmi nosauditeurs ou nos lecteurs, et qui voudrait prendre la respon-
sabilité de taire I'existence de travaux importants simplement parce que ceux-
ci sortent du cadre des lecons ordinaires. Nous avons trop le respect des
talents latents qui résident dans la jeunesse universitaire pour ne lui pré-
senter jamais que des problémes élémentaires. Il est clair, d’autre part. que
le probléme n’est pas & la portée de tout le monde et qu’il ne saurait faire
I'objet d’'une question d’examen.

10 11 1=Z2

13

14

15
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On suppose que la force extérieure se répartit sur une surface
trés petite.

Solution. — 1l suffit de substitner les valeurs numériques
dans la formule (194), il vient :

P :rk; R:g >< 27 >< 200 =837 kg.

Il parait, an premier abord, éirange que le diametre de la
plaque soit sans influence dans le calcul du travail élastique,
tandis que la portée d’un prisme joue un rdle si prépondé-
rant. La raison est facile & trouver : dans le cas de la plaque,
la largeur de la section sur laquelle se répartissent les actions
moléculaires croit dans le méme rapport que les bras de levier
des forces extérieures lorsque le rayon dela plaque augmente,
tandis qu’il n’en est pas ainsi dans un prisme.

Si la charge donnée était uniformément répartie sur toute la
plaque, la charge tolale pourrait étre trois fois plus considé-
rable, comme on le reconnait en comparant les formules (192)
et (194).
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mouvement de flexion, tend a4 diminuer un peu cette diffé-
rence.

Exercice 27. — Un prisme d'acier doux de section quadran-
qulaire de 6 cm. de coté et dont l'axe longitudinal est une
courbe de 0,20 cm. de fléche et de 1m. 20 de portée est encastré
@ ses deux extrémités. Au miliew agit une force concentrée de
3000 kg. Déterminer la poussée horizontale et le travail élas-
tique maximum.

Solution. — Bien que cela ne soit pas expressément men-
tionné dans I’énoncé, nous admettons que I'axe longitudinal
du prisme est une parabole. Nous avons fait remarquer pré-
cédemment que cette hypothese est possible tant que la cour-
bure de I’axe est faible. Si / désigne la portée de I'arc, /, la
fleche et si nous prenons comme origine le point d’appui de
gauche, l'axe des x étant choisi horizontal,’équation de la pa-
rabole sera :

b — ;l_{(l,f — 1)

Le moment de flexion My produit parla charge concentrée I

k - : , Py
dans une section quelconque d'abscisse z est égal 3 —;ona

par conséquent (formule 121):

/ .M pdx

f 2

Nous avons remplacé le ds de laformule (121) par dz. C'est1a
une approximation permise dans lapratique, atin de simplifier
les calculs. Dans un arc de faible courbure, ds differe en effet fort
peu de dz; de plus ds se trouve dans la formule aussi bien au
numérateur qu'au dénominateur ce qui tend encore a dimi-

nuer I'erreur commise. Si My élait en chaque point propor-
tionnel & z, H ne serait pas changé lorsque I'on remplacerait
ds par dz. Dans les autres cas, I'erreur esl, au plus, de méme
ordre que la différence entre la longueur de I’arc et celle de la

[T |||||||||||‘|| ‘|||
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corde comparée a la portée totale. de sorte que pour un arc
faible courbure, elle est certainement comprise a 'intérieur des
limites d’exactitude que I'on peut imposera un calcul de résis-
tance.

En substituant My et z dans la formule, il vient :

l
e
i D" ge . B
[Mizde=2 | Fa-f(z—a'de =P
; Jo
Nous n'intégrons que le long de la moitié gauche de l'arc
; P 14
parcequel’expression M,= —T cesse d'étre valable pour I'autre

moitié. L'intégrale du dénominateur de Il peut étre prises
directement entre les limites o et /. Il vient :

A

1
(P — 122 o) dw — © pu
- ’ 15

et par suite, nous avons:

5
i ll/’f: e
28 {
B __——48 — —P- —3520 kg.

8 . 128 f

T

Le moment fléchissant total est
M=—;"x—Hz — 1500 z — 3520 z.

Pour en trouver le maximum, nous égalons & zéro le déri-
vée de cette expression, prise par rapport & z.

AM e A = A
= — 1800 — 3520 2~ — 1500— 3520 7/ (/— 22) =o0

d’on o — 22 cm, z=12cm.

Le moment dans cette section est négatif ; nous avons donc :
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Mmm == 9200 cm. kg.

Ily a lieu de considérer encore le moment fléchissant au
sommet de I'arc, qui n’est pas un maximum analytique, par
suite du fait que 'expression de M, subit une discontinuité au
sommet de I'are, mais qui cependant est le plusgrand moment
en valeur absolue. 1l vient, en effet :

M_:= 1500 >< 60 — 3520 >< 20 = + 19600 kg. cm.

le travail élastique maximum est donc :

6M
1B _ 619600

Y T T

= 844 kg. parcm®.

A cetravail s'ajoule celui développé par un effort normal

7 s . 3520 : .
égal & H, savoir 5 — 98 kg. par cm®. Le travail élaslique

maximum a la compression est donc 544 -+ 98 =642 kg. par
cm?® et le ravail maximum & l'extension : 544 — 98 — 446 kg.
par cm*

Exercice 28. — Le méme prisme est soumis & une charge
totale de 10.000 kg. uniformément répartie sur sq projection
horizontale. Calculer la poussée H, 1° en lenant compte de
leffort normal, 2° en négligeant I'influence de ce dernier.

Solution. — Nous n’avons qu’dintroduire les valeurs numé-
riques dans les formules de ’article 71.

Dans le premier cas, la formule (122) donne :

1 gl* _10.000 XiQO_ FEAN L

II__Sh_ 8><20 — tuvu ng.

Dans le second, nous employons la formule (12£). Nous
avons :

e
—
parsuite, entenant compte de la valeur trouvée plus haut pour

f z'dz :

My

[T TP TR T T ||||||‘||‘|||||| |||||||||||‘||| T[T
cm 1 2 3 4 5 6 7Tunesp® & 10 11 12 13 14
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SO () s Al (4
fk]a._.wf.r -_SI‘J 5idr — m

Il vient deplus :

R S
C=F im0 i2

Donc, en remplagant aussi ici ds par dz:

aer ,
[M.edz 15 10000><120><20
& T8 20t 153

e — 8 )
fzgd$+ [ pia = frl -1

H— 1396k,

Comme on voit, la différence entre les deux valeurs de H est
sans importance.

Ezercice 29. — De combien augmente la corde du prisme,
dans le cas de charge de l'exercice 27, si I'on suppose le solide
non plus encastré mais articulé aux deux extrémités.

Solution. — 8i, dans I'équation (123) on remplace M par
Mo et ds pardz, il vient, sil’on lient comple des résultats trou-
vés et si 'on prend E=22><10° kg. par cm?*.

ni Moz 5P 55<3000 1201 > 20
=) TE T I8E T 3822 < 10° < 108

= 0,38 cm.

Si, dans le cas du probleme 27, 'un des points d’appui céde
de 1 m/,, dans” le sens horizontal, la poussée en sera dimi-

g 3320
nuéede 38 926 kg.

‘Exercice 20. — Selon quelle loi ['épaisseur d’une bague de
piston doit-elle dvminuer, en s'éloignant de chaque cdté de la
fente, pour que la bague exerce sur. Loyt son pourtour une pres-
ston spécifique constante p sur les parois du cylindre?

Solution. — Considérons une portion de la bague comprise

[l ‘| [
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. entre la solution de continuilé et une seclion quelconque dont

le plan fait un angle © avec. la
seclion transversale (fig. 50). Les
forces extérieures qui agissent
sur celle porlion admetlent la
méme résultante que si les pres-
sions élaient réparlies sur la
corde s. En effet, considérons un
liquide remplissant le segment : ce
dernier serail en équilibre sous
influence de la pression spécifi-
que qu’exercerail le liquide surtoutes les faces. De la résulte
que la résullante des forces agissant sur I'arc esl égale en gran-
deur a celle des pressions agissant sur la corde et coincide en
direction avec elle. Si nous désignons par & la hauteur de la
bague (dans le sens perpendiculaire au plan de la figure), cette
résultante est égale & pbs, el par suite le moment fléchissant
dans la section © est donné par I’expression :

.1
M =pb ::— = 2pbr* sin®
Supposons que le rayon primitif de I'anneau de fonle dans
lequel a été découpée la bague soit égal a » -+ Ar; celle-ci
doit subir une certaine déformation élastique pour s'ap-
pliquer ensuite exaclemenl contre les parois du cylindre de
rayon ». Nous avons donc, d’apres I'équation (112):

1 1 M

r  (rtar  EI
ou, en désignant par £ I'épaisseur variable de la bague:

: : 12 2977 sin®
e e it
r r-44Ar) EA® P

Ar élanl petit par rapport & » nous pouvons écrire simplement

Ay p : .
le membre de gauche — ; en résolvanl alors I'équation par rap-
7
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port a A, il vient :
¥

h=1¢ \/siu’

ou ¢ désigne une valeur coustante pour un anncau donné,
savoir :

:/:’f,ur‘

Eap

¢ n’est autre chose que I'épaisseur de la bague au point dia-
métralement opposé ala solution de continuité.Sil'on suppose
c et A7 donnés, on peut inversement calculer la pression p
exercée sur la paroi ducylindre.

Pour ¢ = o0et o = 360°, s=10 ; la bague devrail donc se
terminer en biscau. Ce n’est en général pas le cas dans la pra-
tique ; & part ce détail, il est d’'usage d’augmenter 'épaisseur

de la bague vers le milieu suivant laloi trouvée plus haut.
Nous avons supposé A trés petit par rapport a », ce qui
nous a permis de confondre » avec le rayon de la libre

A . . [T h
moyennne; strictement,il aurait fallu écrire » — =

Dans le.cas particulier toutefois, ot s’il s’agit d'étudier la
question dans ses traits généraux, celte correction est
superflue.

Exercice 31. — Une barre de section constante est courbée en
forme d'U, fig.51. On applique & une hauteur a au dessus de
la base deux forces P qui tendent a écarter les deux bras de la
piéce. Démontrer que, dans la déformation qui se produit, les
parties des bras situées au-dessus de a tournent chacune autour
d'un point fixe o et déterminer la position de ce point.

Solution. — Les parties des bras situées au-dessus de a
demeurent naturellement rectilignes puisqu’elles ne sont sou-
mises a aucune force extérieure.
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Nous pouvons considérer la piece comme un prisme dont
I'axe longitudinal est formé par 3
cOtés d'un rectangle. Nous déter-
minercns d'abord de combien la
distance entre les bras de 1'U,
mesurée 3 la hauteur @, augmente,

puis nous calculerons 'angle dont
tournent les extrémités supérieu-
res des bras. Ces deux quantités

|
|
|
!
|
i lorsqu’on applique les forces P ;
|
|
|
| étant connues, il sera facile de

S

|_ t]  reconnaitre si le point O existe

.
'
|
0
'
¥
'
|
T
+
1
|
'

|

réellement et quelle est sa position.
h— 2 — Nous admettrons de plus que

Fig. 5t I'axe de symétrie de la piece de-

meure immobile dans 'espace durant la déformation, les mou-
vements dont la pitce peut étre animée n'ayant aucune in-

fluence sur les quantités qu’il s’agit de déterminer.
D’apres la formule (125) :

Al— “—‘ o

Il suffit ici d'intégrer le long d’une moitié de 'axe longitu-
dinal. L'intégrale se compose de deux parties, 1'une se rappor-
tant & la base de I'U, ’autre, au bras. Pour la premiére on a
2= a, pour la seconde ds= dz, il vient donc :

Al— [bPa

La rotation Ao dela partie supérieure d'un bras est égale &
la somme des variations angulaires élastiques Adp que subis-
sent:les prismes élémentaires compris entre le milieu de la
piece el lasection transversale z—a ; donc (formule 113):

e _‘j \/Ids_ [bPads [ _ V’ 4l %)
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226 CHAPITRE V

Si, dans la déformation, les extrémités des brasse déplacent
réellement comme si elles tournaient autour d’un point fixe O
distant de u du point d’application de P, on doit avoirla re-
lation :

uhp = Al
de laquelle on tire, en mettant pour Avet A/, leurs valeurs :

6b-1-2
U— + aa.
6b+ 3a

On reconnait que u est indépendant de P,le point O est
donc bien un point fixe pour une pitce donnée et pour une
position donnée des points d’applications des forces P.
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CHAPITRE SIXIEME

PRISMES REPOSANT SUR UNE BASE GOMPRESSIBLE

74. Hypothéses fondamenlales. — 75. Traverses de chemins de fer de
section constante. — 76. Solution graphique. — 77. Problémes simi-
laires.

Exercices, Nos 32 a 34.

74. Hypothéses fondamentales. — En examinant quels
sont les efforts que subissent les divers éléments d’une voie de
chemin de fer, on est amené, & propos des traverses, a se
poser le probléme suivant : déterminer les moments fléchis-
sants, les efforts tranchants et par suite le travail élastique
développé dans les sections transversales d’un prisme reposant
de toute sa longueur sur une base qui cede elle-méme sous
I'influence des charges agissant surle prisme.

Il est facile de constater, par une simple inspection de la
voie au moment du passage d'un train, que chaque traverse
g'enfonce dans le ballast sous I'influence du poids des voitures.
On constate d’abord un affaissement du rail qui provient en
partie de la compression élastique des traverses dans le sens
de la hauteur; cette cause est toutefois insuffisante pour ex-
pliquer & elle seule I'abaissement tres visible a I'eeil nu que
subit le rail : il faut nécessairement admettre que les traverses
s’enfoncent dans le ballast au moment du passage du train.
Cette déformation de la voie doit de plus étre & peu prés par-
faitement élastique, puisque les traverses reprennent leur
position normale apres le passage des trains.
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On peut se proposer de déterminer la loi suivant laquelle la
charge se répartit le long de la traverse et I'on reconnait
immédiatement qu'il n’est possible d'arriver & un résultat
quelconque qu’en étudiant attentivement les déformations et
de la traverse et du ballast. La loi de répartition de la charge
le long de la traverse dépend essentiellement, cela va sans
dire, de la fagon dont la traverse repose sur le ballast. Nous
admettrons dans la suite que la traverse repose, par toute sa
surface inférieure, sur le lit de gravier, de sorte qu’a cet égard,
les conditions initiales soient les mémes sur toute sa longueur.

Il peut sembler étrange & premiere vue qu'un corps hétéro-
geéne, comme un tas de sable ou de gravier, soit capable de
subir des déformationsélastiques. Outre I'exemple des voies de
chemins de fer, on peut citer d’autres phénomenes qui confir-
ment le fait : par exemple, on sait que le sol, formé de sable
et de gravier, transmet les ondes sonores.

L’auteur aentrepris de démontrer directement'élasticité du
sol. Dans la cour de son laboratoire il fit enfoncer deux pieux-
distants de 3 m. I'un de I'autre et portant une barre de fer &
une hauteur d’environ 70 cm. au-dessus du sol. En dessous de
celte barre, on enfonga un piquet dans le sol, de maniére qu'il
fit corps avec lui et en reproduisit les mouvements. Pour me-
surer les déplacements du piquet par rapport & la barre de fer
horizontale dont la position restait invariable par suite de la
profondeur & laquelle étaient enfoncés les supports, on em-
ploya un appareil & miroir. Le piquet portait & la partie supé-
rieure une monture en laiton, sur laquelle reposait une tige de
méme métal, et 'extrémité supérieure de cette tige s'appuyait
contre une petite poulie d’ébonite, montée sur la barre de fer
et portant un petit miroir sur son axe. Un systeme de ressorts
et de contrepoids assurait une pression suffisante de la tige
contre la poulie. Les déplacements verticaux du piquet avaient
pour conséquence une rotation de la poulie, laquelle était am-
plifiée au moyen de I’équipage & miroir. Dansles expériences,
un déplacement de 1 mm. de I'échelle par rapport au réticule

[T |||||||||||‘|| ‘|||
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de la lunette employée & faire les lectures, correspondait & un
déplacement vertical du piquet de 0,835 milliemes de milli-
melre ; comme il était facile d’évaluer le dixieme de millime-
tre sur 1'échelle, on pouvail mesurer les mouvements des
piquels avec une exactitude d’environ 1/10000 de millimetre.

L’appareil permettait de conslater distinctement les défor-
malions produiles par le passage d'une personne dans le voi-
sinage du piquet. Dans les limites de sensibilité de I'appareil,
ces déformaltions étaient absolument élastiques. D’autres ex-
périences furent failes avec un poids de 100 kg. placé a
diverses distances du piquet ;- voici les valeurs trouvées dans
’un des cas pour les déformations élastiques du sol :
Distance du poids au piquet en cm. 20 40 60 80
Abaissement dusol en 1/1.000 de mm. 18.3 4,41 1,4 0,6

Des expériences failes avec des poids différents ont montré
que les déformations sonl sensiblemenl proportionnelles aux
charges, ceci toul au moins pour des charges relativement
faibles. comme celles employées dans ces essais.

L'auteur espére pouvoir bient6t reprendre ces expériences
avec une installation permettant d’employer des charges allant
jusqu’a 1.000 kg.

Ces observations sont toutes récentes et n’ont pu élre encore
ulilisées comme base de recherches théoriques. Elles tendent
a démontrer qu'une solution des équations générales de la
théorie de I'élasticité, proposée par Boussinesq et dont il sera
question dans un chapitre suivant, n’est absolument pas appli-
cable dans le cas actuel.

Dans les calculs, on est parti jusqu’a présent d’une hypo-
these Lrés simple qui, pour la déterminalion de valeurs approxi-
malives, parait donner des résullats salisfaisants. Onadmet que
la compression du ballast en un point donné, sous la charge
exercée par la lraverse, ne dépend que de la pression spéci-
fique en ce point et lui est proportionnelle. Cette hypothdse
est vraisemblablement inexacle; on voit cependant par les
chitfres indiqués plus haut que Il'intensilé des déformations

[T |||||||||||‘|| ‘|||
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diminue trds rapidement avec la distance au point d’applica-
tion de la charge : par suite, la grandeur de la déformation en
un point donné dépendra en premiere ligne des charges appli-
quées dans le voisinage immédiat de ce point et, fort peu seu-

lement, des charges plus éloignées. L'usage de I'hypothése
ci-dessus est donc justifié. Il serait désirable que I'on fit des
essais pour déterminer le degré d’approximation auquel ily a

lieu de s’attendre; il existe déja quelques expériences de
Zimmermann sur ce sujet, mais elles n’ont malheureusement
pas été répétées ni complétées malgré I'importance et 'intérét
de la question.

75.Traverses de chemin de fer de section constante.
— Soit p la pression esercée par Vunité de longueur de la tra-
verse sur le ballast, la pression exercée par I'élément de lon-
gueur dz sera pdx. Pour une section dont l'abscisse est z
(z < a), on trouve pour l'effort tranchant V et le moment
fléchissant M, les expressions

: A zﬁmpdx7
.4_(1,,11) IP M= j;mjjdzt (z — w),

u désignant une abscisse qui

—% _ ] : o !
N TRk RRIEEEIA AN varie entre les limites o et 2

g i Il est préférable d’intro-

ey duire, dans les calculs, les
H i l
i

Fig. 5@

dérivées de ces expressions,
prises par rapport & z et de
les exprimer en fonction de
la quantité qu'il s'agit de calculer, c’est-a-dire en fonction de
p. On a évidemment, étant donnée la signification de p,

dV = pdzx
d'olr:
&y =5 (137)

dax

Nous avons démontré précédemment {art. 48) que I'effort
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tranchant est la dérivée du momerit de flexion, nous pouvons
donc écrire °
d:*M
dxt

==, (138)

Nous aurions pu trouver directement ces valeurs en dérivant
les expressions trouvées plus haut pour M et V: elles sont
tontefois générales tandis que les expressions de M et V ne
sont valables que pour z <C a. Les moments fléchissants
entrainent une inflexion de 'axe longitudinal de la traverse ;
soit y; I'inflexion de cet axe au point d’abscisse z, y = f ()
sera I’équation de la igne élastique. L’'inflexion y estliée d’'une
part au moment fléchissant par I'équation différentielle de la
ligne élastique et, d’autre part, elle doit étre, d’aprés notre
hypothese, proportionnelle & p. En exprimant cette condition,
nous obtenons I’équation différentielle qui conduit & la solu-
tion du probleme.

L’équation de la ligne élastique est (formule 79):

Ty _
EI = M.

En dérivant deux fois par rapport & 2 et en tenant compte
de I'équation (138) il vient :

(189)
Par hypothese y est proportionnellea p ; nous pouvons poser

p=1ly, (140)

olt £ est une constante qui ne dépend que des propriétés
élastiques du ballast sur lequel repose Ia traverse. L'équation
(139) devient :

- dby

1T h=—y. (141)

14

C'est 1a une équation linéaire a coefficients consiants du
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qualrieme ordre sans second membre : I'intégrale géncérale, qui
contient quatre constantes arbitraires, est de la forme :

y — C,eox cos ax + Cye2z sin ax + (e — v cos ax
~+ C,e—azsin oz (142)

ou G, C,, C,, C, désignent des conslantes arbitraires, et « une
valeur définie en valeur absolue par la relation:

o
% \/‘ms et

Il est facile de vérifier, en différenciant quatre fois (142) par
rapport & x, que celte expression satisfait bien a I'équation
(t41); on reconnait de plus que c'est bien I'intégrale générale
puisqu’elle contient quatre coustantes arbitraires. Celles-ci se
déterminent & ’aide des conditions a la limile.

1l faut avoir soin de remarquer que la ligne élastique entiere
se compose de 3 branches, I'une allant deo a a, 'autre com-
prenant la partie de la traverse située entre les rails, la troi-
sibme enfin, 'extrémilé droile en dehors du rail. Par suite de
la symétrie, il suffit de considérer la premitre branche et la
moitié de la seconde.

La solution (142) est générale, elle s’applique 3 toutes les
branches ; seules, les constantes d’intégration varient. Nous
avons donc ici huit constantes & déterminer a 'aide des con-
ditions du probleme, lesquelles sont aussi au nombre de
huit.

En effet nous devons avoir :

1o M =0 et V=0 pour z= o, ou, M étant proportionnel 2
d*y L Py sdiy\ (d-"y\ .2
== et Va 7o \am) = o et ES) =10\

=0 =0
Pour plus de clarté, écrivons les trois premieres dérivées
dey:

d i : :
N a§ C, (exz cosax—e#2 sinaz) 4 C, (e2# sinox -

wn

14

15
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~+ eazcos ax) + C; (— e— «@ cosax —e— «wsin ax)

1
+ G, (— e—ezsin ax + e —ox CUs:zx)s,

‘

B

o? ! — 2 C; ewr sin oz —+ 2 Cye4r cos ax

—|—2(,Jse—a»tsinaz—QC,,e—aIcosa.z:

— 2 (, (e=x sin ax + e«x cos a.x)

—+ 2 G, (exx cos ax — e sin o.x)

+ 2 €, (— e — &% sin ax + e — & cos a.x)
+2C, (e—oxcosaxr+e—2zsinaz) |-

Les deux conditions précédentes fournissent les relations

C=0_C (144)

C‘=C’+C3+C‘; (‘-,1-5)
pour abréger, nous poserons :

€24 COS aq = My, €24 SiN ad == m,,
e—%1 oS aa == My, € —ad Sin aa =m,,

et nous désignerons les constantes relatives a la seconde bran-
che par Cs, Cs, C;, Cs.

29) Au point £ = a, les deux branchesse raccordent, 1l faut

g d A
donc qu’en ce point, v et ﬁ prennent la méme valeur pour

oy : Ty -
les deux branches. De plus, a5 doit aussi étre le méme pour
les deux parties de la ligne élastique, puisque le moment flé-
chissant M, qui est proportionnel i cette quanltité ne subit pas
de discontinuité pour = a. Nous obtenons donc les trois nou-

velles équations :

10 11 1=Z2

13
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Cy my + C, my + Cy my =+ Cymy == Cy 5ieg -+~ Cy M2 |
—+ C, my + Cyimy,
Cy (my — m,) + G, (my 4+ ms) — Cy (my + m,)
+C; (my — my,) = Cy (my — my) + C (my +my,)  \ (146)
— C; (my + my)+ Cq (ny — m,),
—C, my 4+ Cp iy + Cymy — C,my=—= — Cym, + C,m,
—+ C; my; — Cy m.

i
La troisitme dérivée de g, par conlre, n’a pas en ¢ laméme
valeur pour les deux branches, caron a
dM d'u

V= —=—IE ;

or 'effort tranchant subit en @ une discontinuité dont la valeur

est — P, si donc nous désignons pour un instant les ordon-
nées de la premiere branche par y; celles de la seconde .

par %y, Nous pouvons poser :
rd3yn dyri P
ded  dxtlz=a  IE

ou bien, en introduisant les valeurs explicites des dérivées,

(Cl — Ca) (mi == ms) -+ (C; — Cﬂ) (mi — m,)
~+ (C; — GCy) (my — my) 4 (G — C,) (my + m)
P

(147)

T ouNE

3° Enfin, soient n,, n,, n,;, n, les valeurs que 'on obtient
quand on remplace dans les quantilés m, a par /.

Sur I'axe de symétrie, on doit avoir {—il—i =0 puisque la tan-
gente & la ligne élastique est horizontale ; de plus on a
dx?

On a done encore les deux équations de condition :

C's (ny — n,) + Ce (ny +ny) — G (ns =+ n) )
It S0, ? (148)
— Gy (ny + ns) + G (ny — ny) +- C; (ny — ny) s 3
+ G (n, +n,) =o. 4

= 0,V élant nul dans cette section.

[T TP TR T T ||||||‘||‘|||I|||‘|||I |||||||||||‘|| ‘II|
cm 1 2 3 4 5 6 7unesp® ¢ 10 11 12 13 14 15







PRISMES REPOSANT SUR UNE [ASE COMPRESSIELE 835

Toutes les quantités contenues dans les équations de condi-
‘tion (142-148) sont, & 'exception des inconnues C, des valeurs
numériques. On pourra donc, dans chaque cas particulier,
résoudre les équations et déterminer la forme de la ligne
élastique. Celle-ci étant connue, la loi de répartition’ des pres-
sions en découle immédiatement (formule 140).

La résolution du systeme des huit équations de condition est
sans doute un calcul assez long, cependant il faut remarquer
qu'il n’est nécessaire de le répéter qu'un petit nombre de fois
pour se rendre compte d’une fagon suffisamment exacte de la
facon dont se comporte la traverse dans diverses conditions
données. De plus, les traverses sont un élément si important

dans la construction des chemins de fer, qu’il vaut la peine de
consacrer quelque temps & I'étude des questions qui sy rap-

portent.
Il est inutile d’entrer ici dans plus de détails, la question
étant résolue en principe.

76. Solution graphigque. — On démontre en statique
graphique (voir note II) que la ligne élastique d’un prisme peut
étre envisagée comme une courbe funiculaire déterminée,
correspondant & une surface de charge donnée. Les équations
différentielles du probleme précédent expriment simplement la
condition que, dans le cas particulier, les ordonnées corres-
pondantes de la courbe funiculaire et de la courbe de charge
doivent étre proportionnelles. Géométriquement parlant, il
s'agit de trouver une forme de la surface de charge telle
qu'en choisissant convenablement ’échelle son contour coin-
cide avec la courbe funiculaire.

Il n’existe pas de méthode permettant de résoudre directe-
ment ce probleme; par contre, il est relativement facile d’arri-
ver & la solution, en procédant par approximations successives
(regle de fausse position). On cherchera & se faire une idée
de la répartition probable des pressions : celles-ci sont évi-
demment maximum sous les rails et vont en diminuant soit
vers le milieu de la traverse, soit vers ses extrémités; puis on
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choisira une répartition de p remplissant ces conditions. On
dessinera la surface de charge correspondant a celte fonction
p et I'on en déduira la courbe funiculaire. Si les ordonnées
de cette courbe (mesurées a parlir de sa ligne de fermeture)
étaient toutes proportionnelles aux ordonnées correspondantes
de la ligne élastique de charge, la courbe funiculaire tracée
serait la courbe cherchée, et I'hypothese faite sur la répar-
tition de p correspondrait effectivement & la vérité. Cela
ne sera généralement pas le cas. Les ordonnées des deux
courbes ne seront pas partout proportionnelles entre elles ;
on modifiera alors la courbe de charge d’apres les indications
fournies par ce premier essai et 'onrecommencera la construc-
tion autant de fois qu’il sera nécessaire pour atleindre le degré
d’approximation désiré.

Cette méthode graphique, quoiqu'un peu longue, a I’avan-

tage de s’appliquer au cas d'une traverse & section variable
(traverses en fer) qui présente des difficultés pour ainsi dire

insurmontables au calcul.

Il est clair qu'avec la méthode graphique il n'est pas néces-
saire de considérer séparément les trois branches de la ligne
élastique, car il est absolument indifférent pour les construc-
tions que la troisieme dérivée de v présente des discontinuités.

97. Problemes similaires, — Si, au lieu de considérer
un prisme reposant sur une base compressible par toute une
face, nous supposons qu’il repose sur une série de supports
équidistants et peu éloignés les uns des- autres, les condi-
tions du probleme précédent ne sont pas sensiblement modi-
fiées, & condition toutefois que ces points d’appuis subissent,
sous des pressions égales, des déformations égales. On ren-
contre assez fréquemment des cas de ce genre. Par exemple,
les poutres transversales qui supportent le tablier d’'un ponl
transmettent aux longerons certaines pressions, provenant
soit du poids propre du tablier soit des surcharges. Ces pres-
sions se répartissent sur les divers longerons, selon une loi
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semblable & celle a laquelle on arrive dans le probleme de la
lraverse de chemin de fer.

La figure (53) montre encore un cas du méme genre.Une che-
ville en fer remplit exactement le trou percé dans une piece
de bois. Deux lirants en fer transmetlent &
la cheville une cerlaine charge. Sous I'in-
fluence de celle-ci, la cheville tend & fléchir,

le bois qui I'entoure s‘oppose a cetle dé-

formation. 11 se produit de ce fait une pres-

i) sion du bois sur la cheville dirigée de haut
i/
il

i I en bas, au milieu, de bas en haut aux ex-
s

trémités. On pecul aussi admettre que la
pression exercée par le bois est proportion-

nelle & la compression qu’il subit au point

|
1
'IP

YP considéré. Le probleme ne differe alors

Fig. 53 de celui de la lraverse qu'en ce que les
pressions 'lransmises agissent ici dans deux sens différents.
L'équation (142) donne encore dans ce cas la forme géné-
rale de la ligne élastique el par suile la loi de la répartition
des pressions; les qualre constantes C se trouvent & 'aide des

conditions aux limites :

d1, e
(TJ—_ = o0 aux deux extrémiles,
ot

¢ L 5 Punc des extrémilés, = P avaul
= = ik une aes exiremiies, — — — aulre,
d.? 15 ’ IE

Lorsqu’on a & transmetire & un massif de magonnerie une
pression considérable, par exemple la poussée d'un pont en
are, 1l faul répartir celte force concentrée sur unesurface assez
considérable pour que la résistance a la compression de la
magonnerie ne soil pas dépassée. On intercale a cet effel entre
I'arc el les sommiers des culées une plaque de fonte qui sert
en outre de base a 'articulation de I'arc. Les considérations
précédentes nous permettent d’indiquer la loi suivant laquelle
la pression se répartit sur le sommier. On désire nalurelle-
mentoblenir une répartition aussi uniforme que possible; pour
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cela, il faut que la plaque repose exactement sur la magonne-

rie. C'est la du reste une des conditions que nous avons posées

au commencement du chapitre; de plus, larépartition des pres-
sions sera d’autant plus uniforme que le moment d’inertie de
la section transversale de la plaque sera plus grand. L'un des
exercices suivants a pour objet un cas semblable.

EXERCICES

Ezercice 39. — Un rail d'une longueur assesz considérable
pour pouvotr étre considéré comme ayant une longueur infi-
nie repose de toute sa longueur sur le sol et est chargé en son
milieu par une force concentrée P. Suiwant quelle lot la pres-
ston se répartit-elle sur le sol ?

Solution. — Nous compterons les z positifs a partir du
point d’application de P et allant vers la droite. Les équations
(137) et (4138) ne sont pas modifiées et par suite la solution
(142) cst encore applicable ; il ne reste qu’a déterminer les
constantes d’'intégration conformément aux données.

Pour z =,y =0, donec C, et C,= o,

dy

par raison de symétrie — 0 pour £ — 0

dx
d’ol résulte Ey="0e
On a dong :
y = C; e — & (cos az +- sin ax)

et, en vertu de 'hypothése représentée par la relation (140) ¢

p = kCy e—«z (cos az - sin ox)

Telle est 'expression de la loi selon laquelle la pression p
varie.

On reconnait que pour :

wn
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€

: . X 37
p devient négatif. Au point z = i—r , le facleur e—az — 0,094,

7

tandis qu'il est égala 1 pour £ — o : la diminuation de com-
pression, lorsqu’on s'éloigne de P, est donc fort rapide. Nous

supposerons que le poids du rail est suffisant pour que celui-ci
ne se souléve pas au point ot p esl négatif, ou bien simple-
ment que le rail est fixé au sol. Dans cette hypothese la
formule trouvée pour p est valable sur toule la longueur du
rail. 3

La constante £C, a une signification fort simple ; faisons
x = o dans 'expression trouvée pour p, il vient :

Pr=o =/CC3:po

Le produit £C, est donc égal a la pression spécifique du rail
sur le terrain au-dessous du point d'application de P; pour
déterminer cette quantité, servons-nous de la relation évi-

dente :
/ pdz=-.

En substituant pour p sa valeur el en intégrant il vient .
ee)

J- pdx — po / e—ux (cos ax -+ sin ox) dx
o W0

ot Al =120
= Mo | e—azcos oz | e
L « Jr =o0 43
par suite ¢
oP
Po=7
ol o désigne la constante définie par la formule (143), laquelle
est délerminée des que l'on connait le moment d’inertie du

profil du rail, le coefficient I'élasticité el la constante £.

Ezercice 33. — Une barre dacier de 80 cm. de longueur et
de section carrée de 6 cm. de c6té repose exactement sur le sol
parune de ses faces et supporte en son miliew une charge con-
centrée de 1.000 kg. Quelle pression cette barre exerce-t-elle

I ‘I il
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sur le sol aw maliew et @ ses extrématés, et quel est le travail
élastique du fer en ces points si l'on adimet que le terrain
éprouve une compression de 0,25 mm. sous U'influence d’une
pression de 1 kg. par em® ?

Solution. — Nous considérerons la partie de la ligne élas-
tique située & gauche du milieu et supposerons l'origine du
sysleme d’axe & ’extrémité gauche du prisme. Nous pouvons
alors appliquer directement la formule (142) ainsi que les con-
ditions & la limite exprimées par les équalions (144) et (145);

it . =a Ry A
de plus ici, par raison de symétrie — ==0 pourz=ae¢=40cm.,
o ax

d’ou la relation :

Cy (m, — m,) -+ Gy (m1 == m,) — C; (my + my)
—+ C; (m. — m;) = o.

Les constantes d’intégration sont ainsi déterminées. Pour
trouver leurs valeurs numériques, nous calculons d'abord .
Nous avons :

bh? 64
T gl = e = ‘.
H & = 108 cm

Nous prenons :

E = 22><10° kg. par cm*.

La constante £ est définie par I'équation (140), elle est de la
dimension d’un travail élastique ; sila pression exercée parla
barre est de 1 kg. par cm?, I'unité de longueur (1 cm.) exercera
une pression de 6 kg. Comme une telle pression produit une
compression du terrain de 0,25 mm., nous avons :

Y 2
=7 240 kg. par cm
et par suite :

240 <&
Ci-
k
Cc

= 0,0224 cm™*
!;><22><1057‘;;>< 108cm*

||‘|| I
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. 1l vient, en effectuant les opérations,
ra = 0,896,
ext — 2,450, e— «a — (},408, cos aa — 0,625,
sin ez = 0,781,
d’ol
ny, = 1,530, - my, — 1,912,
m, = 0.319.

Les éqnalions de condilion pour la détermination des con-
stantes C s'écrivent maintenant :

Cz"_‘cf,, J‘1:C3 +2 Cln
— 0,382 C, + 3,442 C, — 0.574 C, — 0,064 C, == 0 ;

d’ol résulle :
C, = 4,73 C,, C,=2C,, C,=2,73 C,.

I’équalion de la ligne élaslique est par suile :

y = Gy {4,713 eex cos oz 4 e sin ox - 2,73 e —#2 cos o

~+ e—a% sin oz };

de méme,la pression dela barre rapportée a1’unité de longueur
esl :

p=kC § 4,13 exx cos o.x -+ exrsin ax

~-2,73e — «# cos a.x -+ e—«x sin ax %;
faisons & = o, la parenthese prend la valeur 7,46. Désignons
par po la valeur de p pour-z = o, il vient:
po = 7,4‘6 /C Clr

d'oll découle la signification et la valeurde C,.

Soit pg la valeur de p pour 2 = a, c'est-a-dire au milien du
prisme, la formule donne :

. J0,
Pa=1"%

4,13 my+ my <+ 2,73 my 4 my,

16
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et en introduisant les valeurs trouvées pour les quantités m :
o = 1,36 Po

Nous avons ainsi déterminé le rapport entre la pression aux
extrémilés et la pression au milieu. Pour obtenir ces quanti-
tés en valeur absolue, nous utiliserons, comme précédemment,
la condition que la somme des pressions exercée par le prisme
est égale & sa charge. Pour effectuer I'intégrale [ pdz étendue
a tout le prisme, il suffirait, comme il ne peul s’agir ici que
d’obtenir une valeur approchée, de remplacerlaloi de réparli-
tion trouvée par une autre plus simple, par exemple une répar-
3=, - ‘J"('f . , “
lition parabolique pour laquelle le rapport — serait égal a la
. Po

valeur trouvée plus haut. Rien n’empéche du reste d’effecluer
I'intégration avec la vraie valeur de p, il vient :

o jca e cos ox dr — 1,221, ocl/aa e«r sin oz dr=0,691,

@ | e—wxcosor dz=0,78T, « fe—m sin oz dz=0,213,

oSO

et, par suite :

a L po 4733¢1,22140,691 42,713 0.78T40,213
ﬁ i T 0,024 =19,3p,

4
L’'unité de longueur est icile centimdlre, puisque o a 6té

calculé avec cette unité. Le double de I'intégrale ci-dessus est
égal 4 1000 kg., on a donc :

Si Pon avait adopté la répartition parabolique de la pression:

P =po—+ pi—;—,?i (2a z—z")

||‘|||||| |||||||||||‘||| T
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pour éviter les intégrales des fonctions exponentielles et tri-

gonomélriques, on aurait trouvé :

f pdr =2 -*;—{71 a = 49,6 p,,

I'approximation aurait donc été tres satisfaisante. Aussi vou-
lons-nous utiliser celte représentation approchée de la pres-
sion, pour calculer le moment fléchissant agissant dans la sec-
tion médiane de la barre. On trouve :
o +2pu Spa No
I\]a.:f (a—x)pch: ]J____;_ «w ——/_+—'J,Q
0 3 12

_ Pa+po

A— 4 L2
el, en substituant les valeurs numériques :

M, = 9560 kg. cm.,
d’ou
6Mg, 6 > 9560

— e =266 kg.par cm®.

On aurait pu prouver également M, sans difficulté a l'aide de
la relation

M, =il [d.z: ]a: = a.

Exercice 34. — Un corps de longueur [ repose sur le sol par
toute sa base et supporte dans la section médiane une charge
égale a P. La section transversale du solide est un rectangle
de largeur constante dont la hauteur varie de facon a ce que le
moment d'inertie de la section soit partout proportionnel au
moment fléchissant correspondant. Indiquer la loi de réparii-
tion des pressions sur le sol, ainsi que celle selon laquelle la
hauteur de la section doit varier pour que la condition du pro-
bléme soit remplie.

Solution. L'équation différentielle de la ligne élaslique peut
s’écrire :

I |||||||||||‘||| T
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Sy

ol ¢ signifie une constante, qui reste indélerminée dans le
cas parliculier, 'énoncé ne disanl rien sur le facteur de pro-
portionnalité entre M et 1.

En intégrant il vient :

y-——cf;—’—}—l(,z—}—K,.

du

Pour z— a
* d

— o, done:

K, = ca.

On trouve par suile :
p=rky=EFkK, —|—c—; (2ax — 7).

La loi de répartition des pressions sur le sol est exacle-
ment parabolique. Pour les pressions aux estrémités et au
milieu il vient :

cka?

posz!; pa:‘sz—*——_,—,

d’otr résalte :

p=po-+ B 20z — a¥),

comme dans le probléme précédent. On a de méme, aussi :

[}
2pa - po P
3 a = 2y

cka? : _E_

g Y7 90k

La forme de la ligne élastique, et, par suile, p sonl ainsi
absolument déterminés dés que I'onconnail les valeurs de ¢
et de £.
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Pour le moment fléchissant agissant dans une section
d’abscisse z(comptée a partir de'extrémité gauche), il vient :

1 5 Do " ferod — a0
le[; (x — u) pdu = = + (Pa — po) T
On tire de 1a 1 a I’aide de la relation :

E
Ee

I étant connu en fonction de x, la hauteur de la section I'est
aussi, puisque la largeur de celle derni&re est constante.

||‘|| I
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CHAPITRE SEPTIEME

DE LA RESISTANCE DES PLAQUES PLANES

§ 1. Théorie mathématique pour les plaques circulaires. — 8. Condi-
tious du probléeme, équations générales. — T9. Charge uniformément
répartie sur une plaque encastrée sur tout le pourtour. — 80. Plaque
encastrée & la périphérie et soumise i l'action d'une force unique P, agis-
sant au centre. — 81. Plaque reposant librement sur tout le pourtour
et soumise A I'action d’une charge uniformément répartie. — 82. Plaque
reposant librement sur tout le pourtour et soumise 2 'action d’une force
unique agissant au centre.

§ 2. Théorie approchée. — 83. Théorie approchée de Bach pour les plaques
circulaires. — 8%. Plaques elliptiques. — 85. Plaques carrées ou rectan-
gulaires.

Exercices, Nos 35 4 36,

§ 1.

THEORIE MATHEMATIQUE POUR LES PLAQUES
CIRCULAIRES

¥8. Conditions du probleme, équations générales.
— Nous !raiterons dans ce qui suit les deux cas : d'une force
unique agissant au centre de la plaque, et d’une charge uni-
formément répartie sur loute la surface. On résolvrait le pro-
bleme de la méme maniére s'il s’agissait d’une autre loi de
répartition des charges, a condition cependant que celles-ci
soient réparlies symélriquement par rapport au centre de la
plaque. Pour une loi de répartition quelconque, le probleme
devient si compliqué que, dans la plupart des cas, on doit se
contenter d’unc approximation.

[T |||||||||||‘|| ‘|||
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Les charges symétriques sont du reste celles que I'on ren-
contre le plus fréquemment dans les applications.

Nous admeltrons que la plaque est ou encaslrée sur lout son
pourtour ou qu'elle repose librement. Conlrairement & ce qui
se présente dans la théorie de la flexion des prismes, le cas de

la plaque encastrée est plus simple & lraiter que cclui de la
plaque reposant librement. Dans ce dernier cas en effel, les
parties de la plaque situées en dehors du cercle d’appui parti-

cipent au travail de la plaque, il n’est donc pas indifférent de
savoir de combien celle-ci dépasse le cercle d’appui. Nous sup-
poserons dans ce qui suit qu'elle ne dépasse que de fort peu,
de fagon & pouvoir négliger les aclions moléculaires dans la
parlie exlérieure au cercle d’appui. On peut naturellement
s'attendre a ce que le probleme présente certaines analogies
avec la théorie de la flexion des prismes. En parliculier, au
lieu d’une ligne élaslique, nous aurons & considérer une sur-
face élastique. Nous appellerons ainsi le plan médian déformé
de la plaque, et nous admettrons comme précédemment pour
le prisme, que les ordonnées y de la surface élaslique, mesu-
rées & partir du plan médian initial, sont des quantités (res
petites. Par raison de symétrie, y¥ ne dépend que de la dis-
tance z du point considéré & I'axe de symétrie perpendicu-
laire au plan médian; la surface élastique est donc de révolu-
tion. Nous négligerons les déformations des points du plan
médian paralleles & ce plan.

Il est nécessaire de faire certaines suppositions sur la nature
des déformations ; ces hypotheses jouent ici le méme rdle que
celle de Bernouilli dans la théorie de la flexion des prismes.
Nous admettrons que tous les points de la plaque situés primi-
tivement sur une droite perpendiculaire au plan médian se
trouvent encore, apres la déformation, sur une droite qui, par
raison de symaétrie, doit couper I'axe de symétrie de la pla-
que (4 moins qu’elle ne lui reste parallele). Une section an-
nulaire, faite par un cylindre dont I'axe coincide avec I'axe
de symétrie, se transforme donc, dans la déformation, en une
surface conique.

||‘|| I
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Ces hypotheses failes, nous allons établir, comme précé-

demment dans la théorie des prismes, une expression des

variations spécifiques de longueur qui se produisent dans la
déformation, puis nous en déduirons la valeur des actions molé-
culaires corrélatives. En un point distant de z de ’axe de symé-
trie, el distant de z du plan médian (fig. 54), il se produil des
dilatations tangentielles et normales que nous désignerons pars,
et &.. Le rayon z de la circonférence qui passe par le point
envisagé s’accroit de zp, par suite de l'inclinaison o que la
normale & la surface élastique prend par rapport & l'axe
de symétrie (I'angle » est toujours assez petit pour qu’il soit
permis de remplacer le sinus de I'angle par 'angle lui-méme).

La circonférence croit évidemment dans le méme rapport que

le rayon ; la dilalation tangentielle, au point considéré, sera
donc donnée par la relation :

(149)

Fig. 54.

Prenons une seconde normale 4 la surface élastique, dis-
tante de dz de la premiere, soit do I'angle qu’elles compren-
nent ; la fibre qui passe par le point z s’allonge, entre ces deux
normales, de zdw par rapport i la fibre correspondante située
dans le plan médian, et dont la longueur n’a pas varié.
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La dilatation dans le sens radial est.donc :

=52 . (150)

Cetle expression est la méme que celle trouvée dans la
théorie de la flexion des prismes ; nous avons ici en plus la
dilation ¢ qui, dans le cas du prisme, était indifférente. Nous
aurons donc, outre les actions moléculaires Ry (qui correspon-
dent aux actions moléculaires normales dans un prisme), des
actions dans le sens tangentiel R¢. D’apres la loi de l'élas-
ticité, ces actions moléculaires sont déterminées par les for-

mll

7 Rr= N 1 (mEr —l—El)? (/151)
d’ot, si P'on introduit dans ces formules les valeurs (149) et
(150), trouvées pour s; et ey :

Nt R G )
R, — _™E z<m@+g>. . S

me — 1 dx 2

(152)

La loi de répartition des aclions moléculaires le long d’'une
normale' & la surface élastique est donc linéaire tant pour
R/ que pour Ry; ces actions moléculaires sont proporlion-
nelles aux distances des points considérés au plan médian.

Les valeurs des actions moléculaires étant trouvées, nous
pouvons maintenant établir les conditions d’équilibre d'un
élément de la plaque. Menons, par 'axe de symétrie, deux
plans méridiens formant entre eux un angle infiniment petit
da. celui-cine subit pas de variation dans la déformation. Con-
sidérons encore deux seclions circulaires concentriques de
rayon z et z + dz. Les qualre sections précédentes déli-

[l ‘| [
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en général beaucoup plus grandes. Pour calculer o', nous uti-
liserons 'arlifice suivant: nous supposerons que la courbure
initiale de 'axe du prisme est due a l'action d’'un moment
fléchissant fictif My, agissant sur un prisme & axe rectiligne.
Le rayon de courbure o s’établira sous I'influence de
Mt —+ M. Nous devons admettre que le prisme fictif peut subir
cette déformation sans que la limite d’'élasticité soit dépassée.
Cette hypothese est remplie si le prisme réel ne subit pas de
déformations plastiques, lors de la flexion de p ap’, et si les
longueurs ds des fibres ne different pas & ’origine beaucoup
les unes des autres. En eflet, le prisme fictif doit se comporter
de p a p’comme le prisme réel ; or rien ne nous empéche de
choisir la limite d’élasticité de la matiére dont il est formé de
telle sorte qu’il puisse subir les flexions p et o' sans que celte
limite soit dépassée. Grace & cel artifice, le probléme est
maintenant ramené & celui qui a été traité a Particle 51. En
appliquant la formule (78)aux momentsM¢et Ms +M, il vient :

i M; 1 Mi—+M

¢ JE ¢’ IE

d’ott, en éliminant Mg,
(112)

semblablement, ’équation (77) donne pour la variation angu-
gulaire Ado de I'angle do, produite par M :

M
Ade— ds T (113)

olt ds désigne la longueur d'un élément d’arc de I'axe longi-
tudinal.

La répartilion linéaire des actions moléculaires normales
est aussi vraisemblable ici que dans le cas des prismes a axe
recliligne ; nous pouvons donc appliquer sans changement les
formules trouvées précédemment pour le calcul de I'intensité
des actions moléculaires.

L
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Ceci n’est toutefois plus exacl, ou devient douteux tout au
moins, lorsque la condilion : p tres grand par rapport aux
dimensions des seclions transversales, n’est plus remplie, car
alors les longueurs ds des fibres situées a des distances diffé-
rentes du centre de courbure sont trés différentes les unes
des autres, et les variations Ads de ces longueurs ne sont plus
simplement proportionnelles aux valeurs correspondantes de
R, mais dépendent de plus de la position de la fibre dans le
prisme élémentaire.

Les deux hypotheses fondamentales dont nous étions partis

pour déterminer les actions moléculaires et qui étaienl, comme
nous I'avons vu, équivalentes. conduisent donc ici a une con-
tradiction. L’hypolhese de Bernouilli des sections demeurant
planes dans la transformation et I'hypothese de la réparti-

tion linéaire des actions moléculaives deviennent incompa-
tibles.

Les résultats des expériences faites jusqu'a ce jour ne per-
mettent pas de se prononcer définilivement en faveur de I'une
ou de l'autre de ces deux hypotheses.

6%7. Discussion, — Anciennement, on penchait plutét a
admeltre la répartition linéaire des actions moléculaires sur la
section ; plus tard, la plupart des auteurs se sont basés sur
'hypothese de Bernouilli. Celle-ci entraine, comme nous ver-
rons, des calculs plus compliqués ; on pensait toutefois ne pas
devoir craindre la peine, les résullats devant étre plus exacts.
Il y a quelque temps, I'auleur a moniré que les résultats d’es-
sais fails sur des prismes curvilignes ne semblent pas confirmer
cette opinion. Ces résultats, peu nombreux il est vrai, concor-
dent au contraire beaucoup mieux avec les valeurs calculées
en admettant la répartition linéaire des actions moléculaires.
Si donc, d’une part, il n’est pas absolument démontré que cette
derniere hypothese soitdans tous les cas conforme a la réalité,
il n’y a, d’autre part, aucune raison pour le moment de s’en
tenir & I'hypothese de Bernouilli, qui conduit & des calculs

10
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compliqués dont I'exactitude est moindre que celle de formules
Lres simples.

Nous admellons par conséquent dans cet ouvrage, ainsi que

nous I'avons fait dans un travail paru il y a quelque temps,

la loi de la répartition linéaire des actions moléculaires, bien
que dans les ouvrages parus récemment (avant le travail men-
tionné) I'hypothese de Bernouilli soit partout admise (*).

Ce dernier fait montre comment une hypothése absolument
arbitraire en elle-méme (celle de Bernouilli par exemple), lors-
quelle fait ses preuves dans un domaine déterminé (tflexion des
prismes a axe rectiligne), est ensuite étendue a d’autres cas
sans que l'on songe & en conlrdler & nouveau lexactitude.
L’hypothese de Bernouilli a joué pendant longlemps dans la

mécanique technique le méme role qu'un
axiome en géomeétrie, et beaucoup de techni-
ciens la cousiderent encore actuellement
comme telle. Il n’est pas nécessaire d’insister
encore sur la fausseté de ce point de vue.
Chercher & élendre & un cas plus général
unc hypothese exacte dans un cas particulier,
est une tenlative tres naturelle, 3 laquelle on
ne peut lrouver a redire, & condition cepen-
dant de ne pas oublier que seule la vérifica~
tion expérimentale des formules est en état
de prouver que I'on était sur la bonne voie.

Etablissons maintenant les formules auxquelles conduisent
chacune des deux hypotheses précitées. Admetlons que les
seclions restenl planes dans la déformation et. considérons le
prisme élémentaire, fig. 43. O vient en O’ dans la déforma-

1. On a publié dans Pintervalle des résultats d’expériences faites sur des
prismes & axe curviligne. Les résultats d’une longue série d’essais pratiqués
par l'auteur sur des crochets d'attelage de wagons ont confirmé absolument
son opinion. Des essais faits par M. le prof. von Bach de Stuttgart et répétés
ensuite par l'auteur avec des prismes en fontede fer ont donné pour les actions
moléculaires des valeurs plus grandes que celles qui résulteraient de la loi
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tion ; pour une fibre quelconque, distante de  de I'axe du
prisme NN, on a :
ds= (r+y)dy
si 'on désigne par » la distance de I'axe NN au point O. La
variafion de longueur qu'éprouve ds est :
Ads = y Ad>»
par suile, en comparant ces deux résultats, on lrouve :

Ad. 4 Adx
R:E-LS‘:L—E—? {114)
ds r+y dy

R n’est plus, comme on le voit, une fonction linéaire de ¥ : si
I'on représente R en fonclion de  on oblient un arc d’hyper-
bole. Les lensions moléculaires devant former un couple,

puisqu’elles font équilibre au moment de flexion, on doit avoir :

/RdF:o

Cette équation de condition permet de déterminer la posilion
de I'axe neutre ; en introduisant pour R sa valeur (114) ona:

y ¥
fr—{—g/dF_o (115)

Ainsi, suivant I'hypothese de Bernouilli, 'axe neutre d’une
section transversale ne passe plus par le centre degravité de
celle-ci. Lorsque la forme de la section est donnée, la for-
mule (115) permet de calculer la distance de cel axe au centre
de gravité comme on le verra dans I'exercice 26, a lafin du
chapitre. étant ainsi délerminé, nous pouvons calculer Rau

fan’F: M

laquelle devient, en mettant pour R sa valeur :

moyen de I’équation :

de réparlition linéaire. 11 faul lenir comple nalurellement des propriétés.
spéciales de la fonle de fer qui rendent incertaines les valeurs calculées,
quelle que soit I'hypothése admise au sujet de la répartition des tensions.
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1 2 [ L gF=M.
% ) gyt

Si g esl pelil par rapport a ». 'intégrale est sensiblement
ézale au moment d'incrtic 1 de la section relatif & I'axe neu-
tre. Si celle condition n'est pas remplie, on peut développer
I'expression sous le signe j° en série et prendre autant de ler-
mes qu'on le juge nécessaire. Il vient :

y? L ‘:?_11R‘ﬂ 1 1"ﬂ 5
ferF = ’_<‘/:/(/1 r/y,/b+r_2/,/(1b +-)

pour abréger, nous poserons la parenthese égale & 1" (il ne
s'agil le plus souvent que d'une valeur différant peu del); la
formule s'écrit alors :

Mr o de

r dp

el par suite, I'équation (114) s’écril finalement :

ry M .
R = 5 (116)

Si y élait négligeable devanl », la formule (116) deviendrait
identique a celle qui a été lrouvée pour le prisme i axe rectili-
gue. Dans certains cas, par exemple pour un crochet d’attelage
ou de grue, la différence entre les résultals des deux formules
peat ctrede 30 0/0. Elle est donc si considérable qu’il ne se-
rait pas possible de remplacer la formule (116) par I'ex-
pression :

R==y (117)

M
1
qui repose sur 'hypothese de la répartition linéaire des ac-
tions moléculaires, s’il élait démontré que la formule (116) fit
plus exacte que (117). Or nousavons vu que tel n’est pas le cas;
nous ne tiendrons donc pas comple de I'expression (116) dans
ce qui suit.
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En adoptant la loi de la répartition uniforme des actions
moléculaires exprimée par (117), nous admettons implicite-
ment que les sections transversales ne restent pas planes dans
la déformation, méme dans le cas ou il n’agit sur la section
qu'un moment fléchissant, sans effort tranchant. Il faut alors
préciser ce que nous entendons par la variation élastique Ado

de I'angle do des plans de deux sections : nous entendrons
par Adyp la variation de I'angle compris entre deux tangentes
infiniment voisines de la fibre neutre ; cette variation se cal-
cule & I'aide de 1'équation (113), dans laquelle ds est la lon-
‘gueur de 1'élément de Gibre neutre.

§2

APPLICATIONS

68. Arc a deux articulations aux naissances. — Soit
donné un prisme a axe curviligne dont les extrémités peuvent
tourner librement autour de deux tourillons. Il s’agit de dé-
terminer les réactions de ces points d'appui lorsque le prisme
est soumisd un systeme de forces extérieures Le probleme
est statiquement indéterminé,le nombre des inconnues étant de
quatre (les composantes des réactions des appuis), tandis que
les conditions universelles d’équilibre ne fournissent que 3
équations. '

Les tourillons autour desquels les extrémités peuvent se
mouvoir portent le nom d’articulations. L’arc & deux articu-
lations est pris assez fréquemment comme type de pont en fer.

La fig.}44 en donne la disposition ordinaire : les deux arti-
culations sont situéesd la méme hauteur.Les composantes ver-
ticales des réactions des appuis se calculent sans difficulté, en
formant 1’équation des moments pour chacun desdeux points

d’appui.

I ‘I il
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Quant aux composantes horizontales H, nous pouvons seu-
lement dire qu’elles sont égales et de signes contraires. Leur
intensité,/a poussée horizontale del'arc, est'inconnue stati-
quement indéterminée du probleme, qu’il s’agit de déterminer
tout d’abord. On reconnait en effet qu’une fois cette quan-

figure 144

tité connue on peut établir sans difficulté aucune le moment
fléchissant, I'effort tranchant et 1'effort normal pour une sec-
tion traversale quelcongue. Nous pouvons donc nous borner &
rechercher H.

Nous emploierons d’abord a cet effet le théoreme de Casti-
gliano sur le travail de déformation minimum. Soit z ’ordon-
née de la fibre moyenne correspondant & une abscisse z, le
moment fléchissant dans la section transversale est

M =M, — Hz (118)

ol Mp signifie le moment des forces extérieures par rapport a
la section considérée, c'est-a-dire le moment fléchissant qui
agirait sur la section si I’axe du prisme était rectiligne ; Mp est
donc de la forme

My==Az —3 P (z —p)
0

c’est une quantité connue, les forces extérieures étant don-

nées. Le travail de déformalions emmagasiné dans le prisme

élémentaire se calcule d’apres la formule (88); en négligeant
13
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I'action de I'effort normal N et de I’effort tranchant, on trouve
pour I'arc entier :

M= M,-——]]
A j“ zs_'/ ’ ds (119)

I'intégrale étant étendue & tout Paxe.

g dA e 3
Nous formons maintenant i o égalons cette quantité & zéro

Il vient en différenciant sous le signe f:

(zé__‘_ (Nlb—HZ) d C
dH TR
=—f-—-fzs+nf—~’~=o

/"My =ds

TE=EA B (120)

' 2%ds
J
le coefficient d’élasticité E est une constante; sil’on suppose
également I constant sur toute la longueur de I’arc, ona :

S Mhsds
s | (121)

Les intégrales qui entrent dans cette formule peuvent tou-
jours étre déterminées, soit directement, soit & l’aide d’une
quadrature mécanique.

Appliquons les formules précédentes au cas trés simple ot
I'axe longitudinal est une parabole dont I’axe vertical par-
tage la portée de I’arc en deux parties. égales et ou les char-
ges sontréparties uniformément sur la projection horizontale
del’arc. Ce cas est plus important qu’il ne semble tout d’abord,
On peut en effet, sans commettre une grande erreor, remp']a-
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cer toutarc symétrique et de faible courbure par un arc de
parabole passant par les deux points d’appui et le point le plus
bas et simplifier ainsi nolablement les calculs.
Nous trouvons ici :
n f}z"- ;
My 5
g désignant la charge par unité de longueur.
La surface des moments est donc limitée par une parabole ;
en choisissant convenablement 1'échelle, il serait possible de
faire coincider cette courbe avec ’axe du prisme.

e : al?
Au milieu de Vaxe, M, dev1entT et z— h, on peut donc

aussi poser :

My = = 7z :

si 'on introduit cette valeur dans la formule (121), il vient,
tous calculs faits :
L

" (122)

Cette valeur de H annulel’expression de A,comme il résulte
de P’équation (118). En général, si I’on peut trouver pour I’in-
connue staliquement indéterminée une valeur telle que le tra-
vail de déformation soit nul, cette valeur correspond néces-
sairement & un minimum de A, le travail de déformalion ne
pouvant étre négatif. Nous aurions pu déterminer H en nous
basant sur cette remarque. Il convient de remarquer que ]es
formules (121) ou (120) ne donnent pas la valeur exacte aen,
en effet, 'application de charges, si petites soient-elles, produit
nécessairement une déformalion et A ne peut étre nul comme
nous le trouvons.

La raison de cette contradiction est que, dans les calculs,
nous n’avons tenu compte que du moment de flexion. Pour
obtenir des résultats exacts, il faudrait lenir compte de I'effort
normal N. On peut négliger le travail des actions moléculai-
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res tangentielles, et cela avec plus de raison que lorsque I’axe

du prisme est recliligne, car ces.aclions moléculaires sont
moins intenses dans les prismes & axe curviligne. On pourrait
du reste introduire ce terme dans 'expression du travail de
déformation, exactement comme nous I’avons fait précédem-
ment pour le prisme droit. Ce n’est loulefois d’aucune impor-
tance pratique ; aussi ne le ferons-nous pas.

Si R est l'intensité d’actions moléculaires normales unifor-
mément réparties sur la seclion transversale I*, R étant donné
par ’expression

N
R :;)

ces forces fournissent un travail dans I'allongement du prisme
élémentaire, qui, rapporté a l'unité de volume, est égal &
(éq. 42):

en multipliant par Fds, le volume du prisme élémentaire, il
vient :
N2

R*F
(]A:':E ds —_—QEFdS

Supposons qu'une fois celte déformation accomplie nous
fassions agir le moment de flexion M. Celui-ci occasionne une
rotation d’'une des sections du prisme élémentaire, relative-
ment & 'aulre, et, d’apres hypothése dela réparlition linéaire
des actions moléculaires, cette rotation a lieu autour d’un axe
passant par le centre de gravité. Dans ce mouvement, les

points d'application des actions R:I% se déplacent, nous de-

vons calculer le travail qu’elles fournissent dans ce mou-
vement. Le chemin parcouru par le point d’application de
I'aclion moléculaire agissant sur l'élément superficiel dF,
distant de y de I'axe neutre est

yAde
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le travail total de ces actions moléculaires sera done

Nade 7 ...
o / ydF

or l'intégrale [ydF est nulle, puisque I'axe neutre passe par

le centre de gravité de la section. Les actions moléculaires
normales duesa |'effort normal N, ne fournissent donc pas de
travail durant la déformation occasionnée par le moment flé-
chissant M.

Inversement, on démontrerait que le travail des actions
moléculaires qui se développent sous l'action de M est nul
durant la déformation produite par N.

Nous avons donec maintenant, au lieu de 1'expression (119),
la valeur suivante :

1 1 [N
A:E’.‘ 'l'-fi(.!)—l—:j!-L 'ﬁadb
d’otr

A Mpz 2 N dN
—— d —~ —_— — —
aH fIE { +H_[1Eds+_ BF af =0

I faudrait connaitre N en fonction de H; pour des arcs de
faible courbure, on peut poser approximativement H = N : H
et N étant dans ce cas tres grands, I'erreur commise est tres |
petite. On a alors :

dN

—

dH

et ’équation précédente donne :

My sds
IE

H=—7"or =
g 8
f wd+ |
ou, si I'on suppose I et E constants :

SM,, =ds
= J'(s”—|—~ t*)ds
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t désignant le rayon de gyration de la surface F, de sorle que
I
=

La comparaison de cette formule avec I'expression (121)
montre l'influence de la considération de 'effort normal N sur
la valeur de H. Tant que ¢ est petit par rapport a z, les deux
valeurs de H fournies par (121) et (124) different fort peu 'une
de I'autre; or celte condition est trés généralement remplie. Il
suffit donc le plus souvent de calculer H a 'aide de la for-
mule (121).

=

69. Autreméthodepourdéterminerla poussée hori-
zontale. — Elant donnée 'imporiance pratique du calcul de
la poussée horizonlale, il nous parait désirable d’indiquer
encore une autre méthode pour le calcul de celte force.

Supposons I'arc encastré a I'exirémilé gauche, tandis que
I'extrémité droile est absolument libre, et admeltons que,
seul, un élément ds de I'arc subisse une déformation, tandis
que tout le reste de I'arc conserve sa forme initiale.

Par suite de la déformation de ds, la partie de I'are (fig. 18)

située & droile de cet élémenl tourne relativement & la partie
de gauche d’un angle Adp, chague point décrit un arc de
cercle, dont le centre se trouve au milieu de ds et dont 'angle
au cenlre est Adyp. Sur la figure, le rayon w de Parc de
cercle décrit par I'extrémité droite du prisme est indiqué en
pointillé.

+ Le chemin décril par cette extrémité est égale & wAdyp.
Pour reconnaitre de combien laportée de I'arc s’eslaccrue par
suite de la déformation subie par ds, supposons que l'arc

Il |||||||||||‘||| T[T
p* 9 10 11 12 13 14

II‘IIII
7 unes






PRISMES A AXE CURVILIGNE 199

enlier tourne sans se déformer autour de I'extrémité gauche,
jusqu’a ce que l'extrémité droite se trouve de nouveau sur
I'horizontale primitive. Les chemins parcourus successive-
ment par I'extrémité droite forment I'hypoténuse et un coté
d’un triangle reclangle infiniment petit, tandis que le troi-
sitme cOlé représente précisément la variation dAl de la
portéc. Dans ce triangle, 'un des angles est égal 4 ’angle
compris entre le rayon w et la verticale. Nous avons donc

dAl=w Adyp cosa =z Adyp.

En appliquant successivement le méme raisonnement a
tous les éléments ds de 'arc, nous trouvons pour la variation
totale A/ de la portée /de l’arc :

Al:/z..\dap: = ds (125)

Nous n’avons pas tenu compte ici de Paction de leffort
normal ; il est cependant facile de la considérer. Si I'arc est de
faible courbure, on peut poser pour expression de la variation
correspondante :

M
EF

Ce terme est naturellement négatif, la poussée horizontale
tendant a diminuer la portée de I'arc; A/, dans!’équation
(125), est positif si M I'est aussi, car un moment positif d’apres
nos conventions tend & diminuer la courbure de 'arc et par
suite & en augmenter la portée.

Dans les déformations réelles que subit 'arc, la portée reste
invariable. Nous avons donc I'équation de condition :

M= H
ﬁ ds — E—F =0
En mettant pour M sa valeur (éq. 118) et en résolvant par
rapport & H, on retombe sur les valeurs trouvées précédem-
ment, savoir sur la formule (120) si I'on néglige le second

terme, et sur (123) si Pon en tient compte. Nous avons
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toutefois ici / au lieu de f'ds; ce fait provient naturellement de

I'estimation arbitraire du terme de correction.

On peut aussi procéder en supposant pour un instant que
I'extrémité droite de la pitce est munie d’une glissitre. Le
moment fléchissant est alors simplement M, par conséquent
I'augmentation de la portée est :

AZ::: Eb_zds
1IE

Appliquons maintenant sur le palier mobile de droite une
force horizontale H, telle qu’elle compense I'allongement A/, de
sorte que l'arc se trouve ramené dans sa position définitive.
La force H produit des moments fléchissants négatifs Hz ; le
raccourcissement correspondant de laportée est (équation 125)

fH—z’ds

/M“d-— f‘-’i ds

de laquelle résulte H. Si on le jugeait nécessaire, on pourrait
également tenir compte de la déformation due & TPeffort
normal.

d’ot I'équation

Ces dernieres méthodes ont sur Iapplication des théories
de Castigliano I'avantage d’étre plus claires. On voit mieux la
signification de chacun des termes des diverses formules. Par
contre, elles exigent une connaissance exacte des différentes
phases du phénomene, tandis que la méthode de Castigliano
conduit directement au résultat.

%0. Influence des variations de température, — Sj
le systeme des forces extérieures qui agit sur un corps est
isoslatique, les variations de température sont sans influence
sur les actions moléculaires développées dans le solide. En
effet, les forces de liaison peuvent alors étre déterminées a
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l'aide des équations universelles de 1'équilibre et sont tou-
Jours nulles si les forces extérieures le sont, quelle que
soit la température a laquelle le solide est soumis. Si
donc toutes les forces extérieures sont -nulles, il faut que,
dans chaque section transversale, les actions moléculaires se
fassent équilibre entre elles ; ceci n’est possible, en vertu de
Phvpothese de la répartition linéaire des actions moléculaires,
que si elles sont nulles.

Dans le cas d’'un échauffement inégal des diverses parties
du solide, il peut s’établir a I'intérieur du corps des forces
élastiques qui ne sont plus réparties suivant la loi de réparti-
tion linéaire ; il n’est alors plus exact de supposer les forces
intérieures nulles, lorsque les forces extérieures le sont. Un
excellent exemple d’actions moléculaires développées par suite
d’un échauffement inégal est donné par les actions moléculaires
latentes de fabrication qui se développent dans les pieces de
fonte refroidies irrégulierement apres la coulée et dont
certaines parties se sont solidifiées, tandis que d’autres étaient
encore fluides. Souvent, ces actions latentes atteignent une in-
tensité voisine dela limite de résistance, de sorte qu'une charge
tres faible suffit pour causer la rupture de la piece. Remar-
quons en passant qu’il est possible de faire disparaitre ces
forces ou tout au moins de diminuer leur intensité en portant
la piece au rouge ou, comme l'ont démontré des expériences
récentes, en la soumettant & des charges réitérées dont on
augmente insensiblement I'intensité.

Nous exclurons ce cas et admettrons qu’a I’état initial le
corps n’est soumis & aucune force intérieure, que la tempéra-
ture varie partout uniformément et enfin que le coefficient de
dilatation est le méme en tous les points du solide. Dans ces
conditions, si le corps n’est sollicité par aucune force exté-
rieure et s'il subitune variation de température, il se dilate en
restant géométriquement semblable & sa forme initiale. Il n'y
a alors aucune cause pour que des forces intérieures se déve-

loppent.
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Si, par contre, le solide est sollicité par un systzme de forces
hyperstatique, il peut arriver que par suite des liaisons aux-
quelles il est soumis il lui soit impossible de se dilater libre-
ment, en restant semblable & lui-méme. Il se produira de ce fait
de nouvelles forces de liaisons indépendantes du systeme des
forces extérieures. Les quantités statiquement indéterminées
que ’on a & déterminer dans le calcul des pices soumises & un
systéme de forces hyperstatique ne dépendent donc plus de ces
forces seulement, mais aussi des variations de température.

L’arc & deux articulations aux naissances est un exemple
des cas de ce genre. S'il subit une élévation de température il
ne peut se dilater en restant semblable & lui-méme puisque la

portéede I'arcreste invariable ; il se produira donc une poussée
horizontale qui s’oppose & I'allongement de la corde de I'arc.
Cette force développe dans le prisme des moments fléchissants,

des efforts normaux et transversaux et par suite des actions
moléculaires qui viennent s’ajouter & celles provenant des
forces extérieures. En général, l'intensité de ces forces est
assez considérable pour qu'’il soit nécessaire d’en tenir compte
dans les calculs de résistance.

Pour les constructions établies en plein air, les ponts par
exemple, on admet des variations de température de 40° en
dessus et en dessous de la température correspondant & I'état
initial. Une pareille variation produit dans une construction
en fer une dilatation linéaire d’environ 1/2000 des dimensions
primitives. Par exemple, la distance des points d’appui d'un
arc & deux articulations de 50 m. de portée initiale tendrait a
s'allonger de A/ = 28 mm. L'augmentation de la poussée ho-
rizontale devrait étre assez grande pour que la déformation
produitecompensat exactement Al. Posons d’une fagongénérale
ladilatation del’unité de longueurégale 1 et ne tenons compte
que des moments fléchissants produits par II ; il vient comme

plus haut :
Hz?
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d’ott I'on tire pour la poussée horizontale causée par la varia-
tion de température

(126)

On traiterait de méme l'influence sur H d’un déplacement
possible des culées.

On peut délerminer facilement aussi les forces de liaisons
dues & des varialions de tempéralure & l'aide des théorémes
de Castigliano. Soit U I'une de ces forces de liaison, et suppo-
sons la liaison correspondante supprimée : le solide pourra se
dilater librement en ce point ; soil « le chemin décrit dans
cettedilatation par le point d’application de U, mesuré suivant
la direction de U. On pourra toujours calculer facilement u
lorsque 7 est donné. Il faut évidemment que U soit telle que
le déplacement u disparaisse.

En vertu de la formule (95) nous avons done

dA
i

Cette relation remplace la formule
dA 3
du
qui sert & calculer U, lorsqu'il n'y a pas de variation de tem-
pérature.

U n’est pas nécessairement une force, ce peut étre aussi un
couple ; il faut alors entendre par u la rotation que ferait le
solide considéré si la liaison était supprimée.

Appliquons ces résullats & I'arc & deux articulations.

7

Nousavons U= H et u= — n/, I'équation (127) devient:

en metlant pour A savaleur (119), dans laquelle My est égal
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a zéro, puisqu'il n’y a pas de forces extérieures, nous obte-
nons :

dA
dH

o
HL I‘E d.\' — qJ

d’otirésulte la méme valeur pour H que celle trouvéeprécédem-
menl (formule 126).

1. Are euncastré aux deux extrémités. — Les incon-
nues slatiquement indéterminées du probleme sont au nom-
brede 3; nous avons en effel 6 inconnues en tout : les compo-
santes verlicales et horizontales des réactions des appuis et
les moments des couples agissant dans les sections d’encastre-
ment.Commeinconnuesstatiquementindéterminées, nous pren-
drons la composante verticale B et la composante horizontale
Hdelaréactiondel’appui de gauche, ainsi que le moment M, du
couple dans cette section; il vient alors, si I'on conserve les
notations précédentes, pour le moment de flexion M dans une
section transversale quelconque d’abscisse z :

M =M, 4Bz — Hz — 2P (z—p).

o

En particulier, sila charge est répartie uniformément sur la
projection horizontale de I'arc:

qa?

M=M0+BZI:—' HZ—'—2'

Pour plus de simplicité, nous négligerons les eftorts nor-
maux dans le calcul du travail de déformation ; nous avons

donc simplement :
i [ M2
A :é_/‘ﬁ (l{‘

En égalanta o les dérivées partielles de A prises successi-
vement par rapport & B, H et M, nous obtenons les trois équa-
lions de condition : '
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da MM (M
—— = = (a8 ==
as — Jumas ) m ™

dA  [MaM /s
b P e S sl N T—— "1}
a = ) Gian" J "

dA (M dM ey e i
aMo ) Bl ™ f w0

Apres avoir remplacé M par sa valeur, on pourra résoudre
ces trois équations par rapport & B, H et My. Les intégrales
qu'elles renferment peuvent toujours étre évaluées graphi-
quement si l'intégration direcle présente trop de difficultés.
Les 3 inconnues restantes se déterminent ensuite & l'aide des
condilions générales d'équilibre.

Recherchons quelles valeurs prennent les quantités B, H et
M, lorsque I'arc ne subit qu’une variation de lempérature.
Supposons I'extrémité gauche de I'arc libre, on reconnait que,
seul, le point d’application de H subit un déplacement dans
le sens de la force (a4 condition naturellement, que les deux
appuis soient & la méme hauteur).

Nous avons donc les trois équalions :

»

j1

dans lesquelles M est simplement :
M, + Bz — Hz

puisque, par hypothése, iln’y a pas deforces exlérieures.
On en tirerait comme plus haut les valeurs B, H et M,.

¥2. Résistance dun anneau ou d’un tube travail=-
lant a la compression ou a Pextension dans un plan
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diamétral. — Lafigure 46 représente un corps de forme annu-
laire comprimé dans le plan verlical entre deux plaques avec
une force P.Unluyau situé sous une chaussée subit des efforts
analogues lorsque passe une voiture chargée.Si nous considé-
rons au lieu d’une compression une exlension de méme inten-
sité, les déformationset les actions moléculaires sont les mémes
en valeurabsolue; seul leur signe change. Un maillon de forme
annulaire d'une chaine chargée 2 unc extrémité travaille
exaclement dans ces conditions. Il suffit par suite de traiter
I'un des cas, celui de la compression par exemple.

On reconnait immédiatement que ’on peut se borner a

¢

G

4=

1
]
]
]
I
|
1
'
a1
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1
]
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I}
'
]
‘
\
!
'
v

fig. 46

considérer un quadrant, les trois autres se trouvant dans des
condilions absolument analogues. Envisageons le quadrant
supérieur de gauche et supposons-le séparé du reste du corps.
Pour que rien ne soit changé, nous devons appliquer sur les
surfaces de séparation des systémes de forces extérieures équi-
valents aux systtmes des actions moléculaires qui agissaient
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précédémment sur ces sections,Pour lasection transversale ho-
rizontale, larésultanie de ce systeme, que nous pouvons sup-
poser passer par le centre de gravité, est évidemment perpen-
diculaire la seclion par raison de symétrie ; en effet, les deux
quadrants qui se joignent suivant cetle section travaillant
dans des condilions absolument semblable, I'action et la réac-
tion qu’ils exercent I'un sur I'autre doivent étre dirigées par
rapport & 'un exactement comme par rapport & I'autre : ceci
n'est possible que sil’angle qu’elles forment avec le plan dela
seclion est droit; de plus, en considérant I'équilibre d'une
moitié du corps, on voit que la résultante agissant sur la

- : ; . P
section iransversale horizontale est égale a -

Soit M, le moment du couple inconnu agissant sur celte
section. Le moment fléchissant M dans une seclion trans-
versale quelconque dont le plan est incliné de 'angle o sur
I'horizon est donné par la relation :

P
M=M0—|—2-(r—— 7 €OS )
L’effort normal N agissant sur la section est égal & :

P
S Ccos ¢

Nous ne considérons d’abord que [linfluence de M dans le
calcul des déformations, celle-ci étant assez prépondérante
pour que l'on puisse se borner & tenir compte d’elle seule
dans les calculs pratiques.

La déformation du quadrant est soumise & la condition que
les sections extrémes demeurent perpendiculaires entre elles.
En effet, & l'axe longitudinal correspond un angle de 360°,
lequel ne subit aucune variation tant que 'axe longitudinal
ne cesse pas d'étre une courbe fermée, c’est-a-dire tant qu'il
n’y a pas rupture. De plus, les quatre quadrants travaillent
dans des conditions absolument semblables ; I’angle au centre
de 90° qui correspond & chacun d'eux ne doit donc pas non

|‘||||
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I

plus subir de variation. L’équation de condilion nécessaire
pour déterminer la seule inconnue staliquement indéterminée
du probleme, M,, est donc la suivante:

™

‘9
j Adc_o:o
(]

nous avons trouvé précédemment :

Mds
Ady=Tg
par suite :

]_) r

Mo+ = — 22 cosg)rdsp

IE

Ade=

Si I’on subslitue celle valeur dans 1'équation ci-dessus et
sion laisse de coLé les facteurs constants I, E et », on obtient :

2

3
2
j‘: (M, —|—1¥—Prcos?)d{: =0

2P7'= — 0,182 Pr

Ainsi, aux extrémités du diametre horizonlal, le moment
fléchissant estnégatif : il tend par conséquent & augmenter la
courbure.On pouvail du resle s’atlendre & ce résullal en consi-
dérant la tigure. Celle-ci laisse reconnailre de méme que le
moment fléchissanl aux extrémilés du diametre vertical est
positif.

Dans Vexpression de M, le second terme est positif, M, est
donc le moment maximum de signe négalif. Le plus grand

e %) ™
moment positif correspond & la valeur ¢ = ~; on trouve :

[l ‘| [
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M, =—=—0,318P.

9 C

C'est donc aux extrémilés du diamelre vertical que le mo-
ment fléchissant atleint son maximum absoluel par suite que
le travail de la matiere est le plus considérable.

Si le solide considéré est par exemple un tube de longueur /,
dont I'épaisseur des parois est 9, la section transversale est un

o 191 Y
rectangle dont le moment de résistance est o onoblientdone
pour le travail élastique maximum :

6Pr

= (128)

w{9*

Tenons mainlenant compte de l'influence de I'effort normal
sur les déformations. On a, formule (111) :

Pl Mrdsp
T ST

donc dans le cas qui nousoccupe :

Pr
o1g O

noll P B —*—Mor
S '—[2‘151? Cose + g F

—7rCc0s zp)] dy

5 = a__ iy (o 7 e ) 2
en intégrant entre les limites o et ~el en égalant I'intégrale a

zéro, nons obtenons :

P Myr w rr7 o Ppe
ol

9FE ' Rl 2 ' 91 2 2Bl

d’oli nous tirons :

Mi=— (l‘r S Q—i— W!)

2T ™

ol ¢ désigne le rayon de gyralion de la section lransversale
relatifa I'axe principal parallele & I'axe du tube. En particu-
14
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:
. 7 = g2
ller pour une section rectangulaire- nous avons#*= —, par

-

suife :

/2 02
M; = —P» (5=
I 192r25

N

Le terme représentant l'influence de I'effort normal n’alteint
une valeur notable que si I'épaisseur du tube est trés grande
comparalivement a son rayon.

Nous trouvons ici :

) P P 'J‘
}1 w— )Iu = I_: — l—!(‘1 Famny = j;) (1291
5 2 12 =

by

Ce moment fléchissant est-un peu plus petit que ceiui que
nous avions lrouvé précédemment, ¢’est-a-dire quele tube peut
supporler une charge un peu supérieure a celle que donne la
formule (128). L’expression exacte de R serait :

GPr

R=—r(1— !7) (130)

Pour 8 _—_%, le second terme de la parenlhese est égal &

environ 0,003 ; on peut doncle négliger sans commettred’erreur
appréciable tant que les parois du tube ne sonl pas trop
épaisses ().

Calculons encore l'allongement Ad du diametre horizontal,
nous pouvons utiliser la formule qui donne I'augmentation de
portée d’un arc ; nous avons, formule (126) :

4. 1l résulte d’une série d’essais faits par l'auteur sur des anneaux en
acier que ceux-ci supportent, avant de subir des déformations plastiques,
une charge de plus de 50 0/0 supérieure & celle que donne le calcul. La
raison de ce phénoméne est probablement la suivante : sous Pinfluence dela
charge, I'anneau subit des déformations plastiques trés petites, quiéchappent
4 nos moyens de mesure, aux points ol le travail élastique est le plus
grand. Ces déformations entrainent une autre répartition des actions molécu-
laires dans les sections transversales, cequipermetal'anneau de supporter des
charges plus grandes que celles données par la formule, laquelle naturelle-
ment cesse d’étre applicable sitot que la loi de ITooke n’est plus satisfaite.
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Ms ,
= le
IE

_
AL~ |

nous aurons maintenant Ad au lieu de A/, de plus:

P \
M=M,+ (Pr—rcosgo) el z=rcoso

Il suffit d’étendre l'intégrale 2 un quadrant seulemen! et

- o 3
de doubler le résullat. Posons immédiatement I:%, afin de

traiter completement le cas da tube (ou celui d’un anneau de
section rectangulaire). Il vient, tous calculs faits:

. Pridi—= oy IR 723

Nous aurions pu naturellement employer les théoremes de
Castigliano pour arriver aux résultals ci-dessus. Nous allons
montrer comme ces théoremes peuvent servir & résoudre un
cas plus général.

Soit (fig. 47) un corps de forme annulaire soumis & ’action
d'un sysieme de forces normales & la face extérieure (ou a la
face intérieure) ct conslituant un systeme en équilibre.
Il s’agit de déterminer le travail
¢lastique de la maliere dans une
section transversale quelconque.

Menous une section mm & tra-
vers ’anneau. Les actions molé-
colairesagissant sur cetle section
peuvenl étreramenées & un effort
normal Ny, & un effort tranchant
To et & un couple de moment
M,. Si ces trois quantités étaient
Fig, 47 connues, on pourrait déterminer

immédiatement les quantités

3

correspondantes N, T, M relatives a une section transversale

||‘|| I
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quelconque, faisant un angle ¢ avec la section mm ; 1l serait
facile d'en tirer ensuite la valeur du travail élastique de la
matiere. Le probleme consiste donc & déterminer les valeurs
de Ny, To et M. La marche & suivre est semblable & celle em-
ployée & l'article 71, car nous pouvons considérer I'anneau
comme un arc encastré aux extrémités ; le fait que dans le
cas particulier les deux extrémités coincident ne change
rien au raisonnement. Nous formons donc comme précé-
demment l'expression du travail de déformation A, pour
laquelle il suffit en général de ne tenir compte que des mo-
ments de flexion, puis, en égalant a zéro les dérivées partielles
de A prises par rapporl aux quantités No, T, et My, nous obte-
nons trois équations qui, jointes aux conditions d’équilibre,
suffisent pour déterminer My, Ny, Ty sans ambiguité. En effet,
les points d’application de N, et de T, ne se déplacent pas, et le
plan du couple M, reste fixe dans I'espace puisqu’en réalité
I'anneau ne présente pas de solution de continuité le Jong de
la section mm. Les dérivées partielles du travail de déforma-
tion, prises par rapporl a No, T, et My, sont donc bien nulles,
en vertn du théoreme de Castigliano.

Les maillons de chaines sont en général de forme allongée.
Si I'on en assimile I'axe longitudinal & une ellipse, le calcul
s’opere exactement comme lorsque cet axe est circulaire. On
rencontre loutefois au cours du calcul des intégrales ellipti-
ques. Il est préférable alors de remplacer I'intégrale par une
somme de termes en nombre fini, ou bien d’avoir recours & une
quadrature mécanique. Abstraction faite de la longueur des
calculs, ce cas ne présente pas de difficultés spéciales.

73. Ressort en spirale. — Lorsqu’on bande le ressort
(fig. 48), ¢’est-a-dire lorsqu’on I'enroule autour de I'axe, tandis
que I'on maintient fixe 'autre extrémilé, la courbure de chaque
élément du ressortaugmente.L’angle Ao dont on a fait tourner

’axe est évidemment égal & lasomme des variations angulaires
élastiques Adyp qu’éprouvent les angles formés par les plans des
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sections transversales limitant les éléments de longueur ds,
du ressort. Le ressorl exerce une force P sur le point d’at-
tache (i, dirigée perpendiculaire-
ment au rayon vecteur joignant
ce point au centre du ressorl.
Le moment fléchissant agis-
sant sur un élément ds dont la
distance a P esl g, est:

M=Py

Car, si ’on suppose le ressort
coupé en ce point et si 'on envisage la partie comprise entre
cetle section et le point d’attache C, on voit que P est la seule
force extéricure agissant sur le corps. Le signe de M esl le
méme pour tous les éléments ; dans la disposition de la figure
il serail négatif d’aprées nos conventions. Il suffit toutefois de
considérer la valeur absolue de M, aucun doute ne pouvant
s'élever au sujet du sens des déformations.

La formule (113) donne :

d'ol, en intégrant le long de I'axe longitudinal du ressorl et
en supposant la section constante

A(P=I% f yds (132)

L’intégrale, dans la formule ci-dessus, a une significalion
tris simple : c¢’est le moment statique de I'axe longitudinal da
ressort relatif & une droite coincidant en direction avec la
force P ; il est égal au produit de la longueur de cet axe par
la distance de son centre de gravité & la force P. Or ce centre
de gravité coincide sensiblement avec le centre de la tige sur
laquelle s’enroule le ressorl ; nous pouvons donc poser :
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Dt
hey i

Ap= 7 (133)

Le but de I'emploi de ressorts en spirale dans les méca-
nismes esl d’emmagasiner sous forme de travail de déforma-
tion une certaine guanlité d'énergie délerminée par les con-
ditions dans lesquelles les mécanismes auront a fonctionner.
Il est donc forl imporlant de savoir calculer le travail de défor-
mation A. Le plus simple esl de délerminer le travail qu'il faut
dépenser pour remonler le ressort, ¢'est-a-dire pour V'enrouler
aulour de la lige centrale. Remarquons que les forces exlé-
rieures appliquées sur celte tige doivenl faire équilibre & la
force P qui agil sur Pextrémité C du ressort ; il faut
donc qu’elles se réduisent & une force égale el parallele a P
passant par l'axe de la tige, et & un couple de moment Pp.  La
force unique agissant sur la tige est compensée par les réac-
tions des coussinets de celle-ci, tandis que le moment Pp doil

I’atre par une roue a rochel placée sur latige et par un cliquet.

Pour remonter le ressort il faut appliquer un couple de
méme momen! et de sens contraire. Le travail produit par un
couple dans une rotation est égal au momenl du couple mul-
tiplié par I'angle dont le solide a tourné, exprimé en fraction
du rayon 1. Ici nous devons, de plus, multiplier encore cetle
expression par 1/2, puisque le moment croit insensiblement a
mesure que le ressort se lend, de o & une valeur maximum.
Nous avons par conséquent :

A M=t (134)
On cherche naturellement a utiliser le ressortle mieux pos-
sible, c’est-a-dire & y emmagasiner le plus d’énergie possible.
Lalimile est donnée par lavaleur que peut alteindre an maxi-
mum le travail élastique de la matidre ; elle esl en général
tres élevée, plus élevée que dans les autres genres de con-
struction, & cause de I'excellente qualité des matériaux em-
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ployés pour la fabrication des ressorts. En-aucun cas, naturelle-
ment, la limite d’élasticité ne doit étre dépassée.
Soit Rla valeur maximum du travail élastique. nous avons :

2Ppe

R—I

car le moment de flexion atteint sa valeur mazimum dans la
spire extérieure, au point diamétralement opposé & l'extré-
mité C du ressort. Le bras de levier de la force P est donc sen-
siblement égal 4 2 p.

Tirons de cette équation la valeur de Pp et substituons dans
la formule (134) il vient :

(135)

Supposons la section du ressort rectangulaire et soit det/ les

z hb3 k
cOtés du rectangle: 1 = =3

S s P RS (136;

24E 24E

ot V== 0bAl signifie le volume du ressort. On voit ainsi que
la quantilé d’énergie’ qu'un ressort peut emmagasiner ne
dépend que de son volume, donc que de la quantité de matiére
employée et non pas des dimensions 6, h et / prises séparément.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE V

Ezercice 26. — La section d’un prisme a axe curviligne est
un.rectangle de 2 em. de largeur et de 4 cm. de hauteur, (celle-
ct étant mesurée dans le sens du rayon de courbure) le rayon
de courbure de I'axe longitudinal est égal & 5 em. De combien
les valeurs du travail élastique mazimum produit par un mo-
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ment de flexion M calculées, d’une part, d'aprés Phypothése de

oy M Ak
Bernowilli, d’autre part, daprés la formule R=—l~y, différent-

elles l'une de [ autre ?
Solution. — Dans I'hypothese de Bernouilli, I'intensité de
l'action moléculaire est donnée par la formule (116) :

i

r4y

ol ¢ désigne une quantité indépendante d'y que nous calcu-

lerons plus bas. Les dislances y sont mesurées a partir de
'axe neutre NN, dont il faut déterminer la position. Nous uti-
lisons a cet effet 'équation :

j'RdF:o 0 f Y gF—o
r4+ vy

qui exprime que les actions moléculaires se réduisent & un
couple résultant. En tenant compte des notations indiquées
sur la fig. 49, nous avons : y +r =u et dF = bdu. L’'équa-
tion précédente devient par suite :
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U

e p—y Wy
— du—=h— NOg ——0

il

1

ol Hy

h
Jrie—
iy
log| —
Uy
en introduisant les valeurs numériques de 1’énoncé. nous

trouvons :

7
n— —; =4
log=

T

2em

L’axe neutre est donc éloigné de 0,28 cm. du centre de

la section.
1l faut encore déterminer la constante ¢. Pour cela, écrivons

I'équation exprimant que le moment fléchissant est égal au
moment résultant des actions moléculaires :

M= / RydF  »

Ug
LA i L3 w— 1)t
— c‘[3.+y dF = ¢f du

e U

Effectuons l'intégration dans le second nombra :

“Why i <,
u—r) ' g .. du

( ) du=—: udu—=29r (u’n—}—r" —
u e uy u

T ug

Uy* w* My
St o2rh 42 log?-!-i
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h—r Zog%"-:o
1

1ty

(1 — )2 ‘Ug 4+ U
TR e g (_ﬂ__#ﬂ o J,)

i

el par suile :

M

C ———— e ———
(st )
Pl it
2

bll(

Soit R; l'intensité de’action moléculaire dans les fibres les

plusintérieures (¢ = u.). Ru le travail élastique dansles fibres
extérieures (u =wu,); il vient :

M 1,72

—_— 2 __ 0,286
e 0,256 M

AT o o

8(5—4,72) 1

= 0445M

I'unité de longueur étant le centimetre. Les signes de R, et
R: dépendent de ceux de M ; nous n’avons dureste, pas & nous
en occuper ici. Le travail élastique maximum se produit dans
l'aréte intérieure.

L1 N
La formule R === que nous considérons comme plus
i

exacte donne pour I'aréte intérieure et pour I'aréte extérieure
des valeurs de R égales en valeur absolue, savoir:
6M M
Bl:l‘u:m:ﬂ}(”i: [].‘187 M

Entre les valeurs de Rmar données par les deux méthodes
la différence est donc 0,069 M, soit de 30 0/0 de la valeur don-
née par la formule simple. Le travail élastique produit par
I'effort normal qui vient s’ajouter a celui développé par le

Il |||||||||||‘||| T[T
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CHAPITRE QUATRIEME

ENERGIE POTENTIELLE INTERNE OU TRAVAIL DE
DEFORMATION

§ 1. Energie potentielle interne d'un prisme droit travaillant d la
flexion. — 56. Travail de déformation des actions moléculaires normales.
— 37. Travail de déformation des actions moléculaires tangentielles. —
58 Relation entre le travail de déformation et le travail des forces extérieu-
res. — 59. Applications des résultats précédents.

§ 2. Théorémes de Castigliano. — 60. Propriétés des dérivées partielles
du travail de déformation prises par rapport aux forces extérieures. —
61. Application au calcul des forces de liaison. — 62. Exemple. —
63. Charges instantanées, chocs.

§ 3. Théoréme de Maxwell. — 64. Réciprocité des déplacements des points
d’application des forces extérieures. — 63, Applications.

Exercices Nos 23 4 25.

§ 1.

ENERGIE POTENTIELLE INTERNE
D'UN PRISME DROIT TRAVAILLANT A LA FLEXION

56. Travail de déformation des actions moléculai-
res normales. — Nousavons défini, & Iarticle 29 le travail de
déformation comme étant le travail mécanique des forces inté-
rieures corrélatives de la déformation du corps. Siles actions
moléculaires tangentielles sont négligeables devant les forces
intérieures normales ou si elles sont nulles (cas de la flexion

[T |||||||||||‘|| ‘|||
10 11 12 13 14 15







156 CHAPITRE [V

simple) on trouve, pour le travail spécifique de déformation,
I'expression (42) :
R?2
A=
on a d’autre part (éq. 49) :
M
Introduisons cette valeur R dans la formule (4£2), multiplions
par I'élément de volume d=, et intégrons a l'intérieur d'un
prisme élémentaire de longueur dz, nous obtenons ainsi I’éner-

gie potentielle interne dA accumulée dans cet élément du
prisme:

Qe At s
dA _‘[2E12 ydz

dz = dF. dz

de plus M, E, I etdz sont constants ; il vient donc

R M# d,. 2

fy’dF:]
/

A 2

donc finalement

Nous pouvons établir cette formule par une autre méthode.
Considérons a cet effet un prisme élémentairependant le phé-
nomene de la déformation. Les actions moléculaires normales
agissant sur les deux sections transversales sont des forces
extérieures par rapport au prisme élémentaire et ’énergie po-
tentielle interne de celui-ci est égale au travail fourni par ces
forces durant la déformation. Peu importe que le prisme entier

[T TP TR T T ||||||‘||‘|||||| |||||||||||‘||| T[T
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soit en mouvement ou au repos; en effet, les forces agissant
surle prisme élémentaire se font équilibre, etleur travail serait
nul dans un mouvement de la piece entiere. Il suffit donc

de considérer les mouvements relatifs des molécules & 'inté-
rieur du prisme élémentaire. Pour nous faire une idée exacte

de ces mouvements, supposons I'une des seclions transversales
fixe, immobile, nous savons que l'autre section tourne dans la
déformation d’un angle deo par rapport & la section fixe. Cet
angle est donné parla formule (77) :

do = E‘L:ff.'f:

Le travail des actions moléculaires agissant sur la section
transversale supposée immobile est naturellement nul. Pour
I'autre section, les forces intérieures se réduisent, comme
nous l'avons vu, & un couple de moment égal au moment flé-
chissant M, le Lravail de ces forces sera donc

1 M?

ainsi que nous I’avons trouvé plus haut. Nous avons posé
1

parce que le moment M n’est pas constant pendant la défor-
mation, il croit au contrairedeo & M : il faut donc introduire la
valeur moyenne dans le calcul.

L’énergie potentielle interne du prisme entier est naturel-
lement

1 /i
A=s | = dz (89)

ne
I'intégrale étant étendue a la pitce entiere.
57. Travail de déformation des actions moléculai=

res tangentielles. — Lorsqu’il n’est pas permis de négliger
les actions moléculaires tangentielles, 'expression du travail

wn
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de déformation d’unprisme travaillant & la flexion contientun

terme de plus qu’il est facile de délerminer en se basant sur
les résultats du § 6 du chapitre III.

Remarquons que le travail des actions tangentielles, dans
la déformalion due aux actions normales, est nul, les points

d’application des aclions tangentielles se déplagant perpendi-
culairement & leur direction. Inversement et pour la méme
raison, le travail des actions moléculaires normales est nul
pendantla distorsion, ¢’est-i-dire pendant le glissemenl rela-
tif des deux sections transversales. Le travail de déformation
tolal d'un prisme élémentaire est done égal & une somme de
deux termes, I'un représentant le travail des actions normales
pendant la rolation, I'autre étant égal au travail des actions
tangentielles dans la distorsion. Nous avons trouvé, art 53,
pour le travail de déformation dii aux actions moléculaires tan-
genlielles :

Ve
\ dit == dx

2GF

Par suile, le travail de déformation d’un prisme, en tenant
comple des actions moléculaires tamgenlielles, est

A -—;;'1}:, + R (90)

si le prisme travaillail siniultanément a la flexion et a1’exten-
sion (ou ala compression) il faudrait ajouter un (roisiéme
terme & I'expression précédenle, représentant le travail des
actions moléculaires dévcloppées par cet effort normal.

58. Relation entre le travail de déformation et le
travail des forces extérieures. — En vertu du principe
de la conservation de I'énergie,le travail de déformation, soit
I'énergie potentielle interne du prisme, est nécessairement
égal au travail des forces extérieures pendant la déforma-
tion. Il est donc possible de trouver une autre expression .
pour A et de I'égaler & celle que nous venons d’établir.

|||||||||||||‘||| T T T T
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~ Les réaclions des appuis ne fournissent aucun Lravail; en
effet leurs points d’applicalion sontouabsolument fixes ou sus-
ceplibles d'un déplacement le long de la surface d’appui; or
dans ce cas le chemin parcouru est perpendiculaire a la direc-
tion de la force. 1l y a toutefois des exceplions : par exemple,
le déplacement des rouleaux de friction sur lesquels reposent
généralemenl les extrémilés des poulres mélalliques, ne peut

" se produire sans un travail nolable destiné & vaincre le frolte-

ment, el dont il faudrail lenir compte. Dans ce qui suit nous
exclurons les cas de ce genre ; les résullals lrouvés ne seront
donc strictement exacls que si le travail des réactions des
appuis est bien nul.

Soienl P I'une des forces exlérieures agissantsur le prisme,
y le déplacement de son point d’applicalion, mesuré dans la
direclion dela force. Par suile de I'accroissement graduel de
P pendant la flexion, le travail de cette force sera

1
s Py

nous aurons dongc
A=:3Py ©1)

la somme s’étendant a loutes les forces extérieures agissant
sur le corps. Si les charges élaient réparlies d’'une facon con-
tinue, nous aurions une intégrale au lieu d’'une somme.

59. Application des résultats précédents. — Sj le
prisme n’est sollicité que par une force unique, on pourra, en
égalant les formules (89) ou (90) & (91), calculer le déplacement
du point d’application de la charge.

Soit donné par exemple un prisme encasiré i 1’'une des ex-
trémités et sollicité & I'autre par un poids P. Le moment flé-
chissant agissant dans une section transversale distante de z
de I'extrémité libre est

Px

wn

14






am

160 CHAPITRE 1V
Nous avons donc,en négligeant les actions moléculaires tan-
gentielles :

1
Pz P23
— *dy
A=gg ) 9% — g
(7]
/ étant la longueur du prisme,
soit fla fléche al'extrémité libre le travail de la torce P est
|
Z P/, nous aurons :

P

7

4 —
2’ GIE

P

= g
en comparant ce résultat avec la formule (83) qui donne la
fleche d'un prisme reposant librement sur deux appuis et
chargé au centre par une force P, on reconnait que le prisme
encaslré que nous venons d’étudier se comporte exactement
comme une moitié de prisme de longueur double reposant
sur deux appuis et sollicité au milieu par une charge double.
Si I'on voulait tenir compte des aclions moléculaires tan-
gentielles, il faudrait calculer A selon la formule (90). On
relrouverait les résultats trouvés plus haut par une autre mé-

thode.

§ 2
THEOREMES DE CASTIGLIANO

G0. Propriétés des dérivées partielles du travail de
déformation par rapport aux forces extérieures -. —

1. Cel article et les suivants different sensiblement du texle original al-
lemand, anteur ayant saisi l'occasion de la publication d'une édition fran-
gaise pour reclifier une erreur commise lors de la rédaction de ce §.

N.duT.
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Supposons que I'une quelconque des forces extérieures, Py, su-
bisseun accroissement infiniment petit et calculons 'accrois-
sement correspondant du travail de déformation. Le rapport
de ces deux accroissements, c’est-a-dire la dérivée partielle

dA

RIS
dP;

peut se calculer de diverses maniéres. Le moyen le plus sim-
ple consiste & dériver partiellement la formule (91) par rapport
a P;;il vient, si Pon remarque que le déplacement y de chaque
force dépend de P, :
2 jTZ:—i-é?/i (92)

Le calcul, tel que nous venons dele faire, revient a admettre
que, tandis que les autres forces extérieures croissent de o &
leur valeur maximum P, P, passede oa P; + d P;. Nous au-
rions pu supposer les forcesappliquéesd’abord toutesavecleur
intensité primitive puis ensuite faire croitre P; de d P,. Du
reste, l'ordre dans lequel noussupposons les forces appliquées
estindifférent ; en effet, dans lesdeux cas, I'état final estle méme
et par suite aussi le travail des forces extérieures, puisque
ce travail est égal a I'énergie potentielle interne, laquelle ne
dépend que de I'état final. Cette déduction suppose toutefois
que le travuil des forces extérieures se transforme en entier
en énergie potentielle; elle cesserait donc d’étre exacte, s'il se
produisait des frotlements ou des déformations plastiques.
D’autre part, il n’est pas nécessaire que les déformations aient
lien suivant la loi de Hooke, il suffit qu'elles soient parfaite-
ment élastiques, au sens donné précédemment & ce terme.

Restreignons maintenant notre étude aux corps satisfaisant

. . , . dA
dla lot de Hooke ; nous pouvons alors déterminer s de la fa-
i

gonsuivante. Lesforces extérieures étant appliquées avec leur
intensité normale fournissent le travail A. Si nous augmen-
11
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tons P; de d Pi, le déplacement y de I'une quelconque des for-
ces s'accroit de

le travail corrélalif de la force P (laquelle reste constante pen-
dant le déplacement) est

1y
p YUY an.
b L8

Cette expression est valable pour toutes les forces extérieures,
y compris P; Il faut de plus lenir compte du travail de aP;;
P; passant insensiblement de la valeur Pi & P; 4+ dP;, ce
travail est

4 dif; 5
"2' dpg ;I—Il{!’l ]

C’est 12 une quantité infiniment petite du second ordre. ilue
nous pouvons négliger devant les autres termes. Il vient

donc- ;

d A= 2P Y gp;

Wi g

dA dy
—_—— Np =
{“13' [ n‘.”"; (93)

: p dA

en égalant les deux expressions (92) et (93) trouvées pour ot
L3

on trouve

dy

. — NP
gi=21 dP;

(94)
et par suite
d{i

B=. (93)

Il est possible d’élablir directement ce résullat. Appliquons

[T TP TR T T ||||||‘||‘|||I|||‘|||I |||||||||||‘|| ‘II|
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d’abbrd sur le prisme la seule force d P, ; le travail de défor-
mation correspondantest:

Appliquons ensuite les charges P, en les faisant passer
insensiblement de o & leur valeur maximum : le prisme subit
la méme déformation que précédemment ; les forces P four-
nissent donc le méme travail A ; en méme temps le point
d’application de dP; se déplace de y;, le travail corrélatif de
dP; est :

yidP;

Donc, en négligeant les infiniment petits du second ordre,
il vient :

A+ dA== % Py + yidP,

dA
Y
comme plus haut.

Nous pouvons formuler comme suit le contenu de la for-
mule (95): Le déplacement du point d'application d'une
force extérieure agissant sur un corps satisfaisant & la loi de
Hooke est égal, dans le cas d'une déformation élastique du
corps, & la dérivée partielle du travail de déformation, prise
par rapport a la force considérée. Ce théoréme est dit a Casti-
gliano.

Comme nous I'avons dit, les déplacements sont comptés
suivant la direction desforces correspondantes, ils sont positifs
ou négatifs suivant que leur sens coincide ou non avec celui
des forces.

Nous avons établi le théoréme précédent en supposant les
forces extérieures appliquées & un prisme, mais il est bien évi-
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dent que cette restriction est inutile : e théoreme s’applique
a tout corps satisfaisant aux conditions indiquées.

61. Application au calcul des forces de liaison. —
En général, toutes les forces extérieures agissantsurle prisme
ne sont pas connues, nous avons eu précédemment 'occasion
de calculer, par exemple, les réactions des appuis sur les-
quels reposait la pigce. Le corps considéré est le plus sou-
vent relié & des corps voisins de sorte que certains de ses points
ne peuvent se déplacer librement. Pour déterminer les réac-
tions exercées par les corps avoisinants sur la piece, on se ser-
vira de la remarque que ces forces dépendent des génes appor-
tées aux déplacements des points soumis aux liaisons. Ces
déplacements sont le plus souvent nuls ou de grandeur connue,

dans le cas le plus général, ils peuvent étre représentés en fonc-
tions connues des forces de liaisons.

Il peut se présenter deux cas : 1° Les liaisons sont telles que
le nombre des forces inconnues a déterminer est précisément

égal & celui des équations universelles d’équilibre dont on dis-
pose. Le probleme se résout alors comme s’il s’agissait non
d’un corps élastique mais d'un solide invariable. Nous dirons
que les forces extérieures connues et les forces de liaisons
inconnues forment un systeme zsostatigue. 2° Les forces incon-
nues sont en plus grand nombre que les équations d’équilibre.
Nous savons déja que, pour résoudre le probleme inderminé
au point de vue de la Mécanique générale, il est nécessaire de
faire intervenir les équations fournies par la résistance des
matériaux, qui définissent les rapports existants entre les
déplacements élastiques permis par les liaisons et les réactions
exercées sur la pigce prismatique. Nous dirons dans ce cas que
les forces extérieures et les liaisons constituent un systeme
hyperstatique.

Formons, par rapport & 'une de ces forces de liaison 1’é-
quation (95) ; le membre de gauche est, comme nous venons
de le voir, une quantité connue dépendant de la nature de la
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liaison : nous pouvons donc ainsi établir autant d’équalions
de conditions qu'il y a d'inconnues indéterminées el par suite
résoudre le probléme. En particulier, si la liaison est fize ou
complete (articulation sphérique fize : un point fixe, géné-
ralement le centre de gravité d’une section ; articulation cylin-
drigque fize: une droite fixe, généralement un diametre de la
seclion ; encastrement fize : le plan de la section de liaison
est invariable dans I'espace), le déplacement du point d'appli-
cation de la réaction correspondante est nul et I'équation (95)
devient

dA

apr-

(96)

La marche & suivre est donc la suivante : apres avoir fait
choix des inconnues statiquemenlt indéterminées du probleme,

on exprime les inconnues restanles en fonction de celles-ci
a l'aide des équations universelles d’équilibre; on forme de
méme, en fonction des inconnues staliquement indétermi-
nées, les moments fléchissants, les efforls tranchants, etc., et
le travail de déformation a l'aide des équations (89) et (90).
En appliquant les formules (95) ou (96) autant de fois qu'il y
a d'inconnues & déterminer, 'on obtient des équations en nom-
bre suffisant pour résoudre le probleme sans ambiguité
aucune, ces équations étant toujours du premier degré par
rapport aux quantités cherchées.

La méthode est du reste encore plus générale. Il n'est pas
nécessaire que P; soit une force seulement, on peut entendre
par P; un groupe quelconque de forces extérieures, & condi-
tion de prendre pour y; une quantité qui, multipliée par P, (ou
par la valeur moyenne de P;, dans le cas d’une application
graduelle des forces) donne le travail de déformation de ces
forces. Cette exlension ne modifie en rien lesthéorémes énon-
cés. Par exemple, on pourra prendre comme inconnue un
couple de forces : y; sera alors I'angle dont tourne dans la
déformation la section sur laquelle agit le couple ; en particu-
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lier, sila section est encastrée, I'angle dont elle tourne est nul,
et 'on pourra encore appliquer I'équation (96) a la déter-
mination du couple P;.

Dans les calculs, il est souvent avantageux de décomposer
le systeme hyperstatique considéré en deux ou plusieurs par-
ties, et cela de telle sorte que les forces extérieures agissant
sur chaque portion envisagée en clle-méme forment un sys-
teme isostatique ; les inconnues statiquement indélerminées
du probleme sont alors les aclions moléculaires relatives aux
surfaces de séparation. Il est facile de voir que ces forces
satisfont & I'équation (96).

Supposons le systeme divisé en deux parties, 1 et 2, par
une surface quelconque. A désignant le travail total de défor-
mation, nous pouvons poser

A=A, +A, (97)

A, étant le travail de déformation relatifa la partie 1, A, le
travail relatifa 2. Soit P; I'action moléculaire régnant-en un
point quelconque de la surface de séparation; on a(équation
98) pour la partie 1 :

f.!:*il

=
i dP;

et de méme pour laportion 2; si, de plus, on remarque que, le
point considéré appartenant & la fois 4 1 et & 2, son déplace-
ment cst le méme dans les deux cas, ona:

dA, _ dA,
dp; dp;’

1

le signe — du membre de droite vient de ce qu'en vertu du
principe d’action et de réaction la force agissant au point con-
sidéré sur la-partie 2 est — P;. En tenant compte de ce résul-
tat, I'équation (97) donne

dA _ dA, | dA,

ap, = ap; T ap, =
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Nous pouvons formuler les résultats précédents de la fagon
suivante :

Les dérivées partielles du travail de déformation d'un corps
obéissant & la loi de Hooke, prises par rapport ¢ des forces
extérieures choisies de telle facon qu’elles ne produisent elles-
mémes aucun travail, sont nulles. Les équations qui expriment
cette condition peuvent servir, le cas échéant, & déterminer ces
forces.

Ce théortme, formulé pour la premiere fois par Castigliano,
peut s’énoncer d’une fagon diftérente, plus facile & retenir.
L’équation

dA

=0
dPp;

est la condition nécessaire pour que P; rende A maximum ou
minimum. Formons la dérivée seconde ; avant égard & (93),
nous frouvons :

d2A dyi

vz dpi
le second membre est nécessairement positif, car 'accroisse-
ment dP; d’une force extérieure quelconque Pine peut néces-
sairement produire qu’un accroissement dy; de y; dirigé dans
le sens de P;. Il s’agit donc ici d'un minimum. Nous pouvons
par conséquent dire :

Les forces de liaison dont le travail est nul sont telles que
le travail de déformation du systéme hyperstatique considéré
est minimum. D’ott le nom de théortme du travail mini-
mum de déformation donné & cette propriété.

62. Exemple. — Soit donné (lig. 39) une poutre unifor-
mément chargée sur toute salongueur, reposant sur 3 appuis
inégalement distants. Soit ¢ la charge par unité de lon-
gueur.

Comme quantité statiquement indéterminée du systdme

L)
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nous prendrons la réaction Z de 'appui médian. Les condi-
tions d’équilibre donnent
B :q(a—l—bj Wby b
¢ 2 a+b
(9l a
o 2 a-+ b
Le moment fléchissant
Fig. 39 pour une section quelcon-

que de la travée de gauche est
Bz —g %
M=Bz—g
A s’oblient 4 I'aide de la formule (89).
dA . =
Nous devons calculer = et égaler cette quantité a zéro. Si

nous supposons E et I constants, il suffit de former :

%fww

Leslimitesdel'intégrale sont desconstantes, et laseule quan-
tité sous le signe somme qui dépende de Z est M ; nous trou-
vous donc en différentiant sous le signe somme :

dM
[M — dz.
pour la travée de gauche nous trouvons :
gt dB Ba® ga*\ dB
B—_—f—z_ ——)
.£(£ 2 7=\5 dz
on voit immedlatement que, pour obtenir le terme relatif 31a

seconde travée, il suffit de permuter B contre C et @ contre 5.

Nous aurons donc finalement :
@ __ 1 v /Ba® qa\ db " / CH? qb*\ dC
2 AEI\3 T8 )az T3 8 ) az
celte derlvee doit étre nulle, le point d’ a?phcatlon de Z ne

3
subissant pas de déplacement. Ememplaganf)—B ot 2 7 parleurs

valeurs :
dC a

dz”~ a+b

|||||||||||‘||| T T T T
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nous obtenons I’équation :

b i/Qaa[ a-+b 1
p———ital = ¢ 24
a+b\ 3

2 +
la ab?
—an]—TFO

a® 4 4a?b - 4kab? - 53
Sab

Z=gq
en faisant @ — 6, il vient
Z=-9a

comme nous l'avons trouvé précédemment.

On le voit par cel exemple, i'inconvénient de la méthode
réside dans la longueur des calculs qu’elle exige, inconvénient
largement compensé par la sareté et la facilité avec laquelle
elle conduit au but, lorsqu’on la posséde completement.

63. Charges instantanées, ehoes. — Nousavonstoujours
admis jusqu’a présent que les charges appliquées sur le corps
croissaient lentement et progressivement de o & leur valeur
maximum, de sorte que nous pouvions en toute rigueur ad-
mettre que tout le travail fourni par les forces extérieures se
transformait en énergie potentielle interne et négliger par
suile les vitesses des différents points du corps. Bien qu’une
augmentation lente des forces extérieures soit en général la
regle, il est intéressant d’étudier ce qui se passe lorsque les
forces sont appliquées d'une fagon instantanée, c’est-a-dire,
passent brusquement de zéro & leur valeur maximum. Dési-
gnons par fg le déplacement du point d’application d’une force
P, lorsque celle-ci est appliquée instantanément, /4 étant me-
suré sur la ligne d’action de la force. La force P fournit dans
ce déplacement un travail égal a:

Pfa

On voit immédiatement que fg est plus grand que le dépla-







170 CHAPITRE [V

cement f; quise produirait dans le cas d’'une application lente
et progressive de P. Car, lorsque la déformation élastique a
atteint la valeur /;, P@déja fourni un travail Pf;, ézal au dou-
ble de I'énergie potentielle interne qui, d’apres les résultats
précédents, correspondrait a cette déformation : il ne peut donc
y avoir équilibre dans celte position; au contraire, l'autre
moitié du travail des forces extérieures s’est transformée en
énergie cinétique, et la déformation dépasse la valeur f;.
Dans ce mouvement, la force vive des masses en mouvement
se transforme en “nergie potentielle interne, et, lorsque la dé-
formation a atteint sa plus grande valeur fg, laforce vive est
nulle et I'énergic potentielle interne égale a

A=Pfa

Le corps ne saurait toutefois conserver cette position, les
déformations élant plus grandes que celles qui correspondent &
P dans I'état de repos; il se produit par suite des oscillations,
des vibrations autour de la position d’équilibre ;.

On sait par expérience que ces oscillations diminuent peu
a peu, soit parce que les déformations.ne sont pas absolument
élastiques, soit par suite des résistances passives. Puisque une
telle perte d’énergie se produit durant le phénomene, il est
naturel d’admettre qu’elle a lien déja pendant la premidre
oscillation, et par suite il convient de poser

A— nPfd

n étant un facteur dépendant des circonstances accessoires,
mais en tous cas plus petit que 1.

Il ne s’agit pas d’étudier le mouvement vibratoire du corps
autour de sa position d’équilibre, mais seulement de détermi-
ner le plus grand travail auquel est soumise la matiére, durant
le phénomene. Ce travail dépend de la déformation maximum,
donc de fi . Pour trancher la question, le plus simple est de
déterminer la force P’ qui, appliquée progressivement, produi-
rait la méme déformation /4. Nous savons quel’énergie poten-
tielle interne serait :

[l ‘| [
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et comme A désigne dans les deux cas laméme énergie poten-
tielle, celle-cine dépend que de I’élat de déformation atteint,
nous obtenons en égalant les deux valeurs

P'=2nP {9 8)
ou, en faisant approximativement n = 1
P'=2P (99)

L’application instantanée de la charge produit donc un
travail dela matiére double de celui qui correspondrait & une
application lente et progressive des charges. Il est souvent
nécessaire de tenir compte de ce fait dans les calculs de résis-
tance de certaines constructions.

Quelque chose d’analogue se présente dans le cas des ponts
de chemins de fer, surlesquels passent des trains animés d’une
grande vitesse. Toutefois la question est beaucoup plus
compliquée ; pour la résoudre il y aurait lieu d’examiner la
nature des vibrations de la construction. On peut cependant
affirmer que les déformations subies seront plus grandes que
celles que produirait une charge statique égale. De la 'idée
d’introduire dans les calculs la charge mobile multipliée par
un certain facteur numérique. Gerber proposait de prendre ce
facteur égal & 1,5, c’est-d-dire un nombre plus petit que la
valeur 2 trouvée dans 1'équation (99). En effet, il n’y a pas ici
une application instantanée de la charge, de sorte que 'aug-
mentation du travail élastique n'est pas aussi forte que dans
le cas étudié plus haut.

Chocs. 11 nous reste encore d examiner le cas des choces pro-
prement dits. Soit v la vitesse acquise par la charge au moment
considéré, mesurée dans le sens de la déformation qui se pro-
duit. La force vive L que posseédela charge est égale a :

- e Pk
= 27 =Pk

wn

14






172 CHAPITRE [V

% désignant la hauteur de chute nécessaire pour produire la
vitesse v.

Nous pouvons traiter ce cas comme le précédent et poser :
A=nP (h+ f2) (100)

n désignant unfacteur numérique quipeut, ici, étre debeaucoup
pluspetitque 1. C’est précisément dans le calcul de cette con-
stanle n que réside la difficulté du probléme, difficulté qui n’a
pas jusqu’ici été complelement surmontée. Il se produit, durant
le choc, des phénomeénes accessoires qui en compliquent
beaucoup I'étude. Il peut y avoir, dans le voisinage immé-
diat du point ot a lieu le choc, des déformations plastiques,
soit de la charge, soit du corps lui-méme, qui sont évidemment
sans importance pour la manitre dont se comporte le corps,
mais qui, par contre, absorbent une partie del'énergie disponi-
ble. En outre, une partie de la force vive se transforme immé-
diatement en chaleur, I'élasticité n'étant jamais parfaite.

Il convient également de tenir compte du fait que la vitesse
del’ébranlementn’estpas infinie, mais égale a la vilesse du son;
enfin la durée du choc peut étre si courte que la plus grande
déformation n’ait pas encore eu lieu lorsque I'influence de la
charge cesse, de sorle qu'une partie de I’énergie n’est pas
employée.

Les meilleurs travaux sur celte question difficile sont ceux
de St.-Venanl. On les trouvera dans sa traduction francaise
de laThéorie de’Elasticité de Clebsch. Il semble toutefois que
les résultats de la théorie different trés sensiblement de ceux
obtenus dansla pratique. Il convient donc de considérer la
question comme non résolue ct d'attendre que des expé-
riences aient montré quelle importance il faut attacher aux
divers phénomenes accessoires que nous venons de men-
tionner.

Si n était connu, on déterminerait la charge P’ qui, appli-
quée progressivement, produirait les mémes déformations,
pour de la tirer le travail élastique de la matitre. On aurait

[T |||||||||||‘|| ‘|||
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-
s P fu=nP (F+1d) < (101)

On lrouvera un exemple dans les exercices, & la fin du cha-
pitre. Nous atlirons l'atlention du lecteur sur la remarque qui

le suit.

§3
THEOREME DE MAXWELL

64. Réciprocité des déplacements des points d'ap=
plication des forees extérieures. — Nous avons lrouvé

(équalion 94) :
dy
pp— E D _ 7
i Pon

Prenons la dérivée partielle par rapport a une force quelcon-

. 5 du .

que Pi. Dans le membre de droite, les quantités K—seules dé-
i ».
!

pendent de P, sauf dans le terme ou P — Pr; donc nous

avons :
c:;i; =z P dl”f (!z/pk + 311/312 e

Le principe de superposition étant applicable, puisque
nous nous sommes placés dans 'hypothese de laloi de Hoocle,
les déplacements ysont des fonctions linéaires des forces ;5 g
est doncde la forme :

yi =24 Py P, + 2 Pi -
Les quantilés a,les coefficients d'influence ' des diverses for-

1. 1l estfacilede se rendre comple de la significationde ces coefficients, Sup-
posons toules les forces extérieures égales & o sauf I'une, vy, par exemple,

que nous prendrons égale a I'unité, il vient
Yr = ik

Ces coefficientsne sont donc pas autre chose que les déplacements que pro-

11
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ces extérieures sur le déplacement du point considéré dépen-

dent des propriétés élasliques du corps et de larépartilion des
forces exlérieures. _
Les quantités y étant des fonctions linéaires des forces P

nous avons ;
d?y

apap,  °
par suite (102) devient

dyi _ dyy

b, = ap, (104)

ou, entenant comple de (103) :
Qi = g (105)

L'influence de la force Ik sur le déplacement du point d'ap-
plication de la force ¢ est égale a l'influence de la force ¢
sur le déplacement du point d’application de la force k.

Tel est le théoreme de Maxwell sur la réciprocité des dé-
placements des points d’application des forces extérieures.

Nous en donnerons une autre démonstration indépendante
de la précédente, ennous bornant au cas trés simple d'une pou-
tre reposant librement sur deux appuis. Considérons (fig. 40)

I bid deux sections transversales quel-

conques I et II, et supposons qu'en
I agisse une force extérieure P,.
Soit a,, I'inflexion que produirait en
I une force égale a 'unité agissant
I ) dans cette section, eta,, celle qu’elle
produirait en II; «, et «, sont les
coefficients d’'influence des forces
agissanl en I sur les déplacements des sections I et II. Les
inflections réelles en ces deux points sont par suite :

(Fig 401

‘

@, P, etay, Py

duiraient, au point considéré, des forces égales & Punité agissant dans la
direction des forces primitives. N. du T.

[l ‘| [
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"Soient maintenant une force P, agissant en II, a,, et a,, les
coefficientsd’influence, le premier indice désignant par consé-
quent le point otise produitle déplacement, et le second la force
quile cause. Sil'on applique d’abord P, puisensuite P, ces deux
forces produisent un certain travail égal & I’énergie potentielle
interne emmagasinée dans la poutre. P, fournittout d’abord un
travail égal &

Z_) P1 d'upi

Pendant 'application de P, les points d’applications de P, et
P, se déplacent. Ces deux forces fournissent un travail ; il fant
de plus remarquer que P, conserve sa valeur durant toute la
durée du phénomeéne, tandis que P, croit insensiblement de o
a sa valeur normale. Le travail développé dans cette seconde
période est donc

1
P, o, P, +§P2 oz Py
par suite I'énergie tolale emmagasinée dans lapitce sera
1 5 1
A :édupf 445 Py Pz‘i‘:“zz P’ (106)

On atteint naturellement le méme état de déformation en
appliquant d’abord P,, puis P, ; en répétant exactement les
mémes raisonnements, ontrouve :

1
9

4
A= “22P:2+ dsipapi—l—;f’-u P

Les deux valeurs de A doivent étreidentiques. Il faut donc
que
¥ Gl == Wy (107)

Et le théoreme de Maxwell est de nouveau démontré.
Il serait facile de montrer que les hypotheses faites sur la

|||||||||||||||||||||‘||‘|||||||||||||||||‘|||
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forme du solide et la direction des forces extérieures ne sont
pas nécessaires. Il suffirait
de considérer (fig. 41) un
corps quelconque soutenu
d’une fagon quelconque. On
prendrait deux points I et II
et, passant par ces poinls,
deux directions arbitraires ;

2 = <)
Fig. 41 on verrait que sil’on fait agir

une force en I dans le sens
choisi, Il se déplace dans la direction considérée, autant que
se déplace I lorsque la force agit en II.
Il nous reste 2 montrer comment on applique le théoreme de
Maxwell dans les calculs pratiques de résistance.

65. Applications. — Nous reprendrons I'exemple
déja traité d'une poutre reposant librement sur 3 appuis.
Supposons l'appui intermédiaire enlevé, appliquons en ce
point une force égale & 1 tonne (ou, en général, égale a I'unité
de force) et déterminons la ligne élastique correspondant a
cette répartition des forces extérieures, soil analyliquement,
soit graphiquement (voir Note II). Soient a’abscisse de I'appui
médian comptée a parlir de 'extrémilé gauche, z I'abscisse
d’une section transversale quelconque. L’ordonnée de la ligne
élastique correspondant a I'abscisse z n’est autre chose que le
coefficient d'influence

Oza

D’apres le théoreme de Maxwell :
Loy =— %za

Nous connaissons ainsi I'inflexion qui se produirait en a si,
I'appui intermédiaire enlevé, on appliquailt en z une force
égalea 1. De la résulte la grandeur de la réaction de cel appui
en se basant sur un raisonnement fréquemment employé au
chapitre précédent. Cette réaction doit étre telle qu’elle com-

wn

14

15






ENERGIE POTENTIELLE INTERNE 01 TRAVAIL IE DEFORMATION 177

pense celle inflexion.Or nous connaissons parlaligne élastique
précédemment calculée le déplacement élastique a4, de la sec-
tion a sous l'influence d’une force agissant dans cette section,
elnous savons de plus que la déformation élastique est propor-
tionnelle a [a grandeur de la force. Si doncnous désignons par
P la force agissant en z et par Zla réaction de 'appui médian
développée par la force P, nous aurons I'équalion :

Oaa Z = Ogx P

d'oli,ayant égard au théoréme de Maxwell :

v axa P

taa (408)

Le rapport des deux ordonnées de laligne élastique pri-
milivement lracée, correspondant aux abscisses z et @, donne
immeédiatement la fraction de la charge P qui est supportée
par I'appui médian. Cetle fraction est proportionnelle a I’or-
donnée aqq de la ligne élastique. C’est pourquoi 'on désigne
celle-cisousle nom de ligne d’influence relativea la réaction Z.
Ainsi done, une fois celte courbe tracée, le calcul de la
poutre continue est ramené & un probleme isostatique, car
on esten élal de calculer, pour n’importe quelle répartition des
charges, laréaction z d’apres ’équation :

— 1 3
Z = tza P

et par suite lesréaclions des divers appuis, les moments fléchis-
sanls, etc.

Le théoreme de Maxwell est surtout précieux lorsque I'on
a affaire a une charge roulanle (train ou voiture) qu’il est né-
cessaire de considérer dans plusieurs positions. Le calcul serait
trés pénible, si I'on devail pour chaque nouvelle position
le recommencer en parlant de la théorie de I'Elasticité. Il ré-
sulte des explications qui précedent que cela n’est nullement

12
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nécessaire; la construction d’une seule ligne d'influence suffit
pour donner une base a tousles calculs ultérieurs.

Afin de voir comment il y alieu de procéder dans des cas
plus compliqués, calculons encore les réactions des appuis
d’une piece prismatique reposant sur % appuis de niveaun.
Soit @ ’abscisse du premier appui intermédiaire, & celle du
second, complées a partir de appui extérieur de gauche. Sup-
posons les deusx appuis intermédiaires supprimés et appli-
quons en ¢ une force égale a l'unité. Les ordonnées de la
ligne élastique correspondante fournissent, pour chaque sec-
tion z, le coefficient d’influence oz et par suite cqz. Nous
construirons ensuite une seconde ligne élaslique, relative &
nne force 1 agissant en &, qui fournit les coefficients azp et
apz. Ces travaux préliminaires exéculés, les réactions C et D
des appuis intermédiaires, correspondant 4 une charge P agis-
sant dans une section quelconque d’abscisse z, s’obtiennent
en résolvant les deux équations

tag C4-0qp D= Pogy )
obe C+ vy D= Pogs |

qui expriment la condition que le déplacement des points
d’appui médians est nul. On trouve

(109)

C—P Laz®bb — %hxZlab
XagaZkbb — % ab
Kaz2ba — %baaa | o)
D — P —2 i
Oaalhh—%ba |
les facteurs de P dans ces expressions sont faciles 4 calculer,
tous les coefficients « étant donnés par les deux lignes élas-
liques tracées; on pourra donc construire sans difficulté la
ligne d’influence des charges sur les réactions des appuis
intermédiaires.
Nous nous bornons ici a ces indications de portée générale,
le développement que comporte cette méthode étant du domaine
de la construction des ponts.
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE 1V

Exercice 23. — Trois poutres métalliques équidistantes
(fig. 42) de section double té (Profil normal allemand n° 36,
[= 19766 cm'.) sont relides invariablement entre elles par
une poutre transversale de section semblable (profil normal
R o 1 8 W N 20, I=2162 cm*). Quelle force P,
est-il possible d’appliquer au centre de
NP cette construciton, le travail élastique R
ne devant nulle part dépasser 1000 kg.
par cm. On fait abstraction du poids
propre des poutres.

Solution. — Nous diviserons la cons-
truclion en deux parlies, "'une compre-
nant les deux poutres extérieures et la
poutre transversale, l’autre la poutre
médiane. Chacune de ces parties consi-
dérée pour elle-méme conslitue un sys-
ttme isostatique ; I'inconnue statique-
mentindéterminée du probleme estla portion Z de la charge P,
que la poutre médiane transmet au reste de la construction,
par 'intermédiaire de la piéce transversale. La poutre médiane
est donc sollicitée en son milieu par une force concentrée
P —7Z, tandis que la poutre transversale exerce sur chacune

des pitces latérales une force;. Au point d’application de P,

les deux parties de la construction élant reliées d’une fagon
invariable subissent la méme déformation ; nous trouverons
donc Z en égalant a zéro la dérivée partielle du travail de
déformation, prise par rapport a Z (art. 61).

Le moment fléchissant M qui agil sur la section d’abscisse

10 11 1=Z2
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de la moitié de gauche d’un prisme reposant librement aux

exlrémiles ec sollicité au milieu par une charge Q est—-;le

travail de déformation emmagasiné dans la moitié de gauche
du prisme se calcule a 1’aide de la formule (89) (nous pouvons
négliger ici sans inconvénient les actions de glissement). Le
travail total sera égal au double du résultat ainsi trouvé,
nous aurons donc :

{ i
5 M2 2 s Q2
i [T Bk G- A Y
4 [ T 4[E~/0- 0T = 961k

Pour la poutre médiane, il faut faire
Q:P—Z l=l,=:6m. I=I,=197660m‘;
pour chacune des deux poutres latérales

Q== {=/=6m. I=1,=19766 cm*

et pour la poutre transversale
Q=1 (= [,=2m. I=1I,=2162cm*
D’otl, pour I'énergie potentielle interne de la construction

entiere :

o 2\ o
A_(P_Z)zz,a;_\z/ A
T 9LE * 9LE ' 96LE

: dA .
en égalant 7 & 2éro, on obtient

22l 2 | 22
T 9%LE ' 96LE ' 96LE

2Pl

L= = 0,544 P,

31,9421, ]—'

Reste 4 déterminer la section dangereuse. Cette section ne
peut se trouver qu'au milieu de la poutre médiane ou au
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milieu de la poulre transversale, car les poutres latérales sont
certainement moins chargées que la poutre médiane. Pour
cette derniere, le moment fléchissant maximum est

L(P—17)

4

=68,4 P cm. kg.

si R==1.000 kg. par cm?, 1'équalion (49) donne :

68,4 P

19.766

1.000 =

P—=16.000 kg.
Le moment fléchissant maximum de la pitce transversale
est

200>< 0,544 P

Q)
7 = 271.2P

et, R ne devant pas dépasser 1.000 kg. par cm® :

27,2 P
2.162

P ==8.000 kg.

1.000= 10

Done, si I'on ne modifie pasles dimensions de la piece trans-
versale, la force P ne doit pas dépasser 8.000 kg.

Ezercice 24. — Une poutre horizontale de section double té
(profil normal n° 24, I — 4.288 cm*.).de longueur égale a
92 m. repose librement auzx extrémités. De quelle hauteur un
poids de 400 kq. peut-il tomber sur le milieu de la pouire sans
que le travail élastique mazimum dépasse 1.600 kg. par em?,
en admettant que 80 °/, de la force vive se transforme en tra-
vail de déformation (E==2.000.000 kg. par cm®).

Solution. — Calculons d'abord la force P’ qui, appliquée

progressivement au milieu de la piece, produirait un travail
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élastique maximum de 1.600 kg. par cm®. ‘L’équation (49)
donne

7 . 4IR
__2—]3 P —_— g
Le travail de déformation est calculé comme dans I'exemple

précédenl ; nous trouvonsici

NN
75 k el 7 WIE " Gl

d’ot1, en introduisant les données numériques,

R:=1.600kg. parcm®, /=200 cm., | —=4.288 cm*, e=1{2cm.
E=2.000.000 kg. parcm?®,
A =1.270kg. cm.
La hauteur £ dont le poids peut tomber est donnée par 1'équa-
tion
0,8 ><400 ><h=1.270
h—14,0 cm.

Ce chiffre n’est pas absolument exact, car le poids fournit
aussi un travail le long de f;. Il faut donc poser strictement

4 f;=40cm.

la fléche f; est égale a celle produite par la force P’; done

La hauteur initiale & du poids au-dessus de la pigce ne doit
donc pas dépasser 3,8 cm.

Remarque. — A l'occasion de la détermination de la résis-
tance au choc de récipients en porcelaine, 'auteur a fait quel-
ques expériences. Il employait a cet effet des batonnets d’en-
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viron 7 mm. d’épaisseur reposant sur deux appuis distants de
15 cm. Une partie des batonnets ful soumise & une force
augmenlant progressivemenl jusqu'a ce que rupture s’en-
suive, landis que les aulres éprouveltes eurent a subir le choc
d'un poids de 0,4 kg. tombant d’une hauleur de quelques
centimélres. De la comparaison des déformalions observées
ressorl que 40 °/, seulement de la force vive du poids était
transformée en énergie potentielle interne. Ajoutons que, pour
amortir les aclions locales du choc dans le voisinage du point
de contacl, on collait un pelit morceau de carton mince sur
les batonnets. Il importe de tenir comple de ce fail.

Lxercice 25. — Une piéce prismatique subit, sous 'influence
d’une charge de 10 tonnes, des flexions mesurant respective-
ment en 3 endroits donnés, 2,0 ; 2,5 et 4 mm. La force de
10 tonnes étant supprimée,on applique aux trois points consi-
dérés des forces concentrées, égqales respectivement & 8, 19 et
6 tonnes. Quelle sera, sous U'influence de ces forces, la flezion
de la section dans laquelle agissait primitivement la force de
10 tonnes?

Solution. — Nous admettons que les forces données ne pro-
duisent que des déformalions élastiques. D’apres le théoreme
de Maxwell, la flexion cherchée y est égale &

y=8><0,2 4 125< 0,25 - 6 ><0,4 — 7,0 mm.
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GHAPITRE V

PRISMES A AXE CURVILIGNE

§ 1. Hypothéses fondamentales, divergences de vue @ leur sujet. —
66. Déformations de I’axe longitudinal. — 67. Discussion.

§ 2. Applications. — 68. Arc & deux articulalions aux naissances. —
69. Autre méthode pour déterminer la poussée Lorizontale. — 70. Influence
des variations de lempérature. — 71. Are encastré aux deux extrémilés, —
72. Résistance d'un anneau ou d'un tube travaillant & I'extension ou 4 la
compression dans un plan diamétral. — 73. Ressorl en spirale.

Exercices numéros 26 a 31.

§ 1

HYPOTHESES FONDAMENTALES, DIVERGENCES DE
VUE A LEUR SUJET

66. Déformation de 'axe longitudinal. — Soil donné
un prisme dont ’axe longitudinal est, & I'état initial, une
courbe plane. Supposons ce solide soumis & un systeme de
forces extérieures agissant toutes dans le plan de 'axe et
admettons de plus que ce plan coupe les sections lransversales
suivant un de leurs axes principaux. Dans ces conditions, il
n'y a aucune cause qui tende a faire dévier ’axe longitudinal
du plan dans lequel il est contenu : cet axe reste plan dans
la piece déformée.

||‘|| I
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Nous nous plagons immédialement dans ce cas particulier,
le cas général d'une pitce dont I'axe est une courbe a double
courbure ne présentant aucune importance pralique. On le
traiterait d’ailleurs de la méme manigre, en s’aidant des
remarques faites précédemment au sujet des prismes & axe
recliligne (arl. 42).

Supposons que le rayon de courbure de 'axe soit trés grand
parrapporl auxdimensions des sections transversales. Soientp
le rayon de courbure en un point donné, p’ la valeur de ce
rayon apres la déformation, M le moment fléchissant, N I'effort
normal el V [Peffort tranchant développés dans la section
transversale passant par le point donné ; cherchons la relation
qui lie entre elles ces différentes quantités.

On reconnait d’abord qu’il est permis de négliger I'influence
de I'effort tranchant ; en effet, celui-ci produit un glissement
de la section considérée par rapport a-la section infiniment
voisine, lequel glissement ne saurail influencer sensiblement
le rayon de courbure. Semblablement, I'effort normal qui se
répartit uniformément sur toute la section transversale n’in-
fluence que I'angle diedre dp formé par les plans des deux
sections infiniment voisines, mais ne modifie pas le rayon de
courbure, car chaque fibre élémentaire s’allonge proportion-
nellement & sa longueur primitive, de sorte que les plans des
deux sections se coupent toujours suivant la méme droite. La
varialion Ado de do causée par N est, du reste, le plus souvent
fort petite; on a en effet :

Ads  Ads R
dp  ds E Wy
o1 Ads désigne T'allongement d’une fibre quelconque dont la

7= e 3 )
longueur initiale est ds. Praliquement, le rapport  est au plus

4 . . .
égal & 5= ; Ady esl donc négligeable devant do. Nous indi-

querons cependant plus loin quelques exceptions.
Les variations dues & 'action du moment fléchissant M sont
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dansles surfaces le long desquelles elles se louchent des actions
moléculaires tangentielles. Ces aclions ne pouvant exister {les
frottements dans ces surfaces ne les remplacent pas comple-
tement), il faut, pour que le prisme se.comporte comme s'il
était d'une seule piece, que les organes qui relienl les diffé-
rentes parties entre elles soient capables de résister aux
forces extérieures. '

On emploie surtout fréquemment des poutres formées de
toles rivées ensemble, anxquelles on donne en général une
seclion double té afin d'obtenir, en employant le moins de
mélal possible, un grand moment d'inertie. Les plates-bandes
sont reliées & I'ame au moyen de cornikres et de rivets. Ce sont
ici les rivets qui ont & résister aux elforts de glissement.
Calculons la force qui agitainsi sur un rivet N reliant les cor-
nigres a4 I'dme. Soit (fig. 30) e la distance de deux rivels con-
séculifs. Le rivet N doit pouvoir résister a une force corres-
pondant & la dilférence des actions normales R développées
dans les plates-bandes et dans les corniéres, dans deux sec-
lions transversales dislanles de e I'une de I'autre; en effet le
rivel joue ici le méme réle que les
aclions tangentielles agissant sur la
face bdx del'élément de prisme con-
sidéré a I'arlicle 48 (fig. 26), la seule
différence élant qu’ici les deux sec-

lions lansversales sont dislantes de
e et non de dz. Nous aurons donc
comme précédemment :

la force P agissant sur le rivet est donc :

P [aR.AF =" [yak

1)_5’{’.T
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T désignant le moment statique relatif & I’axe neutre des
parties de la section transversale reliées & 1'dme par le
rivet N.

La formule (76} pourrait servir également au calcul des pou-
tres de bois composées de plusieurs parties reliées par tenons
et mortaises, telles qu’on les employait anciennement dans
les constructions.

§ 17

LIGNE ELASTIQUE D'UN PRISME TRAVAILLANT
A LA FLEXION

1. Equation différentielle de Ia ligne élastique. —
Nous n'avons jusqu’ici tenu compte des déformalions du
prisme qu’autant que cela était nécessaire pour la détermina-

tion des aclions moléculaires. Nous allons maintenant éludier
la ligne élastique du prisme, ¢'est-a-dire la courbe en laquelle
I'axe du prisme se transforme par suite de la flexion.

Nous supposons de prime abord que cette flexion est tou-
jours tres faible, le cas contraire n'étant d’aucun intérét pour
les applications. Calculons d’abord I'angle do dont tournent,
Pune par rapport a l'autre, deux sections transversales dis-
tantes de dz 'une de l'autre. Une fibre élémentaire distante
de y de I’axe neutre éprouve une variation de longueur égale
a ydo. Larelation existant entre dz, ydo el 'intensité de l'ac-
tion moléculaire normale agissant sur la fibre considérée est
donnée par la loi del’élasticité :

yde R
dz  E

d’oti, en remplagant R par sa valeur (49) :

M
do=dx. =

|‘|
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Introduisons le rayon de courbure o de lu ligne élastique :
odo = dx

par suite :
IE

= (78)
L’expression analytique du rayon de courbure est -

[+ (21"

P-._

d*y
dx?

y étant ici 'ordonnée du point de laligne élastique dont I'ab-
scisse est 2. La courbure de la ligne élastique est trés faible
par hypothese, la tangente trigonométrique de 'angle formé
par une tangente a la courbe avec I'axe des z (que nous sup-
posons coincidant avec I'axe longitudinal du prisme non

. d

déformé), c'est-a-dire L
dx

négliger le carré de cette quantité devant Uunité et écrire :

est tres petile; nous pouvons donc

1

dy
dz?
I 2 M (19)
da? =g

Le signe de p est en effet indéterminé, 'expression analy-
tique de p contenant une racine.

Etant donnée la convention faite précédemment au sujet du
signe du moment fléchissant M et en convenant de plus que
'axe des y est dirigé de haut en bas, il est facile de voir qu'il
faut introduire M avec le signe — dans I'expression précé-
dente. L’équation (79) est ’équation différentielle de la ligne
élastique.
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Pour obtenir I'équation de cetle courbe en lermes finis, il
suffira d’exprimer, dans chaque cas particulier, M en fonction
des forces extéricures données et de x et d'intégrer ensuite
I'équation (79) deux fois par rapport a z. La valeur de 7 ainsi
obtenue contiendra deux conslanles d'intégralion que l'on
délerminera a ’aide des conditions ala limite.

52. Cas particuliers. — 1° Piéce & section constante sol-
licitée par un moment [fléchissant constant. — M élant
indépendant de z, 'équation (79) intégrée deux fois donne

Mac?

By —=— — ez + ¢,

c et ¢/, étant les constantes d’inlégration. Cest 1a I'équation
d'une parabole. D’aulre parl, si nous considérons 1'équation
(78), nous voyons que le membre de droite est constant ; donc
o est constant : la ligne élaslique est par suite un arc de cercle.
Cetle contradiction apparente entre les deux résultats provient

' 1 b
de la valeur approchée de P> ;7 que nous avons ulilisée dans
acly
dx?
'équalion (79). On voit que, dansle cas particdlier, cela revient
a substituer a l'arc de cercle un arc de parabole osculaleur &

, ; LAy . & 3 3
I'arc de cercle au point ot — = o. L'approximation est tres
L

suffisante tant que p est tres grand.

2° Prisme & section constante reposant librement aux extré-
mités sur deuz apputs, sollicité par une charge uniformément
répartie sur toute la longueur [ de la piéce. Soit ¢ la charge
par unité de longueur. Le moment fléchissant M. pour une
section transversale distante de z de I'extrémité de gauche,
esl :

) P e

2 2

Le premier terme du membre de droite est le moment de la
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: l . .
réaclion ¢ de I'appui de gauche; le second est le moment de

la charge agissant sur la longueur 2.

Remarque. Supposons que l'on porle la valeur de M en
ordonnée 4 une échelle quelconque, la courbe ainsi obtenue
sera dans le cas particulier une parabole. Généralement, on
donne a cette courbe le nom de courbe des moments; la sur-
face limitée par celle courbe et I'axe des z est la swurface des
momernts.

L’équation (79) devientici :

qglx  ga®
s

gla® ,
i _E_i_cx_i_ci

d’ou :
5 gzt
Ely ==
Y="9,
les conditions a la limite sont :
pourz—o et x=/ Yy—o0

en introduisanl ces valeurs de 'équalion il vient :

et .
d’ou

I’équation de la ligne élastique est donc :

gt qlor? afin

(80)

Déterminons encore la fléche f,c’est-a-dire la valeur maximum
d ol {

de ¥ qui correspond ici & z =

Nous aurons

T 3841E T 384 IE

Q désignant la charge lolale du prisme.
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3° Prisme de section constante, reposant librement auz
deux extrémités et sollicité en son muliew par une force
unique P,

P .
EI;/:—%—{— cx 4 ¢

Les constantes ¢ et ¢’ ne peuvent plus élre déterminées ici

= . Pn*
comme précédemment. L’expression M = —- n’esl valable que

U < s : R :
pourz <~ ;siz>z, cest-a-dire pour la moitié de droite du

prisme, nous avons

L ob B g AN )
M_2“ s P 1

L’équation précédente trouvée pour la ligne élastique n’est
donc valable que pour la moilié de gauche. La ligne élasti-
que se compose ici de deux arcs qui se raccordent au milieu,
ces deux ares sont évidemment idenliques par raison de
symétrie. La tangente & la ligne élastique en son milieu est
donc horizontale. Par suite I'expression

r QY Px?
a2

doit s’annuler pour x — -. Nous tirons de 1

__ Pz
T 46

de plus ¥ = o pour z — o, par suite
c=o0
Nous avons donc finalement
Pllxz Pa?

by = r———

16 12

. l
en faisant £ = > nous trouvons la fleche £

10 11 12 13
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Po
/= pw (83)

Sile prisme est sollicité par deux forces P, et P,, distan-
tes respectivement de p, el p, de I'appui de gauche, la ligne
élastique se compose de 3 arcs se raccordant entre eux.
Soient A la réaction de I'appui de gauche, z la distance a cet
appui d’unc seclion transversale quelconque, nous avons

M, = Az pour o < x < py
M, = Az — P, (z — p)) » op < x << Py
M= Az — Pz —p)—Po(a—p) » pp <z <!

En introduisant successivement ces 3 expressions dans
’équation (79) et en intégrant, nous obtiendrons dans les équa-
tions des 3 arcs de la ligne élastique. Ces 3 équations contien-
nent en tout 6 constantes d'intégration; pour les déterminer
nous utiliserons d’abord les deux conditions : pour x = o et
z —{, y — o. De plus, les arcs delaligne élastique se raccor-
dent au point de jonction de deux de ces arcs ; leurs équations

. dy
doivent donc donner la méme valeur de y et de de—c Cette remar-

que fournit 4 équalions de condilion qui, avec les deux pre-
mieres, suffisent pour déterminer les constantes.
Le procédé s’applique sans changement & un nombre quel-

conque de forces ; lorsque celui-ci est grand,le calcul des cons-

tantes devient pénible, et il est alors préférable d’employer les
méthodes graphiques pour déterminer la ligne élaslique
(voir note ). La méthode graphique est également avan-
tageuse lorsque la section du prisme n’est pas constante,
mais varie par saulsbrusques,comme par exemple dans le cas
d’une poutre double té dont les plates-bandes sont renforcées
vers le milieu par des semelles, carici aussi la ligne élastique
se compose d’une séried’arcs se raccordant entre eux. Par con-
tre, sila section transversale varie d’une fagon continpe, il suf-
fit d’introduire I, en fonction de = dans I’équation différen-
tielle de la ligne élastique.
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Ces cas du reste sont de peu d’importance; en général, il
suffit de connailre une valeur approchée de la fleche et non sa
valeur exacte : on peul donc s’épargner le calcul exact et
déterminer la fleche en prenant une valeur moyenne deI.

Tout ce qui précede suppose implicitement que le plan de
flexion coupe les seclions transversales du prisme selon unaxe
principal. Si lel n’est pas le cas, on décomposera comme & l’ar-
ticle 42 les forces exlérieures selon les axes principaux, et ’on
déterminera la ligne élastique produite par ces composantes
dansles deux plans. La déformation totale sera égale a la
somme géomélrique des déformalions produites par chacun
des systemes de composantes.

53. Influence des actions moléculaires tangentiel=
lIes surla forme de la ligne élastique. — Les actions mo-
léculaires tangentielles dont nous n’avons pas tenu compte
jusqu’a présent ont pour conséquence d’augmenter un peu
la flexion d’un prisme el de modifier la forme de la ligne
élastique.

Soit (fig. 31) un prisme élémen-

e taire. Si I’effort tranchant V se répar-

= -.*rEu.

tissait uniformément sur la seclion
transversale, il en résullerait une dis-
torsion v, qui, en désignant par Sm

la valeur moyenne de I’intensité des

efforts de glissement,
v

Sm = i;1

serail donnée par la formule (3%) :

La distorsion y a pour conséquence un glissement relatif
des deux seclions transversales 1’'une par rapport & lautre ;
désignons le par du’, il vient

[T |||||||||||‘|| ‘|||
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" Vda
du'=+ydzx —

En réalilé, les choses ne sonl pas aussisimples. Les actions
tangentielles ne se répartissent pas uniformément sur la sec-
lion, mais bien selon la loi étudiée dans les articles 48 et 49.
Sur Paxe neutre, les efforts de glissement sont plus grands
que la valeur moyenne Sy, et il vont en diminuant jusqu’a o
dans les fibres exlérieures. La distorsion v de I’angle droit
formé par Paxe du prisme et la section transversale est par
conséquent plus grande que celle que nous venons de calcu-
ler, tandis que celle des fibres extérieures est nulle.

On voil donec que I'hypothese de Bernouilli des sections
transversales restant plane dauns la déformation n’est pas abso-
lument cxacle, ainsi que nous I'avions déja fait prévoir plus
haut.

Nous allons essayer de déterminer la différence de hauteur
enlre des points conséculifs de 'axe longitudinal du prisme,
provenant de I'action des aclions moléculaires tangentielles.
Désignons cetle différence de hauteur par du et posons

. Vdx
du = x du’ == o (8%)
x désignant un coefficient, plus grand que 1 d’apres ce qui
précede. La valeur exacle de x dépend de la forme de la sec-
tion transversale, puisque celle-ci exerce une influence sur la
répartition des actions tangentielles, et par suile sur le rap-
port entre la valeur S de l'intensité des efforts de glissement
le long de 'axe neutre et Siy. Il ne serait toutefois pas exact
de poser simplement x égal & ce rapport. Les déplacements des
différents points de la section ne peuvent se produire indé-
pendamment les uns des aulres, donc en particulier le déplace-
ment des points de I'axe neutre dépend de celui des autres
points de la section transversale. Celte dépendance est assez
compliquée par suite de la courbure de la section transversale
qui se produil nécessairement. Nous déterminerons » en nous

[T |||||||||||‘|| ‘|||
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basant sur le principe du travail de déformation, et nous en
servirons pour calculer une valeur moyenne de du. Cest la un
procédé absolument arbitraire ; le résultat trouvé ne sera donc
qu’une évaluation approchée, suffisant ici puisqu’il s’agit du
calcul d'une correction trés petite en elle-méme.

Nous avons trouvé (formule 45), pour le travail spécifique
de déformation dans le cas du glissement simple, 'expression
S2
'2_'G!

pour un prisme élémentaire nous aurons :

S2

I'intégration s'élendant & loute la section transversale.
Le travail de déformation ainsi trouvé est égal au travail de
Ieffort tranchanl (lequel est une force extérieare par rapport au

prisme élémentaire considéré)—V du, nous avons donc

dz f ot dF = £ Vdu = Vadu!

2
—% d.],'
2G

FJ S%dF
> (85)

Appliquons ce résullat au cas d'une section transversale rec-
tangulaire. Nous avons trouvé, art. 48,

et par suile
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1 —— i
fs ¥ T b

d’ou toutes réductions faites :

2 gp 8V
fq dF =

en introduisant cette valeur dans (85), il vient

L — ‘:1’2

Il est toujours facile de déterminer x mé Io 1 ‘,i.:imé’—
gration n eslnas possible par les néylode ires. Il suffit
de decompoé %a‘%wfeéeeéﬁ bandes étroites et de remplacer
Iintégr alt/,par une somme *

La déformation du prisme en un point d'abscisse z sous I'ac-
tion simultanée du moment fléchissant M et de T'effort tran-

chant V sera
3/'=:’/+fdu (86)

0
y désignant la déformation produite par M seul. Comme nous
X
'avons dit, le terrae f du sera en général négligeable devant
0

y: on peu donc faire abstraction des efforts de glissement.
Pour les prismes de faible portée et de grande section seuls,
dans lesquels les efforts de glissement atteignent de grandes
valeurs, il conviendra cependant de tenir compte de ces efforts.

Considérons un prisme de seclion rectangulaire, reposant

1. Pour les sections double té on peut calculer x une fois pour toutes.

Par exemple pour le profil normal allemand N° 8 (le numéro du profil
indique la hauteur du fer en c¢m), on trouve = = 2,4, et pour le profil
NO 50, x = 2,0. On peut admettre que, pour les profils intermédiaires,” x
varie linéairement entre les deux valeurs).

I |||||||||||‘||| T
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librement par ses extrémités sur deux appuis et sollicité en

son milieu par une force P. Nous avons trouvé (art. 52):
e PB
F T A8KE T 4EDAS

il vient ici pour du, en prenant x = 1,2, V 3

du =0, () th

u= 0’3th

0

la fleche /’, en lenanl comple des aclions moléculaires langen-
tielles, est donc

P{® Pl
e 22—
/ AEbL Goh

en prenant G=0,4E c’est-a-dire m =4

s by
=i\t 3 ) (87)

L A 3
on voit donc que, si = 10, la fieche due aux efforts de glisse-
(]
mentseulsn’estque les30/0de celleproduiteparles actionsnor-
4
males. Pour ;=5 le second terme dans la parenthese est
(2

égal aux 12 0/0- du premier: il est alors nécessaire de tenir
compte des efforts de glissement.

§8
POUTRES CONTINUES ET PRISME ENCASTRE AUX
DEUX EXTREMITES

54. Poutres continues. On appelle ainsi un prisme repo-
sant sur des appuis dont le nombre est plus grand que 2. Sup-
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posons que lesréactions des appuis soient connues, il est alors
possible de calculer, pour une section transversale quelcon-
que, lavaleur du moment fléchissant M et del'effort tranchant
Vet par suite de déterminer les actions moléculaires agissant
dans cette section. Le probleme revient donc & déterminer
les réactions des appuis.

On voit immédiatement que les équations générales de
’équilibre ne suffisent pas a le résoudre, elles sont dans ce
cas en effet au nombre de deux, or nous avons précisément
plus de deux inconnues. Le probleme est Ahyperstatique (voir
art. 61). Nous sommes obligés, pour obtenir de nouvelles
équations, de tenir compte de la déformation du prismé.

Considérons le cas d'une poutre rectiligne a deux travées
d'égale portée /, sollicitée par une charge uniformément ré-
parlie. Soil ¢ la charge par unilé de longueur.

Si I'appui médian était supprimé, la piece s'infléchiraitd’une
guantité que nous pouvons calculer au moyen de la formule (81)
dans laquelle nous remplacerions / par 2/. Généralement, il
n’est pas nécessaire de tenir compte de la déformation due aux
actions moléculaires tangentielles ; si toutefois cela était dési-
rable, il suffirait d'employer la méthode décrite al’article pré-
cédent.

Appliquons maintenant au milieu de la poutre une charge
isolée P agissant de bas en haut, elle produira en ce point une
inflexion de la poutre donnée par la formule (83). Si nous
choisissons P de telle sorte que la déformation premiére se
trouve exaclement compensée, cette force P sera égale a la
réaction de I'appui médian, car pour cette valeur de la réac-
tion seulement, la ligne élaslique du prisme passera par le
point prescril. En égalant donc les deux valeurs de 7, précé-
demment considérées, nous obtenons

P—"2 290 = 2Q

Q étant la charge totale dela poutre.
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On voit que 'appui médian supporte une plus grande charge
que si I'on avaitdeux poutres séparées de longueur / reposant
librement par leurs extrémités. Dans ce cas en effet {I'appui
médian supporterait une charge égale a Q/2.

La réaction des appuis extérieurs est dans le cas présent

I

(o~ @)= 5

Nous avons supposé dans le raisonnement précédent que les
trois appuis étaient situés a la méme hauteur, et qu’ils ne s’af-
faissaient pas sous l'influence des charges. Si I'appui médian
s’affaisse d'une quantité & ou s’il était primitivement de & au-
dessous du niveau des deux autres, P serait donné par I'équa-
tion

Si au contraire 'appui du milieu est de & plus haut que les
autres, il faut faire entrer cette quanlité avec le signe — dans
la formule.

On se rend compte facilement que la méthode est générale,
et qu’elle s’applique encore lorsque les travées sont inégales
et en nombre plus grand que 2 et les charges quelconques.
Il suffit de remplacerla quantité /, par la valeur de I'ordonnée
de la ligne élastique correspondant au point considéré.

Nous renoncgons & entrer dans plus de détails, les problemes
plus compliqués sur les poutres continues se résolvant plus
rapidement par les méthodes de la statique graphique.

55. Prisme encastré aux deuxextrémités. — Laligne
élastique posséde deux tangentes horizontales aux extré-
mités. Il est facile, par suile, de reconnaitre, qu’il existe deux
points d’inflexion entre lesquels la ligne élastique tourne
sa concavilé vers le haut tandis que celle-ci est tournée

[T |||||||||||‘|| ‘|||
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vers le bas entre les points d'inflexion et les extrémités. 11
s’exerce nécessairement un couple dans la section d'encas-
trement, laréaction de 'appui étant impuissante & elle seule
arendre la ligne élastique horizontale en ce point. Soient
M, et M, les momenls de ces couples, ils sont inconnus
ainsi que les réactions des appuis A et B ; le probleme
est donc hyperstatique, car les conditions générales d’équi-
libre ne fournissent que deux équations. Nous sommes obli-
gés d’avoir recours & I’étude des déformations.

Supposons le prisme sollicité par une charge uniformément
répartie sur toute sa longueur /; par raison de symétrie nous
aurons évidemment :

A=B=2 et M, — M, — M,

¢ désignant la charge par unité de longueur, et M, Ja valeur
commune de M; et M,. Le moment fléchissant M agissant dans
une section transversale d’abscisse z est

M=M0+Ax_"‘—;’

par suite, I'équation de la ligne élastique sera :

Toa A iy ok

dr?™ 2
une premiere intégration donne

dy gt Ax?

IE =T 2 Moz +c

- dy .
our xr—o, — —
P " dxr
donc ¢ —=o0;

. 2,
de méme, pour ==/, =0
d’odr I'équation

ﬁ’ r{f e

6—‘__7:'—M01=0

de laquelle nous pouvons tirer M, :
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gl
Iﬂa == — 17

Le moment fléchissant maximum au milien du prisme est
égal &

i ql?
mlmazr =— Z

l.a section dangereuse est donc la section d’encastrement.

[l serail naturellement possible de tenircomple ici des efforts
de glissement ; ce n’est cependant pas nécessaire. Lies calculs
de ce genre sont en effet pratiquement affectés d’une impor-
tante cause d’erreur. Il est impossible d’étre absolument
cerlain de 'efficacité de 'encastrement. De pelites varialions

de la direction de la tangente de la ligne élastique au point
d’encastrement se produisent, qui entrainent parfois des diffé-
rences nolables entre les résultals prévus par le calcul et ceux
donnés par I'expérience. Ce serail donc éveiller un faux sen-
timent de sécurité que de calculer des correclions cerlaine-
ment plus petites que les erreurs pratiques impossibles & pré-
voir.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE III

Ezercice 11. — Déterminer lellipse centrale d’un profil de
corniére de 70 mm. de cdté et 10 mm. d’épaisseur.

Solution. Nous considérons la section donnée comme for-
mée de deux carrés soustraclifs. L'un des axes principaux de
la section est I'axe YY, le moment principal I relatif a cet
axe est

T 6 /
Iy=-E—E=34,1 cm?,

car 'axe YY passe par le centre de gravité des deux carrés, -

Il ‘| [[IIT]
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Nous obtenons la distance @ du centre de gravité S de la sec-

Fig, 32

tion au centre de gravité du grand carré en écrivant I'équation
des moments:

13a = 0.707 >< 36
a = 1,96 cm.
Le moment d’inertie I. relatif & ZZ est égal a la différence
des moments d’inertie des deux carrés ; il faut de plus tenir

compte du fait que cet axe ne passe pas par le centre de gra-
vité des carrés. On a donc :

7t Ve A4 .
L= G+ T 4,96 — (3; + 6. 2,67 ) =23,7:=

Les rayons de gyration principaux sont par suite :

ty=\/"21 =2 66w, 1, — /21— 35em,
' 15 13

L’ellipse centrale est ainsi déterminée.

Ezercice 12. — Un prisme de 1,20 m. de longueur, encas-
tré & une extrémité. est sollicité a L'autre extrémité par une
charge isolée verticale de 500 kg. Déterminer la valeur maxi-
muwm de Pintensité R des actions moléculaires normales. La
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fig- 33 donne la forme du profil et ses dimensions (fer en Z,
profil normal allemand n° 16). L'dme du fer est verticale, et
lextrémité non encastrée absolument libre.

}r

Fig. 33.

Les catalogues indiquent ¢g « = 0,39, I = 1193 cm*,
I,— 58.8 cm*.
Solution. De tg «— 0,39 nous tirons :

a=20°20', sine. = 0,36, cos o =10,93.
Le moment fléchissant dans la section encastrée est :

500 ><120 — 60.000 kg. cm.
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Le plan formé par la force de 1’axe longitudinal ne passe
pas par les axes principaux de la section. Il faut donc décom-
poser le moment fléchissant en deux composantes suivant la
direction de ces axes. On lrouve:

M; = 60.000><0,93=155.800, t,=60.000><0,36= 21.600
55.800 21.600

= ——— Yy =4 — __
1 1.193 y kﬁ,ﬁlr‘/ Ru 58,8 z2=—367z

Le travail résultant en un point quelconque de la section de
coordonnées 7, z est par suile :

R =R, -1 Ri= 46,83/—}— 367z

Nous prenons comme axe positif des y la partie de l’axe
SY située au-dessus de ZZ, et pour axe positif des z, ’'axe SZ &
droite de YY.

Les coordonnées de Asonly =17,32cm. z—3.29 cm. donc :

Ra = 46,8 ><17,32 + 367 >< 3,29 = 1.550 kg. par cm’.

En B, R: et Ry sont de signes différents, on a donc :
Re= 46,8 >< 8,85 — 367 >< 3,48 = — 863 kg. par cm®.

Le travail maximum a lieu dans l’aréte A, il y alteint & peu
pres une valeur égale a la limite d’élasticité.

La flexion de ’extrémité libre du prisme sous I'influence de
la charge verticale a lieu obliquement. Si lexirémité dua
prisme élait guidée de sorte qu’elle ne put se déplacer que
dans le sens verlical, il se produirait une force horizontale,
réaction de l’appui sur Pextrémité de la piéce. Dans ce cas,
’axe neutre est horizontal, et I’on obtient R d’aprés la formule
ordinaire, le moment d’inertie étant alors pris par rapport &
l'axe horizontal passant par le cenire de gravité.

Exercice 13. — Déterminer les régions centrales des deux
profils précédents.

Solution. — L’ensemble des tangentes au contour du pro-
fil comprend : les c6tés de la surface (3 ’exception de ceux
de P’angle rentrant), la droite paralltle & ’axe ZZ qui joint
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les deux sommets les plus distants de ce dernier, et enfin,
Y7 lous les axes qui passent
7 par les sommels du pro-
fil (sommel de TPangle
rentrant excepté) el qui
ne coupent pas la sur-
face. Ces axes représen-
tent les posilions que
prend successivement la
tangente au contour lors-
qu'on passe de l'une des
B droiles mensionnées ci-
Fig. 34. dessus A la suivante.

En tenant compte ‘des
propriétés des antipdles et antipolaire, ainsi que des remar-
ques précédentes on reconnait facilement que la région cen-
trale est limitée par un pentagone dont les sommels sont
les antipdles de ces B droites et dont les cotés sont les antipo-

laires des sommets du profil.

On procédera d’une fagon analogue pour déterminer la
région centrale du profil du fer en Z (fig. 35).

Eexrcice 14. — Déterminer U'ellipse centraleet la région cen-
trale de la section transversale d’une colonne creuse en fonte
de 20 cm. de diamétre extérieur. Epaisseur des parois : 2 cm.

Solution. — Le moment d'inerlie d'un anneau relatif & un
axe passant par le centre est :

I=2 (10 — 8 = £.635 cm".

la surface de I’'anneau est F—113 cm?.

d’ou
t=\/ 4635 . 6,40 cm.
113

L’ellipse centrale se réduit & un cercle de rayon ¢.

[T TP TR T T ||||||‘||‘|||I|||‘|||I |||||||||||‘|| ‘II|
cm 1 2 3 4 5 6 7unesp® ¢ 10 11 12 13 14 15
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La région centrale est limitée par une circonférence dont
le rayon 4 est donné par la proporlion :

d’ot

Exercice 15.— Un solide reposant librement par ses extrémi-
tés est de révolution par rapport & l'aze longitudinal. Il est
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sollicité en son miliew par une charge isolée. Déterminer la
forme du méridien de facon qu’en chaque section transver-
sale la valeur de l'intensité maximum R des efforts normaux
soit la méme.

(Solide d’égale résistance).

Solution. — Soit A la réaction de 'appui de gauche, le
moment fléchissanl pour une seclion d’abscisse z est M— Az
et par suite :

M Az
—_—— = A
R W prd
r désignant le rayon de la seclion Lransversale. Pour que
R soil conslant, il suffit que le membre de droile le soit ; nous
trouvons donc immédialement » en fonction de x :

g

fr

2'—\/ *H\_];

C’est la I’équalion de la courbe méridienne, celle-ci est une
parabole cubique. Il est tacile de varier a l'infini le probleme
en admeltant d’autres formes de sections transversales et
d’aulres lois de répartilion des charges. Quelque inléressants
qu’ils soienl en eux-mémes, les problemes de ce genre n’onl
toulefois pas grande importance, car dans leur applicalion
en pralique on est généralement forcé, pour différentes
raisons, de donner au solide une forme différente de celle
trouvée par le calcul. De plus, ce dernier est inexact en ce
sens qu’il n'y est pas tenu compte des efforls de glissemenl.
Nous trouvons ici » = o0 pour x = o0 ; il esl évidenl que ce
résullat est faux, car il faul qu'aux extrémilés la seclion soit
assez grande pour que l'inlensité des efforls de glissement ne
dépasse pas le travail élastique pratique du métal.

Ezercice 16. — Un prisme de section double té, encastré a
une extrémité, porte a l'autre une chargede 5.000 kg. Déter-
miner le travail mazximum du métal dans la fibre extéricure
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et la valeur de celui-ci a la jonction de Idme et de la plate-
' bande. La longueur du prisme est
de 0,8 m.; les dimensions de la sec-
tion sont indiquées dans la figure 36.

Solution. — Nous calculons le mo-
ment d’inertie relatif & ’axe horizon-
tal passant par le centre de gravité
du profil en considérant la surface
comme [ormée d’'un grand rectangle
additif et de deux rectangles laté-
raux soustractifs.

il 12 >< 243 5,5 > 213
i I=—22 a2 25,335 om

Fig. 36.

le moment statique T de la :plate-

bande relatif au méme axe est :

= ydF =1,5><12>< 11,25 =202,5 cm?

1w

I'intensité R des actions normales en un point d’ordonnée Y
de la section encastrée est :

M 5.000 < 80 o
Ri= Y= e Y=Y

5.335
Dans la fibre extérieure, y =12 ; donc
Rmax = 900 kg. par cm?®.
Ala jonction de la plate-bande et de 'ame,
y=10,5 R =787 kg. par cm®.

Calculons l'intensité des efforts de glissement en ce point;
I’équation (78) donne

10

14 15
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d’od), pour l'intensité de’action moléculaire principale (équa-
tion 12) :

Ronx == 2 -5 \/4S+R2m—— —+b,\/3so 4788 =
=830 kg. par cm®.

Cette intensité est donc plus petite que celle des actions
normales maximum C'est ce que montre aussi le calcul du
(ravail élastique de comparaison qui mesure en réalité le
travail do métal. D’apres (40) on a, pourm —=31/3 :

& =0,35R; -t 0,65 /&S + R,* = 84k kg. par cm™.

Les résultats qui préceédent montrent bien que, méme pour
des sections double té, il n’est pas nécessaire en général de
tenir compte des efforts de glissement. Si le prisme est
encore plus court, S conserve la méme valeur (la charge res-
tant la méme), tandis que R devient plus petit ; il y a done
une longueur & partir de laquelle les efforts de glissement a la

jonction de la plate-bande et de I'dme sont plus grands que
les efforts normaux dans la fibre extérieure.

Remarquons du reste expressément que tout le calcul n’est
qu’approximalif : ’équation (75) repose, en effet, sur une hypo-
these peu certaine, qui, surtout a la jonction de’4me et de la
plate-bande, n’est pas exactementremplie.

Exercice 17. — Répartition des actionsmoléculaires tangen-
tielles S dans une section circulaire.

Solution. — Calculons d’abord le moment statique, relatif a
I'axe Z, du segment indiqué par deshachures sur la figure 37:

=Py

fydh—ﬂf yNrr—y dy
U

-3
-

=3 u)—-'-—

1\]

b désignant la longueur de la corde, le long de laquelle nous
voulons déterminer les efforts de glissement.

| ||||||‘ |‘|||||||‘|||| T
4 5 6 Tunesp® 9 10 11 12 13
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L'égquation (73) donne

Vo2

Sey = g

Fig. 37

condition que la résultante soit tangente a la circonférence ;
donc ]

N . 2u 2Vub
Sez — 8oy - =32

d’'oti, pour l'intensité S de I'effort de glissement :

Vo

47 & TRV Y- | :.“)__Vb

S —
o= A
3nrt V 3nr

le maximum de S se produit le long de 'axe Z, pour b=2r

L)

cm
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S e

max, — ¢

La valeur maximum de l'intensité des efforts de glissement
est donc a la valeur moyenne de celle-ci dans 'hypothese
d’une répartition uniforme des efforts sur la section comme
hesta 3.

Exercice 18. — Quelle force de cisaillement le rivet N de
la poutre rivetée (lig. 38) a-t-il @ supporter, la réaction de

Pappui étant de 6.000 kg ?

. 200~70

v Fg=i0

Solution. — Laformule (76) donne
P07
I
Pourl, on a avec une approximation suffisante

b
= 25<46>< 23,5 + X — 60022 cm®*

12

On a simplement estimé a 23,3 cm. la distance du centre
de gravité de 'ensemble formé par la plate-bande et les deux

wn
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cornieres, au centre de gravité de la section entidre ; la déci-
male est naturellement incertaine.

La valeur approximative de I déterminée ainsi est trés
suffisante pour ce genre de calcul; si I'on ne veut pas s’en
contenter il est facile de déterminer I d’apres la méthode
indiquée précédemment. Le moment statique T de la plate-
bande et des cornieres, relalif a I’axe neutre de la section, se
détermine de la méme facon :

T=46>23,5=—1.081cm?
d’ou, V étant 6.000 kg. et e=12cm.

6.000 < 12

P= =0

1.081 =1.300 kg.

Cette force de cisaillement se répartit sur les deux sections
des rivels situées de chaque coté de I’ame.

Exercice 19. — Déterminer la ligne élastique d’un prisme
dont la section transversale varie de %elle sorte que 1 soit en
chaque point proportionnel au moment fléchissant M.

Solution. — Posons

: ==
nous avons, ¢ étant une constante :
d*y

—_— = —_C

dx?

cx?
=t +az—+b

olta et & désignent les constantes d’intégration. Cette équation
est valable pour toute la longueur du prisme, si la condition
poséedans 1'énoncé est exactement remplie. La ligne élastique
est une parabole ; pour z=o et z=/, y —o, donc :

I
b=0 et o —%—g—al
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la fleche au milieu du prisme est par suite :

Soient My, et I, le moment fléchissant et le moment d’iner-
tie pour le milieu du prisme, on a

f=

M,, 2
81,

Supposons le prisme sollicité par une force unique P, agis-
sant au milieu :

e
T 32,k

Sile moment dinertie de la section était constant et égal &
Iz, nous aurions d’apres la formule (83) :

P

=BT
la fleche est donc de 50 0/0 plus grande dans le cas présent
que dansle cas du prisme & section constante.

L’hypothese deIproportionnel 4 M est sensiblement satisfaite
dans les poutres rivetées dont la section est renforcée vers le
milieu par l'addition de semelles de telle fagon que R ait
a peu prés la méme valeur dans toutes lessections. En effet,
les semelles ne modifient pas sensiblement la hauteur de la
poutre, de sorte que

R =

M
Y

; M
est partout & peu prées proportionnel au rapport =

[T TP TR T T ||||||‘||‘|||||| |||||||||||‘||| T[T
cm 1 2 3 4 5 6 7Tunesp® & 10 11 12 13 14
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Ezxercice 20. — Calculer la constante » de la formule (84)
pour une seclion circulaire.
Solution. — La formule (83) donne

F‘[SﬁdF

Vl
Nous avons trouvé, al’exercice 17, pour une seclion circu-

W=

laire :
] AVt
S Sy P
i 3rrt

ot 2z désigne la longueuar de la corde distante de 7 de 'axe

des z.
Si nous ne tenons compte dans le calcul de x que de la com-

posante Sgy des efforts de glissement, soit de la composante
parallele & la direction des forces extérieures, nous avons en
utilisant les notations de la fig. (37) :

_ (162 .
x=mr- | — ar

Dseipt

Nous pouvons écrire
+r +r 5/,
16fz‘a’F — 32fz‘dy: 64 lf(r’-—-y’) “dy
i Y

r 5/5 8(rt— 77224 1072 (r2— 2 15y
}l:?‘!-—y’) dy:: (T ) p ;8(7' u?) + 157 y\/r‘-—y’+

48
16

en introduisant les limites, il vient :

fz‘dF = 10nr®

10
9
On pourrait naturellement calculer » en partant de S et non
de Sy : on trouverait une valeur un peu plus grande. Comme
il ne s’agit toutefois que d’obtenir une valeur approximative,le

6 - ¥
r° arc sin-—
7

et par suite

%

[T TP TR T T ||||||‘||‘|||I|||‘|||I |||||||||||‘|| ‘II|
cm 1 2 3 4 5 6 7unesp® ¢ 10 11 12 13 14 15
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calcul tel que nous venons de le faire est absolument suf-
fisant.

Ezercice 21. — Calculer les réactions des appuis d’un prisme
sollicité par wune charge uniformément répartie, reposant
librement sur 4 appuis de méme niveaw et équidistants.

Solution. — Par raison de symétrie, lesréactions C desappuis
intermédiaires sont égales entre elles ; de méme, les réac-
tions A des appuis extérieurs. Celles-ci sont égales &

3ap
= —-—2— —_—
a désignant la distance de deux appuis consécutifs, p la charge
par unité de longueur,

Le moment fléchissant pour une section d’abscisse z de la
travée de gauche est (z étant mesuré 3 partir de I'appui de
gauche) :

M=a (" — €) -

2 2

I'équation différentielle de l’arc correspondant de la ligne

élastique est donc

Rp 2y _P= o o P
dog 2. AL Ry

Pour une section de la travée suivante
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M= 1-—}—(”( - f)—|— Cz —p———(x; o

—I—pa‘—Ca—pi,

les abscisses x étant comptées a partir du second appui de
gauche, nous obtenons donc :

L, d’_:f_ ot pax oo
le_ﬁ_ . : ,0——2 ~—1Ja

B F il .
_——pis - Cax—a{j—l- —pa'z + R
h

Cax? pax® pa*x? ,, -
ST e R R L

y =0 dou K" = o
Yy — o0 d’or :

Enfin nous avons encore la condition que les deux arcs de

o 6 . d

la ligne élastique se raccordent tangentiellement. Doncd—;/
pour z =a dans le premier arc doit étre égal & la valeur de

dy s ; ]
- pourz =0 dans le second arc. Ceci nous donne I’équation
L1 5]

pa? a? 3ap "
E+5(C—P)+K=K

ou, enintroduisant les valeurs trouvées pour K et K" :

C est la seule inconnue dans cetle équation. Il vient :

C——pa
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et par suite

3ap 11 -
=—y — P8 =U,4pa

Ezxercice 22. — Deux prismes de longueurs I, et lx reposant
librement par leurs extrémités se croisent a angle droit en
leur milieu. Les deux prismes sont assemblés d’une maniére
invariable au point de croisement et sollicités en ce point par
une charge isolée P. Déterminer la répartition de cette charge
entre les deux prismes.

Solution. — Soient I, et I, les moments d’inertie des pidces ;
la fleche du milieu doit étre la méme pour les deux prismes,
et si C est la part de I'un, l'autre supporte une charge
P — (G ; nous avons done 1’équation de condition :

Cl* (P — )Ly
48EI,  4BEl,

G Pl
T LM+

La méthode resterait la méme si les prismes ne se croi-
saient pas au milieu, mais en un point quelconque. On aurait
alors, non plus & égaler les fleches /, mais les ordonnées y de
la ligne élastique des prismes, correspondant au point de
croisement.

[l ‘I [[ITT
7 unesp 9 10 11 12 113 14
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Io =1 cos* & + I; sin’a (58)

Il est toujours possible de considérer le quotient d'un mo-
ment d’inertie par l'aire de la surface donnée comme le carré
une certaine longueur. Nous donnerons & celte longueur le
nom de rayon de gyration, et nous la désignerons par la
lettre ¢ ; ainsi par exemple :

Ly

o

&% F (59)

Divisons (58) par F, nous pourrons écrire :
t) =ty’cos® a 4- t,? sin’a (60)

Il semble & premigre vue tout indiqué, pour obtenir une
représenlation graphique de ¢« en fonction de «, de porter a
une certaine échelle une longueur égale & ¢« dans la direction
donnée et de considérer le lieu géométrique des extrémités des
vecteurs ainsi déterminés. Ce serait loutefois peu commode,
car la courbe obtenue serait du 4° degré. 1l est facile d’arriver
a une représentation graphique plus simple, en portant sur
chaque axe une longueur inversement proportionnelle & ta,

Formons I'expression:

G = %£~ z:é"‘y";ﬁ-— i

. 7
et substituons aux différents £ de’équation(60), les longueurs
< correspondantes, il vient :

/Tq €OS G\ 2 /Ty Sin 2\?

=)t

C'est 1a I'équation d’une ellipse, lieugéométrique des extré-
mités des vecteurs .

Soient a et & les demi-axes d'une ellipse (fig. 20). Tragons la
tangente TT parallele & AA ; p étant la longueur de la perpen-
diculaire abaissée de l'origine sur TT, on démontre en géo-
métrie analytique que

(62)

pP=a’sin® 2+ * cos*a (63)

11 12

L
N
(9]
fap)
-
c
-
m
w
=]
o
'_
[ew]

13
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En comparant avec la formule (60),0n voit que p est égal an
rayon de gyralion.relatif & ’'axe AA,si on l'a zz—=aet tv =6.
On reconnait d’aulre part, que ce sont précisément 3 les
valeurs que fournil la formule (61) pour les demi-axes de
I'ellipse (62). L’ellipse ainsi déterminée porte le nom d’ellipse
d’inertie. On remarque que, dans cet article, nous n’avons
pas fail usage des propriétés du centre de gravité, les ré-

Fig. 0.

sullats sont donc applicables & un point quelconque du plan de
la surface considérée. L’ellipse d’inertie relative au centre de

gravité porte le nom d’ellipse centrale d’inertie ou simplement
d’'ellipse centrale.
Nous pouvons arriver aux résultats précédents sans faire
P p

usage de la propriété, représentée par laformule (63). Considé-
rons & cel effel ellipse d'inertie comme projection d'un cercle.
Tragons lous les carrés circonscrits au cercle : les parallélo-
grammes circonscrits & I'ellipse, quisout les projections de ces
carrés, auront tous la méme aire, les carrés circonscrits au
cercle élant lous égaux.

Nous pouvons donc écrire :

p = conslanle =1y 7

4 5 6 7 unesp* @ 10 11 12 13
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L’ellipse centrale étant donnée, on trouve le rayon de gyra-
tion relatif a un axe donné, en mesurant la distance du centre
de lellipse & la tangente & T'ellipse parallele a la direction
donnée. On n’a besoin d’aucun calcul, ce qui n'est pas le
cas si I'on part du vecteur =, déterminé par 'ellipse sur 'axe
considéré.

Indiquons encore comment on obtient, le plus rapidement
possible, l'ellipse centrale. Si la surface posseéde un axe de
symétrie, la direction des axes principaux est connue; il
suffit de calculer les moments d’inertie et les rayons de gyra-
tions relatifs & ces axes. Si les axes principaux ne sont pas
connus, on pourra par exemple calculer les moments d’'inertie
et les rayons de gyrations relatifs  trois axes passant par le
centre de gravité. En menant de chaque coté de ces axes des
paralleles, & une distance égale au rayon de gyration corres-
pondant, on obtiendra six tangentes a I'ellipse ; au moyen du
théortme de Brianchon, on en déterminera ensuite d’autres, en
nombresuffisant, pour pouvoir tracer I'ellipse avec 'exactitude
désirée. Dans d’autres cas, il sera préférable d’employer la
méthode générale, consistant & calculer les moments d’'inertie
relatif & deux perpendiculaires passant par le centre de gra-
vité et & en déduire la direction des axes principaux et la va-
leur des momends principaux.

40. Moments d’inertie polaire. — Nous nenous sommes

'occupés que des moments d’inertie relatifs & des axes situés

dans le plan de la figure considérée. On peut aussi calculer le
moment d’inerlie d’'une surface relatif & un axe qui coupe le
plan de la surface sous un angle quelconque ou qui lui est

parallele. Un seul de cescas jouit d’'une cerlaine importance

3 4 5 6 7 unesp® 9 10
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de telle sorte que I'extremité B décrive le contour de la surface
tandis que I'autre G glisse le long de 'axe AA.
Nous avons :

u==1sino
et par suite, pour le moment d’inertie de la surface entiére :
U
Jie= ;J sin'ed s

en tenant comple de la formule :

3sin 2 —sin 3 o

" g |
sIn” ¢ = 1

nous pouvons écrire :

-~

rf.: ( . [3 .
I =- 1|sinodz —— | sin 3odz
"* ” ] ,'03 L i

La tige BC est pourvue d’une roulette R, qui roule sur le
papier, lorsque le point B décrit le contour de la surface don-
née. Un vernier permet de lire exactement la quantité dont
celte roulette a tourné. La rotation qu’effectue R pendant que
B parcourt un élément du contour considéré, peut se décompo-
ser en deux parties: I'une correspondant & la projection hori-
zonlale de I’élément, I'autre & la projection verticale. Suppo-
sons que nous partions d'un des points situés sur 'axe AA,
pour parcourir le contour ; la tige BC sera donc a I'origine
horizontale, lorsque nous arrivons & l'autre des points du
contour situé sur AA, la tige reprend la méme position ; le
chemin décrit dans le sens verlical par B est nul, donc les
rotations de la rouletle qui correspondent aux projections ver-
ticales des éléments de la partie du contour située d’un méme
cOté de AA, se compensent.

Il sulfit par suite de considérer les rotations dues aux pro-
jections horizontales des éléments au chemin de B. Pour I'é1é-
ment du contour considéré dans la figure, cette projection

horizontale est dz. 1l est d'autve part bien évident que la rou--

lette R v'effectue aucune rotation lorsque la tige se déplace

4 5 6 7 unesp* @ 10 11 12 13
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dans sa propre direction; donc, lorsque B se déplace de dz
dans le sens horizontal, la roulette tourne dans une direction
perpendiculaire a la tige BC d'un angle proportionnel a
dz sin ¢. Ainsi, lorsque B aura parcouru la partie du contour
située au-dessus de I'axe AA, par exemple, I'angle dont aura
towné la roulette R sera proportionnel a

f sin odz

Nous pouvons répéter les mémes raisonnements a la parlie
du contour située en dessous de AA, en remarquant toutefois,
queles deux facleurs du produils dzsin¢ changent de signe, de
sorte que le produit lui-méme conserve le méme signe que
précédemment. Les rotations de la roulette détermindes par
les déplacements horizontaux ne se compensent donc pas
comme celles dues aux déplacements verticaux de la pointe B.

L’angle total dont a tourné la roulette R, esl par suite une
mesure pour l'intégrale [ sin odz, élendue a tout le contour
donné. On voit donc qu'il suffit de décrire une fois avecla
pointe B le conlour de la surface donnée, pour oblenir, abstrac-
tion faile d’un facleur constant dépendant de la construction
de l'instrument, le premier terme de I'expression de 1. Le se-
cond terme de cette expression est exaclemenl de la méme
forme que le premier, seul 'angle ¢ esl remplacé par I'angle
3 ¢. Il est facile d'obtenir la valeur de cette intégrale en ajou-
tant & 'instrument une seconde roulette, lournant autour d'un
axe, dont les coussinets sont reliés a la tige BC par un pignon
et une roue dentée tels, que le rapport des vitesses angulaires
des deux tiges soit égal 4 1 : 3. L’axe de rolation de celle rou-
lette, qui se meut sur le papier comme la roulette R, forme a
chaque instant I'angle 3 ¢ avec AA ; T'angle dont elle tourne
en tout, est par suite proportionnel au second terme de I'ex-
pression de I. Nous avons donc finalement pour I 'expression :

I=ar — fr,

ol et B désignent decux constanles de I'inslrument, déter-

5]
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minées espérimentalement et »; et r,, les lectures faites aux
roulettes.

Le planimetre d’Amsler est muni encore d’une troisitme
roulette, qui permet d'évaluerle moment statique d’une sur-
face relatif a un axe AA.

§ &

CAS GENERAL DE LA FLEXION SIMPLE

42. Calcul des intensités des actions molécunlaires. —
Le cas général de la flexion simple se présente lorsque le plan
de la flexion ne contient pas 'axe principal des sections trans-
versales.

On procéde de la facon suivante. Si les forces extérieures
sont situées dans un méme plan, nous les décomposerons cha-
cune en deux composantes respectivement parallles aux axes
principaux des seclions transversales, el nous réduirons ensuite
chaque systeme de composantes a un couple fléchissant dont
le plan contiendra un axe principal. Si, au contraire,les forces
extérieures sont situées dans des plans ditférents, nous les
réduirons & un couple résultant que nous décomposerons en-
suite en deux couples dont les plans passent respectivement
par I'un et par I'autre des axes principaux. Soit o 'angle formé
par le plan du couple fléchissant M avec I'un des axes princi-
paux, les moments des couples composants sont M cos o et
M sina. Nous pouvons calculer I'intensité des actions molécu-

laires développées par chacun d'eux au moyen des formules
(49) ou (51), qui sont applicables ici & chacun des couples com-
posants, puisqu'ils passent chacun par un axe principal. Nous
obtiendrons I'intensité des actions moléculaires qui agissent
réellement dans la section, en formant la somme algébrique .
des actions produites par chaque couple.
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Ona donc:

R=Mcl(isay+Msl'1”naz (65)

Un simple raisonnement indique ensuile en quel point de la
section I'intensité R des aclions moléculaires est maximum.

Pourdémontrer 'exactitude de la formule (65), nous pouvons
soil nous baser sur le principe de superposition, soit remar-
quer que la répartilion des actions moléculaires représentée
par (65) est linéaire, et que par suite il y a certainement
équilibre entre les forces exlérieures el les forces intérieures.
Cel équilibre n'est en effet possible que pour une répartition
linéaire unique el bien déterminée des actions moléculaires :
la direction de I'axe neulre détermine sans ambiguité le plan
du couple résultant des actions moléculaires, et l'intensité de
ces actions & une distance donnée de I'axe neutre délermine a
son tour la grandeur du moment de ce couple.

Si la loi de superposition n’est pas applicable a la maliere
dont est formée la pidce considérée, la premiere juslification
n’est plus utilisable ; la seconde du resie ne I'est pas davan-
tage, car dans ce cas la réparlition linéaire des actions molé-
culaires est tres problématique. Il ne faut alors plus compter
sur I'exactitude de la formule (65), elle peut au contraire
fournir des résullats tres différents de la réalité.

43. Application. Calcul des dimensions d’une panne
de toiture. — Appliquons la formule (65) 2 un exemple sim-
ple, savoir au calcul d’'une panne de loilure. Nous avons

affaire 13, & une pouire placée de lelle sorte que les colés de
la section transversale sont paralltles ou perpendiculaires a
la pente du loit, landis que les forces extéricures sont situées

dans un plan. vertical. Supposons ces forces (y compris le
poids propre) uniformément réparties sur la longueur/de la
poutre. Le moment fléchissanl maximum se produit au milieu
de la pikce ; il est égal, comme on trouve facilement, & :
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Q désignant la charge totale de la piece de bois. Le plan
de ce couple est vertical, il forme donc les angles a et 1: —a

avec les axes principaux de la section, les moments des cou-
ples composants sont indiqués dans la {igure. Pour le moment
d’inertie d'un rectangle, nous trouvons :

L= [y dF =

les moments relatifs dl'axeYs'ebtiennent en permutaut b ct A
dans les formules. Les axes y,z
partagent la section transversale
en 4 rectangles. On reconnait

M == e [ mem ===y

de ceux-ci les actions molécu-
laires développées par chacun des
=\ couples fléchissantssont de signes

[
]
1
[}
‘
)
i immédialement que dans deux
]
L]
)
1
]
1

conlraires et par suite se compen-
sent en partie, tandis que dans les
deux auires, ces aciions sonl de

méme signe el s'ajoutent. On

Fig. 22. voit ainsi que le plus grand tra-

vail de compression se produit en

A et le plus grand travail d’extension en B, ces deux tra-

vaux élant égaux en valeur absolue. On trouve pour ce travail
maximum :
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A M cos « M sin «
W, -+ W

Yy
R — 6 M cos a & 6 Msin &
’ bh? bR

la projection horizontale cde la section est égale & :

¢ — b cosa—+ Asina
d’ol :
) 6Me
[{ e e ll“;
e g
Si nous faisons @ — o, nous retombons sur la formule ordi-
naire de la flexion. t

§5

FLEXION D’UN PRISME DROIT
SOUS L'INFLUENCE D'UNE FORCE PARALLELE
A L’AXE LONGITUDINAL

44. Calcul des actions moléculaires développées
dans uue section transversale quelconque. Région
centrale d'une surface. — Admettons que les forces
exltérieures agissant sur la partie du prisme considérée se
réduisent & une résultante unique, parallele a 'axe longitu-
dinal.

C’est 1a un cas derésistance composée. En effet, nous pou-
vous remplacer la résultante des forces extérieures par une
force égale et de méme signe coincidant en direction avec
I'axe longitudinal et par un couple dont le plan passe parl'axe
du prisme. Nous décomposerons ce couple en deux autres
agissant dans des plans passant par les axes principaux de la
section transversale.
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Considérons I'ellipse centrale de la section transversale
(dans la lig. 23 on n’a tracé que cette ellipse, la forme de Ja
section n’intervenant pas autremeut dans le calcul).

Soient A le point d’application de la résultante P des forces

Z

Fig. 23

extérieures, # et v les coordonnées de ce point; soient encore
dF un élément de surface de la section, z et ¥ ses coordon-

nées; l'intensité de I'action moléculaire normale développée
en ce point est donnée par la formule :

R= X +&z -+ Ely
F Iy Iz
Le premier terme de celte expression représente I'intensité
des actions normales développées par I'effort normal, les deux
autres termes donnent les intensités des actions développées
par les deux couples fléchissants. En introduisant les demi-
axes a et 6 de I'ellipse centrale, on pourra écrire :

P DL
Re=g(t +5+2) Ch

Celte expression doit s’annuler pour les points de 'axe neu-
tre de la section transversale ; nous obtenons donc pour équa-
tion de cet axe :

uy v

S = (68)

12 13 14

€]
o)
=
c
=]
1]
w
k2
e}
'_\
(=}
'_\
'_\

15






FLEXION DES PRISMES A AXE RECT|LIGNE 101

z et y étant les coordonnées courantes. C'est 1a I'équation
d’une droite (il ne saurait en étre autrement, du reste, I'expres-
sion posée pour R le supposant implicitement).

L’équation (68) fait correspondre & chaque point », v du
plan une droite déterminée ; étudions la nature de cette rela-
tion.

Supposons d'abord le point A situé sur Iellipse centrale ;
et § désignant les coordonnées d’un point de celle-ci, nous
avons la relation :

nt ES

4= =1 (69)

at be

Si l'on faitw — 7 et v =§, I'équation (68) est satisfaite sil’on
prend y — — et = — £ ; on reconnail qu’elle est iden-
tique a I'équation (69). Donc, dans ce cas, 'axe neutre passe
par le point de I'ellipse diamétralement opposé au point con-
sidéré ; de plus, cet axe est langent & I'ellipse : en effet, en
dérivant les équations (68) et (69), il vient :

u vde
—_——te————
a* ' b-dy
W EdE
@ bran - °
Ces deux expressions sont identiques pour y = — 7 et
z=—2E, donc :

L’axe neutre est, dans ce cas particulier, une tangente a1'el-
lipse centrale; sa position est donc complétement déterminée.
Admetlons maintenant que le point A se déplace le long d’une
droite passant par le centre de gravité, » et v varient dans le

d :
méme rapport, d—; reste par suite constant, et ’axe neutre se

déplace parallelement & lui-méme. Plus le point d’application
A de la résultante se rapproche du centre de gravité, plus
I'axe neutre s’en ¢loigne, et cela de telle facon que le:pro-

Wo 5245
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duit des distances du pointet de I'axe neutre au centre de gra-
vité demeure constant. Lorsque I'axe neutre coupe I'ellipse
centrale, le point A est situé & 'extérieur de I'ellipse et vice
versa. Si le point A s’éloigne & I'infini, 'axe neutre passe par
le centre de gravité, ce qui est naturel car ce cas n’est autre
que celui de la flexion simple : une force infiniment petite dont
le pointd’application est a I'infini produit un moment fléchis-
sant fini, tandis que l'effort normal, égal en grandeur & la
force, est négligeable. Si inversement le point d’application A
coincide avec le centre de gravité, 'axe neutre est situé & I'in-
fini, les actions moléculaires sont réparties uniformément sur
la section, et nous retombons sur le travail 4 ’extension ou &
la compression d'un prisme droit.

Faisons décrire au point A une droite quelconque : a chaque
position de A correspond un axe bien neutre déterminé;
recherchons comment cet axe varie lorsque A décrit la droite
donnée. Soit :

v=ou

I'équation de celle-ci, @ et 8 désignant deux constantes arbi-
lraires. Soienl u,, v; el u,, v, les coordonnées de deux points
quelconques de cette droite et proposons-nous de déterminer
I'intersection des axes neutres relatifs a ces points.

Les équations de ces axes sont :

Yy

at

+ 2oy + B) = — 1

gl

-(—(—2—-4—5;(13\5,4—.8):—1

d’ou résulte pour les coordonnées du point d’intersection
cherché :

(70)

Les coordonnées u;, v, et u,, v, des deux points arbitraire-
ment choisis ne figurent pas dans ces expressions. Donc Jors-
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que le point A décrit une droite, I'azxe neulre correspondant
tourne autour d'un point déterminé correspondant a la droite
décrite par A. Si le point A coincide avec ce point dont les
coordonnées sont :

y = a* = =2

Uiy B
on trouve, en substituant dans (68), pour équation de I'axe
neutre correspondant :

z=oy+f

c’est précisémenl la I'équation de la droite décrite par A.

Nous avons donc ici des propriétés absolument analogues a
celles des poles el polaires dans la géométrie des sectfons coni-
ques. La seule diffévence est que dans le cas présent, le point
correspondant & une tangente a la conique n’est pas le point
de contact, mais le point de I'ellipse diamétralement opposé ;
de méme pour un point ou une droite quelconque. Nous
appelons ici les points et droites correspondants, antipdles et
antipolaires.

Les résultals précédents peuvent se formuler ainsi :

1°) L’axe neutre correspondanta un point de la section pris
comme point d’application de la résullante des forces exté-
rieures est 'antipolaire de ce point par rapport a I'ellipse cen-
trale. De la résulte la propriété corrélative : Le point d’appli-
cation de la charge correspondant & un axe neutre quelcon-
que est 'antipole de cet axe par rapport a I'ellipse centrale ;

2°) Si le point d'applicalion de la force décrit une droite,
I'axe neutre tourne autour de 'antipdle de la droite ; inverse-

ment, si I'axe neulre tourne autour d'un point fixe, le point
d’application de la force se déplace le long de I'antipolaire du
point considéré;

39) Si le point d’application décrit une courbe du second
degré, les axes neutres correspondants enveloppent une autre
conique.‘

Dansles applications des théoremes précédents, il est indif-
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férent que ’'axe neutre coupe ou non la surface donnée. S’il
ne la coupe pas, les actions moléculaires développées dans la
section sont toutes de méme signe. Si I'on tient compte de
celte remarque, il est facile de résoudre le probleme sui-
vant : déterminer le lieu des points d’application de la résul-
tante des forces extérieures pour lesquels les actions molécu-
laires développées dans la section soient toutes de méme
signe. Ces poinls d’application sont situés a Vintérieur d’une
cerlaine région que nous nommerons région centrale de la
scction donnée. Le contour fermé qui limite cette région est
le liew géométrique des antipdles de toutes les tangentes au
contour de la section donnée, et plus généralement de toutes
les droites qui ont un point commun avec ce contour et qui
ne coupent pas la surface. En effet, I’antipolaire de tout point
situé a Vintérieur de la région limitée ne coupera pas la
surface ; les actions moléculaires développées dans la sec-
tion seront de méme signe : ceci est encore vrai a la limite
pour un point du contour de la région centrale, puisque aux
points de ce contour ne correspondent que des droiles qui ne
coupent pas la surface.

La considération dela région centrale d’une surface donnée
est en particulier utile dans’étude de la stabilité des magon-
neries. L’expérience'démontrant que la magonnerie ne présente
qu’une faible résistance a 'extension, on pose en général la
condition que le point d’application de la charge transmise
par une section transversale soit situé a 'intérieur de la région
centrale de la section considérée, afin que le long de celle-ci la
magonnerie ne travaille qu’a la compression. Ceci suppode,
comme tout ce qui précede, une répartition linéaire des actions
moléculaires. Or on peut avoir des doutes sur I’exactitude de
cette hypothesé pour de la magonnerie, laquelle ne satisfait
certainement pas & la loi de Hooke. Jusqu’a présent, cependant,
cetle regle s’est toujours confirmée ; il n’y a done pas lieu de
se méfier de son application. Il convient toutefois de ne pas
perdre de vue la base hypothétique sur laquelle elle repose,

cm 1 o

[&8]
1=
€]
o
~J
c
=]
1]
w
L=
o
b
]

11 12 13 14 15






cIm

FLEXION DES PRISMES A AXE RECTILIGNE 105

afin de ne pas trop présumer des résultats théoriques qui en
découlent.

45. Applieations. — Région centrale d'un rectangle.
Soient a et b les cdlés du rectangle; le moment d’inertie princi-
pal relatifa ’axe paralléle au c6té @ est, comme nousl’avons vu

ab®
=
le rayon de gyration correspondant est donc égal a :

L 0,28875

vi2

Les quantités relatives a l’autre axe principal s’obtiennent
en permutant @ et . Les axes de Dellipse centrale sont ainsi

Fig. 24

déterminés, il est possible de construire celle-ci. L’ensemble
des tangentes quine coupent pas la surface est formé ici des &
cOtés du rectangle et de toutes les droites passant par les
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angles du rectangle sans le coupér. On passe donc d’un c6té

au suivant en faisant tourner la tangente autour du sommet
commun ; or on sait que, dans ce cas, ’antipdle décrit une
droite, savoir 'antipdle du sommet considéré ; la région cen-
trale d’un rectangle est par suite un quadrilatére. Par raison
de symétrie, on voit immédiatement que ce quadrilatére est
un losange. Il suifit d’en déterminer les sommels, situés sur
les axes principaux. L’antipole du cdtéca est le point A. On
sait que le produit des distances de I’axe et de son antipdle
au centre de gravité de la figure est constant et égal au carré
du demi-diamétre de 1’ellipse conjugué & la direction consi-
dérée. On a donc ici :
52
T2

B
6

Cbaque diagonale du losange est donc égale au tiers du coté
du rectangle, qui lui est parallele. De la la rdgle que dans les
piles en magonnerie, le point d’application de la charge soit
situé a I'intérieur du tiers moyen du joint, supposé, naturelle-
ment, que le point d’application soit contenu dans un des
plans de symétrie de Ia pile.

La région centrale d’un cercle est elle-méme un cercle. Cal-
culons d’abord le moment d’inertie polaire du cercle par rap-
port au centre. Soit @ lerayon du cercle ; nous décomposons
’aire en anneaux de largeur infiniment petite ; tous les points
d’un tel anneau élant équidistants du cenlre, nous pouvons
le prendre comme élément superficiel du cercle, et par suite

écrire :
a wa*
Ip = 2ﬁf 7“3d7" :——2—
1}

Les moments d’inertie relatifs aux axes issus du centre
sont évidemment égaux entre eux ; done, en vertu de la for-
mule (64), ontrouve pour ces moments la valeur :
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de la nous tirons, comme plus haut, pour le rayonz de la
région centrale :

Région centrale d'une aire elliptique. Le plus simple est de
cousidérer ’ellipse comme projection d’une circonférence.
Soiont @ le demi-grand axe, & le demi-petit axe; posons
b = acos a, . élant donc I’angle formé par le plan du cercle
avee le plan de projection. Soit Is le moment principal relatif
au grand axe, nous aurons :

| =[z‘(lF= cos® o llrz,’dF,

z et dF; étant les quantités dont les projections sont z et dF ;
donc :

rat rab’
Is = cos’a [z’szcos’ o — =— ——
iy ) 4

de méme 3

Iy = [y’dF =c0s ocfy;"’a’F,

nous avons ici simplement cos e et non cos’ « comme plas
haut, parce que ¥ et & sont paralléles

12

5]
NS
n
o
~3
c
=
]
/2]
=}
Lo
'_
(]
'_\
'_\

13

14






cm 1

[&8]

108 CHAPITRE III
les rayons de gyrations principaux sont par suite :
fa = ),'b =

L’ellipse centrale est donc semblablea I'ellipse limitant ’aire
donnée. La région centrale est,elle aussi,limitée par une ellipse
semblable et semblablement placée. On trouverait, exactement
comme dans le cas du cercle, que les axes de cette ellipse sont
égaux au quart des axes de l'ellipse donnée.

45. Calcul des actions moléculaires développées
dans une section transversale d’un prisme travaillant
a Iafiexion simple,al'aide de Ia région centrale de la
section. — Nous avons déja remarqué précédemment que le
travail d'un prisme a la flexion simple n’est, apres tout, qu’un
cas particulier du travail d'un prisme soumis & I'influcnce
d’une force dirigée paraliélement a 'axe longitudinal. Nous
pouvons donc utiliser les résultats des articles précédents pour
résoudre le probleme traité a I’article 42.

Dans la figure 25, la section transversale est supposée rec-
tangulaire pour fixer les idées : elle pourrait naturellement
avoir une forme quelconque. Soit BB la trace du plan de
flexion sur le plan de la section transversale, nous pouvons
envisager le couple fléchissant comme une force infiniment
petite appliquée au point a I'infini de la droite BB. L’axe neu-
tre correspondant NN est 'antipolaire de ce point ; il coincide
donc avec le diametre de I'ellipse centrale, conjugué a la direc-
tion BB. Ce diametre est paralléle & la tangente a D'ellipse
menée au point d'intersection de BB avec Iellipse. L'intensité
des actions moléculaires normales atteint son maximum dans
I'aréte la plus éloignée de I'axe neutre : soit ¢, le masimum de
cette distance; pour calculer I'intensité maximum R, des ac-
tions moléculaires, nous posons que le moment résultant des
actions moléculaires est égal au moment du couple fléchissant
par rapport a I'axe NN. La condition que les actions molé-
culaires forment un couple est remplie par le fait méme que
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nous avons déterminé la position exacte de I'axe neutre ; il
suffit donc de nous occuper de lagrandeur des moments. Le

couple fléchissant n’est pas perpendiculaire & I'axe neutre, il
forme avec NN I'angle « ; le moment du couple fléchissant pris
par rapport & NN ne sera donc pas M mais M sin «.
L'intensité de 'action moléculaire développée en un point
distant de y de ’axe neutre est, suivant I'hypothese de Navier;

RG
st
La condition d’équilibre entre les forces extérieures el les
forces intérieures est par suite :
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Ro R,
Msino = — [g’dF; — I,
[ e

Is élant le moment d’'inerlie de la de la seclion relalif 4 'axe
NN. Nousavons d’aulre part, par conslruclion :

k=10

ou, en considérant aun lieu de ces 3 quantilés leurs projections
sur la direction perpendiculaire &8 NN:

Ix

. e T,

ksina.e=10"= =

¢ élanl, par définition, le rayon de gyralion relalif & I'axe NN.

En remplacant dans la condition d’équilibre; I, par sa valeur

tirée de la relation précédente et en résolvant par rapporl &
R, nous oblenons :

M
Ro=r— (11)

Il est possible de donner & cefte formule une forme un peu
différente ; en généralisant la notion de moment de résistance
iniroduite d'abord dans la formule 50, nous définirons le mo-
ment de résislance le produit de la surface F par la longueur
k. Celle définition nouvelle n’est pas en contradition avec la
précédente, (formule 50), laquelle n’élait valable que sile
plan de flexion contient I’'un des axes principaux de la section:
car on a dans ce dernier cas :

lcyo =5 Iﬁ
et par suite :
- —F&.
(4]

En admettant cette généralisation, la formule (71) peut

s’écrire :
nr

Ro== (12)

r

Elle est exactement de méme forme que la formule (51).
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Le calcul de Ro, au moyen de cette relation, est en lui-
méme beaucoup plus simple qu’en utilisant la formule de I’ar-
ticle (42), a condition toutefois de connaitre la région cen-
trale de la section transversale du prisme. Si les catalogues
des profils courants de fers laminés donnaient les dimensions

de larégion cenlrale, comme le veeu en a été souvent exprimé,
il n’est pas douteux que les formules (71) et (72) ne devinssent
d’un emploi fréquent. Par contre, si ’on ne connait pas la
région centrale de la section, il est clair que la méthode de
article 42 est plus rapide.

Il esl aisé aussi de déterminer, & I’aide de la méthode précé-
dente, quelle estladirection du plan de flexion BB pourlaquelle
le danger de ruplure est maximum, c’est-a-dire de délerminer
pour quelle direction de BB, R, alteint sa plus grande valeur,
le moment fléchissant étant supposé donné une fois pour lou-
tes. Ce sera évidemmentla direction de BB & laquelle cor-
respond la plus petite valeur de 4, donc, si la section est rec-
tangulaire, la direction perpendiculaire & ’'une des diagonales.
Ce résullat découle ,aussi de la formule (66), dans laquelle la
seule quantité dépendant de la direction du couple fléchissant
est ¢ (fig. 22). Celle longueur atteint précisément sa plus
grande valeur dans le cas cilé, elle est alors égale a la diago-
nale du rectangle.

§6

DETERMINATION DES ACTIONS MOLECULAIRES
TANGENTIELLES AGISSANT DANS UN PRISME
TRAVAILLANT A LA FLEXION

47. Répartition des actions moléculaires tangentiel-
les dansunesection transversale rectangulaire. — Nous
ne nous sommes occupés jusqu'ict que du cas de la flexion
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simple. Considérons maintenant le cas général de la flexion,
c’est-a-dire le cas ol les forces extérieures agissant sur la par-
tie considérée du prisme se réduisent & un couple fléchissant
de moment M et & un effort tranchant V. D’apres le principe
de superposition de divers états élastiques, 'action de V' n'in-
flue en rien sur la répartition des actions moléculaires nor-
males. Nous pouvons donc utiliser ici sans changement tous
les résultats précédents, il nous reste simplement, & détermi-
ner la répartilion des actions moléculaires tangentielles qui se
développent dans la section transversale considérée, sous I'in-
fluence de l'effort tranchant V. La question est plus facile &
résoudre que celle de la répartition des actions normales, car

cette derniere détermine jusqu'a un certain point celle des
actions langentielles. En effet, ces actions moléculaires sont
liées entre elles par les équations (3) (Chapitre I). Prenons
pour axe des x I'axe longitudinal du prisme, pour axe des v,
I'intersection du plan de la section transversale et du plan de

flexion et pour axe des z, I'axe neutre. La composante X des
forces extérieures est nulle ; la premiére des équations (5)
devient :

g

0
dx dy dz

de plus, nous avons (formule 4) :
Smuzsy:ﬂ, Sszsz

Ces relations expriment les conditions nécessaires que doi-
vent remplir, les efforts de glissement, elles ne suffisent pas
cependant pour les déterminer complétement. Il faut pour cela
faire une hypotheése plus ou moins arbitraire.

Traitons d’abord le cas ol la section transversale est rec-
tangulaire et ot le plan de flexion coupe le plan de la section
survant un axe principal. Il est alors naturel de poser :

Sa:z=0

Il n’y a en effet aucune raison d’admettre ’existence d’ac-
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tions moléculaires tangentielles perpendiculaires an plan de
flexion, nous savons au contraire d’'une fagon certaine que,
dans les arétes paralleles au plan de flexion, Sz est nul, puis-
qu’aucune force extérieure n'agit sur les faces latérales du
prisme. En somme, nous admettons que toutes les couches du
prisme paralleles au plan de flexion subissent les mémes
déformalions, ou, ce qui revient au méme, que la répartition
des actions tangentielles et les déformations sont indépendan-
tes de z. L'équalion précédente devient alors :
d_S_iy dRzx

dy dx

Ry étant déterminé pour chaque point de la section trans-
versale, cette relation donne la répartition des actions tangen-
tielles dans la section.

48. Relation entre le moment fié¢chissant M et l'ef-
fort tranchant V, relatifs & une méme section. — 1l
est avantageux de remplacer le raisonnement précédent par un
autre. Les équations d’équilibre (8) se rapportent & un paral-
1élipipéde infiniment petit ; nous allons appliquer le raisonne-

ment qui nous y a conduits & I’équilibre d'une portion finie du
prisme.

Cette portion est indiquée par des hachures dans la figure
(26). La fig. (27) donne ’ensemble du prisme et des forces
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extérieures a l'action desquelles il est soumis. Par définition,
’ 5
o nous trouvons pour leffort

- + Ap lranchant:

A s
L. T
bal || Y=

T I et pour le moment fléchis-

o sant :

Wi, 2y M—Az—XP(z—p.
0

Dérivons M par rapporta x :

dM Jn
dx~

.
A—ZP
o

Ce calcul suppose toulefois qu’en faisant croilre z de dx
nous ne dépassons pas le point d’application d’une force con-

- . % = . N
centree, car dans ce cas, M serait bhien continu, mals{—par
o

contre, éprouverait une discontinuité : cette dérivée passerait
brusquement d'une certaine valeur & cette valeur diminuée de
I'intensité de la force agissant au point considéré. Si la charge
agissant sur la piece est répartie d’'une fagon continue sur

. dM
toute la longueur de celle-ci, —

est, elle aussi, une fonction
dx

continue de z.
On voit donc, en comparant les formules précédentes que :

dM

i (13)

la dérivée du moment fléchissant, prise par rapport & l'abcisse
d’une section transversale quelconque, est égale a I'effort tran-
chant agissant dans cette section. Celte propriété est absolu-
ment générale, car V, lui aussi, présente des discontinuités
lorsque la section transversale considérée passe par une charge
concentrée. Il est encore possible d’établir la relation (73) de la
facon suivante: M et V étant le moment fléchissant et I'effort
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tranchant pour une section donnée, si nous passons  la section
voisine distante de dz, le déplacement de V au centre de gra-
vité de la nouvelle section fait naitre un couple de moment
Vdz, qui représente I'accroissement M de M. D’ou :

dM = Vdz.

Revenons maintenant aux conditions d’équilibre de I’élé-
ment de prisme indiqué dans la figure (26). Formons la
somme des composantes selon l'axe longitudinal des forces
agissant sur cecorps et égalons-la & 0. Nous avons d'abord les
actions moléculaires normales agissant dans les deux sections
transversales. Dans la section z, leur intensité Reest (form. 49):

) M
dans la seclion d’abscisse z 4 dz, elle sera

dR M

R+ T dx :% (ﬁl+ — fﬂz:):{; (M-F Vn.’.r.')

dz

ces actions normales agissent en sens contraire; leur résul-
tante est dono
h

2
v =
dR.dF = a’xT ffc!xl'

L7
u i

Iintégrale s’étendant naturellement & la partie hachurée dela
section transversale. Dansla face paralléled’axe du prisme,
agissent des actions tagentielles d'intensité S, I'aire de cette
face est bdz, et la résultante de ces actions est

Su:c ba’x

par suite, nous avons
h

Q

Sun: bdx e (.‘I(J;‘. ;‘ "’/'-'JF =0

[&8]
1=
€]
o
~J
c
=]
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o
b
]
=
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d’ol - nous tirons la valeur de Sy el par suite celle de Sgu,
c’est-a-dire la valeur de l'intensité des actions tangentielles
agissanl dans la section & une distance « del'axe neutre.

h
.i-il-

-
Sw=p [ ydF (74)

“u

L’intégrale n’esl autre chose que le moment statique rela-
tif a 'axe neutre de la partie de la section lransversale située
au-dessus de la droile y — u. Pour une section rectangulaire :

h

A—

9

“

h? u?

(1]
et par suite
2 H
ST an
[\8 P

!
en général, désignons ce moment statique par la lettre T:
(7%) s’écrit alors

x
- L)

Sew =2 (75)

En _effel, cette formule n’est pas seulement vaianle pour
une section rectangulaire, mais encore pour loule seclion qui,
a I'endroil ot nous déterminonsl’'intensité des actions tangen-
tielles, est limitée par deux droites paralleles au plan de
flexion, par exemple pour une section double té.

L’équation (73) montre que l'intensilé Sz, des actions tan-
gentielles est nulle dans la couche de fibres la plus éloignée de
I’axe neutre, ¢’esl-a-dire & 1'endroil ou I'intensilé des aclions
normales est maximum. Inversement, Sy, atteint sa plus grande
valeur le long de I'axe neutre, soit 1a ol les actions normales
sont nulles. Si la section est rectangulaire, on voit que Szy est
une fonction du second degré eu u, en portant en chaque
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point de la section sur un vecteur perpendiculaire & celle-ci
une longueur proportionnelle & la valeur correspondante de
Szu, le lieu des extrémités de ces vecleurs serait un cylindre
parabolique.

Les actions moléculaires tangentielles ne sont donc pas
réparties linéairement sur la section comme les actions nor-
males.

49. Répartition des actions moléculaires tangen=
tielles pour d'auntres formes de section transver=
sale. — Nous exposerons la méthode en’appliquant a une sec-
tion circulaire. Celle-ci a, en effet, une importance toute
spéciale, a cause du calcul des rivets qui travaillent toujours
au glissement. Il n'est plus possible ici de supposer Sq: égal
a o comme dans le cas de la section rectangulaire; en effel,
sur le contour de la seclion, I'action moléculaire tangentielle
est dirigée selon la langente a ce contour, clle possede donc
une composante dirigée suivant ’axe des z. Cela résulte de la
considération d'un parallélipipede infiniment petit dont une
ardte coincide avec un élément du contour de la section, a
condition toutefois d’admelttre que la surface du prisme n’est
soumise A& l'action d’aucune force parallele a I'axe longitu-
dinal. Si I'action moléculaire tangentielle & la périphérie avait
une composante normale au contour, il faudrait, pour qu’il y
et équilibre, que des forces extérieures paralléles a I’axe
longitudinal agissent & la surface du prisme, et cela pour la
méme raison que celle dont nous avons tiré la relation ;

Sxy — Sya;

On peut se demander si, justement dans le cas d’un rivet
entouré par les toles qu'il relie,il ne se produira pas des forces
extérieures de ce genre.provenant du frottement; le calcul que
nous allons entreprendre est donc peu siir, précisément pour
I'une des applications les plus fréquentes. C'est pourquoi

10 11 1=Z2
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il est préférable, dans les calculs de rivures, de s’en tenir aux
résullats expérimentaux plutdt que d’employer la formule que
nous allons établir. Les résultats des essais montrent en gé-
néral que la résistance des rivels au glissement est plus grande
que celle indiquée par le calcul. Cetle résistance eslt a peu prés
aussi grande que si les aclions tangentielles élaient réparties
uniformément sur la section transversale.

Admettons donc la piece absolument libre dans toutes ses
dimensions transversales, au moins dans le voisinage de la
section transversale considérée. Les actions moléculaires
tangentielles en un point de la périphérie sont alors dirigées
selon la tangente au contour ; en un point de I'axe y elles
sont évidemment, par raison ‘de symétirie, dirigées selon cet
axe. Nous ne commeltons par suite pas une trés grande erreur
en admetlant que les actions de glissement en des points
situés sur une méme corde perpendiculaire a I'axe y passent
toutes par le point P (fig. 28), intersection de l'axe y avec les

|
|
!
!
|
|
|
|

Fig. 28

tangentes au confour menées aux extrémités de la corde con-
sidérée. De plus, nous admeltons que la composante Sy de
I'intensilé des actions tangentielles est constante lelong d'une-
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méme corde, ¢’est-a-dire indépendante de z. Ceite hypothese
est sans doute plus sujette & caution_que la premiére ; c'est
toutefois la plus simple que I'on puisse faire, et elle suffit
pour un calcul approximatif.

ATaide de ces hypolheses, le probleme est facile & résoudre :
on caleulera Sy a I'aide de la formule (75), dans laquelle T si-
gnifiele moment stalique par rapport & 'axe neulre dela por-
tion de la seclion indiquée par des hachures dans la figure (28),
puis on déterminera Syz en se servant de la condition que la
résullante passe par le point P.

50. Courbes enveloppes des directions des actions
moléeculaires principales. Influence des actions molé-
eulaires tangentielles sur le danger de rupture d'un
prisme travaillant a la flexion. — Nous venons de voir
qu’une section transversale quelconque d’un prisme travaillant
3 la flexion subit des efforts normaux et des efforts de glisse-
ment L’action moléculaire normale n’est donc pas une ac-
tion principale. Les directions principales de I'élat élastique
sont en général inclinées d'un angle quelconque sur l'axe lon-
gitudinal. Dans les fibres les plus extérieures, ot R est
maximum el S nul, et dans les fibres moyennes o R = o et
S’ est maximum, seules, les actions normales et tangentielles
sonl respectivement des actions principales. C’est grace a cette
circonstance qu'il suffit, dans Ja plupart des problemes, de cal-
culer la valeur maximum de R pour reconnaitre & quel travail
la matiere est soumise.

Ce procédé n’est plus admissible, lorsque les actions langen-
tielles sont grrandes comparalivement aux actions normales,
c¢’est-a-dire lorsque V est grand et M petil, cas qui se présente
lorsque le prisme posséde une grande section et une faible
longueur.

Le prisme élant court, les bras de levier des forces sont
pelits, par suile aussi les moments fléchissants, de sorle qu'un
tel solide, en ne tenant comple que des efforts normaux, est
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susceptible de supporter des charges relativement grandes.
Mais d’autre part V grandit, les efforts de glissement ne sont
plus négligeables, et il peut se faire méme que la résistance
de la pitce dépende d’eux exclusivement.

Il est donc désirable d’avoir une vue d’ensemble sur les
directions des actions moléculaires principales dans les diffé-
rentes parties du prisme. On construit a cet effet les courbes

enveloppes des directions des actions moléculaires principales
et les courbes enveloppes des directions selon lesquelleslesac-
tions moléculaires de glissement sont maximum. Les premié-
res forment un systtme de courbes qui se coupent & angle
droit, de méme les secondes; de plus, celles-ci coupent les
premitres sous un angle de 45°. L’équation différentielle de
ces courbes est facile a établir ; l'intégration par contre,
méme dans des cas simples, est fort compliquée. La figure 29
donne ces courbes pour un prisme encastré d une exirémité

7z

 RERRESREREUI RGN AR BN
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Fig. 20

et soumis & une charge uniformément répartie. Les cour-
bes enveloppes des directions principales coupent les fibres
extérieures sous un angle de 90° et 'axe longitudinal sous
un angle de 45° Les courbes enveloppes des directions des
efforts tangentiels maxima coupent les fibres extérieures
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sous un angle de 45° et I'axe longitudinal, sous un angle
de 90°.

La détermination des actions moléculaires tangentielles est
spécialement importante lorsque la matiere dont est formé le
prisme est de nature fibreuse et ne possede qu'une faible
résistance aun glissement dans le sens des fibres. Clest le
cas par exemple pour le bois. Il arrive assez souvent
qu'une poutre de bois, méme lorsque la longueur est rela-
livement grande comparativement aux dimensions-de la sec-
tion transversale, se rompt lorsqu’on la charge au milieu
par suite de la faible résistance au glissement. Le danger d’une
ruplure de ce genre est d’autant plus grand que le rapport de
la longueur de la pikce a la hauteur de la section est plus
petit.

Déterminons & partir de quelle valeur de ce rapport le dan-
ger de rupture dépend des efforts normaux seulement. Consi-
dérons une poutre de bois de longueur 2/, chargée an milieu
d'un poids 2P. Soit /4la hauteur de la section que nous admet-
trons rectangulaire. Nous aurons

V= P Mmm: — R

par suite

Soit 7 le rapport entre la résistance du bois & la compression
(cette résistance est un peun plus petite que la résistance & 'ex-
tension. toutes deux étant comptées dansle sens des fibres) et
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sa résislance au glissemenl dans le sens des fibres ; nous au-
rons |'égquation de condition

n est environ égal & 10 ; donc, si la portée de la poutre dépasse
B fois sa hauteur, le danger de rupture ne dépend plus des
efforts de glissement. Exceptionnellement (surtout pour le sapin
blanc), n peut prendre des valeurs beaucoup plus grandes; ces
valeurs anormales de » sont rares, elles ne se rencontrent
jamais pour d’autres matériaux que le bois, pas méme pour le
fer corroyé qui, de lous les métaux, présente au point de vue
de la structure le plus d’analogie avec le bois. Il est done ainsi
démontré que I'on peut sans danger négliger en général les
actions moléculaires tangentielles.

Mentionnons cependant encore un cas. Pour un.double té,
le moment statique T de la formule (73) est presque aussi
grand pour la plate-bande seule que pour la moitié de la sec-
tion. L'intensilé des actions tangentielles & la jonction de
Pame et de la plale-bande sera donc relativement grande,
tandis que celle des actions normales ne sera_pas encore
beaucoup plus petite que sa valeur maximum dans les fibres
les plus extérieures. Il peut donc se faire que I'action molé-
culaire principale soit plus grande que dans la fibre la plus
extérieure ; ici encore ce fait se produira d’autant plus faci-
lement que la poutre est plus courte et plus haute. On trou-
vera dans les exercices & la fin du chapitre un exemple numé-
rique.

Poutres rivées. — Un prisme est formé souvent de plu-
sieurs parties, de telle facon que la section transversale soit
égale a la somme des sections transversales des parties compo-

santes. Si celles-ci faisaient corps entre elles, il se développerait’
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On voit par ces-chiffres que larésistance aux charges oscil-
lantes coincide sensiblement avec la limite d’élasticité. Il faut
en conclure que la limite d'élasticité est la quantité détermi-
nante pour le choix de la limite pratique du travail élastique;
el non pas la résistance a la rupture. On_pourrait en général\
prendre la moitié de la limite d’élasticité comme limite prati- |

—éueﬁdu travail élastique.

27. Causes déterminantes de la rupture dans le cas
d'unétnt élastique triple,opinions diverses a cetégard.
— Les renseignements précédents, absolument suffisants dans
le cas d'un état élastique linéaire, ne suffisent plus pour indi-
quer le danger de rupture d’un corps soumis a un état élastique
triple. Nous ne sommes méme pas absolument fixés actuel-
lement sur les causes déterminantes de la rupture; trois
opinions ont cours a cet égard, I'une il est vrai semble pré-
valoir actuellement (c’est aussi celle a laquelle I'auteur se rat-
tache, se basant sur les résultals de ses propres expériences).
Son exactitude n’est cependant pas encore démontrée d'une
fagon absolue.

Selon’'une de ces manieres de voir, le danger de rupture
dépend uniquement de la grandeurdela plus grande des actions
principales,tandis que, suivantles deux autres,ce danger dépend
non des actions moléculaires mais des déformations. D’apres
I'idée émise déja par Coulomb et reprise plus tard par Tresca,
la grandeur de la distorsion maximum v, qui se produit est
déterminante pour le danger de rupture ; selon Poncelet, de
Saint-Venant et Grashof, au contraire, ce danger dépend de la
dilatation maximum ¢. G'est cette opinion 1 qui rencontre
aujourd'hui le plus de partisans.

Si I’état élastique est simple, les trois pointsde vues revien-
nent au mémec, puisque l'action moléculaire principale, la
dilatation maximum et la distorsion maximum sont propor-
tionnelles.

Il n’en est plus ainsi lorsque I'état élastique est triple. Afin
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de mettre en évidence les divergences qui existent dans ce
cas entre les trois opinions, supposons que ’on plonge dans
la mer, par exemple, un cube de gres dont la résistance i la
compression esl d’environ 800 kilogr. par cm” et dont les faces
ont été vernies afin d’empécher la pénétration de I'eau : sni-

vant I'idée de Coulomb, aucune pression, si grande soit-elle,

ne causerait la destruction du cube, puisque, la pression étant
égale sur toutes les faces, le cube reste semblable & lui-méme.
D’apres Iopinion qui ne tient comple que des actions molécu-
laires, le cube serait détruit dés que la profondear atteindrait
5.000 m. environ; enfin, selon la maniere de voir de Poncelet,
le cube se désagregerait, non pas & 5.000 m. de profondeur,
mais a une profondeur plus grande : le raccourcissement des
arétes croit en effet plus lenlement que I'aclion moléculaire,
par suite de la dilatation transversale provenant des pressions
sur les faces latérale. Enfin une destruction du prisme serait
aussi impossible dans un cas, savoir si m était égal & 2 ou si
m tendait vers cetle valeur lorsque la pression augmente (on
sait que /m varie en effet pour les pierres avec la grandeur de
Ieffort subi). Des expériences ont été faites par M. Voigt de
Géttingue, il n'est cependant pas possible d’en tirer déja des
conclusions. A prior? il est impossible de dire d’avance ce qui
se passerait en réalité dans une expérience de ce genre.

Travail élastique de comparaison. — Quoiqpe nous
envisagions la dilatation maximum comme quantité détermi-
tante dela rupture, il n’est pas pratique d’introduire ces défor-
mations dans le calcz] des matériaux. Les calculs de résistance
donnant toujours la grandeur du travail élastique, il serait fort
incommode s'il fallait y introduire la condition que la dilata-
tion maximum correspondante ne dépasse pas une fraction
donnée de la dilatation qui provoque la rupture, cela surtout
pour les matériaux ne satisfaisant pas & la loi de Hooke.

En effet pour exprimer les déformations en fonction du

travail élastique, il faudrait connailre le coefficient d’élasticité
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longitudinale; or dans la pratique on ne connaitsouvent celui-
ci que trés approximativement.

C'est pourquoi il est préférable d’avoir recours & I’expédient
suivant ;: On compare le cas donné & un état élastique linéaire
dontla dilatation est égale & la plus grande des déformations
élémentaires principales de 1’état élastique considéré; nous
appellerons l'intensité de I'action principale de I'état de com-
paraison : le travail élastique de comparatison.

Soient R; et Ry les actions moléculaires principales d’un
état élastique double ; les déformations élémentaires maximum
sont (formule 33), en supposant la loi de Hooke applicable :

€ = : (nl =" r:? Hn}- En :]{: (nn — :E H:) )

Le travail élastiquede comparaisonsera ici 'effort qui produi-
rait une dilatation égale-a la plus grande des deux quantités
e, eten ou (dans le cas ou elles sont de signes contraires)
légale & celle préseniant le plus de danger pour la matiére.
Donc, & désignant le travail élastique de comparaison, on
aura :

1
fa=R, — =Ry Oucﬂ=Ru—'lB1 (87)
m m
la plus grande de ces deux valeurs étant valable.

Soient de méme Ry, Ry, Rin les actions moléculaires prin-
cipales d’un état élastique triple, on aurait :

EZ% (R — i [R,.+1{m )

m

f=R —(Ru+ Bm) (38)

D’aprés les remarques faites plus haut, il faut naturellement
que ¢ soit la plus grande des déformations élémentaires princi-
pales.

L’une des applications les plus fréquentes de ces formules
est la suivante : Déterminer la limite pratique du travail élas-
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tique d’un corps travaillant au glissements imple. Soient R’ la
limite pratique du travail élastique a I'extension ou & la com-
pression (si ces deux limites sont différentes, R’ désignela plus
petite des deux) et S'la limite pratique de la résistance au
glissement. Nous savons (art. 14) que les actions principales
sont égales & 8’ et de signes contraires. Nous avons donc ici :

R] —_— S, Bu —_— — S’
et, sile travail élastique de comparaison & doit étre égala R’,
nous obtenons d’aprés I'équation (37) :

R—-S+ g

m

’ m ’
S'= iy R (39)
Exprimons les quantités R; et Ry, de I'équation 37, en fonc-
tions des actions moléculaires Rz, Ry, S agissant selon deux
axes perpendiculaizes quelconques, et cela dans le cas parti-
culier ot Ry= 0. Ce probleme se rencontre fréquemment dans
la pratique, par exemple lorsque une piéce prismatique travaille
simultanément & laflexion et & la torsion, la flexion détermine
des actions moléculaires R, perpendiculaires aux sections
transversales, la torsion des actions tangentielles S.
Supposons que Ry et S aient é6Lé calculés séparément & I’aide

des méthodes indiquées plus loin, les formules (412) donnent,,

R = ; [l{x a \/Zm]

R [Rw— W;S?—H‘w’]

en substituant dans I’équation (37), nous aurons

m m

P I D O ’"2“ VIS + Ry
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D’aprés les remarques précédentes, il faul prendre le signe
qui donne la plus grande valeur pour 4.
Si m =24, il vient

8= Ro % | ViSRS
pourm =—31/3

& = 0,35 R, == 0, 65 V4S* 4+ Rg*

§ 4
TRAVAIL SPECIFIQUE DE DEFORMATION

29. Encrgice potentielle interne d’'un parallélipipede
infiniment petit. — Considérons de nouveaun un parallélipi-
pede dontles aréles sont paralleles aux actions principales. Les
actions moléculaires qui agissent sur ses faces sont, relative-
ment a ce solide, des forces extérieures ; lorsqu’il se déforme,
les points d’application de ces forces se déplacent, les actions
moléculaires fournissent donc un certain travail qui s’emma-
gasine, comme nous l'avons déja dit,sous forme d'énergie po-
tentielle interne a l'intérieur du parallélipipede. Nous em-
ploierons de préférence pour désigner cette énergie le terme:
travail de déformation; lorsque nous le rapporterons a1'unité
de volume, nous parlerons de ¢ravail spécifique de déforma-
tion,

Nous avons déja calculé ce travail (équation 17) dansle cas
de I’état élastique simple. Si de plus le corps obéit & la loi de
Hooke la force P de I'équation (17) est proportionnelle & z, de
sorte que si P’ désignela force qui produit I'allongement maxi-
mum A/ nous pouvons écrire

Y Pax
R

A
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L (47) devient
rAl
= Al / e S (41)

pour obtenir le travail spécifique, il suffit de remplacer P’ par
Ret Alpare, il vient

Si deux des actions principales, Rz et Ry sont différentes de
o, nous obtiendrons A de la facon suivante : les déplacements
de leurs points d’application ne sont pas autre chose que les
déformations élémentaires principales, nous avons ici

i/ i 2 s
sx :E(Bm e H.’.-')' 1= E(By—r}_tﬁm)

il n'est pas nécessaire de considérer ez, puisque R; est nul. Sur
les rectangles dydz agissent deux forces opposées égales &
R:dydz (il n'y a pas lien ici de tenir compte de la variation
des actions moléculaires d’une face a I’autre, le travail de ces
variations étant négligeable devant celui des actions molécu-
laires elles-mémes),et le point d’application de chacune d’elles

b €z d
se déplace, selon leur propre direction, de xza:_ Le travail

fourni est donc égal au chemin multipiié par la.valeur moyenne
des forces, laquelle est égale comme plus haut & la moitié de la
valeur finale. (Nous devons introduire la valeur moyenne puis-
que nous supposons implicitement que les forces extérieures,
et par suite les actions moléculaires, augmentent lentement
et progressivement). Nous avons donc pour le travail de ces
deux forces :

( R, dyds. d”)

=z (R; —;Bx R,,) dzdyds

14
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. On trouverait un terme analogue pour le travail fourni par
R, ; nous avons donc, en divisant par dzdydz,
b=g (E—TRR) (43)

Si les trois actions principales sont différentes de zéro, on
obtiendra par un raisonnement analogue :
= ;[w_% (Rx R, + B R, + R, B,)] (44)

Glissement simple. — 11 est avanlageux, ici aussi, de con-
sidérer ce cas & part. Supposons donc qu’il n’agisse & la sur-
face du solide que des actions langentielles S (fig. 13). Dansla
déformalion indiquée sur la figure, il y a lieu de ne consi-
dérer que le travail de I'action moléculaire relative a la face
supérieure, puisque la face inférieure reste fixe el que les dé-
placements des points d’application des actions relatives aux
faces latérales sont perpendiculaires aux directions de ces for-
ces. Il n'y a pas lieu non plus de considérer les mouvements
du prisme produits par d’autres causes, puisque le systeme des
quatre forces S est en équilibre.

La valeur moyenne de la force agissant sur la face supé-
rieure est, pour la méme raison que plus haut :

1
5, Sdzdz

le chemin parcouru mesuré sur la direction de la force :

1dy

le travail de déformalion est donc :
1
= Sy dzdydz

d’ot1, en tenant compte de (34) :
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L’expression (43) doil étre identique a (43), sil'on fait dans
celle-ci Rz =S et Ry = — S, done
1 /8248 1 :
E( 2 -]L;zs' S>= (
d’olr

m

:2(m+4)E

G

soit la relalion trouvée précédemment par une autre méthode.

Pour étre strict. il resterait & démontrer que le travail de
déformation d’'un élément infiniment petit de forme quelcon-
que est proportionnel au volume de cel élément, maisindé-
pendant de sa forme. A cet eflet, on décomposera ce solide
en éléments d’ordre supérieur dont les aréles soient dirigées
selon les aclions principales. Sil’on fait la somme de tous les
travaux fournis par les actions moléculaires agissant ala sur-
face de ces élémentls, on reconnait qu’en verlu du principe
d’action et de réaction, les travaux des forces relatives aux
surfaces de séparalion de ces éléments sont nuls. La somme
seréduit a celle des travaux desactions moléculaires relalives
4 la surface de I'élément considéré. D’ou le théortme.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE II

Ezercice 4.— Une éprouvette d’acier doux est soumise d un
effort d’extension de 1000 kg. par em*. Quelle est la distor-
ston maximum, exprimée en secondes? Prendre E= 2.200.000
kilogrammes par cm®. et m=231/3.

Solution. Des équations 15 résulte que I’aclion tangentielle
maximum pour un état élastique linéaire est égale a la moitié
de laction moléculaire principale ; elle est donc égale ici a
500 kg. par cm*. On trouve de plus (équation 35) :

|
35
G =—— 2.200.000 = 846.000 kg. par cm’
2. 4}
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d'oli résulte, d’aprés la formule (34) :

H00
= = 5 . —6
T = g0 — 09110
et comme

1” = 4, 85.10~5 unités (en fonction de I'arc de rayon 1)
y =122"=2" 2"

formule (3%) n’a été, il est vrai, établie que dans le cas du
glissement simple; elle est cependant applicable ici en vertu
du principe de superposition, puisque les actions molécu-
laires normales qui agissent ici ne produisent pas de dé-
formations angulaires.

La quantité y est la variation qu’éprouve I'angle droit com-
pris entre deux lignes inclinées de 45° sur l'axe de la pi&ce.
L'auteur a essayé de la déterminer directementau moyen d’'un
appareil amiroir spécial, sansarriver & un résultat satifaisant,
vu la difficulté de fixer les miroirs sur I'éprouvette d’'une ma-

niéreassez rigide pour que chacun d’eux reste parallele al’un

des cdtés de I'angle ; s’il était jamais possible de construire
un tel appareil, unsimple essai & I'extension donnerait immé-
diatement }i et G et par suite m. Cette détermination directe
de G présenterait de sérieux avantages sur celle basée sur les
essais a la torsion.

Exercice 5. — Un cube de granit de 6 cm. de coté est soumis
a une compression de 24 tonnes. Quelles sont {action molécu-
laire tangentielle maximum et la distorsion maximum y ?

E =300.000 kg. par cm®. m==4.
Solution. — On trouve de la méme maniere que dans
I'exercice précédent
S=2333 kg. parcm®. G=120.000 kg. par cm®.

". 5 el . > b N/ u
=, d’unité (en fonction de Parc de rayon 1 =10°9' 30

5
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66 CHAPITERE (I

Remarque. La queslion se raltache 3 une opinion fort
répandue autrefois sur la facon dont la rupture de cubes de
pierre semblables se produit. En géuéral

la désagrégation du solide a lieu de

lelle fagon qu'il se forme deux pyrami-

des opposées par les sommets (fig. 16).

Les faces de la pyramide semblent coin-

cider sensiblement avec les seclions du

solide dans lesquelles S est maximum,.

On en concluait que, dans les essais

4 la compression, c'élait la résislance

au glissement qui élait d'abord sur-

montée. I est toulefois tres probable

que cetie maniere de voir est fausse et

que I’expiication suivante est la vraie: La compression du
cube entraine une dilatation transversale (celle-ci peut altein-
dre 60. 10-6 cm. pour le granit, £0. 10-® cm. pour la molasse
sans qu'il se produise de désagrégation) qui, lorsqu’elle

dépasse une certaine limite, entraine 4 son tour la désagréga-

tion des faces lalérales. Quant .4 la forme pyramidale elle
s'explique facilement par le fait que les faces en contact avec
les plaques de la machine d’essai ne peuvent se dilater libre-
ment par suite du frottement L'influence de ces plaques se¢ fait
sentir de moins en moins lorsqu’on s’en éloigne, il faut donc
s'attendre 4 ce que la rupture commence au milieu, la on
cette action est la plus faible. Des lors la forme pyramidale
s’explique d’elle-méme.

L’expérience montre de plus,et c¢’est 14 une preuve en faveur
de ce qui précede, que la résistance a la compression d'un
prisme de pierre dépend du rapport de la hauteur aux dimen-
sions de la base. Cette résistance est d’autant plusfaible quece
rapport est plus grand, ce qui s’explique sans difficulté sil'on
admet ce que nous venons de dire. Les éprouvelles employdes
généralement dans les essais sont de forme cubique,aussi est-
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il bon de tenir compte des remarques précédentes lors de la
discussion des résullats oblenus.

Exercice 6. — Une matiére plastique (E trés petit) est conte-
nue dans une enveloppe cylindrique résistante et comprimée
dans le sens de laze du cylindre avec une force de 200 kg.
par en®. Quelle est la pression exercée sur les parois de ['en-
veloppe ? (Etudier les deux cas m =4 et m=2).

Solution. On a ici

R, =200 Ri=Ri—=2

z doil élre tel que e, et ey, solent nuls (nous admettons que
I'enveloppe ne subit pas de déformation).
Donc

o= [Re — = (Rit Ra ) = o

4 L v i

ot (:c Fi 200>=o
m

2
m— L T == 66 - kg. par cm®.
m=2 z =200 »

Si m = 2, la matiere est incompressible, la pression sur les
parois de I'enveloppe est la méme que si elle contenait un
liquide.

Exercice 7. — Déterminer le travail élastique de comparai-
son dans le cas de lezercice 3, en prenant m = 4.

Nous avons, pour m =14

2 iSRS

clﬂ:g“'”_lr_év 3+ Rz
or, ict
Rz =300 kg. par cm®,
done

A == 646 kg. par cm®.
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Ezercice 8. — Un tube cylindrique fermé est soumis & une
pression intérieure telle qu'en un pownt ‘de la paroi l'action
moléculaire normale dirigée dans le sens de la tangente au
contour est de 800 kg. par cm®, tandis que celle dirigée dans
le sens longitudinal est de 400 kg. Quel est le travail élasti-

. 5 1
que de comparaison stm =3 _?

]

Solution. On trouve immédialement (formule 37):

R=800 — —l—! 400 = 680 kg. par cm®.
33
Exercice 9. — Une tige de longqueur I, allant s’ amincissant
d’une fagon continue, est soumise & un effort d’extension P.
Quel est le travail de déformation ?
Solution. (1) Soient F, et F, les aires des deux bases; I'aire

d’une section normale quelconque, distante de z de la base F,
est donnée par la formule

A T RE SIAT S
F = [\/F, +7 (\/F,—\/Fi)]
le travail de déformation du volume élémentaire Fdr est
(formule 42) :

P2 dx

R?

le travail total sera

dx

[ (ve—vi)+ve. ]

e 12
2
fﬂ‘,'}
0

on 1 généralement
P N e Al
f(aac—{— by a{ax -+ b)
donc : '

(4) Une erreur de calcul qui s'était glissée dans I'édition allemande a
été corrigée par I'auteur. (N. du T).
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1 l

JI[ il _\1f1+\ﬁT] |

P2l

9E VF,F,

Si F, et F, different peu I'une de l'autre, on peut remplacer
sans commetlre d’erreur appréciable, la moyenne géométrique
par la moyenne arithmétique et I'on a :

P

A=rFR+m

C’est le travail de déformation d'une lige de seclion con-

1+F>

stante égaled ———

Exercice 10. — Une barre de fer firée aux deux extrémités
est soumise, @ ['état initial, & un effort d'extension de 600 kq.
par ¢cm’. On abaisse sa température de 50°. De combien

augmente le travail spécifique de déformation, E = 2.10° kg.
i
de dilatation d tant
parcm?®, le coefficient de dilatation du fer étant égal ¢ —— ooy

pour 1° centigrade ?
Solution. Si la tige était libre, le refroidissement produi-
rail un raccourcissement

80000 1.600

Il faut qu’il se développe dans la piece un effort produi-
sant un allongement égal. Cet effort est (éqnalion 18) :

1
| — e G———— '
R=E:=2.10 1500 — 1.280 kg. par cm?

Le travail élastique passe donc, par suite du refroidissement
de 600 & 1.850 kg. par cm®. Cetle valeur est déja supérieure a
la limite d’¢lasticité de bien des qualités de fer. Supposons
que ce ne soil pas le cas icl, car sans cela il ne serail pas
possible de calculer exactement le travail de déformaltion.
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Dans 1'état initial le travail spécifique de déformation est
(équation 41) :
R* 600* Kg cm Ky

—_ = —— = .00 —-
2E 4.108 ¢cmn- cm?

Jb =

(remarquons en passant que b est bien un travail, em. Kg.
divisé par un volume, ¢m’ comme le prouve Pindication des
dimensions). Apres le refroidissement ce travail est :

s 1.8302= 0,856 cm Kg

4108 cm?

3 7 3 5 cm Ka

I'énergie potentielle interne s’est donc accrue de 0,766 —— .
o

La source de cette énergie est ici, non pas le travail de forces

extérieures, mais la chaleur. On reconnait que la chaleur spé-

cifique de la piece doit varier un peu selon que le corps est au
repos ou soumis a des efforts élastiques, et qu'il existe, par
suite, une relation bien définie entre I'état élastique et I’état
calorifique d'un corps.

Ces questions sont du reste du domaine de la théorie méca-
nique de la chaleur. Elles n’ont pas d'importance au point de
vue de la résistance des matériaux. Ajoutons seulement que la
température d’'un prisme travaillant & la traction, sans qu'il
regoive de chaleur de l'extérieur, s’abaisse légérement. Ce
phénomene passe, du reste, compléetement inaper¢u dans les
essais par suite de sa faible intensité. Ce qui précéde n’est
valable que {ant que la limite d’élasticité n’est pas dépassée;
a partir de 14, letravail des forces extérieures n’est plus emma-
gasiné sous forme d'énergie potentielle, mais se transforme
partiellement en chaleur, de sorte qu’au moment de la rup-
ture I'augmentation de température est trés notable.
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CHAPITRE III

FLEXION DES PRISMES A AXE RECTILIGNE

§ 1. Notion de la flexion d'un prisme; hypothése de Navier et de
Bernouilli. — 30. Définition des piéces prismatiques. — 34. Composition
des forces extérieures. — Flexion, torsion, glissement, résistance com-
posée. — 32. Moment fléchissant et moment de torsion. effort normal et
effort tranchant. — 33. Flexion simple, hypothése de Bernouilli. — 34.
Nature des actions moléculaires dans le eas de la flexion simple.

2. Conséquences de la répartition linéaire des actions moléculaires
normales. — 35. Position de Faxe neutre dans une section transversale.
— 36. Condition de la valahilité des formules (49 et 51).

§ 3. Moments d'inertie. — 37. Relations entre les moments d’inertie relatifs
a divers axes, 38. Axes principaux et moments principaux d’inertie.
— 39. Ellipse centrale d'inertie. — 40. Moment d’inertie polaire., — 41.
Evaluation des moments d’inertie a I’aide du planimétre,

§ 4. Cas genéral de flexion simple. — 42. Calcul des intensités des

actions moléeulaires. — 43. Application, calcul des dimensions J'une
panne de loiture.
8. Flexion d'un prisme droit sollicité par une force paralléle @ 'axe
longitudinal. — 4%. Calcul des aclions moléculaires développées dans
unc section transversale quelconque, région centrale d'une surface. — 45.
Applications. — 46. Détermination des actions moléculaires développées
dans une section transversale d’un prisme travaillant & }a flexion simple &
I'aide de la région centrale de la section.

§ 6. Détermination des actions moléculaires tangentielles agissant
dans un prisme travaillant a la flexion. — 47. Répartition des actions
moléculaires tangentielles dans une section transversale rectangulaire. —
48. Relation entre le moment fléchissant M et I'effort tranchant V, relatifs
4 une méme section. — 49. Répartilion des actions moléculaires tangen-
tielles pour d’autres formes de section transversale. — 50. Courbes
enveloppes des directions des actions moléeulaires principales, influence
des aclions moléculaires tangentielles sur le danger de rupture d’'un vrisme
travaillant & la flexion.

§ 7. Ligne élastique d’un prisme travaillant ¢ la flexion. — B1. Equa-
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tion différentielle de la ligne élastique. — 52. Cas particuliers — 33.
Influence des actions moléculaires tangentielles sur la forme de la ligne
élastique.
§ 8. Poutres continues et prisme encasiré aux deux extrémités. —
34%. Poutres continues. — 355. Prisme encastré aux deux extrémités.
Exercices, nos 11 4 22.

§ 2

NOTION DE LA FLEXION D'UN PRISME
HYPOTHESES DE NAVIER ET DE BERNOUILLI

30. Definition des piéccs prismatiques. — On appelle
prisme ou piéce prismatique, en résistance des matériaux, le
corps engendré par un profil fermé plan se déplagant perpen-
diculairement & la courbe que son centre de gravité esl assu-
jetti & décrire. Le profil est appelé section transversale du
prisme, la courbe décrite par le centre de gravilé des différentes
sections esl U'aze longitudinal du prisme. Celui-ci ne doit pré-

fenter aucun point singulier el posséder une courbure assez

saible pour que le rayon de courbure en un point quelconque
soit toujours trés grand comparativement aux dimensions de
la section transversale. Nous désignerons par prisme élémen-
taire la portion du corps comprise entre deux seclions infini-
menl voisine, el fibre élémentaire, le prisme infiniment petit
engendré par .un élément de surface du profil générateur
lorsqu’il passe d’une position & la position infiniment voisine.
Un prisme élémentaire est donc formé d'une infinité de
fibres élémentaires. De méme, le prisme entier peut étre
envisagé comme formé d'une infinité de fibres. Celle qui suit
I'axe longitudinal est la fibre moyenne.

Le profil généraleur d’un prisme n'est pas nécessairement
constant { il peut varier ; toutefois, cetle variation doit étre
lente et continue, au sens mathématique de ce terme, de
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fagon que deux sections transversales infiniment voisines dif-
ferent infiniment peu I'une de l'autre.

Comme le titre du chapitre l'indique, nous ne nous occupe-
rons d'abord que des prismes dont I'axe longitudinal est rec-
tiligne.

31. Composition des forces extérieures. Flexion,
torsion, glissement, résistance composée. — Considé-
rons une pitce prismatique sollicitée par des forces exté-
rieures conslituant un systeme en équilibre statique. Coupons
ce prisme selon une section transversale. Les actions molécu-
laires développées dans cette seclion doivent étre telles

qu’elles fassent équilibre aux forces extérieures agissant sur

I'une ou l'autre des deux parties du prisme.

Pour déterminer ces actions, le premier pas a faire est de
réduire les forces extérieures, appliquées a la position consi-
dérée du prisme, a une résultante et a un couple résultant ; la
réparlition des forces exiérieures en elle-méme ne joue aucun
role, aussi saoffirait-il, au besoin, de ne connaitre qu'un
systeme de forces équivalent. Cette réduction exige le choix
d’un point arbitraire par lequel passe la résultante; nous pren-
drons ici pour ce point le centre de gravité de la section trans-
versale suivant laquelle le prisme a été coupé. Les actions
transversales développées dans la section devront fournir,
pour qu’il y ait équilibre, une résultante et un couple résultant
égaux et de signes contraires i la résultante et au couple
résultant des forces extérieures.

Les conditions dans lesquelles travaille le prisme dépendent
du résultat de la composition des forces extérieures. Il pourra
se présenter les cas suivants :

1° Le couple résultant est nul, la résultante passant par le
centre de gravité de la seclion est dirigée selon I'axe du pris-
me ; dans ce cas la pidce travaille & I'extension ou a la com-
pression simple, suivant le sens de la résultante.

2Le couple résultant est nul, et la résultanle agit perpen-
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diculairement & axe longitudinal. On dit alors que le prisme
travaille au glissement simple. Ce cas ne saurail se produire
que pour cerlaines sections seulemenl ; en effet, si I'on passe
d’une de ces seclions Lransversales a la seclion voisine, il se
produit un couple,provenantdu déplacement du point d’applica-
tion de la résultante au cenlre de gravité delanouvelle section.

3o Inversement, les forces extérieures se réduisent & un cou-
ple ; il faut distinguer ici plusieurs cas :

a) Nous dirons que le prisme travaille ala flexion simple, si
le plan du couple passe par I’axe longiludinal ou lui est para'-
lele;

b) Le prisme Lravaille & /a forsion lorsque le plan du couple
est perpendiculaire & I'axe longitudinal ;

¢) Enfin, si le plan du couple est quelconque,on décomposera
le couple en deux couples composants, I'un situé dans un plan
passant par I'axe du prisme, I'autre situé dans un plan perpen-
diculaire; le prisme subil une flexion et une torsion simultanées.
Conformément ala loi de superposition applicable & Ia plupart
des maltériaux (matériaux pierreux et fonte de fer exceplés), il
suffira, pour oblenir les actions moléculaires Lotales dévelop-
pées par. 'action de ces deux couples, de déterminer séparé-
ment les actions produiles par chacun d’eux et de les composer.

Nous avons vu précédemment comment s’opérait celte com-
position ; il suffit donc de rechercher les actions moléculaires
développées dans chacun des cas simples énumérés ci-dessus.
Pourles corps auxquels la loide superposilion n’est pas appli-
cable, les problemes analogues ne sont pas susceptibles d’une
solution exacte. Il faut se contenler d'une solution approchée,
en appliquant malgré Loul celte loi el en lenanl compte dans
lescaleuls subséquents de I'incertitude du résultal provenant de
ce fait.

4 Enfin lorsquele systeme des forces extérieures admel un
couple résultant et une résultante, on ale cas de la résistance
composée. En s’en lenant strictement a celle définition, le cas

on le systeme des forces extérieures se réduit & une résullanle
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perpendiculaire & I'axe du prisme et & un couple passant par
celaxe scrait un cas spécial de résistance composée. Il se pré-
sente toutefols sisouvent dans les applications, qu’il convient
de le traiter & part comme cas général de la flexion. On ne
parlera donc de résistance composée que lorsque le prisme
travaillera simultanément & la flexion, & la compression ou a
I’extension et & la torsion, ¢’est-2-dire lorsque la résultante des
forces extérieures n’est pas perpendiculaire a I’'axe du prisme
et que le plan du couple no passe pas par cet axe.

32. Moment fiéchissant et moment de torsion ; Effort
normal et effort tranchant. — Afin de pouvoir écrire les
conditions d’équilibre entre les forces extérieures et les actions
moléculaires nous devons considérer, non seulement le plan
du couple résultat, mais son momentel son sens. On appelle
moment fléchissant. M. le moment d'un couple tendant & pro-
duire une flexion, moment de torsion, T, le moment d’uncou-
ple qui occasionne une torsion. Les deux composantes de la
résultante desforces extérieures portent également des noms
spéeiaux. On désigne par effort normal, N, la composante
dirigée suivant 'axe longitudinal duprisme, et par effort tran-
chant, V, la composante perpendiculaire a cet axe.

Dans le cas général de la flexion, tel qu’il a été défini plus
haut, on aura donc a déterminer, pour chaque section trans-
versale considérée, le moment fléchissant et I'effort tranchant.
Il est évident qu’il est indifférent de calculer ces quantités
pour l'une ou pour l'autre des parties du prisme séparées par la
section considérée. En eflel, sinous passons de 'une a 'autre
de ces parties, le moment fléchissant et effort tranchant

changent de signe, puisque, par hypothese, les forces extérieu-
res appliquées au prisme forment un systéme en équilibre,

mais en méme temps les actions moléculaires dans la section
transversale changent aussi de signe. Rien n’est donc modifié.

Il est d’usage, dans les traités de résistance des matériaux,
de considérer la partie du prisme située a gauche de la sec-
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tion transversale envisagée, le prisme étant supposé hori-
zontal.

Les forces agissant sur un prisme sont, dans la généralité
des problemes de flexion, situés dans un méme plan (le plus
souvent dans le plan vertical); de plus I'effort tranchant est
toujours situé dans le plan du couple fléchissant. Nous nous
bornerons dans la suite & étudier ce cas particulier; du reste,
sl exceptionnellement ces suppositions n’étaient pas remplies,
on pourrait encore résoudre facilement le probleme en se
basant sur les développements qui suivent.

Convenons enfin d'affecter le momentfléchissant, M, du signe
~+ lorsque, le prisme étant supposé horizontal, le couple des
forces extérieures appliquées a la partie du prisme située a
gauche de la section considérée tend a faire tourner cette
partie dans le sens des aiguilles d'une montre.

Nous prendrons l'effort tranchant, V, avec le signe +-, lors-
que, pour cette méme partie du prisme, il sera dirigé de bas
en haut.

Ce sont la les conventions que l'on fait généralement en mé-

canique technique.

33. Flexion simple. Hypothése de Bernonilli, —
M et V étant supposés connus, il s’agit de déterminer les
actions moléculaires développées en chaque point de la section
transversale considérée. Résolvons d’abord le probléme dans
le cas particulier de la flexion simple, ¢’est-a-dire supposons
V =o.

Il sera facile ensuite de passer au cas général de la flexion :
il n'y aura qu’a combiner les actions moléculaires trouvées
avec celles qui se développent sous l'action V. Le cas de la
flexion simple se rencontre dans la pratique. La partie d’un
essieu de wagon comprise entre les roues, la portion du prisme
(fig. 17) comprise entre les deux forces intérieures travaille a la
flexion simple. En effet, pour une section mm quelconque,

les forces extérieures agissant sur la partie située a4 gauche
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de la section se réduisent & un couple unique de moment Pp
et de sens positif, conformément & la convention faite plus
haut sur les signes.

La détermination, des actions moléculaires développées
dans une seclion transversale n'est pas possible, si 'on ne
dispose que des équations universelles d’équilibre. Du reste,
si nous n’avions pas a tenir compte des déformations élas-
tiques du prisme, corréiatives des forces exltérieures agissant
P P sur lui, nous pourrions admet~
SR DO tre une réparlition quelconque
Pl I’ I’l 'P  desactions moléculaires dans la

section, pourvu que ces actions

+- =

i se réduisissent & un couple de
Im l moment égal & M et de signe

Fig. {7. conlraire. ;

La seule chose que nous
puissions affirmer, au sujet de la déformation élastique qu’é-
prouve le prisme sous I'influence des forcesindiquées dans la
figure 17, est que les points d’application des forces extérieures
se déplaceront les uns par rapport aux autres, dans le sens de
ces forces. Supposons ces points d'application situés sur I'axe
longitudinal du prisme ; dans la déformation, cet axe setrans-
forme nécessairement, par suite de la cohésion de la matiere,
en une courbe & faible courbure, tournant sa convexité vers le
haut. bas.

Cette courbe porte le nomde lgne élastique du prisme.

Cette remarque sur la nature de la déformation est cependant
trop peu précise pour qu’il soit possible d’en rien conclure sur
lz. répartition des actions moléculaires. On est obligé, pour
faire cesser l'indétermination existant & cet égard, d'avoir
recours 4 'hypothése. On admet que les seclions transversales
demeurent plaues durant la déformation. Cetle hypothese, in-
troduite d’abord absolumeut arbitrairement par Bernouilli,
sert, depuis les travaux de Navier, de point de départ a la théo-
vie de la flexion des prismes.
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L’iutroduction d’une pareille hypothiese, sans autre démon-
slration, parait au premier abord étonnante.Et cel étonnement
est parfaiiement juslilié si le postulatum esl présenté,ainsi que
c'esl souvent le cas, comme un véritable axiome ; il est plus
admissible, par conlre,si I'on présente celte hypothese comme
une lo1 naturelle, une proposilion qui lrouve sa scule justifi-
cation dans le fail que les conséquences que I'on en lire con-
cordent avec les résullats de 'expérience.

L’hypothese” de Bernouilli se trouve confirmée, tout au
moins dans le cas de la flexion simple, pour les corps obéissant
a la loi de Hooke. Pour les matériaux auxquels celle loi n’est
pas applicable, I'expérience seule peul moutrer si I'hypothese
de Bernouilli est encore vraie. L'auteur a soumis a des expé-
riences de ce genre des échantillons de pierres de construction.
Un prisme de pierre de section reclangulaire de 20 >< 30 cm.
de coté étail placé de champ sur deux appuis distants de 1 m.50.
Le long du contour de différentes seclions Lransversales, on
cimenlait sur les faces du prisme de peliles tiges de fer portant

chacune un pelit miroir. Lorsqu’on chargeail le prisme, les
g )

mirolrs se mouvaienl avec les parties du prisme auxquelles
ils étaient fixés et I'on pouvail facilement conslater les dévia-
tions, au moyen d'une échelle divisée et d’une lunetle, selon la
mélhode si souvent employéeen physique. L’auleur a conslaté
que les miroirs placés le long du conlour d'une méme section
transversale exéculent sensiblement la méme rotation, or ceci
n’est [ossible que siles cotés de la section transversale sont
restés reclilignes; en cffet, s’ils se courbaient d'une facon
appréciable, les éléments de celle courbe formeraient des
angles divers avec la direction primilive du coté ; les miroirs
devraienl donc tourner d’angles différents. De plus, si les
colés d'une seclion Lransversale restent rectilignes, il y a de
forles raisons de supposer que la section elle-méme demeure
plane. Nous pouvons donc admetlre cetle expérience comme
preuve que, méme pour des malériaux auxquels la loi de

Hooke n’est pas applicable, 'hypothese de Bernouilli est suf- -
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fisammenl exacic. Par « suffisamment exact » nous entendons
un degré d'approximation assez satisfaisant pour qu'il ne puisse
résulter d'erreurs grossieres de I'application de I'hypothése de
Bernouilli.

34. Natarc des actions moléculaires dans le cas de
Ia flexion simple. — Dans le cas de la flexion simple
(Effort tranchanl V=90) il n'y aucune raison dadmellre
|'existence d’actions moléculaires tangentielles dans une sec-

tion transversale.

En effet, si elles existaient, elles seraient nécessairement en
équilibre entre elles, mais par hypotheése la section transver-
sale demeure plane ; il faut donc que ces actions langenticlles
soienl nulles, car clles entraineraient des distorsions y de gran-
deurs et de signes différents, qui altercraient les angles droils
formés par les éléments plans de la section avec la direction
de l'axe longitudinal du prisme : la seclion lransversale ne
pourrail pas resler plane,

Ainsi dong, si V=0, les aclions moléculaires langentielles
sonl également nulles. Il en résulte immédiatement que la
seclion transversale est, dansle prisme déformé, perpendicu-
laire & la ligne élastique.

Considérons maintenant un prisme élémenlaire, c’est-a-
dire, I'élément de prisme limité par deux sections transver-
sales infiniment voisines. Dans le prisme déformé, ces deux
sections se coupent suivanl une droile qui passe par le centre
de courbure de la ligne élastique. Les fibres élémenlaires
avaient, a l'origine, loules la méme longueur; dansla défor-
mation, celles d’entre elles qui sont situées du c6té de la con-
vexité de la ligne élastique subissent un allongement, celles
situées du c6lé de la concavilé deviennent plus courles; en
général les longueurs nouvelles de ces fibres sont entre elles
comme les distances des fibres au centre de courbure de la
ligne élastique. D’apres la loi de 'élasticité les déformations
sonl corrélatives des actions moléculaires développées. Il fau-
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dra donc qu’ici il y ait des aclions moléculaires normales de
signes différents, ce que nous savions déja, puisque ces actions
normales doivent se réduire & un couple. Nous vengns de
voir que cerlaines fibres subissent un allongement, d'aulres
un raccourcissement, nous savons de plus qu’une déformation
esl toujours conlinue ; il doil donc y avoir une couche de
fibres qui n’ont subi aucune déformation. L'intersection de
celle couche de fibres et d’une seclion lransversale s'appelle
laze neutre de la seclion. Les variations de longueur des
fibres sonl proportionnelles & leur dislance de I'axe neulre ;
par suile, si laloi de Hooke est applicable, /'sntensizé R des
actions moléculaires normales agissant en des points donnés
de la section est proportionnelle a la distance de ces points @
l'axe neutre.

C'est Navier qui, le premier, a déduit ce résultat de I'hypo-~
these de Bernouilli.

§2

CONSEQUENCES DE LA REPARTITION LINEAIRE
DES ACTIONS MOLECULAIRES NORMALES.

35. Position de l'axe neuntre dans une section trans-
versale, — Prenons, dansle 'plan de la seclion transversale
considérée, un systéme d’axes rectangulaires oyz,tel que I’axe
des z, coincide avec I'axe neutre,R est alorsindépendant de z,
et, puisque R==0 pour y==0, le terme constant que contient
généralement une fonction linéaire,” disparait. En désignant

par R, l'intensité de I'action moléculaire normale en un point

distant de 7, de I'axe neutre, nous avons pour un point quel-
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conque, en verlu de larépartition linéaire des aclions molécu-
laires, la relation :

(46)

Dans le cas de la flexion simple, les actions normales for-
ment un couple, la somme des travaux d'extension doit done
élre égale a la somme destravaux de compression. L’équation
(46) donne du reste R avec son signe, si I'on counvient daifec-
ter y d’'un signe différent, selon qu'il est mesuré d'un coOté ou
de I'autre de I’axe neulre. Nous pouvons donc écrire simple-
menl que la somme algébrique des aclions moléculaires nor-
males, étendue 4 Loute la seclion transversale, est nulle.

Donc :

fRdF:o

en mettant pour R sa valeur (46), nous obtenons :

(&7)

L'intégrale du membre de droite réprésente le moment sta-
tique de la surface relatif a ’axe des z, I'équation (47) exprime
done la condition : axe neutre de la section transversale doit
passer par le centre de gravité de cette section.

Pour qu’il y ait équilibre entre les forces exiérieures el les
aclions moléculaires, il faut, non seulement que les moments
des couples formés par ces forces soien! égaux el de signes
conlraires, mais encore que les plans de ces deux couples
coincident.

Cette derniere condition est remplie d’elle-méme dansla
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plupart des cas pratiques, ou, en général, la section transver-
sale possede un axe de symélrie et ou les forces exlérieures
sonl siluées dans le plan de symétrie ;caralorsl’axe neulre de
la section est perpendiculaire a ce plan de symétrie.

Trailons d’abord le cas ot 'azxe neutre est perpendiculaire
au plan du couple fléchissant, la seclion transversale élant
d’ailleurs quelconque. Ecrivons les conditions d’équilibre :
I’équation des moments relalifs & 'axe neutre (axe des z)
donne ;

JRdFy =M

ou ¢n remplagant R par sa valeur (46)
Ro. ;oo
y—u‘j ydPr =M (48)
L'intégrale [fvy*dF, qui s’élend & toute la surface dela
seclion lransversale, ne dépend que de la forme de celle-ci. La
seclion étant connue, on pourra toujours former celte expres-
sion soit en effectuant direclement I'intégrale indiquée, soit au
moyen d'une quadralure. Elle porte le nom de moment
d’inertie de la section relalif & I'axe des z. Désignons la par I,
I'équation (48) s’écrira :
Ro = 7 Yo (49)
Le probleme : déterminer 'intensité R, de I'action molécu-
laire agissant en un point distant de 3, de 'axe neutre d’une
section transversale donnée, est donc résolu. En tenant compte
de la formule (46), on voit que I'on peut supprimer I'indice o
dans I'équation (49).En général on désire surtout connaitrel’'in-
lensité maximum R des actions moléculaires développées dans
la section. Il suffit, pour obtenir ce maximum, de prendre
pour ¥, laplus grande valeur qu'admette y. Soil yn celte valeur,
on peul réunir, en une seule les deux quantités qui ne dépen-
dent que des dimensions de la section transversale en posant ;
W (50)

ym
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La formule (48) s’écrit alors :
M

R==

W
Nous donnerons & W le nom de moment de résistance de

la section (*).

(51)

R désigne donc, dans I'expression ci-dessus, le maximum de
I'intensité des aclions moléculaires normales, maximum qui
a lieu dans les fibres les plus éloignées de I'axe neutre.

Vérifions 1'équation (48) au point de vue des dimensions, si
nous exprimons les longueurs en centimétres et les forces en
kilogr. il vient :

cm.ke ke
cm'q SR 5 C“;I;q;

ke, 9 - ) . ! i "
or — est bien la dimension de I'intensité d’une action molé-
cms

culaire : un quotient d'une force par une surface.

36. Condition de valabilité des l‘orlnnles(ds)et(a_)l).
— Les formules précédentes ne sont applicables que lorsque
I'axe neutre est perpendiculaire au plan du couple de flexion,
que nous appellerons simplement, pour abréger, plan de
flexion. Ecrivons I'équation exprimant la condilion que le plan
du couple des actions moléculaires coincide avec le plan de
flexion, pour cela, formons la somme des moments de toules
les forces par rapport & I'axe oy, lequel est, par hypothese,
contenu dans le plan de flexion : celte somme doit étre nulle.
Le moment des forces extérieures relatif & cet axe est nul. 1l
reste donc :

fdeF:o

4. Divers auteurs, entre aulres M. Résal, introduisenl dans leurs calculs
Uinverse de W, sous le nom de module de résistance. Les formules s'écri-
vent alors un peu plus simplement; par conire, celle nolation est désavanta-
geuse pour les calculs praliques. Les aides-mémoires el les calalogues des
forges donnent en effet les valeurs de I el de W pour les profils couranis, et

non celles des modules de résistance.
N.du T.
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ou, en tenant compte de la formule (46)

[sydF = o (52)

L’intégrale, du membre de gauche, qui s’élend a toute la
seclion transversale, ne dépend que des dimensions de celle-r1
et de la direction du systeme d’axes zoy. Elle porte le nom de
produit d'inertie ou de moment d'inertie composée ; nous la
désignerons par la lettre @, affeclée de deux indices indiquant
les axes relativement auxquels cetle expression est formée,
L’équation (52) s’écrit :

(I)y'z_—_.o (53)

La condition cherchée peut done se formuler ainsi :

Les formules (49) et (51) ne sont app licables que si le plan
de flexion coupe la surface selon une droile perpendiculaire a
laxe neutre et telle que le moment d’inertie composée deg la
section, relatif a cette droite et a laxe neutre, sovt nul.

Un moment d'inertie ne peut étre nul: les é}éments de I'in-
tégrale [y’dF étant tous essentiellement positifs. Le moment
d’inertie composée, par contre, peut étre positif, négatif ou nul,
les éléments zydF de l'inlégrale ayant des signes différents
suivant les quadrants.

Avant d'aborder le calcul de I'intensité des actions molécu-
laires dans le cas ou ®yz est différent de o, examinons les pro-
priélés des moments d’inertie,

§ 3

MOMENTS D’INERTIE

37. Relations entre les moments d’inertie relatifs a
divers axes. — On appelle, comme nous l'avons vu,
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moment d’inertie d’'une surface relatif 4 un axe, la somme
des produits de chacun des éléments de surface par le carré
de la distance de cetl élément & l'axe donné. Soit donnée
(fig. 18) une surface F et soit
AA Vaxe relativement auquel
on veul calculer le moment
d’inertie. Menons une paral-
lele & AA par le centre de gra-
A vité S de la surface et soit y

—
T, ,/;/7

A

ladistance d'un élément super-
ficicl I a cette parallele. On
aura, par définition :

Taa :[(y ~+ ap dF :.fyi‘ dF +2 afde +_d’de

SydF est le moment statique de lafigure. Cetle quantité est
nulle, puisque I'axe auquel elle se rapporte passe par le centre
de gravité. fdF n’est autre chose que I'aire entiere. Donc, en
désignant par I le moment relatif a la paralléle passant par S,
ona:

Iaan=I1+2aF (54

Il est par suite facile de calculer le moment d’inertie d’'une
surface pour n'importe quel axe, si I'on connait les moments
d’inertie relatifs 3 tousles axes passant parle centre de gravité.
La formule (54) est en outre d’'une grande utilité pour calculer
le moment d’inertie d’'une surface pouvani se décomposer en
un certain nombre de surfaces plus simples; par exemple, en
rectangles, comme dans le cas d’une section en forme de
double té.

Comparons maintenant entre eux, les moments d’inertie de
la surface relatifs a des axes de direction quelconque, passant
par le centre de gravité S. Soit AA un de ces axes, a I'angle
qu'il forme avecl'axe des y(tig.19).Soient y etz les coordonnées
de 'élément dF par rapport aux axes Sz, u et v les distances
de cet élément & 'axe AA et 3 une droite perpendiculaire &
AA, passant par S. (non tracée dans la figure).
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% —ycoso—+ zsine

v — — ¢ sin @ - z cos «

Soit I, le moment d’inertie relatif & AA, 1l vient :

I, _—_—fvg a’F:f(z cos & — ¥/ sin d“)”dl*‘

ou, en développant:

I; = cosﬂafz‘l dF + sin® afyz dF — 2 sin a cos J.fyza'F
mais :

fz’ dF =1, moment d’inertie relatif & I'axe desy

j'y- dF = I, moment d’inertie relatif  'axe des z

fg/zdF=<I>zy, moment d’inertie composée relatif & Sz

done :

Io =1, cos® a +1I; sin’a — @y sin 2« (58) -
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Calculons encore le moment d’inertie composée @, par
définition nous avons

P, = /f'zwszf(g/ cos &+ zsina) (— y sin &+ zcos @) dF

d’on, toutes réductions faites :

Iu — Io E
Py — *———sin2 a4 P.;c082 @ (56)

Les formules (85) el (56) permettent de calculer es moments
d’inertie pour n'importe quel axe, sitét que 'on connail les
moments d'inerlie relalifs & deux axes perpendiculaires quel-
conques.

38. Axes principanx ¢t moments principaux d’'iner=
tie. — Cherchons maintenant les valeurs de a pour lesquelles
I devient un maximum ou un minimum. Si Pon dérive
I par rapport & o, il vient :

dla

——mmrs 21, cosasina—+21I: sin @ cos & —2 ®yz cos 2 o
a

e=(Iz — Iy) sin2a — 2 ®yz cos 2a

=—2¢,!
Cette expression doit s’annuler lorsque I, est maximum ou
minimum. On a par stite :
(Iz: —1y)sin2a'— 2cos 2o wu- — 0
d’our:
2 (t’yz

lz=ly

Il existe toujours deux angles compris entre o et = et diffé-
rant entre eux d'un angle droit quisatisfonta cetterelation.En

1. On peut donc formuler le théoréme : La dérivée du moment d'inertie
relatif & un axe, prise .par rapport a I'angle que forme icet axe avec I'axe
des y, est égale & — 2 fois le moment d’inertie composée relatif & I'axe con-
sidéréet & la perpendiculaire passant par I'origine. Ce théoréme permet d'éta-
blir facilement plusieurs propriétés des moments d’inertie.

(N. duT.)
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88 CHAPITRE III

formant la dérivée seconde de I;, on verrait facilement qu’a
Pun de ces angles correspond un maximum et & 'autre un
minimum. I suffit du resle de prendre garde que I, étant
une fonclion continue de «, 'une des valeurs correspond né-
cessairement & un maximum, 'autré & un minimum. Les axes
donl les directions sont determinées par la formule (58) portent
le nom d’azes principauz d’inertie, ou simplement d’azes prin-
cipaur. Les moments d'inerlie relalifs a ces axes sont les mo-
ments principauz ’inertie.

P i . - d ].ﬂ
On voil, d'apres la valeur trouvée pour ——, que le moment

d’inertie composée relalrf aux axes principaux est nul.

Toute figure possede au moins deux axes principaux. Si
®;y =0, les axes yOz sont eux-mémes les axes principaux. Il
peutse faire que loutaxe passant par S soit un axe principal,
ceci & lieu lorsque :

q)yz:-oet ly:Iz

En effet, la fraction de la formule (87) prend dans ce cas

la forme indéterminée E: L’équation (56) montre que, ¥, =0

et (58) que I, est conslant. Ce cas se présente pour le carré,
pour le cercle el, en général, pour tous les polygones réguliers
d’un nombre pair de cotés.

Remarquons que les formules (35) & (87) ont été établies
sans que nous ayons utlisé les propriétés du centre de gravité,
elles sont donc applicables, non seulement aux axes passant
par ce poinl, mais- aux axes issus d’un point quelconque du
plan.

39 Cllipse ceatrale d’inertie. —Nous allons maintenant
élablir une représentation graphiquedesrésullatsprécédents.
Prenons les axes principaux pouraxes de coordonnées :1'équa-
tion (85) se simplifie, on a 3 i
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2 CHAPITRE 1

Les intensités des actions moléculaires agissant surles faces
latérales sont indiquées dans la figure. L'intensité de I'action
relative & la section considérée qui fait un angle © avec

Y

fin
Fig. 5.
¢ = R du texte T == S du texte
=R » '=8 »

I'axe ox, est décomposée en deux composantes, I'une nor-
“male R, autre tangentielle . L’action_moléculaire relative
a celle section ne saurait en effel avoir de composante dans
| le sens de l'axe des z, puisqu'il n’existe & la surface du
| prisme aucune autre force dirigée dans ce sens qui puisse lui
. faire équilibre.
!w. Les équations d’équilibre sont ici, dF désignant l'aire dela
face inclinée :

Force paralléle 4 I'axe des z :
R'dF sin o+ 8" dF cos o —R; dF sin o — SdF cos p=o0
d’ou en supprimant le facteur commun JF :
R’'sino + S'cos © — Rysin v — S cos g=0
Force parailtle al'axe des y :
R'coso — S'sino — Ry cos o — Ssino=0

Résolvons ces deux équations par rapport 2 R’ et S” en mul-
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FORCES INTERIEURES OU ACTIONS MOLECULAIRES 25

tipliant la premiére par sin o et la seconde par cos ¢, puis ¢n
faisant les multiplications inverses; il vient :

R — R;sin® o 4 R, cos’ @ + 2 Scosypsine

ou, en introduisant dans le calcul 'angle 2 ¢ :

: 1—cos?2 1 s 2
sin® o = 7% c0s? 0 == + 7
4 2 H i 2

Bx + Rq Rx — Ry

2 2
Rz — Ru . 9)
S = 5 sin 2¢ 4+ Scos2 0

R’ —

cos2 o + Ssin 2¢

Nous avons ainsi R’et 8’ en fonction de I'angle ¢. Cher-
chons d’abord le maximum de R’; en égalant & zéro la dérivée
de R’ parrapport & ¢, il vient :

o= -2 25in 2 o+ 28 cos2g (10)

5 28
l82¢ =p—x

__1-..'-. 2S i
:P_-Euu.. g m —|—11§

n désignant un nombre entier quelconque.

Le membre de droite de I'équation (10) est précisément
égal au double de la valeur de S’ (éq. 9). Nous voyons donc
que R’ est maximum ou minimum pour les sections dans |
lesquelles S est nul. L’équation (11) montre de plus qu’il
existe au moins deux sections perpendiculaires l'une a
I'autre pour lesquelles ceci a lien.

Une exception est toutefois possible, savoir quand S = o
et Rz = Ry ; dans ce cas ' = o et R’ est indépendant de
¢, c'est-d dire constant pour toutes les sections menées par O.

Abstraction faite de ce cas particulier, il existe donc tou-
jours dans un état élastique double deux sections paralleles
a l'axe des z, perpendiculaires I'mne & lautre et pour les-

P!
=
'_\
[
5]
NS
n
o
~3
c
=
]
/7]
L2
fe]
'_\
(5]
|_\
'_\
'_
[
'_
(W8]
'_\
'_\
(@]






cIm

26 CHAPITRE I

quelles 8" == o et R’ atteint une valeur maximum ou mi-
ninum. On nomme ces deux seclions les sections principales
et les actions moléculaires correspondantes, actions molécu-
laires principales du solide au poinl considéré.

Remarquons en passant qu'il est possible de résoudre le
méme probleme dans le cas général de I'état élastique Lriple;
le calcul, beaucoup plus long, s’opere d’une fagon analogue.
On trouve 3 sections perpendiculaires entre elles dans les-
quelles les actions langentielles s'annulent. On peut considérer
dans 1'état élastique double le plan zoy comme troisieme
plan dans lequel n'agil pas d’action moléculaire tangentielle ;
de plus pour ce plan, I'action moléculaire normale est nulle.
Il est donc possible de définir comme suit I'état élastique
double : ['état élastique dans lequel une des actions princi-
pales est nulle.

Nous trouvons I'intensité des actions principales en substi-
tuant dans (9) les valeurs de ¢ tirées de (10) et de (11).

Résolvons (10) par rapport & sin 20 et cos 2v, nous trou-
vons :

28 Ry—R
S2cp=i 2 2

e M 574 ] e
VASTF (Ba— By)? VSt -+ (B — Ry

I’équation (9) donne par suile :

sin zo ==

1
Re Ry o0y R+ 28

’
R‘ max. = o

S = s

PR T ) ECTT L
R = —:_,F—y =+ 5 ViS* + (By — Kot (12)

Il serait facile de voir en formant la dérivée seconde de
R’ par rapport & ¢ que l'une des valeurs est un maximum,
l'autre un minimum, ceci résulte, du reste déja du fail que
toute fonction conlinue de l'angle © qui n’est pas une cons-
tante doit avoir au moins un maximum et un minimum lorsque
© varie de 0 & 2 w.
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Si S=o0, les axes de coordonnées- coincident avec les
actions moléculaires principales, et de plus R; =— Ry, les actions
principales sont égales entre elles, et toules les seclions pas-
sant par le point donné sont des directions principales.

Déterminons maintenant les sections dans lesquelles S’ est
un maximum ou un minimum. L’équation (9) donne ;

ds’ Rx — Ry .
BT J2cos2w—2Ssm2w=0
de 2 . .

e — Ry
{o 20— :
2 o5 (13)
On voit que cette valeur est égale & la cotangente de I'an-
gle 29 déterminé par la formule (10). Donc /es sections dans
lesquelles S’ atteint sa valeur mazimum ou minimum, for-
ment un angle de 45° avec les sections principales. 1l con-
vient de remarquer que, dans ces sections, l'action. molécu-
laire_ normale n'est pas nulle ; sil’on substitue la valeur (13)
dans (9), il vient :
j/— BetRy

@

Dans le cas seulement ot Ry, — — Ry, R’ est nul.
La formule (13) donne :

Rz —R; )
é yC0S20==TF —— i
V48t 4 (Rz — Ry)? V4S* 4 (Rz — Ry)

en introduisant ces valeurs dans la seconde des équations (9),
nous aurons :

sin 20 ===

’ 1 BT T
min | = == 5 {48+ (Rz —Ry)* (14)

Les deux quantités S ... et §' nin. ne different 'une de
l'autre que par le signe. Ce n’est 1, du reste, en ce qui con-
cerne les valeurs absolues, qu'une conséquence immédiate de
la formule (4) exprimant I'égalité des actions moléculaires
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28 CBAPITRE 1

tangentielles dans deux sections perpendiculaires. Les si-
gnes dans la formule (14) n’ont pas d'importance car ils
dépendent de la convention arbitraire faite au sujet du sens
dans lequel S serait compté positivement.

12. Etat élastique simple ou linéaire. — Il est pos-
sible de déduire de I'état élastique double, un état élastique
plus simple encore en supposant 'une des deux actions
moléculaires principales égale a zéro. Supposons que les
axes de coordonnées coincident avec les directions princi-

pales : S est donc nul; de plus, nous admettons par hypo-
these :

By =o
Les formules précédentes deviennent :

| — cos 29

R'—R, — Ry sin® o 2

]

r R.’ﬂ .
S'—_"5in 2
2 1

C'est 1a I'état élastique qui s’établit & I'intérieur d’une tige
travaillant a I'extension ou a la compression.

La seconde des formules (15) montre que la plus grande
action moléculaire tangentielle peut au plus étre égale a la
moitié de I'action moléculaire principale.

13. Ellipse des actions moléculaires. — Supposons
que, dans le cas de I'état élastique plan nous ayons déterminé,
pour toutes les sections paralleles a I'axe des z passant par le
point considéré, les composanles I et S’ de l'intensité des
actions moléculaires.

Formons chaque fois la résultante P de R" et S’ et repré-
sentons cette quantité par un vecteur (fig. 6). A chaque sec-
tion correspond un vecteur semblable, el les extrémités de
ces vecteurs sont situées sur une certaine courbe. Nous
allons démontrer que cetie courhe est une ellipse : Zellipse
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FORCES INTERIEURES OU ACTIONS MOLECULAIRES 29,

des actions moléculaires. Décomposons P en deux compo-
santes suivant deux axes perpendiculaires oz et oy; ces com-
posanles Py el Py sont les coordonnées d’un point du lieun
cherché. On peut calculer facilement ‘Pz et Py au moyen
des équations (9), en décomposant R’ et S’ selon les axes.
Il est toutefois plus simple de procéder aulremenl. Suppo-
sons que les axes coincidenl avec les directions principales,
la figure (5) se simplifie, S élant nul, et les forces agissant
sur le prisme élémentaire se réduisent a celles indiquées

Y

Py

Fig. 6.
p de la figure = P du lexte

Pnz » - —Png >
Py » ——Pny »

dans la figure (7). Ry el R, sont don¢ maintenant les inten-
sités des actions moléculaires principales.

Les conditions déquilibre du prisme (fig. 7) donnent ls
relalions :

Pn;z;:RmSin’\P Pny—"—_-BU COSCP

cm 1 2 3 4

n
(&3]
~]
c
=
1]
/7]
L2
fe]
=
€5
=
[l
=
[
—
L
st
'_\
(&3]






cIm

30 CHAPITRE 1

En éliminanl g, nous obtenons pour I'équation du lieu

cherché :
Pyx)\® Pay ’__
(ux)_l_(i;)ui (16)

C’esl bien 1a I'équation d’une ellipse rapportée & ses axes.
Si Rz = Ry I'ellipse des aclions moléculaires devient un cer-
cle, qui correspond au cas déja souvent mentionné dans lequel
toute direclion peul étre envisagée comme direclion princi-
pale. Cet élat élaslique s’établit, par exemple, & I'intérieur
d'un liquide en repos, ou méme & l'intérieur d'un liquide en
mouvement, & condition toutefois que le liquide soit sans
frottement.

L’ellipse des actions moléculaires, tout en donnant une

i

Y %
Fig. 7.

¢ = R du texte.
p=P

image parlante des intensités des différentes actions molécu-
laires, de leur grandeur et de leurs directions, ne permet ce-
pendant pas de délerminer la direction de la section relative
a une action moléculaire donnée el inversement. Pour les
aclions principales seulement, on sait que les aclions corres-
pondantes leur sont perpendiculaires. On peut démontrer qu'il
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existe une conique par rapport & laquelle la direction d'une_

section quelconque et la direction de l'action moléculaire cor-
respondante sont conjuguées. Celte conique est appelée courbe
directrice des actions moléculaires. Nous renongons & en
établir I'équation, vu le peu d'utilité pratique de ces considé-
rations.

i Nalurellement, tout ce que nous avons dit dans les articles
précédeunls sur l'état élastique double est susceplible d'élre
généralisé. On peul démontrer, dans le cas général de I'élat
élastique triple, P'existence de trois actions moléculaires prin-
cipales, d'un ellipsoide des actions moléculaires, d'une sur-
face directrice des actions moléculaires, etc.

14 Glissement simple. — L'ellipse des actions molécu-
laires dégénere en un cercle dans un autre cas que celui que
nous venons de voir, savoir : lorsque les deux actions princi-
pales sont égales et de signe contraire. Nous avons déja fait

mention de ce casdansles remarques qui suivent]’équation (13).
Nous avions reconnu que, dans les sections inclinées a 45° sur
les directions principales, les actions moléculaires normales
disparaissent tandis que de I'équation (14) résulte que les
actions moléculaires tangenlielles relatives a ces sections
sont égales aux actions principales. Ces résullats sont con-
firmés par I’examen du cercle
des actions moléculaires. Sup-

-

posons que Pon fasse tourner
le vecteur dans le sens des

*

Ry o

aiguilles d’'une montre : la di-
rection de la section correspon-
dante tourne en sens inverse.
Dans chaque position de la
e section, l'intensité de I’action
2 moléculaire correspondante est
la méme; seul, angle qu’elle forme avec la section varie.

Dans deux positions de la section, perpendiculaires I'une &

12
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J5

'autre, cet angle est droit; dans deux autres, inclinées de
45° sur les premieres, cel angle est nul, et par suile 'action
moléculaire puremenl langentielle.

Il est désirable d'avoir, pour ce cas qui revient fréquemment
dans la pratique, une dénomination spéciale. Nous dirons
qu'en tout point ou s'établit un état élastique pareil, la ma-
tiere travaille aw glissement simple. On peut, en effet, dé-
terminer complelement cet élat en délimitant, au point con-
sidéré, un cube infinimeul pelil, tel que sur qualre faces agis-
sent exclusivement des aclions moléculaires tangentielles
perpendiculaires & I'axe des 5, landis que les deux faces per-
pendiculaires a I'axe des z ne subissenl aucun effort (fig. 8).

Cette définilion revient & dire que dans le plan diagonal
parallele a I'axe des s agissent deux aclions moléculaires prin-
cipales, égales el de signes contraires.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE PREMIER

Ezercice 1. — Appliquer les équations (5) au cas de
l'état élastique plan.

Solution. Si Yon supprime dans les équations (5) les com-
posantes indiquées dansles équations (8), il vient enlre aulres
Z-=o. Cel état élastique n’est donc possible que si la force
exléricure est perpendiculaire & I'axe des z (ou si elle est
nulle).

Les deux autres équations (3) deviennent,

das
+ X

rfl?‘x
e

dry, , dS o
Iy dw =2

On pourrait déduire ces équations directement, en posant

les conditions d'équilibre d'un parallélipipede infiniment petit
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dont une aréle serait parallele 4 ’'axedes z et en tenant compte
des équations (8.

Ezercice 2. — Détermuner la valeur de la composante nor-
male R, de l'intensité Py de [ action moléculaire relative a un
plan donné.

Solution. Au lieu de projeter Py, elle-méme sur la normale n
pour obtenir Ry ilest plus simple de projeter surcette nor-
male les composanles de Py, selon les axes et de former la
somme algébrique des projections. Nous aurons dong :

R, ;Ql::w cos (nz) -+ Puy cos (ny) + Paz cos (nz)
Wl Qs At ’ ]
ou, en t'les valeurs tirées des équations (6):

R. = Ry cos® (nx) + Ry cos® (ny) + R: cos® (nz)
—+ 2 Sy cos (nx) cos (ny) -+ 2 Su- cos (ny) cos (nz)
~+ 2 Sz5 cos (nz) cos (nx)

Exercice 3. — Un arbre, travaillant simultanément a la
[lezion et a la torsion, subit a lendroit le plus dangereuz
une action moléculaire perpendiculaire a la section. dont l'in-
tensité est éqale a 300 kilogr. par cm’. et une action molécu-
laire tangentielle d'intensité éqale & 400 kilog. par cm®. Dé-
terminer les valeurs de R'maz el S'maz.

Solution. L’état élastique est double. PrenonsI'axe longitu-
dinal de I'arbre pour axe des x et supposons I'axe des y paral-
ltle & la direction de T'action moléculaire tangentielle. Nous

avons :

Les équations (12) et (14) donnent:
R'maz — —+ 577,2 kilogr. par cm®.
Rpin = — 277,2 »

S’maa: == 427,2 »
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CHAPITRE II

DEFORMATIONS ELASTIOUES
TRAVAIL DES MATERIAUX

§ 1. De Uélasticité. — 15. Déformations corrélatives des actions molécu-
Taires. — 13. Essais des maltériaux a I’extension. — 17. Elasticité et Plas-
ticité. — 18. Loi de Hooke, déformations d’un prisme travaillant & 1'ex-
tension ou i la compression, — 19. Principe de superposition. —
20. Propriétés élastiques des corps ne satisfaisant pas & la loi de Hooke.

§ 2. Déformations élémentaires. — 21. Déformations élémentaires d’un pa-
rallélipipéde infiniment petit. — 22, Relation entre G, E, B et m. —
23. Ellipsoide des déformations. — 24. Déformation élémentajre dansune
direction quelconque.

§ 3. Travail des matériaux de construction. — 25. Limite pratique du
travail des matériaux. — 26. Expériences de Woehler. — 27. Causes dé-
terminantes de la rupture dans le cas d’un état élastique triple; opinions
diverses 4 cet égard. — 28. Travail élastique de comparaison.

§ &. Travail spécifique de déformation. — 29. Energie polentielle interne
d'un parallélipipede infiniment petit.

Exercices, Nos § a 10.

§1

DE L’ELASTICITE

15. Déformations corrélatives des actions molécu-
laires. — Les conditions d’équilibre des actions moléculai-
res et toutes leurs conséquences sont applicables & tout corps,
quelle que soit la fagon dont il se comporte, & condition tou-
tefois que la loi de continuité soit satisfaite. Elles sont donc
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36 CHAPITRE II

valables aussi bien pour un tas de sable ou une motte d’argile
que pour les mélaux, les liquides ou les gaz. Nous avons vu
également qu’elles ne fournissent que 3 équalions entre les
composantes des actions moléculaires et les forces exlé-
rieures, alors que 6 quantités sont nécessaires pour définir
I'élat élastique d'un corps en un point donné. Nous sommes
donc obligés pour résoudre compléetement le probleme d’in-
troduire dans le calcul de nouveaux éléments.

Sous l'influence des actions moléculaires le corps, quel
qu'il soil, subit cerlaines modifications de forme, certaines
déformations. Il est évident qu'il doit exister des relatlions
parfaitement déterminées entre les déformalions el les actions
moléculaires corrélatives. La déformalion subie par le corps
en un point donné est complélement définie si nous savons de
combien le point s’est déplacé dans le sens des 3 axes de co-
ordonnées. Si donc nous connaissons les relations existant
entre les déformalions el les actions moléculaires correspon-
dantes, nous pouvons exprimer celles-ci en fonclion de
celles-13; en substituant dans les équations 3, nous obtien-
drons un systeme de 3 équalions aux dérivées partielles & 3
variables indépendantes : le probleme pourra donc étre résolu
completement, en théorie du moins; praliquement la résolu-
tion des équalions présente le plus souvent des difficuliés
insurmontables.

L’expérience seule peut donner la relalion existant entre les
actions moléculaires et les déformations corrélatives. Pour la

déterminer, il faut mesurer les déformations produites par

des forces connues sur un corps donné, étudier I'influence
des dimensions du corps en question et conclure de la quelles
seront les déformations subies par un parallelipipede infini-
ment petit.

16. Essais des matériaux a Vextension. — L’une des
expériences les plus fréquentes consiste a déterminer les dé-
formations subies par une tige métallique travaillant & I'ex-
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tension. On emploie a cet effet une tige d’environ 20 4 25 mm.
de diamdtre et de 300 mm. de longueuar. L'expérience con-
siste & mesurer l’allongement qu’éprouve la portion mé-
diane de la tige, comprise entre deux points de repere dis-
tants d’environ 100 & 130 mm. Cet allongement étant tres petit,
1l est nécessaire d'avoir un appareil assez sensible pour le
constater.

L’appareil & miroir, construit a cet effet par Bauschinger,
permet de mesurer les allongements avec une exactitude d’un
dixm-illitme de mm. Il se compose essentiellement (fig. 9) de

deux ressorts F fixés a I'un des

points de repere A sur I'éprou-
vette S. L’extrémité libre des
ressorts s’appuie légerement

contre deux roulettes d'ébonite
R. qui peuvent tourner librement autour de leurs axes.
Ces axes sont calés entre pointes dans un cadre fixé surl’éprou-
vette & I'antre point de répére B. Lorsque 1'éprouvette subit

un effort d’extension, 'espace compris entre les deux points
de repere s’allonge, et les ressorts F en, s’appuyant sur les
roulettes R les font tourner d’un certain angle proportion-
nel 3 I'allongement. L’axe desroulettes porte un miroir qui

permet de mesurer cet angle & I'aide d’une regle divisée et
d’unelunette, selon la méthode si souventutilisée en physique.
Il est nécessaire d'employer deux roulettes: on voit en effet
que celles-ci tournent en sens inverse ; par suite les erreurs
d’observations, dues a des imperfections de calage de I'éprou-
vette dans la machine d’essais, & des déformations de certaines
pieces de celles-ci, etc., sont éliminées en prenant la moyenne
des lectures faites aux deux lunettes. On pourrait naturelle-
ment observer d’une facon semblable le raccourcissement
d’une tige soumise & un effort de compression.

Une expérience de ce genre faite sur une éprouvette
d'acier dodx montre que les allongements sont proportionnels
aux efforts d’extension tant que ceux-ci ne dépassent pas une
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certaine grandeur ; de plus ils disparaissent complatement
lorsque I'effort cesse. Si par contre l'effort d’extension dépasse
une certaine limite, les allongements corrélatifs ne disparais-
sent plus completement ; enfin pour une certaine valeur de
cette force, la tige se rompt.

Une éprouveite de bois ou d’autre métal se comporterait
sensitblement de la méme maniere, les matériaux pierreux par
contre d'une fagon tout autre.

17, Elasticité et plasticité. — Comme dans I'exemple
précédent, on constate d’une manitre générale que les défor-
mations subies par un corps sous l'influence de forces exté-
rieures données sont de natures diverses.Si,les forces extérieu-
res cessant de solliciter le corps, les déformations observées
précédemment ne subissent aucune modification, on dit
que la matiére dont est formée le corps est plastigue (Type
de matiére plastique : Yargile mouillée).

Si au contraire les déformalions disparaissent avec la cause
qui les produit, la matiere du corps est dite parfaitement
élastique (Type de matiere élastique : le caoutchouc). Si enfin
les déformations ne disparaissent que partiellement, la ma-
tiere sera semi-élastique. Afin de définir d’'une maniére pré-
cise la notion d’élasticité, nous introduirons le principe du
travail de déformation. Nous entendons par la le travail
mécanique fourni par des forces extérieures pour amener un
corps dansun état de déformation donné,ce travail s'emmaga-
sine dans le corps sous forme d’énergie potentielle interne.
Dans I'exemple précédent ce travail serait

A= [*Pdc A7)

P désignant 'effort d’extension, z I'allongement corrélatif.
Nous pouvons maintenant, formuler les définitions sui-
vantes :
1) L’élasticité est la propriété des corps de pouvoir emma-
gasiner sous forme d’énergie potentielle interne, le travail de
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déformation et de le restituer entiérement ou partiellement
lorsque la cause des déformations cesse d’agir.

2) Un corps est parfaitement élastique lorsqu'il restitue en-
titrement, sous forme d’énergie mécanique, I’énergie poten-
tielle interne accumulée durant la déformation.

3) Le degré d’élasticité d’un eorps semi-élastique est le rap-
portde I'énergie restituée, lorsque la cause de la déformation
est supprimée, au travail de déformation.

4) Il n’exisle aucun corps qui soit ‘parfaitement élastique,
quels que soient les efforts auxquels il est soumis. On appelle
limate d'élasticité, la limite a partir de laquelle un corps cesse
pour un systeme de forces extérieures donné d'étre parfaite-
ment élastique.

Pour une barre de fer doux travaillant & I'extension cetle
limite est d'environ 1800 kg. par cm*® (ellevarie un peu suivant
les sortes de fer); au-dessous de cette limite, le fer est parfaile-
ment élastique. La fonte de fer, les.pierres, les ciments se com-
portent autrement, ces corps sont d’abord semi-élastiques,
puis une application répétée des forces finit par établir un état
de régime : les déformations sont alors parfaitement élasti-
ques. Il n’est toutefois pas nécessaire de tenir compte de ce
fait dans les calculs pratiques de Résistance des matériaux.

Le temps durant lequel les forces agissent sur les corps
n’est pas non plus sans influence pour les matieres précitées.
Les déformations augmentent avec ce temps, surtout si I'état
de régime, dont nous venons de parler, n’a pas encore été
atteint par une application réitérée des charges. L'influence du
temps est encore plus nette pour les matériaux tels que les
cordes, les courroies, les filés et les tissus.

Inversement, lorsque les forces extérieures sont supprimées,
la déformation ne disparait pas instantanément : le corps
ne revient que lentement & sa forme primitive. De plus, les
déformations produites par des forces données ne dépendent
pas seulement de ces forces, mais de celles qui ont agi précé-

demment sur le corps et du temps qui s’est écoulé depuis leur
application.
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Ces phénomenes, étudiés avec soin dans le cas des fils de
soie employés dans la construction des instruments de physi-
sique, soul peu connus en ce qui concerne les malériaux uli-
lisés dans les constructions. Ils sont du reste peu intenses
(cordes de chanvre el courroies de transmissions excepté) de
sorte qu’il n’y a pas lieu de s’en occuper davantage.

18. Loi de flooeoke, déformations d’un prisme travail-
lant & Vextension ou i la compression. — ][] résulte des
essais & I'extension ou a la compression d’éprouvettes de fer
doux, que les allongements observés sont jusqu’a une certaine
grandeur de l'effort exercé, proportionnels a I'effort qui les
produit. On trouve de plus que, pour un méme effort, les
allongements sont directement proportionnels & la longueur
observée. Si donc nous appelons dilatation, ¢, le quotient de
I'allongement A/, par la longueur primitive /, nous pourrons
écrire §

b
E— 1_', o [l (18)

% désignant une conslante dépendant des propriétés de la

matiere. On appelle E le corfficient d’élasticité longitudinale
de la matigre, sa valeur inverse 4 porte le nom de coefficient
de souplesse directe. La dilalalion &, quotient de deux lon-
gueurs, est un nombre ; il s’en suit que E est de méme dimen-
sion que R, cest-a-dire que I'intensité d’une action molécu-
laire : il s’exprimera donc, par exemple, en kg. par cm?. On
trouve pour le fer doux E — 2.800.000 kg. par cm?, pour
'acier doux E==2.200.000. La valeur de E est la méme pour
ces malériaux dansle cas de I'extension et dans celui de la
compression.
Nous avons trouvé précédement.
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P désignant I'effort total de compression ou d’extension, F la
scclion normale de la lige, il vient donc

(19)

On admettail anciennement, et I'on admet & fort encore
quelquefois acluellement, que tous les matériaux obéissent a
laloi exprimée par I’équation (19), et 'on appellait celle loi lo¢
de ['élasticité. Comme elle n’est pas absolument générale, il
est préférable de renoncer 4 cette dénomination. Nous I'appel-
lerons Joi de Hooke, du nom du physicien qui la formula poua
la premiere fois.

L’allongement de la tige n’est pas la seule déformation
que l'on constate. Il se produil dans l'essai a l'exlension
une coniraction transversale de la section. Inversement, dans
un essal a la compression, on observe une augmentation de
l'aire de la section. Celte déformation transversale (posilive
ou négaltive) est, lant que la limite d’élaslicilé n’esl pas dépas-
sée, proportionnelle a I'effort agissant sur I’éprouvelte. Elle est
donc toujours proportionnelle a la dilatation {posilive ou néga-
tive); le facteur de proporlionnalilé dépend de la nature de
la matiere ; il porte le nom de coefficient de contraction

ol 1 .
transversale; nous le désignerons par —. Il est compris entre
I

t 1 3 ~1
-et —, pour le fer on admet trés généralement la valeur
o 4

HREE| 3 5 >
m—=—3 = AT Poisson, en se basant sur diverses hypo-
m
theses, avail trouvé, pour tous les corps, m = 4. Ce chiffre
n’a pas élé confirmé par I'expérience.

Principe de superposition. — On entend souvent par
loi d’élasticité une propriété plus générale qui comprend comme
cas particuliers les formules (18) et (19), résultant d’essais a
I'exlension ou & la compression.

Ces formules ne suffisent évidemment pas pour définir les
relalions exislant entre les déformalions el les composantes
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des actions moléculaires dans le cas le plus général d'élat
élastique, puisqu’elles sont tirées d'obscrvations porlant sur
un état élastique simple. Il est donc nécessaire de les complé-
ter en énoncani le principe : Toute délormation qui vient
s'ajouler 3 une déformation déja exislante ne dépend, tant que

la limile d’élaslicité n’esl pas dépassée, que des nouvelles for-
ces extérieures appliquées sur le corps; aulrement dit: une
superposition d’élats élastiques différents entraine la superpo-
sition des déformations corrélalives de chacun des élats élas-
tiques considérés.Ce principe, dit de superposition, n’est guere

susceptible d'une démonstration directe ; il (rouve sa justi-
ficalion dans le fait que les conséquences que I'on en déduit
se trouvent vérifiées parl'expérience pour tous les corps satis-
faisant a la loi de Hooke.

20. Propricétés flastiques des corps ne satisfaisant
pas a Ia loi de Elooke. — Les fig. 10 et 11 donnent les
résultats d’essais-a I’extension et & la compression exécutés
par Pauteur sur des prismes de granit et de molasse.Les pris-
mes élaient de section rectangulaire de 20 sur 30 cm. de
coté. Des essais préliminaires avaient démontré la nécessité
de recourir a des prismes d'aussi grandes dimensions. Le
(ravail des blocs a l'aide des outils du tailleur de pierre
entraine certaines modificalions des couches extérieures qui
influent trop sur les résultals lorsqu’on opere avec des sec-
tions plus faibles. Les abscisses donnent, en centimetres, les
dilatations observées. Avant I'essai, les prismes élaient' soumnis
a des charges réilérées, de sorte qu'ils se comporlaient dans
I'expérience comme des corps parfaitement élastiques.

La ligne pointillée de la fig. 11 a été obtenue en soumet-
tant le prisme aux mémes efforls, 15 heures apres le premier
essai, dont les résultats sont donnés par la ligne pleine. La
diftérence des ordonnées donne une idée de l'influence du
temps sur les déformations. Cette influence est ici lrés grande,

ce qui provient probablement de la grandeur de I'effort d’ex-
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tension, voisin de la charge de rupture, atteint la premikre

D/o/

-

fois.

b

* 19,36, 10°%

66,7 atm,
Dmdn‘

Fig. 10
granit
Druck — Compression
Zug = Extension
Atm = kg. par cm?
Les dilatations sont indiquées en centimétres

Un corps obéissant a la loi de Hooke donnerait, pour image
des dilalations en fonction des efforts, une droite. Les pierres
donnenl, comme on voit, une courbe, en forme d’S, possé-
dant, semble-t-il. un point d’inflexion a I'origine. Les dilata-
tions élastiques ¢ croissent plus rapidement que les efforts
d’exlension ou de compression correspondants.

Une opinion assez répandue actuellement, bien qu’elle ne
repose sur aucun essai exact, est que les pierres satisfont
sensiblement 4 la loi de Hooke, mais avec des coefficients
d’élasticité longitudinale différents pour la compression et pour
I'extension. Si cela était, il devrait &tre possible d’assimiler les
courbes précédentes & deux droitles obliques se rencontrant a
I'origine et coupant 'axe des abscisses sous des angles diffé-
rents. On voit qu’il n’en est rien : les calculs basés sur cette
hypothtse n’ont aucune valeur.
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Pour représenter par une formule la loi d’élasticité quj
régit ces corps, il faut poser :

c =f(R) (20)
/ étant une certaine fonclion qui représente avec une exac-
titude suffisante les courbes trouvées. I.a notion du coefficient
d’élasticilé longitudinale perd naturellement son sensprimitif,
il faut en poser une nouvelle définition. Malheureusement, deux

'Ifw.aa(m.
Zug

]
]
]
1
'
!
.

$13,8.96° 4163,10™

Fig, 11
molasse

quantilés absolument différentes sont prises,tantdt I'une tantdt
I'aulre, comme coefficients d’élasticité, sans qu'’il soit toujours
possible dans un cas donné de distinguer de laquelle des deux
il est question.
En'dérivant (20) par rapport 3 R, on obtient, si ’on désigne
par /" la dérivée de /:
d R

1
T ()

On peut prendre cette valeur

1 e 7
& comme coefficient d’é1as-

ticité longitudinale ; en effet, dans le cas de la loi de Hooke
cette définition coincide avec celle qui a été donnée primitive-
ment. Cette quantité est susceptible d’une interprélation géo-
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métrique trés simple : c'est la tangente trigonomélrique de
I'angle que la tangente aux courbes (fig. 10 et 11) au point
R, ¢, fait avec ’axe des e.

L’équation (20) donne encore :

R R

¢ T®)

Cettevaleur devient aussi égaleau coefficient d'élasticité dans
le cas de la loi de Hooke ; on peut donc avec le méme droit la
regarder comme généralisation de ce coefficient. Géométri-
quement, clle est représentée par la direclion de la corde
joignant I'origine au point R, e. Kl naturellement ces deux
définitions ne sont nullement identiques, la direclion de la
tangente élant différente de celle de la corde; dans les deux cas
du resle le coefficient d’élasticité n’est plus une constante,mais
une fonction de R. Nous adopterons ici la seconde défini-

(22)

tion, formule (22); celle-ci permet en effet de calculer immé-
diatement, la déformation, connaissant la force et inversement
Or c’est 1a I'usage principal du coefficient d’élasticilé; il faut
de plus lorsqu’on donne ce dernier indiquer & quelle force R
il se rapporte.

Pour de petites valeurs de R et de ¢ les deux définitions coin-
cident d’'une manikre assez satisfaisante pour qu'il soit possible
de remplacer I'une par I'autre ; on peut donc poser :

E=[rm] = [rw] @)

R=o0 R=0

Pour certains problemes traités dans la théorie de I'élasti-
cité, par exemple la propagation des ondes sonores, dans les-
quels on n'a & considérer que de trés petites forces, on pourra
employer avantageusement la valeur de E donnée par I'équa-
tion (23). Inversement, il serait possible de déterminer celte
valeur 4 1'aide d’observalions sur la vitesse de propagation du
son.

Sur I'initiative de M. von Bach, un de ses éleves, M. Schiile,
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a déterminé a l'aide de nombreux essais la forme de la fonc-
tion /.
Il a trouvé que I'expression :

e=aR™ (24)

« représente d'une facon salisfaisante la loi cherchée, dans
I'intervalle des efforts survenant dans la pratique » (*). Les
constantes o et 7m ont été déterminées séparément pour la com-
pression et pour 'extension,et cela pour toute une série dema-
tériaux. Une sorte spéciale de fonte de fer a fourni parexemple
les valeurs suivantes :

5 . 1
issal & la traction (o0 = ———mr8 m=—
Essal & ac o T 1,0663
1

sara la compression:o— ————
Essaiala compression:a R

m — 1,398

Les unités, dans la formule (24), sont le centimatre et le
kilogramme.

Pour le coefficient d'élasticité longitudinale, on tire de (24),

dR 1

de amRm—l

selon (21)

suivant (22)

et d'apres (23)

M. Lang a proposé (*) une autre formule donnant E en
fonction de R :

E=E, —ch (25)

E étant pris dans le sens de la formule (22).11 est impossible
actuellement de se prononcer en faveur de I'une ou de I'autre
de ces formules; il faudrait calculer les constantes de la for-

1. Voir Zeitschrift des Vereines Deutscher Ingenieure, Année 1887,
p. 249.
2. Deutsche Bauseitung, 1891, p. 58.
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mule de Lang en se basant sur les expériences de Bach et
éomparer les résultats.

On peut faire cependant une grave ohjection 3 la formule de
M. Schiile au point de vue théorique. Il est en effel impossible
d’'assigner une dimension & la constante « de I'équalion (24).

L . longueur »
Pour m =1, « est de la dimension : t:c . comme un
ree

coefficient de souplesse. Si I'on voulail s’en tenir une fois pour
toutes & celle dimension poura, 'équation (24) cesserait d'éfre
homogene : dés que m difftre de 1, elle n’aurait plus de sens au
point de vue physique. Enfin, et ¢’esl la le point le plus faible
de la formule, la dimension de o varierail d’'une matiere a
I'autre.

La conséquence que 'on tire de cette formule, E— oo pour
R =o, esl également conlraire aux résullats de 'expérience:
les courbes (fig. 10 et 11) sont loin de couper I'axe des
abscisses sous un angle droit.

La formule de Schiile ne peut, pour ces raisons, servir de
base & la théorie de I’élasticité des corps que ne régit pas la loi
de Hooke, elle n’est qu’approximative.

La formule de Lang n'est pas sujette aux mémes critiques;
la constante ¢ estun facteur numérique qui, pour certains ma-
tériaux,atteint la valeur 200 et qui s’annule pourles corps régis
par la loi de Hooke. Dans la formule (25), R est pris en valeur
absolue, de sorle que, dans la compression, E diminue lors-
que la charge croit. L’équation (22) donne:

R

* = R —cR

(26)

s1 'on définit E selon la formule 21, on trouve :
Eo

1
e= —(-: lOg E__a —¢R (27)

Pour que les formules de Lang ou de Schiile pussent de-
venir d'un usage courant, il faudrait les compléter par
des indications sur la contraction transversale, car le facteur
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— est aussi variable pour les matériaux n’obéissant pas & la
o ,

loi de Ilooke. Enfin il faudrait trouver ce qui remplace le
principe de superposition quand ces matériaux sont soumis
simultanément & deux élats élastiques linéaires dont les
directions principales différent.

L’expérience seule pourrait fournir ces renseignements, car
il est fort improbable qu’il soit jamais possible de résoudre le
probleme par I’analyse. II faut donc se borner dans les re-
cherches théoriques an cas de la loi de Hoolke, en se rappe-
lant que leurs résultats ne sont qu’approximatifs pour des
matériaux tels que les pierres, la fonte de fer, etc., quitte &
déterminer apres coup, par 'expérience ou en se servant des
formules précédentes, I'erreur commise dans chaque cas par-
ticulier.

§ 2

DEFORMATIONS ELEMENTAIRES

21. Déformations élémentaires d'un parallélipipéede
inliniment petit. — Par déformations élémentaires nous
entendrons les 6 quantités qui définissent complétement la
déformation d'un parallélipipede soumis 3 un état élastique
donné, savoir : 1° les 3 déformations longitudinales ou direc-
tes, c'est-a-dire les variations de longueur, subies par les
arétes et rapportées a I'unité de longueur. Nous donnerons le
signe - & ces quantités lorsqu’elles représentent des allonge-
ments, le signe — lorsqu’elles sont des raccourcissements ;
2 les 3 déformations tangentielles ou transversales que 1'on
peut définir & I'aide des variations subies par les angles pri-

mitivement droits des faces des cabes. Nous mesurerons ces

variations par latangente trigonométrique de la différence entre
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I'angle du parallélogramme et I'angle primitif %, ou. cette dif-

férence étant infiniment petite, par la longueur d’arc de
rayon4, compris entre ses cdtés. On appelle distorsion cette
déformation transversale. — Daus le cas d’un état élastique
linéaire, les angles des faces ne sont pas déformés, les
arétes seules varient.

En vertu de la loi de Hooke,

ay ' que nous supposons applicable

a % dorénavant, nous avons les rela-
: tions suivantes, ez, €y, ez désignant
les déformations longitudinales.

¢ =R du texte. Adzr =a Rydr= j: Ry dz (28)

Adx Rz
— = 29
= 4z E @9)
en méme temps, il se produit une contraction des arétes per-
pendiculaires a la direction de Rg,

Ady Ade

ey_—ez:: :17 = dr =y

Ceci suppose toutefois que la matidre est isotrope, c'est-a-
dire que sa structure est la méme dans toutes les directions,
de sorte que E et m conservent la méme valeur en un point
donné pour tous les axes que I'on peut mener par ce point.
Si, de plus, le corps est parfaitement homogéne, ces quantités
sont indépendantes de la position du point choisi a I'intérieur
du corps. Les deux constantes E et m suffisent alors pour
déterminer complétement les relations existant entre les
déformations et les actions moléculaires. Si le corps est ani-
sotrope, c'est-a-dire si ses propriétés élastiques varient avee
les directions passant par le point donné, mais satisfait cepen-
dant & la loi de Hooke, 21 constantes sont nécessaires pour
définir completement les relations entre les actions molécu-
laires et les déformations corrélatives. La discussion de ces

4
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équations générales indispensables pour le physicien, n’est
pas d'un grand intérét pour I'ingénieur, la plupart des maté-

riaux en usage pouvant étre considérés comme isotropes. Le
bois fait cependant exception ; toutefois, les problemes &
résoudre dans les construclions en bois sont en général fort
simples et ne nécessitent pas des recherches aussi approfon-
dies. De plus, les propriétés élastiques du bois sont si forte-
ment influencées par des circonstances accidentelles, nceuds
dans le bois, direction des fibres, elc., quil est parfaitement
inutile de vouloir tenir compte des varialions des propriétés
élastiques dans différentes directions.

Déterminons la variation de volume du parallélipipéde. Le
volume du parallélipipede déformé est égal a :

dz (1 4+ ez) dy (1 4+ ey) dz (1 +¢3)

ou, en multiplianl el en négligeant les produils des e entre
eux devant ces quantités elles-mémes :

d.’l,‘ d!/ dz (1 ~- Eg;—i—&y -+‘ Ez)

La somme ez ey ¢ représente donc le rapport del'ang-
mentation de volume au volume primitif. Nous I'appellerons
la dilatation cubique, e, du parallélipipede.

e=—=c¢g+¢ey—+e¢z (31)

Cette formule est générale. Si I'état élastique est linéaire,
on trouve (équation 30) :

(32)

Cette dernitre relation permet d’assigner une limite infé-
rieure pour la quantité m. Il est, en effet, bien peu probable
qu’'un effort d’extension produise une diminution de volume
et que, par suite, e devienne négalif; m doit donc étre au
moins égal & 2, un corps pour lequel 7 aurait celle valeur est
dit ¢ncompressible, puisqu’il ne subit aucune alléralion de
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volume. En réalité, m est plus grand, il est généralement
compris entre 3 et 4.

En superposant trois états élastiques linéaires dont. les
directions principales soient perpendiculaires entre elles, on
obtient les déformations d'un parallélipippde soumis & un

état élastique triple, il vient :
[By+R:])

(Rz =
(HJ Hn 4R, ]) (33)
1

(Bs— - [Re+-Ry])

examiner les distorsions produites par les com-
posantes tangentielles des actions moléculaires. Considérons
un parallélipipede soumis au glissement simple, c’est-a-dire
sur les faces latérales duquel n’agissent que des actions
moléculaires tangentielles S, fig. (13). En négligeant les infini-
ment petits d'ordre supérieur,
on reconnait que le volume du
parallélipiptde ne - subit pas de
variations.

En vertu de la loi de Hooke, la
distorsion y, sera proportion-
nelle & I'action moléculaire qui
la produit,. nous pouvons donc
écrire :

I

I

e Els m -

m
111
2

a

Il reste a

Fig. 13.
7+=S du texte.

y=BS=g (34)

B, et son inverse G sont deux nouvelles constantes, dépen-
dant de la nature de la matidre. B est le coefficient de sou-
plesse transversale, G le coefficient d’élasticité transversale.

On comprend maintenant le nom de glissement donné & la
déformation que nous étudions, on voit que deux faces laté-
rales opposées du parallélipipede se déplacent parallelement
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52 CHAPITRE 11

'une al'autre, de sorte que, si I'on en suppose une fixe, 'autre
parait glisser par rapport a la premigere.

v étant un nombre, on voit que G est de méme dimension
que S. Etant donné les unités choisies, G est, comme E, un
trés grand nombre.

22. Relations entre G, E, ¢, 3, et m. — Nous avons vu
que les quantités E et m définissent compldtement les pro-
priétés élastiques d’un corps isotrope ; il existe donc nécessai-
rement une relation entre G, E el m. Pour la déterminer,
nous utiliserons la remarque faite a l'art. 1%. Nous avions
dit qu'un parallélipipede travaillant au glissement simple peut
étre considéré comme se trouvant dans un état élastique dou-
ble, dont les actions principales sont inclinées de 45° sur les
faces latérales. Ces deux actions principales sont égales en
valeur absolue aux actions tangentielles agissant sur les faces
du solide ; I'une est positive, I'autre négative.

Considérons un cube dont les arétes sont paralleles aux ac-
tions principales. La face du cube perpendiculaire a 'axe des
z devient un reclangle (tig. 14). Soit Aa la déformation de
I'aréte a du cube. Dans les plans diagonaux agissent les
actions tangentielles S; la distor-
sion y de T'angle compris entre
Str les diagonales peul s’exprimer soit
en fonction de S (équation 34), soit
en fonction des déformations des
arétes du cube. En égalant ces
deux valeurs de y, nous obtien-
drons la relation cherchée. Faisant

e (LA AL

Fig. 14

dans les formules (33) R = — Ry =S, Rz = 0, nous trou-

vons :

T |
Aag = ”ﬁ_; as
mE

De la figure nous tirons ¢

cm 1 2 3 4 11 12 13 14 15

wn
(o8]
|
c
=
1]
72}
=]
L]
'_
(]






DEFORMATIONS ELASTIQUES. TRA VAIL DES MATERIAUX

9 a — Aa

7):a+Aa

et par suite

A 2{m--1)
= - =
1 a mE S

d’autre part on a (équation 34%) :

1=3

m
6=gmTn 35)

pour m—4.... G=0,4E, pourm=—3.... =§E

Il n’est pas possible de déterminer G directement. On peut
le calculer en se basant comme nous le verrons sur des essais
a la torsion. Les valeurs trouvées ainsi ne satisfont souvent
pas a I'équation (35), qui cependant est strictement exacte
pour tout corps obéissant & la loi de Hooke. Les différences
qui se produisent proviennent donc nécessairement de fautes
d’observations ou surtout de I'emploi d’'une formule inexacte
pour le calcul des efforts de torsion.

23. Ellipsoide des déformations. — Délimitons & I'in-
térieur du corps une sphere infiniment petite et supposons
qu'aucentre de la sphére régne un état élastique triple ; soient
z, y, zles coordonnées d'un point de la sphere, les axes étant

(5]
i
L
!
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54 CHAPITRE II

dirigés parallelement aux actions principales : ces quantités
augmentent ou diminuent dans les rapports donnés par les
formules (33). Si 'on exprime les valeurs primitives z, ¥, z en
fonction des valeurs nouvelles et si 1'on substitue dans I'é-
quation de la sphere, on obtiendra évidemment 1’équation d’un
ellipsoide, dit des déformations élémentaires. Les déformations
dans le sens des axes de l'ellipsoide sont les déformations élé-
mentaires principales.

2&. Déformation élémentaire dans une direction

quelconque. — Nous ‘bornerons

e cette recherche an cas de 1'état élas-

Bormeaie, tique double. Nous prendrons les
ady g

¥ a0 axes de coordonnnées paralltles aux

directions principales. Prenons la

direction donnée, ¢, comme diago-

x nale d'un rectangleinfiniment petit.

v

-,

dy s
e

1
W

O ax S Calculons 1'allongement A ds de la

fig. 15 diagonale ds, on a

ds = \/m’
le plus simple est de dériver parliellemenl ds par rapport &
dy et dz il vient :
. drxAdx+-dyAdy dx
Vigtds @

soit ep la déformation élémentaire dans la direction ¢ ; on a:

A ds:— Adz 4L A dy

. __Ads  /dz\*Adz dy\? Ady
T oas \ds/ dx (ds / dy

= ¢z €08’ ¢ + ¢y sin’ @, ‘ (36)
. expression qui devient maximum ou minimum poury — o

™ .
et o = comme on pouvait s’y attendre.

ep. pourrait se déduire aussi directement, en considérant la
fig. (15).
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§3

TRAVAIL DES MATERIAUX DE.CONSTRUCTION

25. Limite pratique du travail des matériaux. — Le
but des calculs de la résistance des matériaux est de détermi-
ner le danger de rupture des constructions. Pour pouvoir
interpréter dans ce sens les résultats obtenus, il faut connaitre
les relations qui existent entre le danger de rupture et les dé-
formations ou les actions moléculaires. Si I'état élastique du
corps est simple, il n’y a pas de doute a avoir : on sait par
expérience quel effort d’extension ou de compression la ma-
titre dont est formée le corps peut supporter sans que la
limite d’élasticité soit dépassée ou que la rupture se produise.
On peut convenir de ne jamais dépasser dansles conslructions
un certain travail élastique, égala une certaine fraction de la
limite de rupture. C’était ainsi que l'on pratiquait ancienne-
ment ; le rapport entre la limite pratique et la limite de rup-
ture portait le nom de coefficient de sécurité, il était égal

a,i pour le fer, & ‘ln pour le bois, ete.

Cette manitre de faire est en général abandonnée actuelle-
ment car I'on a reconnu qu’il est possible d’amener la rup-
ture d’'une pidce avec des forces beaucoup plus faibles, inter-
mittentes et répétées un nombre de fois tres grand. La notion
de la limite de rupture, c'est-a-dire de la charge slatique qui
entraine la destruction du corps a de ce fait perdu de son impor-
tance en ce qui concerne la détermination du travail élastique
pratique. Enfin le choix plus ou moins arbitraire du coefficient
de sécurité rend les calculs incertains, un constructeur hardi
pouvant selaisser entrainer & prendre ce coefficient trop grand
Il est donc nécessaire de partir d’'un aulre pointde vue pour
définir la limite pratique a assigner au travail élastique.
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56 CHAPITRE 1I

26. Expériences de Waehler. — (C'est Weehler qui le
premier a enlrepris des expériences sur l'influence de char-
ges inlermittentes. On a tenté d’en déduire des formules pour
la limite pratique de travail élastique : nous ne les donnerons
pas ici ; elles se basent sur un trop pelit nombre d’essais pour
qu’il soit possible de les admeltre sans restriction, nous nous
bornerons a donner les résultats trouvés par Bauschinger pour
8sortes différentes de fer. Auparavant, nous introduirons quel-
ques dénominations dues a Weyrauch. Par résistance ¢ la
rupture nous entendrons le travail élastisque qui entraine
a la rupture, la charge croissant lentement et progressi-
vement ; par résistance aux efforts inlermattents, le travail
élastique maximum qui peut étre supporté sans qu’une charge
variant de zéro & un maximum constant et toujours le méme
eniraine la rupture, quelqu’élevé quesoit le nombre desinter-
miltences. Enfin la résistance aux charges oscillantes est le
travail élastique maximumqu’une charge variant entre un maxi-
mum et un minimum d’égale intensitéet de signes contraires

peut développer unnombre quelconque de fois sans que rup-

ture s'en suive. La résistance aux charges oscillantes est un
peu plus faible que celle aux charges intermittentes, la diffé-
rence,d’apres les essais les plussiirs de Bauschinger, est cepen-
danl beaucoup moins grande que les quelques essais de
Weehler ne I'avaient faire croire. Voici les chiffres trouvés
par Bauschinger :

Résistance | Résistance
a la ruplure|aux charges
03 : . A
N en kilog. intermil-
par cm?, lentes.

Résislance
aux charges
oscillanles.

.000 1.770
.400 1.980
.200 1.980
.400 2.260
.000 3.000
800 2.800
.400 1.900
.200 1 600

Fer (obtenu par puddlage) 3.480
Acier doux 4.360

»oo» Sde diverses compositions..| 4.050

» » | 4.020
Acier Thomas 6.120
Acier pour rails 5.940
Toles d’acier pour chaudiéres 4.050
Tole d'acier (sans désignation spéciale)] 3.3350
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Jompte rendu de l'édition allemande dans la Revue générale des
Sciences par M. Fehr, privat-docent & I’Universilé de Geneve.

Ce volume contient tout ce que, de nos jours, un ingénieur d’une culture
supérieure doit connaitre dans le domaine dela résisiance des niatériaux, Ce
n’est pas un simple aide-mémoire, mais un ouvrage didactique qui sera lu avec
fruit tant par les étudiants que par les ingénieurs. L'auteur présente état
actuel de cette branche de I'art du constructeur en tenant compte des progris
les plus récents. Le laboratoire d’essais attaché a l'¢tablissement lui a
d’ailleurs. permis de controler et de compléter un grand nombre d’expériences.
Tout en employant le langage de 'analyse, M. Foppl a évité, le plus possible,
d’entrer dans des développements exclusivement acalytiques.

Les sujets traités sont ceux que l'on rencontre dans la plupart des ouvrages
classiques sur la résistance des matériaux. Nous nous bornerons a indiquer la
marche suivie en donnant les titres des onze chapitres que renfermc ce livre :

I. Recherches générales sur I'état de tension. — II. Déformation élaslique ;
charges des matériaux. —IIf. Flexion d’une piéce droite. — 1V. Le travail dela
déformation. — V. Flexion des piéces courbes. — VI. Pitces reposant sur une
base flexible. — VII. Résistance d’une piéce encastrée sur son pourtour. — VIII,
Résistance des enveloppes. — IX. Résistance a la torsion. — X. Résistance a
la rupture. — XI, Théorie mathématique de I'élasticité.

Signalons seulement comme particuliérement intéressant le dernier chapitre
dans lequel 1'auteur a su condenser les principes fondamentaux de la théorie
mathématique de 1’élasticité ; on y trouve, notamment, un apergu des théories
de Boussinesq et de Hertz,

-Tous-ces chapitres sont traitésavec une méthode et une clarté remarquables
ils -contiennent de nombreux problémes, fort bien choisis, et résolus avee

beaucoup de soin.

Le traducteur a ajouté d’intéressantes notes & la suite de 'ouvrage.

M.-C. L.
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ERRATA

-

"S54 Page 33, ligne 11, au lieu de : multipliant, lire : utilisant.
*» Page 40, ligne 6, en remontant, au liew de : 2.200.000, Zire : 2.000.000.

_—~Page 64, ligne 3, au lieu de : Tlg (\ﬁ— 7% S.S> = 2%
IS 2SS 2NN SRR S2

B 2 : :mhbjzéﬁ'

- Page 89, formule 62, /ire au dénominateur des fractions Ty et Tz,

Page 128, ligne 7, au lieu de: M _.L , lire: M= E X
p4
3
~ Page 148, ligne 3 en remontant, au lieu de : ———4;8 , lire: 4.\4’28 =

iire :

__ Page 195, ligne 8 en remontant, au lieu de : A, lire : H
Page 230, ligne 2, au lieu de : &r :z% , lire:ep =z tja:— -
Page 253, formule 154 et page 253, ligne 1, au lieu de :
mEAR® T mlihA3
a2me—1)° "¢ 1etmE—1)
Page 300, ligne 6, intervertir u, et us, dans les deux parenthéses de la
formule.
Page 303, lignes 6 et 7 en remontant, au liew de: Ro et Rsin o. lire :
r'o et r'sin .
’ ; b2 . b
Page 323, ligne 2, au lieu de : ky = —c¢, _, lire: ky=—¢, g

Page 324, ligne 4, supprimer le signe — devant le membre de droite de
2

I'équation et I'ajouter entre 1 et y_2 dans la parenthése
a

du méme membre.
Méme page, ligne 3, ajouter le signe — entre 1 et 2 P ddns la parenthése

du membre de droite de I’équation.
Page 324, ligne 1 en remontant, lire le membre de droite de I'équation
b (a2 I y2)2
2y-
: : a2 br . a 9Py
Page 328, {ormule 249, au liew de : S = Saib;’ Lk S = Sah;

comme suit :

- d?y
U S ==
&=

d
dis’
Page 428, formule 384, au lieu de :
“=1,23 \/1 G T Sy S T

VA E2 172
Page 464, ligne { en remontant, au lieu de : rgne, lire : ligne.

Page 380, ligne 1, au lieu de :
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AVANT-PROPOS

La question des connaissances malhématiques nécessaires

a l'ingénigur a été trés vivement discutée dernigrement en
Allemagne. Le temps toujours plus considérable qu'il faut

2

accorder aux cours praliques et surtout a I'électrolechnique,
et la difficulté d’augmenter la durée des études déja fort lon-
gues, ont fait surgir la proposilion dediminuer le nombre des
heures d’élude consacrées aux mathématiques. Les promo-
teurs de cette idée s’appuient sur le peu d'occasions qu’a I'in-
génieur d’employer ensuite ces connaissances mathématiques
qui lui ont cotté tant de temps et de peine & acquérir.

Cette opinion qui a trouvé des partisans parmi des repré-
sentants les plus éminents de I'industrie allemande et parmi
les professeurs des écoles supérieures techniques semble
cependant avoir de la peine & s’imposer. M. Foppl, s’ex-
prime & cet égard comme suit, et nous ne pouvons gue par-
tager sa maniere de voir : « Il est clair que I'étude de spé-
« culations mathémaliques sans utilité pralique me parait

inutile, pour I'ensemble des ingénieurs du moins. Mais,

par contre, je ne puis que m’opposer absolument aux cou-
rants qui, sous le couverl de celte opinion, tendenl & abais-
ser le niveau général des connaissances mathématiques de
nos futurs ingénieurs. Je sais par expérience combien une
cullure mathémalique sérieuse est ulile el nécessaire pour
saisir la vérilé et pour porter un jugemenl exact sur les
nombreuses queslions qui se présenlent chaque jour dans
la carriere du technicien, questions dans lesquelles il s’agit
bien plus souvent d’estimer jusle que de calculer... ».
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AVANT-PROPOS

Cest dans cet esprit qu’est écrit le livre que nous publions,
et ¢’est ce qui, nous I'espérons, lui conquerra une place hono-
rable & colé des nombreux traités parus déja sur la matiere.

Pour la premiere fois, a notre connaissance du moins, on
trouvera traité en délail, dans un ouvrage de portée géné-
rale, le sujet si fécond du travail de déiormation et les beaux
théoremes de Castigliano qui s’y rallachenl. Ces théorémes
sont en somme peu connus, en dehors de leurs applicalions
au calcul des ponts; ils sont cependant d’une utililé considé-
rable pour les calculs de résistance des organes de machines,
qui constituent si souvent des systemes hyperstaliques.

Quelques articles sont également consacrés aux théories de
M. Boussinesq et de Herlz sur la dureté des corps.

Dans deux notes placées & la fin du volume, nous avons
indiqué brievement les méthodes de délermination graphique
des moments d’inertie et de la ligne élastique des vrismes
travaillant & la flexion. Ces méthodes, d'une application (ré-

quente, n’élaient pas exposées dans l'ouvrage, I'auleur les
réservant pour un traité de stalique graphique.

Lz TrapucTEUR.
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CHAPITRE PREMIER

GENERALITES SUR LES FORCES INTERIEURES
0U ACTIONS MOLECULAIRES

§ 1. Actions moléculuires, travail élastique. — 1. Introdaction. —
2. Postulatum fondamental. — 3. Actions moléculaires. — 4. Relations
entre les forces extérieures et les actions moléculaires. — 5. Intensité des
actions moléculaires. — 6. Essai d’'un ciment a I'extension. — 7. Compo-
santes de l'action moléculaire agissant en un point donné dans une
direction donnée. — 8. Tétratdre des actions moléculaires. — 9. Décom-
position des actions moléculaires, équilibre d’un parallélipipéde infiniment
petit. — 10. Equations d'équilibre d'un tétraédre intiniment petit.

2. Cas particuliers d'états élastiques. — 11. Elal élastique double
ou plan. — 12. Etat élastique simple ou linéaire. — 43. Ellipse des
actions moléculaires. — 14. Glissement simple.

Exercices, nos1 a 3.

§ 1.

ACTIONS MOLECULAIRES, TRAVAIL ELASTIQUE

1. Entroduction. — Il suffit en général eu Mécanique de
considérer les corps solides comme ahsolument rigides et par-
faitement intiéformables. Souvent, cependant, les corps dans
la nature se comportent d’une fagon Lelle que cette hypothese
n’est plus admissible. Dans cerlains cas, en effet, il est impos-
sible de prévoir si un corps donné, placé dans des conditions
données, se comporlera réellement comme s’il élail indéfor-
mable ou s'il n’éprouvera pas au contraire des déformations
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CHAPITRE I

nolables qui le défigurent, ou méme entrainent sa rupture.
Dans d’aulres cas, au contraire, il n’existe aucun doule sur la
facon dont se comporte le corps donné ; par contre, les équa-
tions universelles d'équilibre fournies par la Mécanique ne
suffisent pas pour résoudre les questions proposées, bien que
celles-ci paraissent étre de son domaine. Par exemple : un
prisme, chargé de poids quelconques et reposant sur deux
appuis, exerce sur ces derniers cerlaines pressions que I'on
peut calculer & l'aide des théoremes généraux de I'équilibre
des corps solides ; ces théoremes, par contre, ne permettent
plus de résoudre le probleme si le prisme repose sur trois
appuis. Semblablement, il est impossible de déterminer avec
leur seule aide quelle est la pression exercée sur le sol par
chacune des qualre jambes d’une table chargée d'une facon
quelconque. I’étude du choc des corps solides est également
impossible aussi longlemps qu’on les suppose absolument
indéformables.

La Résistance des matériaux étudie le premier genre des
cas cités, tandis que ’étude du second genre est du domaine
de la Théorie de I'Elasticité.

Anciennement, lorsqu'on admettait encore pour certains
corps lels que les matériaux pierreux, le postulatum des soli-
des invariables, on s’est souvent efforcé de combler la lacune

apparente que présentait la mécanique des corps solides en
établissant & c6té des conditions générales d’équilibre des lois
spéciales (par exemple, la loi de moindre résistance dans la
théorie des voutes). Nous savons aujourd’hui que cette
maniére de se tirer d’affaire était incorrecte. 11 n'exisle aucun
corps dans la nature qui soil absolument invariable. Tous les
corps sont susceptibles de subir certaines déformations sans
se briser, et toutes les questions insolubles selon les idées
anciennes peuvent étre immédiatement résolues dés que 'on
tient compte de celle propriété des matériaux.

La résolution des problemes de la résistance des matériaux,
aussi bien que celle des questions dépendant de la théorie de
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FORCES INTERIEURES OU ACTIONS MOLECULAIRES

Pélasticité, nécessite I'élude des déformations des corps consi-
dérés, si peliles soient-elles. Il n'est donc pas nécessaire, en
somme, de séparer ces deux sciences, el, dans ce qui suil,
nous entendrons par résistance des matériaux, au sens large du
terme, la partie de la mécanique des corps solides dans
laquelle on tient compte des déformations subies par ces corps
sous 'action des forces agissant sur eux.

Le terme « corps solide » est employé ici par opposition a
« corps invariable » il ne signifie toutefois pas encore « corps
élastique ». L’étude de la fagon donl se comporte un corps
plastique, par exemple un morceau de terre glaise mouillée,
est aussi du domaine dela résislance des matériaux. Il est vrai
que I'on s’est peu occupé des cas de ce genre jusqu'a présenl,
et cela tout simplemenl parce que la nécessilé ne s’en est pas
fait sentir.

La résistance des malérianx est doncle complément indis-
pensable de la Mécanique des corps solides invariables
pour I'étude des propriétés réelles des corps solides existant
dans la nature.

2. Postulatum fondamental. — Les équalions univer-
selles d’équilibre sont applicables non seulement aux solides
invariables mais encore & lout corps qui, dans le cas considéré,
se comporte comme s'il élait indéformable. En particulier, si
le corps est en repos, toules les parties dont il se compose
sonl également en repos ; donc le corps durant le moment ou
nous le considérons, au moins, ne subil pas de variation de
forme, il se comporte comme s'il élait invariable.

Co cas du repos esl trés importlant pour la résistance des
malériaux, car il correspond & I'état de ['équilibre élastique
c’est-d-dire & I'étal réel d'un corps solide soumis & 1'action de
cerlaines forces exlérieures constituant un systéme en équili-
libre statique. Il sera donc permis d’appliquer & I'étude de ce

cas les résullats de l]a Mécanique, en les complélant chaque

fois que cela sera nécessaire pour la résolution du problem:.
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Ce qui préceéde est susceplible d'une généralisation. Nous
pouvons en effet énoncer le postulalum suivant : Toute
partie d'un corps, quelle que soit la facon dont elle est limi-
tée, peut étre envisngée a son towr comme un corps auquel les

théorémes générauz de lamécanique sont applicables.

Ce principe parait évident au premier abord; il I'est certaine-
ment si 'on suppose la portion considérée du corps comme
effectivement séparée du reste. Mais il a une portée plus gé-

nérale : on peut I'appliquer encore a des parties du corps qui
demeurent attachées au reste, et que I’on considere pour elles-
mames afin de tirer de cette élude des renseignements sur la
manigre dont se comporte le corps toul entier. Ainsi, ce pos-
tulatum ne peut éire posé que comme une loi expérimentale
qui tire sa démonstration du fait qu’elle s’est trouvée vérifiée
dans tous les cas.

En Mécanique on ne considere que les forces exlérieures,
c’est-a-dire celles transmises par d’autres corps sur le solide
donné. Les forces intérieures, corrélatives de la cohésion de
ce solide, n’interviennent pas dans les calculs. Par contre si
nous ne considérons plus le corps entier, mais une portion
seulement, arbitrairement délimitée, les forces qui s’exercent
entre cetle partie et le reste du corps sont soit par rapport a la
partie envisagée, soit par rapport au reste, des forces exté-
rieures. Nous aurons donc ales introduire dans les équations
d’équilibre.

Nous avons par conséquent & examiner tout d’abord de
quelle nature sont ces forces qui agissenta lintérieur d'un
corps solide.

3. Actions moléculaires. — Remarquons qu’en général
les corps que nous étudions n’exercent d’actions mesurables
les uns sur les autres que lorsqu’ils se touchent. Exception-
nellement toutefois, il pourrait y avoirlieu de tenir compte de
forces se (ransmeltant & distance. Par exemple, si nous consi-
dérions une partie d’un aimant, il faudrait tenir compte des
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aclions exercées par-les molécules du reste sur celles de la

parlie envisagée, et nous devrions trailer ces forces comme des
forces extérieures. Nous ne nous occuperons pas davanlage de
ces cas exceplionnels. Lesforces agissant entre une partie d’un
corps el le reste sonl donc de méme nature que celles qui se

produisent au conlact de différents solides, enparticulier leurs
points d’applications seront situés sur la surface de séparation
des ceux portions considérées. Ces forces auront en général
une direction quelconque, un corps solide opposanl une résis-
tance a toule déformation, quelle qu’elle soit. On nomme for-
ces intérieures, ou actions moléculaires, les forces qui naissent
dans la maltiere sous l'influence des forces exlérieures agissant
sur le corps. Comme il esl possible de délimiter arbilraire-
ment une portion du corps, on pourra toujours faire en sorte
que l'action moléculaire agissant dans une direclion donnée
devienne une force extérieure et soil par suite accessible au
calcul. En parliculier, en applignant les équations générales
d’¢quilibre & un élément du corps limité d’une fagon quelcon-
que, il sera possible d’obtenir des relalions enlre les actions
moléculaires agissant en divers poinls du corps et selon des
directions différentes, relations qui serviront de base a lous les
développements subséquents.

4. Helntion entre les forces extérienres et les ae=
tions moléeulaires. — Délimilons une portion du corps de
telle sorte qu’une partie de la surface de séparalion coin-
cide avec la surface extérieure du corps. Il faudra qu’il y ait
équilibre entre les forces extérieures agissant surla parlie con-
sidérée de la surface extérieure et les actions moléculaires
réparties sur le reste de la surface de séparalion. Comme en
général les forces extéricures sont données, les équations d’¢-
quilibre permeltrons de calculer dans certains cas les actions
moléculaires.

Exemple : Tige travaillant & (extension sous Vinfluence de
deux forces P appliquées aux extrémilés el agissanl selon 'axe
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de la piece. Faisons une section mm a travers la tige, les
conditions d’équilibre appliquées par exemple a la partie
située & gauche de la section mm exigent que la résultante

HL

des forces intérieures a-
D P gissant dans celte section

1
1
'
'
]
] -
(]
’
r

£ o

soit égale et de signe
contraire & la force P, et

Fig. 1 o , .
coincide en direction avec
I'axe de la tige. Nous ne déterminons toutefois ainsi quelaré-
sultante des actions moléculaires dévelopgées dans la seclion

m

mm, nous n’avons rien appris sur la répartition de ces actions
sur la section. Ainsi donc, méme dans ce cas trés simple, il
n’est pas possible de déterminercelte répartition tant que nous
considérons la tige comme indéformable, le probleme est in-
déterminé comme ceux cités a l'article 1.

Du reste si la tige était réellement indéformable, il n’y au-
rait guere d’utilité a connailre la répartition des actions molé-
culaires : celle-ci ne serait d’aucune influence surla facon dont
se comporterait la tige. Mais la résislance qu’oppose une tige
a larupture est toujours limitée. Si une rupture se produit,
on peut de prime abord s’attendre a ce que celle-ci ne se pro-
duise pas simultanément sur toute la section. Elle commen-
cera évidemment 4 se produire 13 o1 les circonstances sont le
plus favorables pour cela, puis s’étendra de proche en proche a
toute la section. 11 est donc de toute nécessité, pour pouvoir
juger si une charge donnée peut produire une rupture,d’avoir
des idées précises, sur la répartition des actions moléculaires
sur la section.

5. Intensité des aetions moléculaires. — Seule I’étude
des déformations qui précedent la rupture peut nous rensei-
gner sur la répartition des actions moléculaires; car les défor-
mations subies par le corps dépendent de cette répartition.

La nature de cette dépendance varie suivant les propriétés
particulieres des corps considérés et ne peut se déterminer
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que par l'expérience. Dans I'exemple précédent, si la section
mm estsuflisamment éloignée des extrémilés de la tige et sila
maliere est élastique, il est plausible d’admetlre, en se basanl
sur des considérations géomélriques, que les allongemeuls
élastiques des divers points de la section mm sont égaux

enlre eux, ainsi que les actions moléculaires agissant en ces
points. On peut donc calculer la force intérieure agissant sur
I'unité de surface en divisant la force P par la section F.

Ce quotient :

R— ()

porle le nom d'intensité de laction moléculaire dans la
section considérée, de fravail élastigue * ou encore d’action
moléculaire spécifique. Cette derniere appellation est d’un
usage général dans les ouvrages allemands.

La grandeur que lintensilé de 'action moléculaire peut
atteindre sans qu'il y ait danger de rupture dépend de la
matiére dont est formée la tige. La déterminationde I'intensité
des actions moléculaires est par suite, dans tous les cas
semblables, I'un des plus importants problemes de la Résis-
tance des matériaux.

6. Essai d'un ciment a I'extension. — Il ne faut pas
toutefois s’atlendre & ce que la répartition des actions molécu-
laires soit toujours aussi simple que dans le cas précédent.
L'essai d'un ciment & 'extension nous en donne un exemple
excellent.

Pour essayer un ciment, on en prépare un mortier formé

1. 1l ne faut pas vouloir comparer le fravail élastique, quotient d'une
force par une surface, avec la notion de fravail mécanique, produit d'une
force par une longueur. Nous éviterons du reste autant que possible d’em-
ployer ce terme, afin d'éviter les confusions qui pourraient se produire

lorsque nous lraiterons du travail des actions moléculaires pendant la défor-

mation,
N. du 7.
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d’une partie en poids de ciment, de trois parties d’une sorte

de sable spécial, appelé sable normal, et d'une quantité d’eaun
déterminée. Ce mortier, soigneusement trituré, est mis dans un
moule de mélal el soumis a une pression
convenable. Une fois I'éprouvette ainsi obte-
nue (fig. 2), durcie, on la soumet au moyen
d’une machine d'essai a un effort de traction
mesurable, que I'on augmente jusqu'a ce
que la rapture s’en suive. Celle-ci se produit
naturellement entre les lignes aa et bb. Ict
encore on calcule généralement l'intensité
des actions moléculaires an moyen de la
formule (1), mais il est évident que 1'on
n’obtient ainsi qu'une valeur moyenne du travail élastique par
unité de surface; on reste dansl'ignorance au sujet de l'inten-
sité réelle de I'action moléculaire au point ol la rupture a com-
mencé. Il est facile de se rendre comple que celle inlensilé est
heaucoup plus grande que la valeur moyenne fournie par 1'é-
quation (1). Si I'on prend, en effel, un morceau de caoutcheuc
de forme et de dimensions semblables & celles de I'éprouvelle
et qu'on le soumette a un essai analogue, on verra que l'al-
longement élastique est beaucoup plus considérable dans le
voisinage des aréles qu’au milieu. Les droites paralltles aa et
bb tracées sur les faces de I’éprouvette se transforment en deux
courbes opposant I'une & I'autre leur convexité. Dans une ex-
périence de ce genre, dans laquelle les allongements entre aa
et bb, étaient mesurés au microscope, & des distances diffé-
rentes de I'axe, I'auteur a trouvé les résullats suivants : T'al-
longement & une distance de 11,5 mm. de l'axe, soil &
0,5 mm. de ’aréte de I'eprouvette, élant posé égal a 100 :
Distance & 'axe : 0 & 8 11,5 mm.
Allongement correspondant : 24 34 53 100
L’allongement observé dans le voisinage de I'aréte est done

quatre fois plus grand que celui qui est constaté au milieu, il

en résulle nécessairement que les actions moléculaires dans le
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voisinage des arétes sont beaucoup plus grandes qu'au
milieu.

Il n’est pas possible de soumetire les éprouvettes employées
ordinairement pour l'essai des ciments & une expérience sem-
blable, les allongements subis étant trop petils en valeur abso-
lue pour qu'il soit possible de les mesurer avec une exaclitude
suffisante; on peut toulefois conclure d’autres essais que, tou-
tes proportions gardées, elles se comporient exactement comme
le morceau de caoutchouc.

Nous ne chercherons pas ici, pour le moment du moins,
ce qu'on pourrait conclure de ces expériences sur la répar-
tition des actions moléculaires. Notre but élait de montrer,
premidrement, qu’il faut étre prudent dans les déductions
faites sur la répartition des actions moléculaires el, seconde-
ment, qu'il n’est possible de se faire une idéc exacte de cette
derniere qu’en étudiant les déformations subies par le corps
considéré.

7. Composantes de l'action moléculaire agissant
en un point donné, dans une dircetion donnée. —

Nous venons de voir qu’en général les actions moléculaires ne
sont pas réparties uniformément sur une surface ; il nous faut
donc modifier la définition donnée plus haut de I'intensité
d’'une action moléculaire, Considérons au point donné un
élément de surface AF, et soit AP la part de la force P trans-
mise par I’élément AF ; nous appellerons intensité de I’action
moléculaire au point considéré I’expression :

/AR P

R = lim (—;:_] = (2)

dP = RdF (3)

Nous avons toujours supposé implicitement, nous appuyant
sur les exemples précédents, que I'action moléculaire est per-
pendiculaire a4 I'élément de surface sur lequel elle agit, En
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général il n’en n’est pas ainsi. Si donc 'action moléculaire
forme un angle quelconque avec la normale & 1'élément de
surface dF, 1l nous sera loisible de la décomposer en deux
composanles, a savoir en une action moléculaire normale,
dirigée selon la normale & I'élément dF, et en une action
moléculaire tangentielle, située dans le plan de dF. Dans la
suite, nous désignerons toujours par R, 1'insensizé de I'action
moléculaire normale, par S celle de l'action moléculaire
tangentielle. Pour fixer les idées, il faut encore attribuer des
signes aux actions normales, nous les affecterons du signe po-
sitif lorsqu’elles tendent & séparer I'élément dF de I'élément
de surface infiniment voisin, c'est-a-dire lorsqu’elles font
travailler la matiere @ ['extension ; au contraire nous leur
donneront le signe — si elles tendent & rapprocher ces deux
éléments, c'est-a-dire s’il y a compression. Quant aux actions
tangentielles, elles seront completement définies si I'on donne
leurs composantes selon deux axes de coordonnées Lracés dans
le plan de I'élément JF.

Il faut donc 3 composantes pour définir complétemeni I'ac-
tion moléculaire agissant sur I'élément de surface dF.

ces 3 composantes suffise pour définir I'état élastique du corps
au point considéré, c’est-a-dire 'état du solide en ce point
sous I'influence de forces extérieures données. En effet, cet

| 1l serait toutefois faux de croire que la connaissauce de
1
|

| élat n'est completement délerminé que si nous connaissons
| 'action moléculaire agissant en ce point sur un élément de
surface orienté d'une maniere quelconque,

8. Tétraedre des actions moléculaires. — Nous allons
démontrer qu’il suffit de connaitre 'action moléculaire relative
a 3 éléments de surface passant par le point donné A, pour
que I'état élastique en ce point soit completement déterminé.
Considérons un tétratdre infiniment petit, tel que 'un de ses
sommels coincide avec le point considéré, et écrivons pour ce
corps les conditions générales d’équilibre, en supposant de
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plus que les 3 faces passant par le poinl donné coincident
précisément avec les 3 éléments de surface pour lesquels I'ac-
tion moléculaire est connue, la quatrieme face étant abso-
lument quelconque. L'aclion moléculaire qui agit sur cetle
face esl un peu différente de celle qui agirait dans une surface
parallele passant par A, si nous supposons le télragdre de plus
en plus pelil, cette qualrieme face se rapproche de plus en plus
de A el a la limite la différence enlre les deux aclions molécu-
laires disparail. C'esl la la raison qui nous oblige & supposer
Je Létraédre infiniment petil, dans #putres-eas,nets’pourrions
considérer un tétraedre de dime’ sisssCinies. En effet, il est
bor}@de faire re_r_ngg_‘qgu‘fd'ejé ici qu'il est tres souvent possible
da;ésb]u!éé'i%fﬁixce des matériaux de remplacer I’élude de corps
irfiniment pelits par celle de corps de dimensions finies, Lrés
_f/eliles il est vrai, sans que I'exactitude du calcul en souffre
sensiblement Dans chaque cas particulier il sera en général
possible de se rendre comple de la grandeur que les solides
peuvent atleindre sans qu'il résulte d’erreur sensible du fait
que l'état élastique varie en passant du point considéré & un
point voisin.

Le tétraddre considéré esl sollicilé par cing forces exté-
rieures qui doivent se faire équilibre, savoir : les aclions
moléculaires agissant sur chacune des qualre faces et la ré-
sultante des forces agissanl sur la masse du solide. Dans les
applications ordinaires de la résistance des malériaux, ces
forces exlérieures se réduisent & une seule, le poids du té-
traédre. Sil'on étudiait un solide en mouvement, il faudrait
ajouter les forces d’inertie. Toulefois ces forces qui dépen-
dent de la masse du tétraédre sont des infiniment petits du
troisieme ordre et par suile négligeables devant les aclions
moléculaires, qui sont proporlionnelles & l'aire des faces et
par suite infiniment pelites du second ordre.

Pour qu’il y ait équilibre, il faut que la somme géométrique
des quatre actions moléculaires soit nulle, la force inconnue
se trouve donc comme ligne de fermeture d’un polygone Jes
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forces gauche ou & I'aide de la méthode analytique. Il faut que
ces qualtre forces se coupent en un méme point. De la résulte
immédiatement que les actions moléculaires agissant sur les
trois éléments de surface donnés doivent satisfaire & certaines
conditions afin d’étre compatibles entre elles. On trouverait
ces conditions en écrivant que les sommes des moments des
forces par rapport & 3 axes rectangulaires sont nulles. Il est
toutefois plus simple de considérer I’équilibre d’un paralleli-
pipede infiniment petit.

9. Décomposition des actions moleculnivres. Fguilia
bre d'un parallelipipede infiniment petit. — Nous ve-
nons de voir que I'état élastique d'un solide en un point donné
est déterminé sans ambiguité dés que 'on connait les actions
moléculaires agissant sur trois éléments de surface passant
par ce point. Pour plus de simplicité, supposons ces lrois
éléments perpendiculaires 'un a 'autre, de facon & pouvoir
employer un systeme d'axes rectangulaires.

Soit O (fig. 3%) le point dont nous étudions I'état élastique.
Prenons-le comme sommet d'un parallelipipede infiniment
petit dont les arétes sont dirigées suivant Oz, Oy, Oxz.

Nous sommes forcés de supposer le parallélipipede infini-
ment petit; sans celal'intensité des actions moléculaires en dif-
férents points d’'une méme face du solide pourrait prendre des
valeurs tres différentes. Dans cette hypothese, nous pouvons
admeltre, au contraire, sans commettre d’erreur notable, que
les actions moléculaires sont réparties uniformément sur les
faces du solide.” La résultante des actions agissant sur une
face passe dans ce cas par le centre de celle-ci, elle est égale
en grandeur (éq. 3) au produit de I'intensité de l'action molé-
culaire multipliée par I'aire du rectangle considéré.

Les composantes normales des actions moléculaires ont na-
turellement la direction des axes de coordonnées ; nous décom-
poserons également les composantes tangentielles agissant
dans chaque face en deux composantes selon les mémes axes.
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Ainsi done sur les six faces du parallélipipéde agissent dix-huilt
composantes qui font équilibre aux forces agissant sur la
masse du solide.

Examinons maintenant les relations existant entre les com-
posanles agissanl sur deux faces opposées. Considérons les
deux parlies & et B d’un corps séparées par une section. En
vertu du principe de 'action et de la réaclion, J’action molécu-
laire exercée par A sur B en un point délerminé de la section
esl égale et de signe contraire a celle exercée par B sur A.
Prenons en ce point la normale a la surface de séparation,
d’un codté de celle-ci seulement. Pour l'une des parlies, cette
normale sera exlérieure, pour 'autre intérieure. Un travail
a l'extension est, pour chacune des deux parties, une force
dont le sens coincide avec celui de la normale extérieure

a la partie considérée. En effel, si nous envisageons l'autre
portion du corps, d'aprés le principe d’aclion et de réaction,
le sens de la force est changé, mais en méme temps le sens de
la normale exlérieure a changé aussi, de sorle que nous pou-
vons dire, sans ambiguité, que la composante normale d’une
action moléculaire produit toujours un travail a I'extension
(c’est-a-dire est positive, d'aprés nos conventions), lorsqu’elle
coincide en direction avec Ja normale extérieure & la section
considérée.

Considérons (fig. 3¢), par exemple, les deux faces opposées

perpendiculaires & I'axe des z. La normale extérieure a I'une

d’elle sera dirigée selon les = positifs, celle de I'autre aura le
sens opposé. Supposons que I’on rapproche toujours davan-
tage ces deux faces jusqu’'a ce qu’elles coincident. L’aclion
moléculaire agissant sur I'une sera alors la réaction de ’ac-
tion moléculaire agissanl sur 'autre; nous voyons donc que
les composantes des actions moléculaires agissant sur deux
faces opposées sont toujours de sens contraires.

Au sujet des signes nous ferons la convention suivante :
pour les faces du solide dont les normales extérieures sont
dirigées dans le sens des coordonnées positives, la composante
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normale R est également positive, car nous avons déja con-
venu précédemment d’affecter du signe —+ les actions faisant
travailler la maligre a I'extension. Le plus simple est donc de
prendre avecle signe +, non seulement la composante R, mais

Fig. 3¢

La lettre = de la figure correspond 4 la notation R du texte.
» T » » S »

aussi les deux composantes de S, lorsque les normales exté-
rieures des faces seront dirigées dans le sens positif. Sur les
faces opposées, il faut changer tous les signes si les compo-
santes des actions moléculaires sont positives. Le sens des
fleches des 1ig. 3 a été déterminé d’apres celte convention;
nous recommandons au lecteur de 1'étudier attentivement.
Dans la figure 3 on n’a indiqué, pour plus de clarté, que les
composantes agissant sur les faces visibles. La normale a la
face située dans le plan XOZ est dirigée selon les y négatifs;
par suite les fleches de R et des composantes de S sont égale-
ment dirigées selon les coordonnées négatives. Dans les deux

autres faces, au contraire, dont les normales extérieures sont -
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positives, les fleches sont également tracées dans le sens des
axes posilifs, conformément a notre hypothese. La significa-
tion des indices dont sont affectées les lettres R ct S est facile
a saisir. Chaque R est affecté d’un indice, indiquant & quelle
face il se rapporte, cela en donnant la direction de I'axe
auquel cette face est perpendiculaire. De méme le premier in-
dice dont sont affectées les composantes tangentielles S indique
la direction de la normale a la face sur laquelle elles agissent.
Le second indice indique la direction de I’axe & laquelle cette
composante est parallele.

d4,
o s —2y
2 Laﬂ 7

%

Fig. 3¢

Reste encore un troisieme point a examiner. Pour les faces
passant par O, on peut admeltre, en faisant abstraction de
quantités infiniment petites d'ordre supérieur, qu’en tous les
points d'une méme face les composanies R et S onl la méme
valeur qu’en O. Par contre, il n’est plus permis de négliger les
variations qu’'éprouvent ces quantités, lorsque I’on passe de la

face considérée a la face opposée.
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En général, les composantes des aclions moléculaires sont
des fonctions des coordonnées z, y, z. Nous admeltrons que
ces fonclions sonl conlinues ainsi que leurs derivées partielles
du premier ordre, ce qui revient a supposer : 1° que la ma-
liere est homogene, c’est-a-dire que ses propriélés élasliques
sont les mémes en chaque point, ou, tout au moins, qu’clles
varient d’une fagon continue lorsqu’on se déplace a I’intérieur
du corps; 2° que la périphérie du corps est une surface conti-
nue ; 3° que la loi de répartition des forces exlérieures peut
étre représentée par une fonction continued'z, y, et z. En vertu
de ces hypotheses, connues dans leur ensemble sous le nom
de lot de continuité, il est facile d’exprimerla valeur des com-
posantes agissant sur les faces opposées a celles passant par
0. Considérons, par exemple, les forces agissant sur la face
située dans le plan x oz, Ry, Syz, Syz, nous pouvons les sup-
poser appliquées au centre de gravité de cetle face. Si nous
passons au centre de gravité de la face opposée, = et z ne
subissent aucun changement tandis que % croil de dy, les
composantes des actions moléculaires relatives a cette face
s’obtiennent donc en développant Ry, Syz Sy: en série a 'aide
du théoreme de Taylor, en nous arrétant au second terme, il
vient :

dsS
T

dR S ds
By+—dgyd?/, Syz 4+ —dfdy, Syz -

On procéderait de méme pour les autres faces. Les valeurs
sont indiquées dans les figures 3.

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire les équations
générales d’équilibre des forces sollicitant le parallelipipede
dz dy dxs.

Nous formerons tout d’abord la somme des moments rela-
tifs & un systeme d’axes paralleles aux arétes et dont l'origine
coincide avec le centre de gravilé du solide, ceci afin d’obte-
nir les relations que nous avons reconnu devoir exister entre
les neuf composantes Rz, Ry, R-, Szy, Szz, Syz, Syz, Sza, Szy, re-
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définir complétement I'état élastique du corps en un point
donné O. Aucun raisonnement n’est capable d'en réduire le
nombre.

Formons maintenant les trois autres conditions d’équilibre
en égalant a zéro la somme des composantes suivant les axes.
Il n'est plus permis ici de négliger les forces extérieures agis-
sant sur la masse du corps, car ces forces sont du méme ordre
que les variations des actions moléculaires relatives a deux fa-
ces opposées. Soit X, Y, Z, les composantes de la résultante de
ces forces extérieures rapportées a l'unité du volume. Dans
chaque équation, les termes contenant R;, Ry, R,,.... sannu-
lent deux a deux; il ne reste donc qoe les termes contenant
les dérivées partielles des actions moléculaires. Nous obtenons
donc les expressions :

Forces paralleles a Ozx.

dR, L S N L PR
— dz dy dz + = dx dy dz + — dz dy cz

+ Xdxdy dz =o
Forces parallélesa Oy

7

d S d'!

: ) 48,
d;u dz dy dz +- — dz dy dz + T;y dx dy dz

dy
+Ydzdy ds=o
Forces parglleles a Oz.
dS dS Cohian
e s 1z - z
- dz dy dz + i dz dy dz + _75(1.2: du dz
+ Zdedydzs =o
d’ou en supprimaut le facteur dz dy dz, volume du solide :
dR, | d S, | dS,
CZRT R

dsml d R;( dszu
dx + : +'_d‘ +.Y =y >

dy
A8y o S B :
T L=
£ ay dz

+ X —=o /

N
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10. Egquations d'égunilibre d'un tétraédre infiniment
petit. — Etablissons maintenant les conditions d’équilibre
du probleme traité a I'art. 8. La fig. (4)donne le tétraddre en
projections verticale et horizontale ; nous supposons connue

I'intensité des actions moléculaires agissant en O dans les trois
plans 50y. 203, yOzx. Il s’agit de calculer I'intensité de l'ac-
tion moléculaire relative a la face opposée a 0. Soient P, cette

Fig. 4
a dans la figure correspond & R du texte
@ » » S »
P » » P »

intensité Pag, Pny, Paz les composantes selon les axes, n dési-
gnant la normale extérieure a la face considérée, dF, I'sire de
celle-ci. Les aires des trois autres faces du tétraedre sont sim-
plement les projections de dF sur les plans de coordonnées,
on les obtient donc en maltipliant &F par le cosinus de I'an-
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22 CHAPITRE I

gle des deux plans. Mais cet angle est, d’aprés un théoreme
bien connu, égal A& l'angle des normales aux deux plans;
donc par exemple I'angle formé par dF et le plan yoz est
égal 4 l'angle formé par n avec 'axe des z, angle que nous
désignerons par (nx). Kgalant a zéro la somme des compo-
santes selon les axes, nous trouvons, en appliquant la con-
vention précédente au sujet des signes el en laissant de coté
le facteur commun dF :

P,z = R, cos (nx) 4 Syzcos (ny) + S;; cos (nz)
e Sxy cos (nz) + R, cos (ny) -+ S, cos (n~)
Pz = S;; cos (nz) + S,,z cos (ny)+ R. cos (nz)

)
) (6)

Si la face considérée se trouve a la périphérie du corps, il
faudra entendre par P la force extérieure agissant en ce point
sur le corps.

Si cette force extérieure est nulle, les équations précédentes
deviennent :

R, cos (nz) + Sy:cos (ny) + S;; cos (nz) = o
Sqgy cos (nx) + Ry cos (ny) + S,y cos (nx) = o (7)
Sx, c0s (nz) + Sy; cos (ny) + R; cos (nz) = o

1l serait naturellement possible d’étudier de la méme ma-
niere 'équilibre d'un solide infiniment petit de forme quel-
conque. On n’obtiendrait toutefois aucun résultat nouveau.
Dansl’intérét des commencants, auxquels nous recommandons
spécialement de bien se pénétrer des articles précédents, il est
préférable de se’ borner & 1'étude du tétraddre et du paralléli-
pipede, un corps quelconque pouvant toujours étre divisé en
solides infiniment petits de ces formes.
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§2

CAS PARTICULIERS D'ETATS ELASTIQUES

11. Etat élastique double ou plan. — Nous avons étu-
dié¢ jusqu’ici le cas le plus général d'élal élastique qui puisse

se produire dans un corps. Les problemes qu'on rencontre
dans la pratique sont ordinairement beaucoup plus sim-
ples. Nous nous hornerons par suite & considérer I’état élasti-
que double, c’est-a-dire, un état dans lequel la matiere en
chaque point n’est sollicitée d'aucune facon dans une direc-
tion déterminée. Nous prendrons précisément celte direction
comme axe des Z. L’état élastique double est done défini par

les relations.

Rz=0 S

- XZ

0 Syz=o0 (8)

Des 6 quantités nécessaires pour définir généralement un
état élastique, trois seulement sont ici différentes de zéro,
savoir : |

Ba;, By et Szy:Syz

Nous écrirons dorénavant simplement S, sans indice, une
confusion n’étant plus possible.

Proposons-nous de résoudre la question suivante : Etant
donné un point d’un corps, soumis a un état élastique double,
quelles sont les sections menées par ce point, pour lesquelles
I'intensité de I'action moléculaire atteint une valeur ou maxi-
mum ou minimum. Il suffit de considérer des sections paral-
leles & 'axe des z. Considérons un prisme a base triangu-
laire (fig. 5), soit dz la longueur des arétes paralleles a 'axe
des z. Les relations (8) montrent immédiatement que les
bases du prisme ne sont sollicitées par aucune force.
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