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AVERTISSEMENT 
DE LA P R E M I È R E É D I T I O N . 

L'accueil favorable qu'ont rencontré en France les traduc-
tions du Traité des Sections coniques et des Leçons d'Al-
gèbre supérieure de M. G. Salmon a justifié les espérances 
que l'on avait pu concevoir sur leur succès. 

Fidèle au programme que nous nous étions tracé dès le prin-
cipe, nous publions aujourd'hui la première Partie du Traité 
de Géométrie analytique à trois dimensions du même auteur. 
Les matières contenues dans ce Volume en font pour notre 
enseignement classique la suite directe et nécessaire du 
Traité des Sections coniques. On y trouvera la théorie gé-
nérale du point, de la ligne droite et du plan, celle des sur-
faces du second ordre et des coniques sphériques; en un 
mot, toutes les questions développées dans les cours de Ma-
thématiques spéciales. 11 est à peine besoin de dire que ces 
sujets sont traités avec cette clarté d'exposition, cette hau-
teur de vues et ce mélange heureux et habile de Géométrie et 
d'Analyse qui caractérisent si bien tous les écrits de l'éminent 
professeur de Dublin. 

La Table des matières montrera mieux que ne pourrait le 
faire une sèche énumération la richesse des matériaux conte-
nus dans cette première Partie. Ajoutons seulement que des 
Exercices nombreux et choisis accompagnent les théories les 
plus importantes, pour en bien faire comprendre l'esprit et les 
ressources. 

Le Volume que nous publions est presque une primeur; car, 



la troisième édilion anglaise étant épuisée depuis quelque 
temps, M. Salmon a bien voulu nous adresser, au fur et à me-
sure de leur tirage, les feuilles delà nouvelle édition qu'il pré-
pare, et c'est sur cette nouvelle rédaction que la traduction a 
été faite. 

Elle contient de nombreuses et importantes additions. 
Les coordonnées de droites, imaginées par Plucker, y 

tiennent une large place, bien en rapport avec leur importance. 
En traitant par leur moyen un assez grand nombre de ques-
tions, l'auteur a mis nettement en évidence le rôle, pour ainsi 
dire nécessaire, qu'elles jouent dans l'étude des surfaces. La 
théorie des invariants et covariants des quadriques a été aussi 
notablement améliorée et augmentée. 

Le traducteur, en interprète respectueux, n'a eu qu'un seul 
objet en vue : rendre avec la plus giande exactitude une 
œuvre dont la concision et la correction peuvent être citées 
comme un modèle, lls'estimera heureux si ce nouveau Volume 
reçoit le même accueil et rend les mêmes services que ses 
aînés. 

La deuxième Partie de la Géométrie analytique à trois 
dimensions, comprend la théorie générale des co îrbes et 
surfaces. 

G.-V. 

é 
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TRAITÉ 

D E 

GÉOMÉTRIE A N A L Y T I Q U E 
À TROIS DIMENSIONS. 

PREMIÈRE PARTIE. 

C H A P I T R E P R E M I E R . 
LE P O I N T . 

1. Nous avons vu, dans la Géométrie analytique à deux 
dimensions, comment on fixe la position d'un point dans un 
plan, en le rapportant à deux axes de coordonnées OX, OY 
tracés dans ce plan. Pour déterminer la position d'un point 
quelconque P dans l'espace {Jig- i ) , nous n'avons qu'à ad-
joindre au système précédent un troisième axe OZ, qui ne 
soit pas situé dans le plan des deux premiers. En effet, si 
nous savons quelle est la distance, mesurée parallèlement à 
l'axe OZ, du point P au plan XOY, et si de plus nous con-
naissons les coordonnées du point G où la droite PC, paral-
lèle àOZ, rencontre ce même plan, il est évident que la posi-
tion de P sera complètement déterminée. 

S. — Céom. à trois dim 1. I 
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Par exemple, soient données les trois équations 

x — a, y—b, z=c\ 

les deux premières détermineront le point C dans le plan XO Y. 
En menant par ce point une parallèle à OL et en prenant sur 
cette droite une longueur PC = c, nous aurons le point P. 

Fig. . 

Nous savons aussi quel eflet un changement de signe de a 
ou de b produit sur la position de C. Le signe de c indiquera 
de même de quel côté du plan XOY il faut mesurer la distance 
PC. Si nous imaginons que le plan XOY soil horizontal, il est 
d'usage de considérer comme positives les longueurs mesurées 
de bas en haut el comme négatives celles qui sont mesurées 
en sens contraire, de haut en bas. Dans cette hypothèse, le z 
de tout point situé au-dessus de ce plan est affecté du signe + ; 
le z de tout point placé en dessous a le signe —. Il est évident 
(pie tout point situé dans le plan aura son z égal à zéro. 

Les angles compris entre les axes peuvent être quelconques ; 
mais on dit que ces axes sont rectangulaires, quand les lignes 
OX, OY forment entre elles un angle droit cl que la ligne OZ 
est perpendiculaire au plan XOY. 

2. Le mode de représentation d'un point dans l'espace, que 



nous venons d'indiquer, est celui qui nous paru le plus simple 
pour des lecteurs déjà familiarisés avec la Géométrie analytique 
plane. Nous allons maintenant traiter la même question d'une 
manière plus symétrique. Notre système se compose de trois 
axes coordonnés OX, OY, OZ ( f i g. i ) , issus d'un point O 
qui est appelé origine, comme dans la Géométrie plane. Les 
trois axes portent les noms respectifs d 'axes des x, des y et 
des z. Ces axes déterminent trois plans coordonnés, qui sont 
les plans X O Y , YOZ, ZOX et auxquels nous donnerons 
respectivement les noms de plans des xy, des yz et des zx; 
et, comme il est Lien évident que P A = C E = « et que 
l'B = CD = 6, nous pouvons dire que la position d'un point P 
est connue si l'on nous donne ses trois coordonnées, savoir : 
PA menée parallèlement à l'axe des x jusqu'à la rencontre 
du plan desjK-S, PB menée parallèlement à l'axe des y jusqu'à 
la rencontre du plan des zx, et enfin PC menée parallèlement 
à l'axe des z jusqu'à la rencontre du plan des xy. 

Et, puisque OD = a, OE = b, OF = c, le point donné par 
les équations x — a, y — b, z — c pourra se déterminer par 
la construction symétrique qui suit : on prendra sur l'axe des x 
la longueur OD = a, et par D l'on mènera un plan PBCD 
parallèle à celui des yz; sur l'axe desjK on prendra OE = b, 
eL par E l'on fera passer un plan PAGE parallèle à celui des zx ; 
enfin sur l'axe des z on mesurera une longueur OF = c, et 
par F on mènera le plan PABF parallèle à celui des xy ; 
l'intersection de ces trois plans sera le point P qu'il s'agissait 
de construire. 

3. Les trois points A, B, C sont appelés les projections du 
point P sur les trois plans coordonnés. Si les axes sont rectan-
gulaires, ces projections sont dites orthogonales. Dans la 
suite, nous ferons presque exclusivement usage des projections 
orthogonales; aussi, quand nous parlerons de projections sans 
autre désignation, il s'agira toujours de projections orthogo-
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nales, à moins que nous ne spécifiions expressément le con-
traire. Les projections orthogonales jouissent de propriétés 
que nous aurons souvent occasion d'employer; nous les 
rappelons ici, bien que nous les ayons déjà démontrées ailleurs 
( Sections coniques, 368). 

La longueur de la projection orthogonale d'une droite 
finie sur un plan quelconque est égale au produit de la 
longueur de la droite par le cosinus de l'angle que sa 
direction fait avec le plan (' ). 

Abaissons les perpendiculaires PC, P ' C sur le plan XOY 

Fig. 2. 

. I 

(fig- a); CG'est la projection orthogonale de la ligne PP' sur ce 
plan. Complétons le rectangle en menant la droite PQ parallèle 

( ' ) L'angle que fait une droite avec un plan est mesuré par l'angle que 
fait la droite avec sa projection orthogonale sur le plan. 

L'angle de deux plans est mesuré par l'angle compris entre les perpen-
diculaires élevées dans les deux plans par un même point de leur droite 
d'intersection. Il peut être également mesuré par l'angle que font entre elles 
les perpendiculaires abaissées d'un point quelconque sur ces plans. 

L'angle de deux droites qui ne se' rencontrent pas est égal à l 'angle 
compris entre les parallèles à ces droites menées par un point quelconque. 

Lorsqu'il s'agit de l'angle de deux droites, il est nécessaire d'exprimer 
sans ambiguïté s'il s'agit de l'angle aigu ou de l'angle obtus qu'elles 

cm 1 2 3 4 5 6 unesp ;: 8 9 10 11 12 13 



à CC'; PQ sera aussi égal à CC'. Mais PQ = PP' cosP 'PQ ; 
donc C C ' = P P ' cosP 'PQ. 

•4. La projection sur un plan quelconque d'une aire 
plane située dans un autre plan est égale au produit de 
l'aire donnée par le cosinus de l'angle des deux plans 
(Sections coniques, 368). 

Car si l'on mène, dans les plans des deux figures, des 
ordonnées perpendiculaires à l'intersection des deux plans, 
d'après le dernier numéro, chaque ordonnée de la projection 
est égale à l'ordonnée correspondante de la figure donnée, 
multipliée parle cosinus de l'angle des deux plans. Mais on a 
démontré (Sections coniques, 368) que, si deux figures sont 
telles que les ordonnées correspondant à des abscisses égales 
soient dans un rapport constant, les aires des figures sont entre 
elles dans le même rapport. 

O. La projection d'un point sur une ligne droite quel-
conque est le point où cette droite est rencontrée par le plan 
mené par ce point perpendiculairement à la droite. Si par 
exemple, dans la fig. i , les axes sont rectangulaires, D, E, F 
sont les projections du point P sur les trois axes. 

La projection d'une droite de longueur finie sur une 
autre droite est égale au produit de la première droite 
par le cosinus de l'angle des deux droites. 

forment entre elles. Ainsi, quand nous parlerons de l'angle de deux lignes, 
par exemple de PP ' et CC' ( fig. 2), nous entendrons que ces lignes sont 
mesurées dans les directions de P à P' et de C à C', et que PQ, parallèle à 
CC', est également mesuré suivant la même direction. Ici l'angle en question 
est aigu. S'il s'agissait au contraire de l'angle de PP ' avec C'C, nous mène-
rions PQ' dans la direction opposée, et c'est alors l'angle obtus que font 
entre elles ces lignes que nous désignerions de la sorte. 

Quand il sera question des angles que fait une droite OP avec les axes, il 
s'agira toujours des angles compris entre OP et la direction positive des 
axes, c'est-à-dire OX, OY, OZ. 



Soient PP' {fig- 3) la droite donnée et DD' sa projection 
sur OX. Par P menons la parallèle PQ à OX jusqu'à ce qu'elle 
rencontre le plan P'C'D' . Puisque la droite PQ est perpendi-
culaire àce plan, l'angle PQP' est droit et PQ = PP' cosP 'PQ. 
Mais PQ et DD' sont égales comme portions de parallèles com-
prises entre deux plans parallèles ; donc DD' = PP' cosP 'PQ. 

Fig. 3. 

p Q 
/ 

-

D 1/ 

c 
1/ / 

' \ C' 

G. Si P, P', P" sont trois points quelconques, la projec-
tion de PP" sur une droite quelconque est égale à la somme 
des projections de PP' et P'P" sur cette ligne. 

Soient D, D', D" les projections des trois points. Si D' se 
trouve entre D et D", DD" sera évidemment la somme de DD' 
et D'D". Si D" se trouve entre D et D', DD" sera la différence 
de DD' et D'D". Mais, comme la direction de D' à D" est 
opposée à celle de D à D', DD" est encore la somme algébrique 
de DD' et D'D". D'ailleurs, on peut voir autrement que la pro-
jection de P'P" doit être prise avec le signe — dans ce dernier 
cas; il suffit, en effet, de remarquer que la longueur de la pro-
jection s'obtient en multipliant P'P" par le cosinus d'un angle 
obtus (foi ' r la note de la p. 4)- En général, si l'on a un nombre-
quelconque de points P, P', P", . . ., P'"', la projection de PP'"' 
sur une droite quelconque est égale à la somme des projections 
de PP',P'P", . . . , P("-0P(«>. 

7. Nous aurons fréquemment l'occasion de faire usage de la 



proposition suivante, qui n'est qu'un cas particulier de celle 
qui précède : 

Si l'on projette sur une droite arbitraire les coordonnées 
d'un point quelconque P, la somme des trois projections 
est égale à la projection sur cette droite du rayon vecteur 
qui joint le point P à l'origine des coordonnées. 

Considérons en effet les points O, D, C, P {fig. 1); la 
projection de OP doit être égale à la somme des projections 
de OD = x, DC =y et CP = s. 

8. Après avoir établi ces principes relatifs aux projections 
que nous aurons constamment l'occasion d'employer, nous 
revenons à l'objet principal de ce Chapitre. 

Le point qui divise dans le rapport de m à n la distance 
de deux points (x', y', z') et (x", y", z") a pour coordonnées 

m x" -\-nx' m y" -+- n y' m s" -+- nz' x — > r = —— :— > z — m -+- n m H- n m n 

La démonstration est exactement la même que celle qu'on 
a donnée (Sections coniques, 7) pour le théorème corres 
pondant de la Géométrie plane. Les lignes PM, QN, dans la 
figure donnée dans cet Ouvrage, représenteront ici les ordon-
nées menées des deux points à l'un quelconque des plans 
coordonnés. 

Si nous regardons le rapport m : n comme indéterminé, les 
expressions précédentes nous fourniront les coordonnées d'un 
point quelconque situé sur la droite qui joint les deux points 
donnés. 

9. Un côté quelconque d'un triangle est divisé par un 
point dans le rapport de m à n, et la ligne qui joint ce 
point au sommet opposé est partagée à son tour dans le 
rapport m + n à l\ trouver les coordonnées du second point 
de division. 



lx' -)- mx" -+- iix'" 
l -+- m -+- n ' 

I f H- my" -+- n y'" 
/ -h m -h n ' 

/s1 -h mz" nz'" 
l -+- m -4- n 

Ces formules se démontrent comme dans la Géométrie 
analytique à deux dimensions (Sections coniques, 7, ex. VI). 
En considérant l, m, n comme des quantités indéterminées, 
on aura les coordonnées d'un point quelconque du plan 
déterminé par les trois points. 

Exercice. 

Les droi tes qui jo ignent les mil ieux des côtés opposés d 'un t é t r aèd re 
se coupent en un même point . 

Les x de deux de ces mil ieux sont x"), \ ( x " ' x ' y ) , et l'a; du 
milieu de la dro i te qui les jo in t est de même j(x'-h x"-h x'"-h x"). 
On t rouve les aut res coordonnées de la même manière , et leur symé-
tr ie m o n t r e que ce point est aussi le milieu des droi tes qui jo ignen t 
les mil ieux des aut res arê tes opposées. 

P a r ce même poin t passent encore les droi tes qui jo ignen t les som-
mets aux cent res de gravi té des faces opposées ; car l'a; d 'un de ces 
centres de gravi té est j(x'-f- x"-h x'"), e t , si la l igne qui jo in t ce 
cen t re au sommet opposé est pa r tagée dans le r a p p o r t de 3 à i , on 
obt ien t pour le point de division les mêmes valeurs que ci-dessus. 

10. Trouver la distance entre deux points P, P' dont 
les coordonnées rectangulaires sont(xl ,y', z')et (x",y", z"). 

On a évidemment ( f i g . 3) P F ^ F Q 2 + P Q \ Mais 

P 'Q — z' — z", 

et, d'après la Géométrie plane, 

P Q 2 = c c , 2 = (x'~ x"y + ( y — y y . 

Réponse : 



Donc 
P F 2 = ( x' — x" y -+- ( / — y y -+-(z'—z"y. 

Corollaire. — La distance d'un point quelconque (x',y, z! 
à l'origine O est donnée par l'équation 

OP2= x'% -+- j'2 + s'2. 

11. La position d'un point se détermine quelquefois au 
moyen de son rayon vecteur par rapport à l'origine et des angles 
que celui-ci fait avec les axes coordonnés. Soient a, (3, y ces 
angles, p le rayon vecteur. Puisque les coordonnées x,y, z sont 
les projections du rayon vecteur sur les trois axes, nous avons 

a ; = p c o s a , y p cosp, z — p cosy, 

et, comme x 2 y 2 z - = p2, les trois cosinus (que l'on ap-
pelle quelquefois les cosinus de direction du rayon vecteur) 
sont liés entre eux par la relation 

cos2a + cos2p -t- cos2Y = i ( ') . 

( ' ) En fixant la position d'une droite au moyen de ces angles, j 'ai suivi 
l'usage habi tuel ; mais, à un certain point de vue, il y aurai t avantage à 
leur substituer les angles complémentaires, c'est-à-dire les angles que fait 
la droite avec les plans coordonnés, On s'en rend compte en examinant les 
formules correspondantes pour les axes obliques. Je n'ai pas jugé utile de 
les donner dans le texte, parce que nous n 'aurons pas l'occasion d'en faire 
usage dans la suite. Soient a, p, y les angles qu'une droite fait avec les 
plans desy-z, des zx et des xy, et A, B, C les angles que font respective-
ment les axes des x, des y et des z avec ces mêmes plans. Les formules qui 
correspondent à celles du texte sont alors 

x sin A = p sin a, y sin B = p sin p, .z sin C = p sin p. 

Elles s'établissent à l 'aide des principes exposés au n° 7. Si nous projetons 
tout le système sur une droite perpendiculaire au plan des,y.z, les projec-
tions dey et de z sur cette droite sont nulles; par suite, la projection de x 
doit être égale à celle du rayon vecteur du point, et les angles que font 
a; et p avec la droite sur laquelle on projette sont les compléments des 
angles A et a. 
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La position d'un point s'exprime aussi quelquefois au 
moyen des coordonnées polaires suivantes : le rayon vecteur p, 
l'angle y que ce rayon vecteur fait avec un axe fixe OZ, et 
l'angle COD = tp que la projection OC du rayon vecteur sur 
un plan perpendiculaire à OZ ( fig. 3) fait avec une droite 
fixe OX tracée dans ce plan. Puisque OC = p siny, les for-
mules pour passer des coordonnées rectangulaires à ces coor-
données polaires sont 

x — p sin y coso, J = p siny sintp, ,s = pcos-f. 

12. Le carré de l'aire d'une figure plane est égal à la 
somme des carrés des projections de cette aire sur trois 
plans rectangulaires. 

Soient A l'aire en question et a, |3, y les angles que fait avec 
les axes coordonnés une perpendiculaire à son plan. Les pro-
jections de cctle aire sur les plans yz, zx: xy sont respective-
ment égales (n° A) à Acosa, Acos(3, Acosy, et la somme de 
leurs carrés est égale à A-, puisque 

cos2 x 4- cos213 -f- cos2 y = i • 

13. Exprimer le cosinus de l'angle 0 de deux droites 
OP, OP' en fonction des cosinus de direction de ces droites. 

Nous avons démontré (n° 10) que 

PP'2 = ( x - x')> + (y - y')* + (z - z'y--, 

mais nous avons aussi 

P P ' 2 = P2 -+- p'2 — 2pp'cos0, 
et, comme 

p 2 = X2
 - t - J 2 + Z2, p ' 2 = x'* + y* -h-

11 nous reste 
pp' cos 0 = xx' 4- y y' -f- zz' 



O U 
cosO r— COS a COS a'4- COS (3 COS P'-t-COSY cosY'-

Corollaire. — La condition pour que deux droites soient 
perpendiculaires est 

cos a cosa' cos p cos (5' -+- cos Y cos Y' = o. 

14. La formule suivante, 

sin26 = (cosp cosy' — COSY cosp')2 

-I- (COSY cosa' — cosa COSY')2 + (cosa cosp' — cosp cosa')2, 

est aussi utile dans quelques circonstances. On peut la déduire 
d'un théorème élémentaire connu sur la somme des carrés de 
trois déterminants ( Algèbre supérieure, p. 24); mais on peut 
aussi la vérifier en développant la relation 

( bc' — cb' y -H ( cal — ad )2 -t- ( ab' — bal )2 

= ( a 2 + b"- -t- c 2 ) ( a ' 2 + b'1 -+- c ' 2 ) — (cm'+ bb'H- c c ' ) 2 , 

car, si (a, b, c), (a', b', c') sont les cosinus de direction de 
deux droites, le second membre se réduit à 1 — cos2Q. 

Exercice. 

Trouver la longueur de la pe rpend icu la i re abaissée d 'un point 
(cc', y', z ) sur une dro i te passant par l 'or igine et dont les angles de 
direction sont a, p, Y-

Soient P le point (x', y', z'), OQ la l igne donnée, P Q la perpendi -
cu la i re sur la droi te . 

Il est évident que P Q = O P sin P O Q . Remplaçons sin P O Q par la va-
leur t rouvée ci-dessus, et remarquons que x — O P cos a', y' — O P cos p', 
r,' — O P COSY'; nous avons alors 

P Q 2 = ( r ' cosY — .z'cos p)2 + (z'cosu — x eosY)2 -+-(# 'cos p — / ' c o s a ) 2 . 

15. Déterminer les cosinus de direction d'une droite per-
pendiculaire à deux droites données, et par suite perpen-
diculaire à leur plan. 
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Soient (a', |3', y') et (a", (î", y") les angles de direction des 
droites données, (a, (3, y) ceux de la droite cherchée. Nous 
avons à calculer a, y au moyen des trois équations 

cos a cos a' -t- cos (3 cos [3' -+- cosy cosy ' = o, 

c o s a c o s a " -+- c o s [3 c o s (3"-I - c o s Y COSY" = o , 

cos2 a -+- cos2 [3 -(- cos2 y = i . 

En éliminant successivement cos a, cos (3, cosy entre les 
deux premières équations, nous obtenons aisément les trois 
relations 

\c o sa = cos (3' cosy 

),cos|3 = cos Y'cos a 

— cos Y'cos (3", 

— cos a ' c o s Y", 

XCOSY = c o s a ' c o s (3" -— c o s p ' c o s x " , 

où À est, une indéterminée. Si nous substituons ces valeurs 
dans la troisième équation, nous avons (n° 14) 

X2 = s in 20, 

0 étant l'angle des deux droites. 
Ce résultat peut aussi s'obtenir de la manière suivante. Sur 

les deux lignes données prenons deux points P et Q, ou 
(x',y, z1) et (x", y", z"). La double surface de la projection du 
triangle POQ sur le plan des xy est {Sections coniques, p. 36) 
x'y"—y x" ou bien p'p"(cosa' cos (3"—cos^'cosa"). Mais le 
double de la surface du triangle POQ est p'p"sin 0; par suite, 
sa projection sur le plan des xy est p'p" sin9 cosy. On a donc, 
comme plus haut, 

sin 6 COSY
 = c o s a ' cosp" — cos |3' cos a", 

et de même 

s inô c o s a = COS|3'COSY" — cos Y'cos f3", 

s i n 6 c o s p = cosY 'cosa" — cosa ' COSY". 



T R A N S F O R M A T I O N DES COORDONNÉES. 

16. Translation des axes, parallèlement à eux-mêmes, 
à une nouvelle origine dont les coordonnées par rapport 
aux anciens axes sont x', y', z'. 

Les formules de transformation sont, comme dans la Géo-
métrie plane, 

x = X + x', y = Y+y', z — Z + z'. 

Si en effet une droite, menée par le point P ( x , y , z ) paral-
lèlement à l'un des axes (celui des z, par exemple) rencontre 
l'ancien plan des xy en un point C et le nouveau en un 
point G', on a 

PC = PC'-i- C'C. 

Mais PC est l'ancien z) PC' le nouveau z, et, comme des 
plans parallèles interceptent des segments égaux sur des droites 
parallèles, CC' doit être égal à la ligne menée par la nouvelle 
origine O', parallèlement à l'axe des z, jusqu'à la rencontre de 
l'ancien plan des xy. 

17. Passer d'un système d'axes rectangulaires à un 
autre système d'axes ayant même origine. 

Soient (a, (3, y), (a', p', y') et (a", (3", y") les angles que font 
respectivement les nouveaux axes des x, d e s ^ et des z avec les 
anciens axes. Si nous projetons les nouvelles coordonnées 
d'un point sur l'un des anciens axes, la somme des trois projec-
tions sera égale (n° 7) à la projection du rayon vecteur, 
c'est-à-dire à l'ancienne coordonnée correspondante. 

Nous obtenons ainsi les trois équations 

i X—X cosa -+- Y cosa' -f- Z cosa", 
(A) | / = Xcosp 4-Ycosp' +Zcosp" , 

' z — X cosy -+- Y cos-f' -t- Z cosy". 
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Nous avons aussi (n° 11) 

I cos2 a -(- cos2 p H- cos2 y — 1, 
(B) | cos2a'-+- cos2 (3'-h cos27' = i, 

( cos 2 a"+cos 2 P"+ c o s s / = i . 

Soient X, p., v les angles qui sont respectivement compris 
entre les nouveaux axes des y et des z, des z et des x, des x et 
des y ; alors (n° 13) 

cos a' cosa"4- cos P' cos p" -h cos y' cosy", 
cosa"cosa 4-cosp"cosp 4- cosy"cos-(, 
cosa c o s a ' + c o s p cosp '+cosY cosy'. 

18. Si les nouveaux axes sont rectangulaires, les relations 
précédentes deviennent 

icos a' COS a" -+- cosp'cosp"-)- C O S Y' C O S Y " = o, 
cosa"cosa -T-cosp"cosp 4 - C O S Y " C O S Y = 0 , 

cosa cos a '-T-cos p cos P ' - I - c o s Y C O S Y ' = 0 . 

Les nouveaux axes étant rectangulaires, a, a', a" sont les 
angles que l'ancien axe des x fait avec les nouveaux axes, etc. 
Nous devons donc avoir 

! cos2 a COS2 a' -+- COS2 a" =R L, 

( E ) ) C O S 2 P + C O S 2 P ' + C O S 2 P " = I , 

( cos2 Y 4- cos2 Y' -+- cos2 Y" = 1, 

I cosa cosp -H cos a'cos P'-t- cosa"cosp" = o, 
(F) I cosp cos Y 4-cos p'cos Y'4-cos P" cos Y" = o, 

( cos y cos a 4- cos y'cos a' 4- cos y" cos a " = o, 

et les nouvelles coordonnées, exprimées en fonction des an-

IcosX = 
cosa = 
cosv = 



ciennes, sont 
| X — x cos a - f - j c o s ( 3 -4- z cos y, 

( G ) < Y = x c o s a ' - f - j c o s j 3 ' -+- z co sy ' , 

( Z = x cos a" + j c o s [ 3 " - t - s cos y". 

Les deux systèmes d'équations (A) et (G) , qui se corres-
pondent, peuvent être représentés d'une manière abrégée par 
le diagramme suivant : 

x Y z 

x a a' a" 

y ? r P" 

z Y T' / 

Il n'est pas difficile de déduire analytiquement les équa-
tions E, F, G des équations A, B, D; mais nous ne nous 
arrêterons pas à chercher ces relations, cpii sont évidentes géo-
métriquement. 

19. Ajoutons les équations (A) du n° 17, après les avoir 
élevées au carré. En ayant égard aux équations (C), on a 

a? -t-y i + z1=X5 + Y* + Z2 + 2 YZ cos 1 + 2 ZX cos jjl + a X Y cos v. 

Nous obtenons ainsi le rayon vecteur mené de l'origine à un 
point quelconque en fonction des coordonnées obliques de ce 
point ( ' ) . On démontre de la même manière que la distance 

( ' ) Comme, dans la pratique, nous n'aurons jamais besoin des formules 
qui servent à passer d'un système d'axes obliques à un autre système de 
même nature, nous les donnons seulement en note. 

A, B, C ayant la même signification que dans la note au bas de la page 9, 



l 6 C H A P I T R E I . 

de deux points, en coordonnées obliques, a pour carré 

( x ' — x " Y 4 - ( / — y Y + (3 ' — z"Y 
4 - 2 ( / — / ' ) ( * ' —z") cosX 
4 - 2 ( z ' — z")(x' — x") cos 
4- z(x'— x")(y' — y") cosv. 

20. Le degré d'une équation quelconque entre les coor-
données n'est pas altéré par une transformation de coor-
données. 

On démontre cette proposition comme dans le Traité des 
Sections coniques (n° 11 ), en remarquant que les expressions 
données pour x, y, z (n° 10 et 17) ne contiennent les nou-
velles coordonnées qu 'au premier degré. 

soient a, p, y; a', p', y ' ; a", p", y" les angles que font les nouveaux axes 
avec les anciens plans coordonnés. Si, comme dans la noie précitée, nous 
projetons tout le système sur des droites perpendiculaires aux anciens 
pians coordonnés, nous avons 

;r sinA = X sina -I- Y sin a' + Z sin a", 
y sinB = X sinp -f- Y s i n p ' + Z sin p", 
z sin C = X sin y + Y sin y' + Z sin y". 



CHAPITRE II. 
I N T E R P R É T A T I O N D E S É Q U A T I O N S . 

21. De la construction indiquée au n° 1 il résulte que, si 
l'on nous donne seulement les deux équations x — a,y=b, 
et si le z reste arbitraire, ces deux équations détermineront le 
point C, et nous saurons que le point P se trouve quelque part 
sur la droite PC. On considère ces deux équations comme 
représentant la droite PC, lieu de tous les points dont les coor-
données x et y sont respectivement égales à a et b. Nous 
voyons ainsi que deux équations de la forme x — a, y=b 
représentent une droite parallèle à l'axe des z. En particulier, 
les équations x = o, y — o sont celles de l'axe des z lui-même. 
Il en est de même pour les autres axes. 

Si maintenant on ne donne qu'une seule équation x — a, 
nous ne pourrons déterminer que le point D. Un raisonnement 
analogue à celui de la fin du n° 2 nous montrera que le point P 
se trouve quelque part dans le plan PBCD, mais que sa posi-
tion dans ce plan est indéterminée. Ce plan, étant ainsi le lieu 
de tous les points dont la coordonnée x est égale à a, est repré-
senté analytiquement par l'équation x — a. En particulier, 
l'équation x = o représente le plan des yz lui-même. Il en 
sera de même pour les deux autres plans coordonnés. 

22. En général, une seule équation entre les coordonnées 
représente une surface d'un certain genre; deux équa-
tions simultanées entre ces coordonnées représentent une 

S. — Géom. à trois dim. T., 3 



ligne d'espèce déterminée, droite ou courbe; enfin trois 
équations représentent un ou plusieurs points de l'espace. 

I. Si l'on ne nous donne qu'une seule équation, nous pou-
vons attribuer à x et y des valeurs arbitraires; l'équation 
donnée, résolue par rapport à s, fournira pour cette quan-
tité une ou plusieurs valeurs correspondantes. En d'autres 
termes, si nous prenons à volonté un point C dans le plan 
des xy, nous pourrons toujours trouver sur la ligne PC un ou 
plusieurs points dont les coordonnées satisferont à l'équation 
donnée. L'ensemble des points ainsi obtenus sur les lignes 
telles que PC formera une surface qui sera la représenta-
tion géométrique de l'équation donnée (Sections coniques, 
n° 16). 

II. Soient données deux équations; en éliminant successi-
vement z et y entre elles, nous pourrons les ramener à la forme 

y=*(x), z = V(x). 

Si maintenant nous donnons à x une valeur arbi-
traire quelconque, les équations ci-dessus fourniront les 
valeurs correspondantes de y et z. En d'autres termes, 
nous ne pouvons plus choisir le point C d'une manière 
arbitraire dans le plan des xy ; mais la position de ce poinl 
est limitée à un certain lieu représenté par l'équation 
y = <t>(x). En prenanL le point C quelque part sur ce lieu, 
nous trouverons, comme plus haut, sur les droites PC, un certain 
nombre de points P, dont l'ensemble constitue le lieu repré-
senté par nos deux équations; et, comme les points C, qui 
sont les projections des points P, sont situés sur une certaine 
ligne, droite ou courbe, les points P appartiendront évidem-
ment à une ligne d'une certaine espèce, quoiqu'ils ne soien! 
pas tous nécessairement dans un même plan. 

Autrement, soient données deux équations ; nous avons vu, 
dans la première partie de ce numéro, que le lieu des points 



dont les coordonnées satisfont à l'une ou à l'autre des équa-
tions constitue séparément une surlace. Par conséquent, le 
lieu des points, dont les coordonnées vérifient en même 
temps nos deux équations, est l'ensemble des points communs 
aux deux surfaces qui sont représentées par ces équations, 
considérées séparément. Le lieu est donc la ligne d'intersec-
tion de ces deux surfaces. 

111. Si l'on nous donne trois équations, il est clair qu'elles 
suffiront pour déterminer d'une manière absolue les valeurs 
des trois inconnues X, y, z ; par suite, les équations données 
représenteront un ou plusieurs points. Comme chaque équa-
tion, prise isolément, représente une surface, il s'ensuit que 
trois surfaces quelconques ont en commun un ou plusieurs 
points d'intersection, réels ou imaginaires. 

23. Les surfaces, comme les courbes planes, se classent 
d'après le degré des équations qui les représentent. Chaque 
point du plan des xy a son z égal à zéro; si donc dans une 
équation nous faisons z — o, nous obtiendrons la relation 
qui existe entre les coordonnées x et y des points suivant 
lesquels le plan des xy rencontre la surface représentée par 
l'équation ; c'est-à-dire que nous aurons l'équation de la 
courbe plane d'intersection, et il est évident que l'équation de 
cette courbe sera en général du même degré que l'équation de 
la surface. 

Par le fait, il est clair que l'équation de la section ne peut 
être d'un degré plus élevé que celui de la surface; mais il 
semble tout d'abord qu'elle puisse être de degré moindre. 
Ainsi, l'équation 

zx2 -+- a y- -)- If-x — c' 

est du troisième degré; si nous y faisons z = o, nous obte-
nons une équation du second degré. Mais, comme l'équation 
proposée n'aurait pas de sens si elle n'était pas homogène, 



chacun de ses termes doit être de la troisième dimension par 
rapport à une certaine unité linéaire ( Sections coniques, n° 69 ). 
Si nous faisons z = o, les termes qui nous restent doivent tou-
jours être considérés comme étant de la troisième dimension. 
Ils forment ainsi une équation du second degré multipliée par 
une constante et représentent [Sections coniques, n°67) une 
conique et une droite à l'infini. Si donc nous tenons compte 
des lignes à l'infini, nous pouvons dire qu'une surface du 
nième degré est toujours coupée par le plan des xy suivant une 
courbe du n"""° degré. Comme nous pouvons prendre un plan 
quelconque pour plan des xy et comme le degré d'une équa-
tion n'est pas altéré par une transformation de coordonnées, 
nous voyons que toute section plane d'une surface du 
n"'"'e degré est une courbe du /(,"'""' degré. 

o o 
On démontre de la même manière qu 'une droite quel-

conque rencontre une surface du nième degré en n points. 
On peut prendre la droite pour axe des z. Les points où elle 
rencontre la surface s'obtiendront alors en faisante = o, y — o 
dans l'équation de la surface, et l'on a en général une équation 
du n[èm<s degré pour déterminer z. S'il se trouve que le degré 
de l'équation soit moindre que n, ce fait indique seulement 
que quelques-uns des n points de rencontre sonl à l'infini 
(Sections coniques, n° 135). 

24. Les courbes dans l'espace se classent d'après le nombre 
de points où elles sont rencontrées par un plan. 

Deux équations, l'une du degré m et l'autre du degré n, 
représentent une courbe du degré mn. Car les surfaces 
représentées par ces équations sonl coupées par un plan 
quelconque suivant des courbes dont les degrés sont res-
pectivement m et n, et ces courbes se rencontrent en mn 
points, 

Réciproquement, si le degré d'une courbe peut se décom-
poser dans les facteurs m et n, la courbe peut être considérée 
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comme l'intersection de deux surfaces dont les degrés sont 
respectivement m et n, et, dans ce cas, on dit qu'elle est l'in-
tersection complète des surfaces. Mais toute courbe n'est pas 
une intersection complète de surfaces. Ainsi nous avons, en 
particulier, des courbes dont le degré est un nombre premier 
et qui ne sont pas planes. 

Trois équations des degrés respectifs 7n, n et p repré-
sentent mnp points. 

Cette proposition découle de la théorie de l'élimination; 
car, si nous éliminons y et z entre les équations, nous obte-
nons une équation du degré mnp pour déterminer x (Algèbre 
supérieure, p. 55-58). 11 en résulte que trois surfaces des 
degrés respectifs m, n et p se coupent en mnp points. 

2o. Quand une équation ne contientquedeux des variables, 
comme y) = o, le lecteur pourrait, à première vue, sup-
poser qu'elle représente une courbe dans le plan des xy et 
que, par suite, elle fait exception à la règle qui exige deux 
équations pour représenter une courbe. Mais on devra se rap-
peler que l'équation i>(x, y ) — o sera vérifiée non seulement 
pour un point quelconque de cette courbe situé dans le plan 
des xy, maisaussi pourtout autre point qui aura le m ê m e ^ e t 
le mèmejK, mais un z différent; elle sera donc satisfaite par 
les coordonnées de tous les points de la surface engendrée par 
une ligne droite qui se meut le long de cette courbe, tout 
en restant toujours parallèle à l'axe des z ( ' ) . La courbe 
située dans le plan des xy ne peut être représentée que par 
deux équations, qui sont 

z — o, 1>(x,y) — o. 

( ' ) Une surface engendrée par une droite qui se déplace en restant paral-
lèle à elle-même s'appelle une surface cylindrique. 



Quand une équation de degré n ne contient qu 'une seule 
des variables x, on sail par la théorie des équations que son 
premier membre peut se décomposer en 11 facteurs de la forme 
x — a. Elle représente donc n plans parallèles à l'un des plans 
coordonnés (n° 21). 



CHAPITRE III. 
L E P L A N E T LA L I G N E D R O I T E . 

26. Dans la discussion des équations, nous commençons 
naturellement par celle des équations du premier degré, et 
nous allons démontrer tout d'abord que toute équation du 
premier degré représente un plan, et réciproquement que 
l'équation d'un plan est toujours du premier degré. Nous 
traiterons d'abord la seconde proposition, qui peut s'établir 
de deux ou trois manières différentes. 

En premier lieu, nous avons vu (n° 21) que le plan des xy 
est représenté par l'équation du premier degré z — o; et, en le 
rapportant à d'autres axes d'ailleurs quelconques, nous ne 
changerons pas le degré de cette équation (n°20) . 

Nous arriverions au même résultat en formant l'équation 
du plan déterminé par trois points donnés. Il suffit d'éliminer 
l, m, n entre les trois équations du n° 9. On obtient ainsi 
une équation du premier degré. Mais la méthode suivante 
pour former l'équation d'un plan conduit à une des formes 
les plus utiles dans les applications. 

27. Trouver l'équation d'un plan tel que la perpendi-
culaire abaissée de l'origine sur ce plan ait une longueur 
p et fasse avec les axes les angles a, 3, y. 

La longueur de la projection du rayon vecteur d'un point 
quelconque du plan sur la perpendiculaire à ce plan est évi-
demment p ; mais elle est aussi égale à la somme des projec-
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tions des trois coordonnées sur celte même ligne (n° 7) . 
D'après cela, nous obtenons 

x cosx -)-y cos|3 + s COSY — p (') 

pour l'équation du plan. 

28. Réciproquement, toute équation du premier degré 

Kx H y + C ; + D = o 

peut être ramenée à la forme précédente en divisant celle 
équation par un facteur R. Nous devons ainsi avoir 

A = Rcosa, B = Rcosp, C — Rcosy; 

on en conclut que 

R = ± y A2 + B^+C' -

Donc l'équation Ax + B y + C^ + D = o peut être identifiée 
avec celle d'un plan pour lequel la perpendiculaire abaissée 

de l'origine a pour valeur ^ et fait avec les axes 
v/A2+B'2-t-C2 

des angles dont les cosinus sont respectivement égaux à A, 
B, C divisés par la racine carrée y / A 2 + B2-f- C2, Nous pou-
vons donner au radical le signe qui rendra la perpendiculaire 
positive; les signes des cosinus nous feront ensuite connaître 
si les angles que cette perpendiculaire fait avec les direclions 
positives des axes sont aigus ou obtus. 

29. Trouver l'angle de deux plans 

Xx + By -)- Cz -t- D = o, S! x -+- B 'y + C s + D ' = o. 

( ' ) Dans ce qui suit, nous supposons les coordonnées rectangulaires; 
mais celte équation est vraie quels que soient les axes. 
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L'angle des deux plans est le même que celui des perpen-
diculaires abaissées de l'origine sur ces plans. Le dernier nu-
méro nous donne les angles que ces perpendiculaires font 
avec les axes ; nous avons, par suite (13, 14), 

A A ' +- B B ' + C C ' 
cosO :— 

Y/( A 2 + B 2 + C 2 ) I / ( A ' 2 -+- B ' 2 -+- C ' 2 ) 

. ( B C ' — C B ' ) 2 -+- ( C A ' — A C ' ) 2 + ( A B ' — B A ' ) 2 

S I N ~ ~ ( A 2 - T - B 2 4 - C 2 ) ( A ' 2 + B ' 2 - T - C ' 2 ) 

Il s'ensuit que la condition de perpendicularité de deux 
plans est AA' + BB' + CC' = o. 

Ils seront parallèles si nous avons les relations 

A B ' = A ' B , B C ' — B ' C , C A ' = C ' A , 

c'est-à-dire si les coefficients A, B, C sont proportionnels à 
A', B', C'. D'après le numéro précédent, il esL évident que, 
dans ce cas, les perpendiculaires abaissées sur les deux plans 
auront même direction. 

30. Exprimer Véquation d'un plan en fonction des seg-
ments a, b, c qu'il détermine sur les axes. 

Le segment a intercepté sur l'axe des x à partir de l'origine 
par le plan 

kx B y + C î + D = O 

s'obtient en faisant à la fois y = o, z — o dans l'équation, 
ce qui donne A a + D = o. On trouverait d'une manière ana-
logue BZ> + D = o, Cc + D = o. En portant dans l'équation 
les valeurs ainsi trouvées pour A, B, C, elle devient 

x y z 
a b c 

En général, si un terme manque dans l'équation, par 
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exemple si A. = o, le point où le plan rencontre l'axe des x se 
trouve à l'infini, c'est-à-dire que le plan est parallèle à l'axe 
des x. Si nous avons à la fois A = o, B = o, les axes des x et 
desjK rencontrent à l'infini le plan donné, qui par suite est 
parallèle au plan des xy (voir aussi n°21). SiA = o, B = o, 
C = o, les trois axes rencontrent le plan à l'infini, et nous 
voyons ainsi (Sections coniques, n° 07) qu'une équation de 
la forme 

O . . » 4 - O . J 4 - O . Î ; 4 - D = : O 

doit être considérée comme représentant un plan silué à 
l'infini. 

31. Trouver Véquation d'un plan déterminé par trois 
points. 

Soit Ax + B y 4- Cz + D = o l'équation du plan cherché. 
Comme elle devra être vérifiée par les coordonnées de chacun 
des points donnés, les coefficients A, B, C, D devront satis-
faire aux équations 

kx' + B y' + Cz' 4- D = o, 
Ax" 4- B j " 4- Cz" 4- D = o, 
A x'" 4- B y 4- C a'" 4- D = o. 

Eliminant A, B, C, D entre ces trois équations et la précé-
dente, le résultat est le déterminant égalé à zéro 

x y 
x' y 
x" 7" 
x'" y 

En développant le premier membre suivant la règle ordi-
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^ naire. l'équation cherchée est 

x [ / ( • * " — z" ') + / ' (*'" - - h / " ( • = ' -
H- 7 [ zL( x" — ic'") 4- s" ( a/" — a/) 4- Zm{ x' — x")] 
4- 5 \x'(y" — y'") + x"(y'" — / ) 4- — y")] 

— x\y"z'" — z"y'") -t- x"(y"1 z' — z'"y') 4 - x'"(/z"—z'y"). 

Si nous considérons x,y, z comme les coordonnées d'uu 
quatrième point, l'équation précédente exprime la condition 
pour que quatre points soient dans un même plan. 

32. Dans cette équation, les coefficients de x,y, z sont 
évidemment les doubles surfaces des projections sur les plans 
coordonnés du triangle formé parles trois points. 

Soit A l'aire de ce triangle. Si nous prenons l'équation 
(n° 27) 

x cosa 4 - y cos (3 4- z cos y — p, 

et que nous la multipliions par 2 A., cette équation deviendra 
identique avec celle du numéro précédent; car A cosa, 
A cos |3, A cosy sont les projections du triangle sur les plans 
coordonnés (n°4) . Le terme absolu sera donc le même dans 
les deux cas. Donc la quantité 

x'{y"z"' — z"y"' ) 4 - x"(y"'z' — zmy') 4 - x'"(y'z" —z'y") (1 ) 

représente le double produit de la surface du triangle par la 
longueur de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur son 
plan, ou bien, en d'autres termes, six fois le volume de la 

( ' ) Dans les valeurs précédentes, remplaçons respectivement x', y', z' 
par p'cosa', p'cosji', p 'cosf ' , . . . . Nous trouvons que six fois le volume de 
cette pyramide est égal au produit de p'p"p"' P a r le déterminant 

cosa' cosp' cos-)'' 
cosa" cos [5" cosy" . 
cosa'" cosjî'" cosy'" 

Imaginons maintenant que de l'origine comme centre, avec un rayon égal 



pyramide triangulaire qui a pour base ce triangle et dont 
le sommet est à l'origine. 

Nous pouvons immédiatement exprimer A lui-même en 
fonction des coordonnées des trois points (n° 12). Nous trou-
vons que 4 As est égal à la somme des carrés des coefficients 
de x, y, z dans l'équation du numéro précédent. 

à l'unité, on ait décrit une sphère. Les trois rayons vecteurs la rencontreront 
aux sommets R', R", R'" d'un triangle sphérique. Soient a le côté R'R" et 
y) l 'arc abaissé de R™ perpendiculairement sur ce côté. Le sextuple du volume 
de la pyramide sera égal à 

p'p"p"' sin a sin/?, 

car p'p"sina est la double surface d'une face de la pyramide, et p"'sin/j 
est la perpendiculaire abaissée du sommet opposé sur cette face. Il s'en-
suit que le déterminant écrit ci-dessus est le double de la fonction 

\ /sinssin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 

des côtés du triangle sphérique en question. On arrive au même résultat 
en formant le carré du môme déterminant suivant la règle ordinaire. Car 
si nous posons 

cos a" cos a'"-t- cos j3"cosj3"' H- cos^ 'cosy" ' = cos a , . . . . 

nous obtenons pour le carré du déterminant 

i cosc cosb I 
cosc i cosa [ 
cos b cos a i | 

Celte quantité, développée, est 

i + a cos a cos i> cosc — cos 'a — cos 'b — cos 'c, 

ou la valeur en question. 
Il est utile de faire remarquer que, si trois lignes sont perpendiculaires 

entre elles, le déterminant 

cos a' cos^' cosy' 

cosa" cos[S" cosy" 

cos a"' cosj3"' cosy'" 

a pour valeur l 'unité; car nous voyons effectivement que son carré est 

i o o 
o i o . 
o o I 
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33. Trouver la longueur de la perpendiculaire abaissée 
d'un point donné (x1, y\ z') sur un plan donné 

x cosa -f- y cos(3 4- z cosy = p. 

Menons par (x', y', z') un plan parallèle au plan donné, et 
de l'origine abaissons la perpendiculaire commune à ces deux 
plans. Le segment intercepté sur celle ligne sera égal à la 
longueur cherchée, puisque des plans parallèles interceptent 
des longueurs égales sur des droites parallèles. Mais la lon-
gueur de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur le plan 
qui passe par (x',y', z') est, par définition (n°5), la projec-
tion sur cette perpendiculaire du rayon vecteur de (x1, y', z') ; 
elle est donc égale (n°27) à 

x' cosz 4- j 'cosfi -H z' cosy. 

Donc la longueur cherchée est 

x' cosa. 4- j^cosp H- z' cosy — p. 

Remarque. — Ce résultat suppose que la perpendiculaire 
abaissée sur le plan qui passe par (x1, y', z') est plus grande 
que p, ou, en d'autres termes, que l'origine et le point 
(x',y', z') sont situés de part et d'autre du plan. S'ils étaient 
du mcme côlé, la longueur de la perpendiculaire serait 

p — (x'cosa 4- j ' cosp 4- z'cosy). 

Si l'équation du plan nous avait été donnée sous la forme 

Ax 4- B y 4- Cs 4- D =.0, 

on la ramènerait, comme au n°28, à la forme que nous consi-
dérons ici, et l'on trouverait que la longueur de la perpendicu-
laire est 

^A2 4- B2 4- G2 
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Il esl évident que tous les points pour lesquels 

A a?' + B y' -+- C s' -H D 

a le même signe que D sont situés du même côté du plan 
donné que l'origine, et que le contraire a lieu quand le signe 
est différent. 

34. Trouver les coordonnées de l'intersection de trois 
plans. 

11 suffit de résoudre trois équations du premier degré à 
trois inconnues (A Igèbre supérieure, n° 28). Les valeurs des 
coordonnées seront infinies si le déterminant (AB'C") est 
nul, ou si 

A ( B ' G " - C ' B " ) + B ( C'A" — A' C" ) + C (A' B'' — B'A" ) = o. 

Cette relation est donc la condition pour que les trois plans 
soient parallèles à une même droite; car, dans ce cas, la ligne 
d'inLersection de deux quelconques d'entre eux sera aussi 
parallèle à celte même droite et ne pourra pas rencontrer le 
troisième à une distance finie. 

35. Trouver la condition pour que quatre plans se 
coupent en un même point. 

Elle s'obtiendra évidemment en éliminant x, y, z entre les 
équations des quatre plans; elle s'exprimera donc en égalant, 
à zéro le déterminant (AB'C'D'"), ou en posant 

A 
A' 
A" 
A'" 

B 
B' 
B» 
B'" 

C 
e 
C" 
C'" 

D 
D' 
D" 
D"' 

36. Evaluer le volume du tétraèdre dont les sommets 
sont quatre points donnés. 



Si nous multiplions la surface du triangle déterminé par 
trois points par la perpendiculaire abaissée du quatrième 
point sur le plan de ce triangle, nous aurons trois fois le volume 
cherché. La longueur de la perpendiculaire abaissée sur le 
plan dont l'équation a été donnée (n° 31) s'obtient en intro-
duisant dans cette équation les coordonnées du quatrième 
point et en divisant le résultat par la racine carrée de la 
somme des carrés des coefficients de x, y, z. Mais (n°32) 
cette racine carrée est le double de la surface du triangle formé 
par les trois points. 

Donc le sextuple du volume du tétraèdre en question est 
égal au déterminant 

x' y' z' I 
x" y" s" I 
x"' y Z1" 1 
x'y y" z" l 

37. Soient S, S', S" les équations de trois surfaces quel-
conques. 11 est évident, comme dans la Géométrie plane (Sec-
tions coniques, n° 40), que, si a et b sont des constantes 
quelconques, l'équation a S + ftS' représentera une surface 
passant par l'intersection de S et de S', et que « S + bS' + c S" 
représentera une surface passant par les points d'intersection 
de S, S' et S". Si donc L, M, N sont les équations de trois 

( ' ) Le volume du tétraèdre formé par quatre plans dont les équations 
sont données peut s'obtenir en calculant les coordonnées de ses sommets et 
en les introduisant dans la formule qu'on vient de trouver. On arrive à ce 
résultat (Algèbre supérieure, n° 29) que le sextuple du volume cherché 
est égal à 

(AB'C")(A ,B"C"')(A"B ,"C) (A"'BC') ' 

où H est le déterminant (AB'C'D'") (voir n° 35) et où les facteurs qui 
entrent au dénominateur sont les déterminants qui, égalés à zéro, expriment 
les conditions (n° 34) pour que trois quelconques des quatre plans soient 
parallèles à une même droite. 
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plans quelconques, a L -+- Z>M représentera un plan passant par 
la droite d'intersection des deux premiers, et a L + 6 M 4- cN 
un plan passant par le point commun aux trois premiers 
plans. Comme cas particulier de ce qui précède, a h + b 
représente un plan parallèle à L, et «L + &M + C un plan 
parallèle à la droite d'intersection de L et M (n° 30). 

De même aussi, quatre plans L, M, N, P passeront par le 
même point si leurs équations sont liées par une relation 
iJentique, telle que 

ah -F- 6 M + C N + Î Î P = O ; 

car les coordonnées qui satisfont aux trois premières équa-
tions vérifieront nécessairement la quatrième. Réciproque-
ment, étant données les équations de quatre plans qui se 
coupent en un même point, il est facile d'arriver à une identité 
analogue. En effet, multiplions la première équation par le 
déterminant ( A ' B " ^ ) , la seconde par — (A"B"'C), la troisième 
par (A'"BC') et la quatrième par —(AB'C"), puis ajou-
tons les résultats. Les coefficients d q x , y, z seront identique-
ment nuls (Algèbre supérieure, n° 7). Le terme restant est 
le déterminant (AB'C'D'"), qui s'annule (n° 35), puisque les 
plans se coupent en un même point. Leurs équations sont 
donc liées par l'identité 

L ( A ' B " C " ' ) — M ( A " B " ' C ) + N ( A " B C ' ) — P ( A B ' C » ) = O. 

38. Etant donnés quatre plans L, M, N, P qui ne se coupent 
pas en un même point, il est facile de voir, comme dans les 
Sections coniques (n°60), que l'équation d'un autre plan 
quelconque peut se mettre sous la l'orme 

ah -(- 6M -1- cN 4- dP = o. 

En général, l'équation d'une surface quelconque du degré n 
peut s'exprimer sous forme d'une fonction homogène de 



degré n entre L, M, N, P (Sections coniques, n" 289); car 
une équation complète du n[éme degré enlre trois variables a 
le même nombre de termes qu'une équation homogène du 
/i'ômo degré entre quatre variables. 

En conséquence, nous nous servirons, dans la suite, de ces 
coordonnées quadriplanaires ( ' ) toutes les fois que leur 
emploi nous permettra de simplifier matériellement nos équa-
tions. Ainsi nous représenterons une surface par une équation 
homogène entre quatre coordonnées x,y, z, w. 

Celles-ci pourront être considérées comme étant les lon-
gueurs des perpendiculaires abaissées d'un point de la surface 
sur quatre plans donnés 

x~o, y — o, s — o, «< = o, 

ou bien des longueurs proportionnelles à ces perpendiculaires 
(ou encore des multiples donnés de ces perpendiculaires). 

On voit immédiatement, comme dans les Sections coniques 
(n"70), que nos équations sont susceptibles d'être interprétées 
d'une seconde manière. Dans ce nouveau système, une 
équation du premier degré représentera un point et les 
variables seront les coordonnées d'un plan. En effet, soient 
L', M', N', P' les coordonnées d'un point fixe. Le plan 
dont on a écrit l'équation plus haut passera par ce point, si 

ah' -t- bM' - h cW - h dP' — o, 

et les coordonnées d'un plan quelconque passant par ce 
point ne seront assujetties qu'à vérifier cette seule relation. 
Les quantités a, b, c, d peuvent être regardées comme repré-
sentant les longueurs des perpendiculaires abaissées sur le 
plan de quatre points donnés a — o, b = o, c = o, d = o, ou 
bien des quantités proportionnelles à ces longueurs (ou à des 
multiples donnés de ces mêmes perpendiculaires). 

( ' ) On les nomme aussi coordonnées tétraédriques. 
S .— Ge'om. à trois dim. I. 



Exercices. 

\. Trouver l'équation du plan qui passe par ( x , y', z') et par 
l'intersection des deux plans 

Kx -+- B y + C J + D = O, A'x •+• B ' y -+- C',s -+- D ' = o. 
(Sections coniques, n° 40, ex. 3.) 

Réponse : 

( A V - T - B>'-+- C'-s'-t- D ) ( A A ; + B / - 4 - C 5 + D ) 

= ( A « ' + B / + C I + D ),( A ' ® + I i > + C ' Î + D ' ) . 

2. Trouver l'équation du plan passa l par les points A, B, G 
(fis- ')• 

Les équations de la droite BC sont évidemment 

x _ y , z _ 
a ' b c ' 

par suite, l 'équation du plan cherché est nécessairement 

x y z 
- -+- T- -t- - = 2, 
a b c 

puisqu'il passe par chacune des trois droites qui joignent les trois 
points. 

3. Trouver l'équation du plan P E F dans la même figure. 

Les équations de la droite E F sont 
Y 2 

x = o, y H— = i . b n 

En formant comme ci-dessus l 'équation du plan qui jo in t cette 
droite au point (a, b, c), nous obtenons l 'équation 

y z x 
b c a 

39. Si quatre plans qui se coupent suivant une même 
droite sont rencontrés par un plan quelconque, le rapport 
anharmonique du faisceau ainsi formé est constant. 

Nous pouvons, à l'aide d'une transformation de coordon-
nées, prendre le plan transversal pour plan des xy. Nous 
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obtiendrons alors les intersections de ce plan avec les quatre 
plans donnés en faisant z = o dans les équations de ces plans. 
Les équations résultantes seront de la forme a L + M, 
6 L + M , cL + Ri, rfL-f-M; leur rapport anharmonique 
(Sections coniques, n" 59) dépend seulement des constantes 
a, b, c, cl. 11 ne changera donc pas si, par une transformation 
de coordonnées, nous amenons L et M à représenter d'auLres 
droiLes. 

LA LIGNE DROITE. 

40. Les équations de deux plans, considérées simultané-
ment, représenteront leur droite d'intersection, laquelle con-
tient tous les points dont les coordonnées vérifient à la fois 
les deux équations. En éliminant successivement x et y entre 
ces équations, nous les ramenons à la forme ordinairement 
employée 

x — mz-\-a, y=nz->rb. 

La première représente la projection de la droite sur le plan 
des xz, la seconde la projecLion de cette même ligne sur le plan 
des yz. 

Le lecteur remarquera que les équations d'une ligne droite 
renferment quatre constantes indépendantes. 

Nous pouvons former d'une autre manière les équations de 
la droite qui joint deux points. Prenons les valeurs don-
nées (n°8) pour les coordonnées d'un point situé sur cette 
droite, résolvons chacune des trois équations données dans ce 
numéro par rapport à m \ n et égalons les résultats. Nous 
ob tiendrons 

x — x' y •— y' z — z' 
x' — x" = = 

pour les équations que nous cherchons. Nous voyons ainsi que 
leséquations des projecLions de la droite sont les mêmes que 
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les équations des droites qui joignent les projections de deux 
points appartenant à la droite, ce qui est d'ailleurs évident. 

41. En général, deux lignes droites cle l'espace ne se ren-
contrent pas. . 

Supposons cpie la première soit représentée par les deux 
équations 

L = o, M = o 

et la seconde par les deux autres équations 
N —o, P = o. 

Si les deux droites se rencontrent, chacun de ces quatre 
plans doit passer par leur point d'intersection, et la condition 
pour que les lignes se coupent est la même que celle qu'on a 
déjà donnée (n°35) . 

Deux droites qui se rencontrent déterminent un plan dont 
on trouve facilement l 'équation. En effet, nous avons vu (n° 37) 
que, si quatre plans passent par Je même point, leurs équa-
tions satisfont à une identité telle que 

« L + 6M -h cN + d P = o. 

Donc les équations « L + & M = o e t c ] N + rfP = o doivent 
être identiques et représenter le même plan. Mais la forme de 
la première équation montre que le plan qu'elle représente 
passe par la droite LM, et celle de la seconde fait voir qu'il 
passe aussi par la ligne NP. 

Exercice. 

Si les deux droites données sont représentées par des équa-
tions de la forme 

x = mz -+- a, y = nz -t- b, x = niz 4 - a, y = riz •+• b', 

il est facile de trouver la condition pour qu'elles se coupent. 

Résolvons la première et la troisième équation par rapport à z, et 
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égalons la valeur ainsi trouvée à celle que fournit la resolution de la 
deuxième et de la quatrième équation; nous obtenons la condition 

a — a b — b' 
111 — n i il — • ri 

Si cette égalité est satisfaite, les quatre équations sont liées par la 
relation identique 

(n — ri)[(x •— mz — a) — (x — niz —• a ' ) ] 
= (m — m') [(y — nz — b) — (y — nz — 6')] ; 

par conséquent, 

(TÎ — ri)(x — mz — a) = (m — m')(y •— nz — b) 

est l'équation du plan qui contient les deux droites. 

42. Former les équations d'une droite qui passe par le 
point (x',y, z') et qui fait avec les axes les angles a, (3, y. 

Les projections sur les axes de la distance du point 
(x', y\ z') à un point quelconque (x,y,-z) de la droite sont 
respectivement x — x', y •—y', z—• z'. Comme chacune de 
ces quantités est égale au produit de la distance en question 
par le cosinus de l'angle compris enlre la droite et l'axe corres-
pondant, nous avons 

x — x' y — y z — z' 
cosa cosji cosy 

Sous cette forme, les équations de la droite renferment 
deux constantes superflues. Malgré cela, on les emploie 
souvent de préférence à celles du n°40, à cause de leur symé-
trie en x, y, z. 

Réciproquement, si nous voulons connaître les angles que 
fait une droite avec les axes, nous n'aurons qu'à mettre ces 
équations sous la forme 

x — x' y — y' z — s ' 
A C 



Les cosinus de direction de la droite seront respectivement 
égaux aux quantités A, B, C divisées chacune par la racine 
carrée de la somme des carrés de ces trois quantités. 

Exercices. 

1. Trouver les cosinus de direction de la droite 

x — mz -t- a, y — nz -H b. 

Si nous mettons ces équations sous la forme 

x — a y — b z 
m n i ' 

les cosinus de direction sont 

m n i 
y/«i2 -H 7t2 -H i y/m2 -+- /i2 -f-1 \Jm2 -t- n'2 -f- i 

2. Trouver les cosinus de direction de — —j z = o. 
t m 

Réponse : 
l m 

\Zï2-hm2 y//2 -(- m1 

3. Trouver les cosinus de direction de la droite 

A.X-+- By -+- Cz + D = o, A'x -t- li'y + C'z -l- D' — o. 

Eliminons successivement y et z; nous ramenons ces équations à 
la forme précédente et nous trouvons que les cosinus de direction 
sont 

B C — C B ' ÇA' — AC' AB' — BA' 
R ' R ' R ' 

R2 étant la somme des carrés des trois numérateurs. 

4. Trouver les équations du plan passant par les deux droites 
qui se coupent 

x — x y —y z — 
cos oc cos [3 cosy 

y—y 
cos Ö' cosy 

Le plan cherché passe par le point (x', y', z'); sa normale est per-
pendiculaire aux deux droites dont les cosinus de direction sont 
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donnés; l'cquation cherchée est donc (n° 15) 

( x —a;') (cos [3 cosy*— cosy cos fi') 
-+- (y —y ' ) (cos y cos a' •— cos a cosy') 
-+-(3 — ,z')(cosa cos [3' — cos [3 cos a') = o. 

5. Trouver l'équation du plan qui passe par les deux paral-
lèles 

x — x' y •—y' z — z x — x y — y" z — z' 
cosa cos(3 COSY ' cosa cos[3 cosy 

Le plan cherché contient la droite qui joint les deux points donnés 
et. dont les cosinus de direction sont proportionnels à x—oc', 
y — y " > z ' — z"• Les cosinus de direction de la normale au plan sont 
donc proportionnels à 

(f — y")cos Y — <•*' — )cos P> 
(z' — z") cosa — ( x ' — a/') cos Y, 
(.x —x") cos [3 —(y'—y)cosa. 

On peut ainsi prendre ces quantités pour les coefficients de x,y,z 
dans l 'équation cherchée; le terme absolu se déterminera en rem-
plaçant dans le premier membre (x, y, z) par (x1,y', z') ; il a pour 
valeur 

(y'z"— z y") cosa -1- (z x" — x' z") cos (3 4- (x'y" —y' x") COSY 

43. Déterminer les équations de la perpendiculaire 
abaissée du point (x', y1, z') sur le plan 

A ^ 4 - B J - + . C . S + D = O . 

Les cosinus de direction de la normale au plan sont propor-
tionnels (n° 28) à A, B, G. Les équations cherchées sont 
donc 

x — x' y — y' z — z' 
A — b " ~ " " 

44. Calculer les cosinus de direction de la bissectrice de 
l'angle de deux droites. 

Comme il s'agiL seulement de directions, il suffit évidem-
ment de considérer des droites passant par l'origine. Si nous 
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prenons respectivement sur chaque droite les points (x', y', z') 
et (x",y", z") équidistants de l'origine, le milieu de la droite 
qui les joint est évidemment un point de la bissectrice ; les 
équations de celle-ci sont donc 

x y z 
x'+x" = y1 + y" = z1 + z" ' 

et ses cosinus de direction sont proportionnels à 

. x'+x", y'-h y", z' + z". 

Mais, comme x\ y', z1 et x" ,y", z" sont évidemment propor-
tionnels aux cosinus de direction des droites données, les 
cosinus de direction de la bissectrice sont égaux aux quo-
tients de 

cosa'-J- cosa", cosfl ' -T- cosp", C O S - F ' - H cos'(" 

par la racine carrée de la somme des carrés de ces trois quan-
tités. 

La bissectrice du supplément de l'angle des droites s'obtient 
en remplaçant le point (x", y", z") par un point équidislanl 
de l'origine, mais dans une direction diamétralement opposée. 
Ses coordonnées seront —x" , —y" , —z", et, par suite, les 
cosinus de direction de cette nouvelle bissectrice seront égaux 
aux quotients de 

cosa'—cosa", cosp'— cosp", COS-('—cos •(" 

par la racine carrée de la somme des carrés de ces trois cpiantités. 
Si S est l'angle compris entre les deux droites, les deux 

racines carrées dont il vient d'être question sont évidemment 
égales à \ / ( i ± 2 cosS) ou 2 cos |o et 2 s in |S . 

Remarque. — L'équation du plan bissecteur de l'angle de 
deux plans donnés s'oblient par un procédé semblable à celui 
qui a été indiqué dans les Sections coniques (n° 35). Son 



é q u a t i o n e s t 

(x cosa 4 - j cos p4-s cosy—p)—±{x cos a ' + y cos [3'4- z cosy'—p'). 

45. Calculer l'angle compris entre deux droites 

x — a y — b z •— c x — a y — b z — c 
l V 

Cet angle Q est évidemment donné par la formule (nos 13 
et 42) 

II' -+- mm' -I- nn' 
cosO = 

n^/L'1-

Corollaire. — Les deux droites seront perpendiculaires 
entre elles si 

Exercice. 
Trouver l'angle compris entre les deux droites 

x _ y _ z x _ 

Réponse : 3o°. 

46. Trouver l'angle que forme la droite 

avec le plan 

x — a y — b z — c 
l m n 

+ By-+- CÎ + D = O. 

L'angle de la droite et du plan est le complément de l'angle 
que fait la droite avec la normale au plan. Nous avons donc 

sin 0 : A / 4 - B m -h C n 
in2 + ri- ;/A2

 4 - B2 -+- C2 

Corollaire. — Si AZ4-B/H 4 - C « = o, la droite est parallèle 
au plan, car elle est alors perpendiculaire à une normale au 
plan. 
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47. Trouver les conditions pour qu'une droite 

x=zmx-\-a, y—nz-\-b 

soit située tout entière dans un plan 

Ad>4-B/ + C.8-+-D = o. 

Dans l'équation du plan, remplaçons x etjK par leurs valeurs 
déduites des équations de la droite, et résolvons par rapport 
à z ; nous avons 

_ A a + B è + D 
A m •+- l i n 4 - C 

Si le numérateur et le dénominateur sont nuls en même 
temps, la valeur de z est indéterminée et la ligne est tout 
entière dans le plan. Nous avons vu que la réduction à 
zéro du dénominateur exprime la condition pour que la droite 
soit parallèle au plan, tandis que l'annulation du numérateur 
indique qu'un des points de cette droite est situé dans le plan : 
ici c'est le point ( a , h) où la droite rencontre le plan des xy. 

Nous procéderons d'une manière analogue pour déterminer 
les conditions pour qu'une droite soit située tout entière sur 
une surface. Dans l'équation de cette surface, nous remplace-
rons x et y par leurs valeurs déduites de l'équation de la droite 
et nous égalerons à zéro les coefficients de toutes les puissances 
de z dans l'équation résultante. Il est clair que le nombre de 
conditions qu'on obtient ainsi est supérieur d'une unité au 
degré de la surface (1 ). 

( ' ) Les équations d'une droite renfermant quatre constantes, on peut 
déterminer une droite qui satisfasse à quatre conditions quelconques. D'après 
cela, une surface du second degré doit contenir une infinité de droites, 
puisque nous n'avons que trois conditions à remplir et que nous avons 
quatre constantes à notre disposition. Une surface du troisième degré ren-
fermera un nombre fini de droites, puisque le nombre des équations de con-
dition est égal au nombre des constantes disponibles. Une surface de degré 
plus élevé ne contiendra pas nécessairement de droites situées tout entières 
sur la surface. 
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48. Trouver Véquation d'un plan passant par une 
ligne droite donnée et perpendiculaire à un plan donné. 

Soient 

Aa? -t- By 4 - C.3 4 - D = o , k'x -H B'y 4 - Gz 4 - D ' = o 

l e s é q u a t i o n s d e l a l i g n e d o n n é e e t 

k"x 4- B "y 4- C" z -t- D" = o 

celle du plan donné. L'équation d'un plan passant par la droite 
sera de la forme 

kx + B y 4 - Cz -+- D) - H |x( k'x 4 - B ' y 4 - G'z 4 - D ' ) = o . 

Pour que ce plan soit perpendiculaire au plan donné, il iaut 
cju'on ail 

( X A - T - | X A ' ) A " + . ( X B + |xB')B"+(XC-i- N C ' ) C " = O . 

Celte équation détermine X : ji., et l'équation du plan cherché 
est 

(A'A" -+- B'B" 4- C'C")(kx 4- By + C Î + D) 
= ( A A " + B B " 4 - G C " ) ( A ' Œ + B ' y + C ' S + D ' ) . 

Si les équations de la ligne et du plan données se présentaient 
sous la forme 

x cos a 4 - y cos {3 4 - z cos y — p , y—y 
cos a' cos^' cos-y 

nous pourrions facilement obtenir d'une autre manière l'équa-
tion du plan cherché. En effet, ce plan contiendra à la fois la 
droite donnée, dont les angles de direction sont a', [3', y', cl une 
normale au plan donné, dont les angles de direction sont a, (3, 
y. Donc (n° 15) les cosinus de direction d'une perpendiculaire 
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au plan cherché sont proportionnels à 

cosp' cos Y — cos p cos Y', 
COSY'COSK — cosycosa', 
cosa'cosp — cosacosp'; 

et, comme ce plan doit aussi passer par (x1, y1, z'), son équation 
sera 

(x — ic')(cosp cosy' — cosp' COSY) 

-+- (y-— y')( cos Y cosa' — cosy' cosa) 
-+- ( z —• z') ( cos a cos p' — cos a' cos p ) = o. 

49. Etant données deux lignes droites, trouver l'équation 
du plan mené par l'une d'elles parallèlement à l'autre. 

Supposons d'abord que les lignes données soient les inter-
sections des plans LM et NP, dont les équations sont expri-
mées par la forme la plus générale. En procédant exactement 
comme au n° 37, nous obtenons la relation identique 

L(A' B" C") — M (A" B'" C) + N(A'" B C') — P(A B' G") = (A' B" G'" D). 

Le second membre de celte équation est le déterminant dont la 
réduction à zéro exprime que les quatre plans se coupent en 
un même point. Il est évident alors que les équations 

L(A'B"C"') — M(A"B"'C) = o, N(A'BC') — P(AB'C") = o 

représentent des plans parallèles, puisqu'elles ne diffèrent que 
d'une quantité constante, et chacun de ces plans passe par 
l'une des droites données. 

Supposons en second lieu que les équations des droites 
soient de la forme 

x — x' y —• y' z — z' x — x" y — y" z — z" 
cosa cosp COSY ' cosa' cosp' cosy' 

Une normale au plan cherché est perpendiculaire à la direction 
de chacune des lignes données ; ses cosinus de direction (n° 15) 
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sont donc les mêmes que ceux qu'on a trouvés dans le numéro 
précédent, et les équations des plans parallèles cherchés sont 

(x— x' )(cos |3 COSY' — cosy cos(3') 
- t - (y — y' )( cos Y cos a' — cos a cos Y' ) 

(z — z' ) ( c o s a c o s p ' ^ - c o s ( 3 c o s a ' ) = o 
( x — x " ) ( c o s p cos Y' — cos Y cos (3') 

-h ( y — y" ) ( C O S Y c o s a ' — c o s a c o s Y ' ) 

+ (.3 — z" ) ( c o s a c o s p ' — cos (3 cos a ' ) = o. 

La distance de deux plans parallèles est égale à la différence 
des perpendiculaires abaissées de l'origine sur ces plans ; ici 
elle est égale à la différence des termes absolus des équations 
divisée par la racine carrée de la somme des carrés des coeffi-
cients de x, Y, z. Si donc 9 est (n° 14) l'angle que forment 
entre elles les droites données, la distance des deux plans qu'on 
vient de trouver est égale au quotient de 

(x' — ÎC" ) ( cos (3 cos Y' — cos Y cos p' ) 
H- (y' — y" ) ( cos y cos a' — cos a cos y' ) 
-4- (z' — z") (cos a cosp ' — cos [3 cos a ' ) 

par sinO. 
11 est évident que la longueur ainsi déterminée est plus 

courte que toute autre ligne menée d'un point de l'un des plans 
à un point situé sur l'autre plan. 

50. Trouver les équations et la grandeur de la plus 
courte distance de deux lignes droites qui ne se ren-
contrent pas. 

La plus courte distance de deux droites est la perpendiculaire 
commune à ces lignes. On la détermine de la manière suivante. 

Par chacune des droites, menons (n° 48) un plan perpen-
diculaire à l'un des plans parallèles trouvés (n° 49). L'inter-
section des deux plans ainsi définis sera perpendiculaire aux 
deux plans parallèles dont il vient d'être question, et par 
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suite perpendiculaire aux droites données, qui sont situées 
dans ces plans. D'après la construction même, il est clair que 
cette droite d'i nterseclion reneontrera les deux droi tes données ; 
sa grandeur est évidemment celle qui a été trouvée dans 
l'article précédent. Si nous calculons (n° 48) l'équation d'un 
plan qui passe par une droite dont les angles de direction sont 
a, P, y et qui soit perpendiculaire au plan dont les cosinus de 
direction sont proportionnels à 

cos [3'cos y — cos [3 cosy', 

C O S Y ' c o s a — COSY c o s a ' , 

c o s a ' c o s p — c o s a c o s p ' , 

nous trouvons cpie la droite que nous cherchons est l ' inter-
section des deux plans 

(x — x') (cosa' — cosO cosa ) 
( y — y')(cos — c o s ®c o s P ) 

-+- ( S — A' ) ( C O S Y ' — C O S ® C 0 S Y ) = ° I 

(X—X")(COSOÎ —cos0 cosa') 
- t - ( /— /")(cosp — cost) COSP') 
-+- ( a — z' ) (COSY '— C O S ® C O S Y ' ) ~ o . 

Les cosinus de direction de cette plus courte distance sont 
évidemment proportionnels à 

cos p 'cos Y — cosp cos Y', 

cosY'cosa — cosy cosa ' , 

cos a' cos p — cos a cos P'. 

Exercice. 

Trouver la plus courte distance S de la droite 

x cosa -h y cos p -H z cos y —p, 

x cosa' H - y cos P' -I- z cosy' = p', 

et de celle qui joint les deux points P'(a?', y', z') et V"(x", y", z"). 

Représentons par L et M les perpendiculaires abaissées d'un point 



quelconque (x, y, z) sur les deux plans donnés, et pav L', M' et 
L", M" celles qui sont issues des points P' et P"; L + l M = o est 

l x1 —fl— lit X 
l'équation d'un plan passant par la première droite, et ^ — — > • • • 
sont les coordonnées d'un point de la seconde. Si donc nous sup-
posons que le point où cette seconde droite rencontre L + l M = o 
est situé à l'infini, ce qui donne la condition l -+• m = o, nous pour-
rons déterminer X de manière que le plan qui passe par la première 
droite soit parallèle à la seconde. Cela nous conduit à l 'équation 

L' -h A M' = L" -+- X M". 
Par suite, 

LM" — L" M = LM' — L'M 

est le plan cherché, qui passe par L, M. 
L'équation 

LM" — L" M = LM' — L'M + L'M" — L" M' 

ne diffère de la précédente que d'une quantité constante; le plan 
qu'elle représente est donc parallèle à celui dont on a formé l 'équa-
tion. Comme son équation est vérifiée par les coordonnées de P ' et P", 
il passe par cette seconde droite. 

Par conséquent, en divisant L'M"— L"M' par la racine carrée de la 
somme des carrés des coefficients de x, y et z dans l 'une ou l 'autre 
de ces équations, nous aurons l'expression de la plus courte distance 
cherchée. 

Nous pourrions encore arriver au résultat que donne la réduction 
de cette expression en procédant de la manière suivante. L' et M' 
sont les longueurs des perpendiculaires abaissées de P' sur les deux 
plans donnés. Ces droites sont contenues toutes les deux dans un 
plan mené par P' et perpendiculaire à la droite LM. De même, les 
droites L", M" sont dans un plan parallèle au précédent et passant 
par P". Considérons maintenant les projections faites sur l 'un ou 
l 'autre de ces plans, et soit <p l'angle compris entre L et M. Le double 
produit de sintp et de l 'aire du triangle qui a pour base la projection 
île P 'P" et pour sommet le point de rencontre de LM avec le plan 
sur lequel on projet te est égal à L'M" — L"M'. Or, ce double 
produit est évidemment le produit de la plus courte distance 
cherchée 8 des deux droites par la projection de P 'P" . Donc, en 
appelant 6 l'angle des deux droites, nous voyons que 

L'M"— L"M' = (P 'P") .S . s in6 sintp. 
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51. Quand les équations d'une droite rapportée à un 
système quelconque d'axes coordonnés sont mises sous la 
forme 

x — x' y — y' z — z' 
L m n ' 

elles semblent au premier abord renfermer cinq quantités 
indépendantes, qui sont les trois coordonnées x', y', z1 et 
les rapports l'.m'.n. Mais il est facile de voir que x', y', z' 
font partie de groupements qui ne sont pas indépendants 
les uns des autres et que le nombre total des constantes 
indépendantes se réduit à quatre, ainsi que nous l'avons déjà 
vu dans le n° 40. En effet, si nous représentons respective-
ment par a, b, c les quantités 

mz'•—ny', nx'—lz', ly' — mx', 

nous obtenons immédiatement la relation 

la -H m b -l- n c — o ; 

et, en ayant égard à cette condition, la droite sera représentée 
par deux quelconques des quatre équations qui suivent, 

ny — mz -+- a— o, 
— n x . -t- Iz -+- b := o, 

mx — ly . + c = o, 
ax -by-\-cz . = o ; 

car, à l'aide de la relation précédente, les deux équations 
laissées de côté peuvent dans lous les cas se déduire des 
deux qu'on a choisies. 

Nous avons donc six quantités b, c, l, m, n qui 
serviront à déterminer la position d'une droite, pourvu 
qu'elles vérifient la relation 

al 4- bm + c n = o; 

nous les appellerons les six coordonnées de la droite. 
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Si nous recherchons, comme au n° 47, les concluions pour 
que cette droite soit contenue tout entière dans le plan 

Kx + By + G 2 + D = O, 

nous trouvons qu'elles nous sont fournies par deux quel-
conques des quatre équations 

Bc — Cb - i-D/ = o , 
— Ac . -h Cet -h Dr)i = o, 

A b — B a . + D r t = o , 
A/ + Bm + C« . = o , 

et, à l'aide de la relation universelle al -+- bm + en = o, 
nous pourrons dans tous les cas en déduire les deux autres. Il 
importe de remarquer que les quantités a, b, c, qui sont les 
fonctions mz — ny, nx — Iz, ly — mx des coordonnées 
d'un point quelconque de la droite, conserveront les mêmes 
valeurs pour tous les points de cette ligne. Nous pourrons 
donc exprimer de la sorte, au moyen des coordonnées x, y, z, 
la relation qui sera équivalente à une relation quelconque 
donnée en fonction de a, b, c. Si, par exemple, nous suppo-
sons que les axes des x, y, z soient rectangulaires, de telle 
sorte que / = c o s a , m = cos(3, n — cosy, il est facile de 
voir, d'après le ri° l o , que a, b, c sont les coordonnées d'un 
point qui appartient à la perpendiculaire élevée par l'origine 
sur le plan passant par l'origine et la droite donnée, et qui 
est situé à une distance de l'origine égale à celle de la droite 
donnée au même point. 

Exercice. 

Exprimer la plus courte distance de deux droites au moyen de 
leurs coordonnées. 

L'expression à laquelle nous sommes arr ivés à la fin du n" 49, e t 
qui expr ime le p rodu i t de la plus cour te d is tance 8 de deux dro i tes 

S. — Ge'om. à trois dim. I. \ 
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par le sinus tie leur angle 0, peut ê t re écr i te sous la fo rme 

I x'— x" cos a cos a' 

y — y " cos [3 cos [3' • 

z'— z" cosy c o s f ' 

Si nous remplaçons cos a, . . . par . . . et cos a', . . . pa r I', . . . , cet te 
express ion devient 

! V l" x" r r 
y m' m" i — y" m' m" 
z' n' n" z" n' n" 

En employant les nota t ions du présen t numéro , et en n 'ayant pas 
égard au signe, nous t rouvons 

o sinO = Va"-1- m'b" n'c"-1- l"a! -H- m"b' H- n"c'. 

M. Cayley a donne à cet te expression le nom de moment des 
deux droi tes ( Trans. Cambridge Phil. Soc., t . XI , 11° Pa r t i e , 1868). 

52. Avant d'aller plus loin dans l'étude des coordonnées 
d'une droite, nous allons faire connaître quelques propriétés 
du tétraèdre, obtenues par diverses méthodes, et qui nous 
seront utiles par la suite. 

Trouvai• la relation qui existe entre les six droites qui 
joignent quatre points quelconques situés dans un plan. 

Soient a, b, c les côtés du triangle ABC déterminé par trois 
des points en question et d, e, f les droites qui joignent le 
quatrième point D aux trois premiers. Soient a, [i, y les 
angles sous-tendus en D par les côtés a, b, c. Nous avons 

cosx = cos( J3 ± Y), 
d'où nous tirons 

cos2 a -I- cos2 J3 -+- cos2 y —-2 cos a cos [3 cos y = I. 

Cette relation est vraie quelle que soit la position du 
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point D, soit en dedans, soit en dehors du triangle ABC. Mais 

+ / 2— a" 
cos a = — , 

2 ef 
p + cP— b» 

2 fd ' 
cosji 

COSY — — ï-
' ide 

Substituons ces valeurs dans l'équation précédente et effec-
tuons les réductions; nous obtenons, pour la relation de-
mandée, 

-+- bt(e1—/*)(e* —d2) 
- t -c 2 ( / 2 —î/'2)(/2—e2) 
-f-«2c/2(a2 — i2— c2) 
-+- &2e2(62 — c2 — a2) 
+ c V i ( c , - a 5 - J 2 ) + a 1 4 2 c î = o. 

5 3 . Exprimer le volume d'un tétraèdre en fonction de 
ses six arêtes. 

Soient a, b, c les côtés du triangle ABC formé par une 
face du tétraèdre, /; la perpendiculaire abaissée du quatrième 
sommet sur cette face et rf', e1, f les distances du pied de 
cette perpendiculaire aux sommets A, B, C. Les quantités 
a, b, c, cl', y , ef sont liées par la relation donnée au numéro 
précédent. Mais, si d, e, f sont les trois autres arêtes du 
tétraèdre, nous avons 

d*=d'* + P\ e'=e'*+p\ /2=/'2-t-/>2; 

par suite, 
d 2 —e 2 =«" 2 - e 

Substituons ces valeurs dans la relation indiquée et désignons 
par F la quantité qui figure dans le premier membre de 



52 
l ' é q u a t i o n d u numéro 

CHAPITRE 
précédent ; 

m . 
nous aurons 

— F = / ) ! ( 2 « ! F T ! + 2 I L ! C ! + 2 C 2 « 2 — A 4 — V — c*). 

La quantité qui multiplie p 2 est égale à seize fois le carré de la 
surface du triangle ABC, et, comme le produit de cette surface 
par p est le triple du volume V de la pyramide, nous obtenons 

I 4 4 V 2 = — F . 

Si. Déterminer la relation qui existe entre les six arcs 
qui joignent quatre points sur la surface d'une sphère. 

Nous procéderons exactement comme au n° 54, en rem-
plaçant seulement les formules que nous y avons employées 
par les formules qui leur correspondent dans les triangles 
sphériques. Soient donc a, p, y, o, s, tp les cosinus des six 
arcs en question ; nous aurons 

a 2 —f- ( 3 2 + y 2-(- S2 -+- e2-H <p2— a2 82 — (32e2 — y2cp2 

-t- 2 aj38e 2 -+- 2 y«8® — 2 a^Y — 2 a£<p — 2 pocp — 2 yêe — i . 

Cette relation peut aussi s'établir de la manière suivante. 
Soient 

c o s a , cos[3, C O S Y , 

cos a ' , cos [3', co sy ' , • 

cosa" , cos [3", COS Y", 

cosa '" , cos (3"', cos Y'" 

les cosinus de direction des rayons des quatre points sur la 
sphère. Avec ces éléments nous pouvons, à l'aide de la 
méthode indiquée (Algèbre supérieure, n° 25), former un 
déterminant qui s'annulera identiquement. En posant 

cos2 a 4- cos 2 P -H cos2 Y = i , 

c o s a c o s a ' - f - cos [3 cos[3'-t- cos Y cosy' — cos ab, 
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ce déterminant devient 

i cos ab cos ac 
cos ba i cos be 
cos ca coscb i 
cos da cos db cos dc 

En le développant, on obtient la relation écrite ci-dessus. 
Cette relation aurait pu se déduire des propriétés du 

tétraèdre de la manière suivante. 
Soient A, B, C, D les aires des quatre faces d'un tétraèdre, 

et représentons par AB l'angle intérieur des deux, plans 
A et B, etc. Il est clair qu'une face quelconque est égale à la 
somme des projections des aulres faces sur son plan. Nous 
pouvons donc poser les relations 

— A -+- B cos AB 4 - C cos AC -H D cos AD = o, 
AcosBA— B -+- C cosBC -+- D cosBD = o , 
A cosCA -+- B cosCB — C 4 - D c o s C D = o , 
A cos D A 4 - B cos DB 4 - C cos DC — D = o . 

Éliminons les aires A, B, C, D entre ces équations; nous 
obtenons, sous forme de déterminant, une relation entre les 
six angles que font entre eux quatre plans qui se coupent. 

Or, ces quatre plans sont quelconques; les perpendiculaires 
abaissées sur eux d'un point quelconque rencontreront une 
sphère, décrite de ce point comme centre, en quatre points 
entièrement arbitraires, par exemple a, b, c, d, et chaque 
angle, tel que ab, sera le supplément de l'angle corres-
pondant AB compris entre les plans; on déduit de là la 
relation précédente. 

Remarque. — L'annulation d'un déterminant (voir Al-
gèbre supérieure, n° 33, Ex. 1) fait voir que les premiers 
mineurs d'une colonne quelconque sont respectivement 
proportionnels aux premiers mineurs correspondants d'une 
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autre colonne. Les résultats trouvés dans le numéro présent 
nous montrent ainsi que les mineurs du second déterminant 
sont proportionnels aux aires des laces du tétraèdre. 

Le lecteur démontrera sans difficulté que, quatre points 
étant donnés sur la sphère, chacun des premiers mineurs du 
déterminant correspondant est cette fonction des éléments 
d'un des quatre triangles sphériques formés par les points 
que nous avons signalée dans la note du n° 32 et à laquelle 
Von Staudt ( J o u r n a l de Crelle, t. 24, p. 2^2) a donné le 
nom de sinus de l'angle solide sous-tendu au centre de la 
sphère par le triangle en question. 

55. Trouver le rayon de la sphère circonscrite au 
tétraèdre. 

Puisqu'une arête quelconque a du tétraèdre est la corde 
de l'arc dont le cosinus est a, nous avons 

« 2 

a =.1 
2 / 

et des expressions semblables pour [3,y, . . . . Substituons ces 
valeurs dans la formule du numéro précédent; elle devient 

F 2 aW-b'-e*- 4- 2 £2e2e2/24- 2 c2/2a2i/2 — «V/4 — Ve— c\ff __ 
_ _ | — _ o, 

ou bien, en posant 
ad -+- be 4- cf — 2 S, 

nous obtenons 

, S(S — ad) (S — be') (S — c f ) ^^ 
3(3 V 2 

Celte relation a été trouvée d'une autre manière dans 
l 'Algèbre supérieure, n° 26. 

Comme exercice, le lecteur pourra démontrer que la plus 
courte distance entre deux ai êtes opposées d'un tétraèdre est 



égale au sextuple du volume, divisé par le produit de ces 
deux arêtes et du sinus cle leur inclinaison mutuelle. 

Cette inclinaison peut elle-même s'exprimer en fonction 
des arêtes à l'aide de la relation 

2ai/cos6 = e2 — c2— f ï . 

56 ( ' ) . Nous pouvons établir les formules générales de la 
transformation des coordonnées tétraédriques en allant un peu 
plus loin, dans la recherche du centre des moyennes distances, 
que nous ne l'avons fait clans le n° 9. Soit un tétraèdre dont 
les sommets sont P ( , P2, P:), P4. Si la droite qui joint P3 à P s 

est partagée en P' dans le rapport de n à m, si celle qui unit 
P' à P2 est divisée en P" dans le rapport de l à m + n, et enfin 
si de même la droite P"P, est partagée en P dans le rapport 
de le à l -+- m -+- n, la perpendiculaire abaissée d'un point P 
sur un plan tel que les perpendiculaires abaissées sur lui des 
points P | , P2 , P3, P., soient respectivement égales à x,, x->, 
x3, Xi aura pour expression 

k.x. -1- Ix2 -+- mx3 -+- 11x1. 
JÇ . 

/c + / + m + n 
Or, il est évident que le rapport de k à k + l + m + n est 

égal au rapport de la pyramide, qui a pour base P2P:iP/, et 
pour sommet P, à la pyramide de même base qui a son sommet 
en P, ; ou encore que ce rapport est égal à celui des perpen-
diculaires abaissées de ces mêmes points sur le plan P , P 2 P 3 . 
Nous aurions des valeurs semblables pour les coefficients de 
x2, x3 et xA. 

Supposons maintenant que nous appelions £ la perpendi-
culaire abaissée de P sur le plan P2P3P . i , 7) celle qui est 
abaissée du même point sur le plan P^P^P,, Ç celle qui se 

( ' ) A une première lecture, les élèves peuvent passer le reste de ce 
Chapitre. 
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rapporte au plan P 4 P ( P 2 et w celle qui est relative au plan 
P, PoPa! notre équaLion peut être écrite sous la forme 

\x, TiX* Çx3 u>xw 
X ----- — 1 H -R. H 

io "no ^o wo 

11 est clair que des équations semblables nous donneront 
les perpendiculaires abaissées de P sur les autres plans de 
référence; par exemple, nous aurons 

r _ iri | -nyi [ gja | ".y^ 

En écx-ivant ces quatre équations, nous avons de la sorte le 
système complet qui est nécessaire pour la transformation des 
coordonnées, c'est-à-dire pour passer des anciens plans 
x, y, z, (V aux nouveaux plans ç, 7|, Ç, w. 

11 sera quelquefois commode de n'employer qu'une seule 
lettre pour représenter les rapports £ : Ç0) Nos expressions 
y gagneront en concision, mais elles y perdront au point de 
vue de l'homogénéité apparente. 

11 est évident que la transformation de coordonnées est 
tout à fait semblable ici à celle qu'on emploie dans le cas des 
plans coordonnés ordinaires. 

57. Soient x0,y0, z0, w0 les perpendiculaires abaissées des 
sommets du tétraèdre original sur les faces opposées; soient 
A, B, C, D les aires de ces faces et Y le volume de ce tétraèdre ; 
nous avons évidemment la suite d'égalités 

Ax 0 — B j 0 = C,s0 = D»'o = 3 Y. 

A l'aide de cette relation, nous pouvons écrire les solutions 
des équations du numéro précédent sous la forme 

Xo y0 z0 w0 ' 
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ici, £3, if sont les perpendiculaires abaissées des 
sommets du tétraèdre original sur le plan t;. 

De même la relation cpi'on obLient en égalant le volume du 
tétraèdre de référence à la somme des quatre tétraèdres qui 
ont ses faces pour bases et un point quelconque pour sommet, 
c'est-à-dire la relation 

Ax -h B j + Cz -t- Dw = 3V, 

peut être mise sous la forme 

as y z iv 
h — H 1 = 1 , 

as0 JKo «'0 

et, d'une manière analogue, la relation qui lie chaque système 
de coordonnées homogènes avec une quanlilé constante sera 

— -t- — H- — - - — — I 
Êo Wo ~ 

(comparer avec le n ° 6 3 des Sections coniques). 

Exercice. 

Exprimer le volume d'un tétraèdre en fonction des coordonnées 
homogènes de ses sommets. 

Dans le n° 36 nous avons t rouvé , sous f o r m e de d é t e r m i n a n t , u n e 
express ion p o u r le s ex tup le du vo lume W . Mult ip l ions- la p a r le 
d é t e r m i n a n t 

c o s a cos(3 c o s f o 

cosa ' cosj î ' co s^ ' o 

cosa" cosp" cos*/" o ' 

o o 0 1 

qui est le m ê m e que celui de la no te du n° 32, e t se rvons-nous des 
t r a n s f o r m a t i o n s ( G ) d u n ° 18; nous t r o u v o n s que le s ex tup le p r o d u i t d e 
W p a r la quan t i t é que nous appe lons le sinus de l'angle solide ( X Y Z ) 
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est égal à 
CIIAPITllii III. 

X' Y' Z' i 
X" Y" Z" i 
X'" Y'" Z'" I 
X , v Y'v Z'v I 

Mais ces coordonnées sont mesurées le long des axes, et il nous 
faut rappor te r le système aux. perpendiculaires abaissées sur les 
plans coordonnés. Or, nous pourrons écrire les nouvelles coor-
données sous la forme 

a7 = XsiiijO, ,X = Ysin<7, i = Zsin/-, 

p, q, r é tant les angles que les axes des X, des Y et des Z font res-
pectivement avec les plans des YZ, En conséquence, 

= G W sin p sin q sin r s in(XYZ), 

X y Z I 

x" y" "" I 

x'" y'" r ' " T x» I 

x'v y,v ZIV I 

ou bien, en nous servant des relations 

X 
x0 y o 

x' y z' w' 
x" y n w" 
x'" y -Ht w'" 
X,v XV T* v 

-so fv0 

= 6W(Vo sin/) s iny s i n r s in(XYZ). 

Nous pouvons met t re cette égalité sous une autre forme, en remar-
quant que, pour le té t raèdre de référence, le déterminant se rédui t au 
produit qui consti tue son terme principal généra teur , ce qui nous 
donne 

a\>.7o-So WO = 6 Vwo sin/> sin q sin sin(XYZ). 

En divisant membre à membre l 'équation ci-dessus par cette 
dernière, nous avons la relation 

( i ' / / « ' " ) 
a-o.ro-o <fo 

w 
v " 
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57 a. Si, dans le n" 40, nous avions fait usage des coor-
données télraédriques, nous aurions eu, pour les coordonnées 
d'un point quelconque P de la ligne qui joint les points P, 
el P2, les expressions 

x — mcci, 
y — lyi -+- myi} 

Z — l Z j —1— 11X Z 2 y 
w == Iwi •+• mw2. 

Eliminons l et m entre ces équations; nous obtenons 
pour résultat chacun des déterminants que fournit la matrice 

x y z 
x \ yi z \ 
x2 y2 z2 

w 
«'i 

Ces quatre déterminants ne renferment les coordonnées des 
points P, et P2 que dans les groupements 

(jKi ( î i ^ l i Oi 7'J> 
(yt(v2), (s,(p2), 

et ces dernières quantités sont liées entre elles par l'identité 

On voit ainsi que ces six quantités équivalent à quatre 
rapports indépendants qui déterminent les équations; ce sont 
les coordonnées homogènes de la droite. Pour abréger, nous 
les représenterons souvent par les lettres 

P, <7, R, 

s, t, u\ 

elles pourront être ou ne pas être affectées des deux indices 
qu'il peut être nécessaire d'ajouter dans certains cas pour 
spécifier les points qui déterminent la droite. Dans lous les 
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cas, elles sont assujetties à vérifier la relation 

ps H- qt -H ru = o. 

Nous avons trouvé dans le n° 50 (Exercice) la signification 
géométrique de ces coordonnées. Nous avons vu que chacune 
d'elles, par exemple (yt z2), est le produit de la distance P, P2 

par le sinus de l'angle compris entre les plans qui figurent 
dans l'expression, multiplié par le produit de la plus courte 
distance de P, P2 à l'arête suivant laquelle ces plans se 
coupent et du sinus de l'angle que fait cette arête avec P, P2. 

Les équations qui lient les coordonnées d'un point avec 
les coordonnées d'une droite passant par ce point nous sont 
donc fournies par deux des quatre relations suivantes : 

yu— st-\-wp — o, 
— xu . -H zs 4- wq — o, 

xt—ys . -\-wr—.o, 
xp-\-yq-\-zr . =o. 

A l'aide de la condition générale 

ps 4- qt 4- ru — o, 

deux quelconques d'entre elles peuvent toujours se déduire 
des deux autres. Ce sont les équations de la droite considé-
rée comme lieu de points ou comme rayon. 

57 b. De même (n° 38), soient 

(a,, bi, c„c?i), (a2, b2, c2, d2) 

les coordonnées de deux plans II,, IL; les coordonnées d'un 
plan quelconque passant par leur intersection sont 

a = Xa, -+- |xa2, 
b = \ bi -t- |j.i>2, 
c = X ct 4- [ac2, 
d — Xi/, 4-1J-d2. 



Par suite, si nous considérons la droite comme enveloppe 
de plans ou comme axe, et si nous éliminons ~k et JJ., nous 
avons pour résultat le système d'équations 

a 
«i 
«2 

b 
b, 
b, 

c 
Cl 
c2 

d 
d, 
d2 

: O. 

Nous adopterons les nolations suivantes, par analogie avec 
celles que nous avons choisies précédemment : 

(fe1c2) = it12, (ci«z2) = *is, (albt) = pit, 
(a1d2) = ali, (b1d2): (Cidz) = ' u i s . 

Les équations de la droite peuvent alors être écrites comme il 
suit, en négligeant les indices, 

avec la condition 

b o — ci -+- dit = o, 
— au . + c i + ( fx=;o , 

az — ba . -4- dp = o, 
a7t -H bv. -H cp . = o, 

X J - • XX • : O. 

Si le point P, est situé sur la droite que nous considérons, 
nous avons 

axi -+- byi -4- cz, -+- dwi — o. 

Nous pouvons alors remplacer a et b par leurs valeurs en 
fonction de c et d et égaler à zéro les coefficients de c et d. 

Nous procéderions de même pour les deux autres coor-
données. Nous en déduisons, dans ce cas : 

7 I P — « Î * 

— Xip . - t - i t - f - = o , 

-t- = O, 
= o. 
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Ue même, si dans le numéro précédent nous avions cherché 
les conditions pour que le rayon soit contenu dans le plan 
(a, b, c, d), nous aurions trouvé les équations 

br —• cq ds — o, 
— ar . -t- cp -(- dt — o, 

«7 — bp . -t- du — o, 
as -+- ht - + - C M . — o. 

Si de plus le point Po est également situé sur l'axe, nous 
trouvons les relations 

: '»/ : /• : î : î : = <T : x : u : tt : y. : p, 

ou, en d'autres termes, si la droite qui unit P t à P2 est iden-
tiqueavec la droite suivant laquelle II, etll^se coupent, chacun 
des déterminants de la matrice suivante, 

I ( r i -2) (-1^2) («1^2) (j i« '2) (-t*v2) I 

| {bydi) ( c, d2 ) (bt c2) (c ,a 2 ) (a, bt) \' 

sera nul. 
Nous voyons de la sorte que les équations d'une droite en 

coordonnées homogènes peuvent être exprimées à l'aide de 
l'un ou l'autre de ces systèmes. On passe de l'un à l'autre en 
échangeant entre elles les coordonnées p et s, q et t, r et u. 

Remarque. — Ces résultats sont lout simplement une 
autre manière de présenter le système des quatre équations 
simultanées 

a,,«! -t- bxyi -H c,S! -H dlvi\ — o, 
x2 -+- 6, j 2 + Ci«j + rfiW, = o, 

a^Xi -+- bïfi -t- c2zt-+- d2w\ — o, 
«2x-i -+- b2yr-h c2z% 4- d% w2 = o. 

57 c. Le déterminant des coordonnées homogènes de quatre 



points 
y 1 -1 «'i 
y s 
7« 
y\ V in 

dont nous avons trouvé la valeur géométrique au n° 57 
(Exercice), peut être développé comme dans XAlgèbre 
supérieure (n° 7). Il est facile de s'assurer que ses termes 
se composent de groupements constituant des seconds 
mineurs, qui sont les coordonnées homogènes de droite 
auxquelles nous sommes-parvenu dans le n° 57 a. 

Si la droite qui joint les points 1 et 2 rencontre celle que 
déterminent les points 3 et 4, ces quatre points sont dans un 
même plan et le déterminant ci-dessus est nul. 

On en conclut ainsi que, pour que les deux droites 

P, <7> 'X p\ <1 

U t, a y \s', u'J 

se coupent, il faut que leurs coordonnées vérifient la relation 

ps' -t- sp' qt' -t- tq' -t- ru' -I- ur' ~ o. 

57 d. D'après ce qui précède, nous voyons comment 
on peut déterminer les droites qui rencontrent quatre droites 
données. 

Soient [ P , q : r \ les coordonnées de la droite cherchée et 
\s, t, uj 

ÎPi>h>T i \ _ _ c e l ] e s des droites données. Les coordonnées \ Î „ tu u j 
de la droite inconnue doivent vérifier les relations 

psi 4 - qt, -+- rui - t- spi 4 - tqt 4 - url = o, 
])SÏ 4 - qtt 4 - rux 4 - sp., 4 - tq-2 4 - ur, = o, 
ps3 4 - qt3 4 - ru3 4 - sp3 4 - tq3 4 - ur3 — o, 
psk 4 - qtu 4 - rax 4 - sp,, 4 - tqV 4 - m\ — O , 
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qui permettent d'exprimer p, q, r, s linéairement en fonction 
de t et u. En portant les valeurs ainsi calculées dans l'équation 
universelle 

ps H- qt -t- ru = o, 

nous obtenons une équation du second degré en t ' . u qui 
détermine les droites cherchées ; elles sont au nombre de 
deux. 

57 e. Pour trouver les formules de transformation des 
coordonnées de droite, il suffira de considérer les relations 
à l'aide desquelles on transforme les coordonnées de deux 
poinls ou de deux plans. 

Soient, par exemple, 

x = ^iX 4- Y 4 - a;3Z 4 - x,, W, 

r = r i X + j ! Y + / î Z + /»W, 

x' = xLX'-+- X2Y' + X3Z' + xKW, 
y = y, X' Hr j 2 Y' Hb y3 Z' +• W', 

nous avons 

y z |/i y2 y3 yu X Y Z W 

y z 1 Zl Zi zi z't X' Y' Z' w 

ou bien 

p —pnP 4- p3iQ 4-/>12R 4-/>uS -hpnT -h 
q — q^V + ?SIQ + Î U R - t - ^ u S 4- 7 2 4 T -h q3iU, 
r — /*23P 4 - r31Q 4- r12R 4 - >-|VS 4 - r2 tT 4- /'3VU, 

s = s23P 4 - Î31Q + s12R + Su S 4 - S24T 4- s3lU, 

t — i , j P + i j , Q + i a R 4- <US 4- i , J + tnU, 

U = m23P 4 - ï isiQ + «12R -H " i ; S 4- UNT 4 - « n U . 

Les coefficients de transformation sont évidemment les 



coordonnées des arêtes du nouveau tétraèdre rapporté à 
l'ancien. 

Si nous ajoutons ces équation-s membre à membre, après les 
avoir respectivement multipliées par s , 4 , i u , m i s, pKK, <7, .,, 
/ • , , nous obtenons évidemment la valeur de P en fonction 
des anciennes coordonnées, et le facteur qui multiplie P 
(n° 57 c) est le module de la transformation. Il est facile de 
compléter la solution. 

S. — Géom. à trois dim. t. 



CHAPITRE IV. 
P R O P R I É T É S C O M M U N E S A T O U T E S L E S S U R F A C E S 

D U S E C O N D D E G R É («). 

58. Nous écrirons l'équation générale du second degré sous 
la forme 

(a, b, c, d, / , g, h, l, m, n)(x,y, z, i)2 = o 
ou 

ax- -+- by2 -+- es2 H- cl 2 f y z 
- H 2 gzx -h 2/1 xy -+- 2 Ix 4 - 2 m y -+- 2 n z — O . 

Cette équation contient dix termes; mais, comme sa signi-
fication ne change pas, si nous rendons l'un des coefficients 
égal à l'unité en divisant tous les termes par ce coefficient, 
nous voyons que neuf conditions suffisent pour déterminer 
une surface du second degré, ou, comme nous l'appellerons 
par abréviation, une quadrique (2). 

Ainsi, étant donnés neuf points appartenant à la surface, si 
dans l'équation générale nous remplaçons les variables par 
les coordonnées correspondantes de chacun d'eux, nous 
obtiendrons neuf équations cpii suffiront pour déterminer les 

,, . b c d neuf inconnues - , - , - , a a a 

( ' ) En comparant notre manière de procéder ici à la discussion corres-
pondante de l'équation du second degré (Sections coniques, cliap. X), le 
lecteur verra que les méthodes employées sont identiques clans les deux cas 
et que beaucoup des résultats que l'on en déduit sont semblables. 

( ' ) Dans leur Traité de Géométrie de l'espace, MM. Frost et Wolsten-
holme donnent aux surfaces du second degré le Aom de conicoïcles. 



On verrait de mcme que le nombre des conditions néces-
saires pour déterminer une surface de degré n est inférieur 
d'une unité au nombre des termes que renferme l'équation 
générale. 

L'équation d'une quadricjue peut aussi (n° 38) s'exprimer 
par une fonction homogène des équations de quatre plans 
donnés x, y, z, w, telle que 

(a, b, c, d , f , g, h, l, m, n)(x,y, z, «<)2=o 
ou 

ax'1 -f- by- -+- cz*-dtv--f- 2fyz -+- igzx 
•+• 2 h xy -t- 2 Ixw -t- 2 myw -h 2 n zt v = o ; 

car les neuf constantes qui figurent dans la dernière équa-
tion que l'on vient d'écrire peuvent être déterminées de 
telle sorte que la surface passe par neuf points donnéset, par 
suite, coïncide avec une quadrique donnée. On peut de même 
(Sections coniques, n° 69) rendre homogène une équation ordi-
naire en x, y, z, en y introduisant l'unité linéaire (que nous 
appellerons w). Nous ferons fréquemment usage des équa-
tions écrites sous cette forme, afin de donner plus de symétrie 
aux résultats. Cependant, pour plus de simplicité, nous ne 
nous servirons, en commençant, que des équations en x,y, z. 

59. On passe d'un système de coordonnées à un autre, 
dont les axes sont parallèles à ceux du premier système et 
sont issus d'un point donné (x',y', z'), en remplaçant res-
pectivement x, y, z par x + x\ y -hy', z + s'. En opérant 
ici cette substitution, on trouve que les coefficients des puis-
sances les plus élevées des variables a, b, c, f , g, h ne 
changent pas, que le nouveau terme absolu est U' (U' dési-
gnant ce que devient L quand on remplace x, y, z para;' , 
y1, z' dans l'équation donnée), que le nouveau coefficient de 

d\]' 
x est 2 [ax'-\- hy' + g z' -+- l) ou et que de même ceux 
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, d{]' dlV T1 , - . 
de y et z sont — ŷ et y a avantage a iaire usage des 

abréviations U ( , U>, U3 au lieu de ^ , 
dx dy dz 

60. Nous pouvons exprimer l'équation générale en coor-
données polaires, en remplaçant respectivement x,y, z par 
7,p, pp, vp. Si les axes sont rectangulaires, pi, v sont respec-
tivement égaux à cosa, cos(3, cosy. S'ils sont obliques (voir 
la note de la page 9), "k, u, v sont encore des quantités qui 
ne dépendent que des angles que le rayon vecteur fait avec 
les axes. L'équation devient alors 

p2(«X2 + 6|X2-t- cvs 
4 - 2 / [ j l v 

2 p(ZX 
-+- 2/iX|Jl) 

»i|A 4- /tv) -+- d z 

Cette relation, étant du second degré en p, donne deux 
valeurs pour la longueur du rayon vecteur qui correspond à 
une direction donnée. Ce résultat s'accorde avec ce que l'on 
a déjà démontré (n° 23), que toute droite rencontre une 
quadrique en deux points. 

61. Considérons d'abord le cas où l'origine des coordon-
nées se trouve sur la surlace (et où, par suite, d = o) . L'une 
des racines de l'équation ci-dessus est alors p = o. Cherchons 
la condition pour que le rayon vecteur soit tangent à la sur-
face à l'origine. Dans ce cas, la seconde racine de l'équation 
sera évidemment aussi égale à zéro; par suite, la relation 
cherchée sera 

Il -t- ni p. -H «v = o. 

Si nous multiplions cette équation par p et si nous rempla-
çons Ip, pp, vp par x , y , z, elle devient 

Ix -(- m y -h nz = o. 

Elle exprime évidemment que le rayon vecteur se trouve 
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dans un certain plan fixe, et, comme À, JJL, v ne sont assujettis 
à aucune autre restriction que celle que nous venons d'écrire, 
tout rayon vecteur, qui passe par l'origine et se trouve 
tracé dans ce plan, est tangent à la surface. 

D'après cela, nous voyons qu'en un point donné d'une qua-
drique on peut mener une infinité de tangentes, que ces 
tangentes sont toutes situées dans un même plan, appelé le 
plan tangent au point, et que, si l'équation de la surface est 
mise sous la forme U 2 + U| = o, l'équation du plan langent 
à l'origine sera U, = o. 

(32. Au moyen d'une transformation de coordonnées, nous 
pouvons trouver l'équation du plan langent en un point quel-
conque (x1, y', z') pris sur la surface; car, en déplaçant les 
axes de manière à prendre ce point pour origine, le ternie 
absolu de la nouvelle équation s'annule, et l'équation du plan 
langent est (n°59) 

X D \ + J U ; + Î F 3 = 0 , 

ou bien, en retournant aux anciens axes, 

( A . _ 4 - ( y - J ' ) L / 2 - H - z ' ) U 3 = O. 

Cette équation peut se mettre sous une forme plus symé-
trique par l'introduction de l'unité linéaire w. U devient 
alors une fonction homogène de quatre variables, et, comme le 
point(a: ' ,y, s', sa tisfai là l'équation de la surface, nous avons 

x' U't 4- / U'2 -t- z> V3 4 - (v' U'4 = o. 

En ajoutant celle équation à la dernière que nous avons 
trouvée, nous oblenons l'équation du plan tangenl sous la forme 

xu\ + 3 u ; + » u ; = 2 ü ' = o ; 

ou bien, en développant, 

x(ax'+ h y -4- gz' - H Uv') +y(hx'-1- bw' -1-/V-T- my') 
+ z (g x' -i- h y 4 - cz' 4 - nw') 4 - w{lx' 4 - my' 4 - nz' 4 - dw')— o. 



7 0 C H A P I T R E I V . 

On remarquera que cette équation est symétrique en 
(x,y, s, w) et (x',y, z\ w'), et qu'elle peut également s'écrire 

U , - t - / U2 + U 3 + U4 = o. 

6 3 . Trouver le point de contact d'une tangente ou d'un 
plan tangent mené par un point (x1, y', z1, w') qui n'est pas 
situé sur la sur face. 

La dernière équation que l'on vient de trouver établit une 
relation entre les coordonnées x, y, z, w d'un point quel-
conque du plan tangent et celles de son point de contact, 
x',y', z\ w'. Puisque nous voulons exprimer, actuellement, 
que les premières sont données et que nous cherchons les 
secondes, nous n'aurons qu'à enlever les accents à ces dernières 
et à les mettre aux premières. Nous trouvons alors que le point 
de contact cherché doit être situé dans le plan 

xU\ H- j U ' j -H zU3 -+- <vU'4 = o, 

que l'on appelle le plan polaire du point donné. Comme le 
point de contact n'est soumis qu'à cette seule condition, le 
plan tangent en l 'un quelconque des points où le plan polaire 
rencontre la surface passera par le point donné, et la droite 
qui joint le point de contact au point donné sera une tangente 
à la surface. L'ensemble de toutes ces lignes droites forme une 
surface que l'on appelle le cône tangent Q ) à la surface issu du 
point donné. 

Remarque. — En général, toute surface qui est engen-
drée par des droites qui passent toutes par un même point 
s'appelle un cône, et le point par lequel passent toutes ces 
droites prend le nom de sommet du cône. Un cylindre ( voir 

(' ) Ou le cone circonscrit. 
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n° 25, noie) est le cas limite d'un cône dont le sommet est infi-
niment éloigné. 

64. On peut aussi considérer le plan polaire comme le lieu 
des moyennes harmoniques des rayons vecteurs qui passent 
par le pôle. Déterminons en effet le lieu des points qui divisent 
harmoniquement les rayons menés par l'origine. Soient 
p' et p" les racines de l'équation du second degré trouvée au 
n°60, et p le rayon vecteur d'un point du lieu. Nous devons 
avoir 

2 1 1 2 ( X / -t— m -}- v /i) 

ou bien, en revenant aux coordonnées x, y, z-, 

Ix -+- m y + »i + rf=o, 

et cette équation est celle du plan polaire de l'origine, 
comme on peut s'en assurer en faisant x' — o , y ' — o, z'— o 
dans l'équation développée (n°62). 

65. Si le plan polaire d'un point A passe par B, le plan 
polaire de B passera par A. 

En effet, l'équation du plan polaire étant symétrique par 
rapport à ( x , y, z) et (x', y', z'), nous obtiendrons le même 
résultat en portant les coordonnées du second point dans 
l'équation du plan polaire du premier, ou en faisant l'opéra-
tion inverse. 

L'intersection des plans polaires de A et B est une droite 
que nous appellerons la droite polaire de la droite AB par 
rapport à la surface considérée. 

11 est facile de voir que la droite polaire de la droite AB esl 
le lieu des pôles de tous les plans qu'on peut mener par la 
droite AB. 

66. Si dans l'équation primitive nous avons non seulement 



cl — o, mais aussi l — o, m — o, n = o, l'équation trouvée 
pour le plan tangent à l'origine (n°61) devient illusoire, 
puisque chacun de ses termes s'annule séparément, et il 
n'existe pas de plan auquel on puisse donner le nom de plan 
tangent à l'origine. En effet, le coefficient de p (n°60) s'an-
nule quelle que soit la direction du rayon vecteur, et par suite 
toute droite menée par l'origine rencontre la surface en deux 
points consécutifs. On dit alors que l'origine est un point 
double de la surface. 

Dans le cas actuel, l'équation représente un cône dont le 
sommet est à l'origine, et il en est de même pour toute équa-
tion homogène en x, y, z. En effet, si une équation de ce genre 
est satisfaite par les coordonnées x', y', z', elle sera aussi 
vérifiée par les coordonnées kx\ ky\ kz' (k étant une eon-
slante quelconque), c'est-à-dire par les coordonnées de tous 
les points de la droite qui joint (x' , y', z') à l'origine. Cette 
droite est donc située tout entière sur la surface, qui doit, 
par conséquent, se composer d'une série de droites menées 
par l'origine. 

L'équation du plan langent en un point quelconque du 
cône que nous considérons en ce moment peut se mettre sous 
l'une des deux formes 

« U ' . + j U ^ + Î U ^ O , x'U^y'Uz + z'U^o. 

La première (qui ne renferme pas de terme absolu) montre 
(jue le plan tangent en un point quelconque du cône passe par 
l'origine; la seconde fait voir que le plan tangent en un point 
quelconque (x',y',z') est tangent à la surface en chaque 
point de la droite qui joint (x',y\ z') au sommet; car l'équa-
tion continuera à représenter le même plan, si nous rempla-
çons ( x ' , y', z1) par (kx', ky', kz'). 

Si le point (x', y', z') n'est pas sur la surface, la dernière 
équation que nous venons d'examiner représente le plan 
polaire de ce point. On voit ainsi que le plan polaire d'un 
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point quelconque passe pai' le sommet du cône et que tous 
les points situés sur une même droite passant par ce sommet 
ont le même plan polaire. 

Pour trouver le plan polaire d'un point quelconque par 
rapport à un cône, il nous suffit de considérer une section 
passant parce point et de déterminer la polaire du point par 
rapport à celte section. Le plan polaire cherché s'ohtient 
alors en joignant cette polaire au sommet du cône. On a 
démontré en effet (n° 64) que le plan polaire doit contenir 
celte polaire, et on vient de faire voir qu'il doit passer par 
le sommet. 

67. Il nous est facile de trouver la condition pour que 
l'équation générale du second degré représente un cône, car 
s'il en est ainsi, il sera possible, au moyen d'une transfor-
mation de coordonnées, de rendre les nouveaux coefficienls 
/, m, n, d égaux à zéro. Les coordonnées du sommet de-
vront donc satisfaire (n° 59) aux conditions 

u', = o, u ; = o , u; = o, u ' = o . 

La dernière, combinée avec les trois précédentes, équi-
vaut à U'i — o. Ainsi, si nous éliminons x\ y\ z' entre les 
quatre équations 

ax' -t- hy' -1- ffz' + l — o , 

hx' + by' 4 - fs' - t- m — o , 

gx'+fy1 + cz' 4- n — o, 
lx' 4 -my ' 4 - nz' 4 - d — o , 

nous obtiendrons la condition demandée sous la forme du 
déterminant 

a h 8 l 
h b / m 
i r 

O f c n 
l m n d 
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ou bien, en développant, 

abed -H 2 a/mn 4- 2 bgnl -h 2 chl/n 4- 2 dfgh 
— bel2 — ca ni1 — abn2 — «f//2 — W ^ 2 — cc//t2 4- / 2 /3 

4- g-2«t24- /t2«2 — 2ghmn — 2 hjnl — 2 = o. 

Nous mettrons souvent cette équation sous la forme A = o, 
et nous dirons, comme dans les Sections coniques, que A 
est le discriminant de la quadrique donnée. 

Nous verrons, dans ce qui suit, qu'il est commode de se 
servir des abréviations A, B, C, D, 2F, 2G, aH, 2L, 2M, 
2N pour représenter les dérivées de A prises respectivement 
par rapport à a, b, c, . . . . Nous aurons ainsi 

A = bed 4- 2 f i n n — bu2 — cm2 — d/2, 
B = cda -\-2gnl —cl'2 —an"- —dg~, 
C - - clab -+- 2 him — am2 — bl2 — clh2, 
D — abc 4- 2fgh — a/2 — bg2 — ch2, 
F = amn 4- dgh —ad/ 4- ft2 —h ni —ghn, 
G - k l -+-dhf —bdg -f- g m2 — fini — hmn, 
II r= clin -t- d f g — cclh -+- hn2 — gmn - /ni, 
L --bgn 4-clan —bel 4 - I f 2 —hj'11 —g j'en, 
M — chl 4- afn —cam 4- ni g- — /gl —ghn, 
N = a fm bgl — abn 4- nli2 — glim — h/l. 

68. Revenons maintenant à l'équation du second degré 
du n° 60, où nous supposerons que d n'est pas nul, et cher-
chons la condition pour que l'origine divise le rayon vecteur 
en deux parties égales. Il est nécessaire el suffisant que le 
coefficient de p dans cette équation soit égal à zéro; car nous 
aurons alors pour p deux valeurs égales el de signes con-
traires. La condition cherchée est donc 

l\ 4 - m |I + « V = O . 

En la multipliant par p, nous voyons que le rayon vecteur 
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doit se trouver dans le plan 

Ix 4- m y nz — o. 

Donc (n° 6 i ) toute droite menée par l'origine dans 
un plan parallèle au plan polaire de ce point est divisée 
en deux parties égales par l'origine. 

09. Mais, si nous avons l = o, m = o, n — o, toute droite 
menée par l'origine sera divisée en deux parties égales par 
cc point. On dit alors que l'origine est le centre de la surface. 

En général, une quadric/ue n'a qu'un centre ; car, si par 
une transformation de coordonnées nous cherchons à rendre 
les nouveaux coefficients m, n égaux à zéro, nous obtenons 
les trois équations 

U', = o ou ax' -+- hy' -+- gz' 4 - / = o , 

U'2 = o o u hx' 4- by' 4- J'z' 4- m = o , 

U'3 = o ou gx' -t- J'y' cz' -t- n — o , 

qui sont suffisantes pour déterminer les trois inconnues 
x', y', z'. Les valeurs que l'on en déduit sont 

. M , N 
D ~ D ' " L) ' 

L, M, N, D ayant la même signification qu'au n°67. 
Si l'on a D = o, les coordonnées du centre deviennent 

infinies et la surface n'a pas de centre à distance finie. Si 
nous mettons l'équation générale sous la forme 

U 2 4 - U , 4 - U 0 = o , 

il sera évident que D est le discriminant de U2 ( ' ) . 

( ' ) Il se peut que les numérateurs de ces fractions s'annulent en même 
temps que le dénominateur; dans ce cas, les coordonnées du centre de-
viennent indéterminées el la surface a une infinité de centres. Ainsi, si les 
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70. Trouver le lieu des points milieux des cordes paral-
lèles à une droite donnée 

x y z 
X p. V 

Opérons une transformation de coordonnées, de manière à 
prendre pour origine un point du lieu cherché ; les nouveaux 
coefficients l, m, n doivent vérifier la condition (n°G8) 

/X -H m |x -+- n v — o ; 

donc (n° 59) l'équation du lieu est 

XL), -(- |AU 2 + V U s = O . 

Elle représente un plan qui passe par l'intersection des 
Lrois plans U, = o, U2 = o, U3 = o, c'est-à-dire par le centre 
de la surface. On l'appelle le plan diamétral conjugué de 
la direction des cordes données. 

Soit (x\ y , z') un point quelconque du rayon vecteur 
mené par l'origine parallèlement à la direction donnée; l'équa-
tion du plan diamétral conjugué de cette direction peut s'écrire 

Prenons maintenant l'équation du plan polaire du point 
(,kxÂV, kz') : 

kx' U , 4 - ky< U 2 4 - kz' U 3 - t- U 4 = o . 

trois plans U,, U,, U3 passent tous par la même droite, tout point de cette 
ligne sera un centre. Les condit ions pour qu'il en soit ainsi peuvent 
s'écrire 

a h s 1 
h b / m 

g / c n 

Cette notat ion indique qu'on doit égaler à zéro les quat re dé terminants 
qu'on obt ient en laissant successivement de côté chacune des colonnes du 
système précédent. Nous nous réservons de discuter ces cas d 'une manière 
plus complète dans le Chapitre suivant. 



Divisons par k, et puis faisons k infini. Nous voyons alors que 
le plan diamétral est le plan polaire du point qui est situé à 
l'infini sur une droite menée parallèlement à la direction don-
née. Nous aurions pu arriver au même résultat à l'aide de consi-
derations géométriques (Sectionsconiques, n° 324). De même, 
le centre est le pôle du plan à l'infini ; car, si nous prenons le 
ceiître pour origine, son plan polaire ( n° 04 ) est cl — o, et celte 
équation représente (n° 30) un plan situé àune distance infinie. 

Dans le cas où la surlace donnée est un cône, il est évi-
dent que le plan, qui divise en parties égales les cordes paral-
lèles à une droite menée par le sommet, est le même que le 
plan polaire d'un point quelconque situé sur cette droite. En 
effet, on a démontré que tous les points de la droite en ques-
tion ont le même plan polaire ; donc le plan polaire du point 
situé à l'infini sur cette droite est le même que celui d'un 
point quelconque de la droite. 

71. On obtient l'équation du plan qui divise en deux par-
ties égales les cordes parallèles à l'axe des x en faisant 

= o, v = o dans l'équation du n°70. On trouve ainsi que 
cette équation est 

Ui = o ou ax 4- / ( / -t- gz -t- l — o (1). 

Ce plan sera parallèle à l'axe des y, si h = o. Mais telle 
est aussi la condition pour que le plan conjugué à la direction 
de l'axe des y soit parallèle à l'axe des x. Donc, si le plan 
conjugué à une direction donnée est parallèle à une se-
conde droite donnée, le plan conjugué à la direction de 
cette dernière droite est parallèle à la première. 

( ' ) tl en résulte que le plan x = o divisera en parties égales les cordes 
parallèles à l'axe des x, si h = o, g = o, l = o; ou, en d'autres termes, si 
l'équation ne renferme pas de ternies de degré impair en x. 11 est d'ailleurs 
évident qu'il doit en être ainsi pour que nous ayons des valeurs de x égales 
et de signes contraires pour des valeurs déterminées, mais d'ailleurs quel-
conques, de y et de z. 



Si h — o, les axes des x et des y sont évidemment paral-
lèles à un couple de diamètres conjugués de la section faite 
dans la surface par le plan des xy. Et d'ailleurs il est évi^ 
dent que le plan conjugué à l'un des deux diamètres conju-
gués d'une section passe par l'autre; car le lieu des points 
milieux de toutes les cordes de la surface qui sont parallèles 
à une droite donnée doit renfermer le lieu des points mi-
lieux de toutes ces cordes qui sont situées dans un plan 
donné. 

On dit que trois plans diamétraux sont conjugués, si cha-
cun d'eux est conjugué à l'intersection des deux autres; et 
que trois diamètres sont conjugués, si chacun d'eux est con-
jugué au plan des deux autres. Ainsi, nous aurons un sys-
tème de trois diamètres conjugués en prenant deux dia-
mètres conjugués d'une section passanl par le centre et le 
diamètre conjugué au plan de cette section. Si dans l'équa-
tion générale nous avons f = o, g = o, h = o, il résulte 
du commencement de ce numéro que les plans coordonnés 
sont trois plans diamétraux conjugués. 

Si la surface est un cône, il est évident, d'après ce qu'on a 
dit (nos 66 et 70), qu'un système de trois diamètres conjugués 
rencontrera une section plane quelconque en des poinls tels 
que chacun d'eux sera le pôle, par rapport à la section, de la 
ligne droite qui joint les deux autres. 

72. Un plan diamétral est appelé plan principal, quand 
il est perpendiculaire aux cordes auxquelles il est conjugué. 

Supposons les axes rectangulaires, et soient \ w, v les cosi-
nus de direction d'une corde. Nous avons vu (n°70) que 
l'équation du plan diamétral correspondant est 

X(ax -+- hy -+- gz + /)-(- [x (hx+ by+Jz-\- m) 
-\-v(gx -\-fy + cz-+- n) — o. 

Ce plan sera perpendiculaire à la corde, si (n°43) les coef-



S U R F A C E S D U S E C O N D D E G R É . 7 9 

ficients de x,y~, z sont respectivement proportionnels à A, [x, v. 
Cette relation nous donne les trois équations suivantes : 

la -t- |Ah + v » = kl, 
1 h -+- |J. b -t- v / = k jjL, 

^o + V-f+ v c = 

Si nous éliminons JJ., V entre ces trois équations, qui sont 
linéaires par rapport à "k, [A, v, nous obtenons le déterminant 

a — k h g 
h b — k f 
g f c-k 

En le développant, nous trouvons, pour déterminer k, 
l'équation du troisième degré 

k3 — A'2 {a -h b -t- c) + k(bc -+- ca + ab — / • — g1 — /t2) 
— (abc -I- 2 f g h — a/2 — bg% — c/i2) = o. 

En substituant successivement dans les équations précé-
dentes les trois valeurs de k que donne cette dernière équa-
tion, nous pourrons déterminer les valeurs correspondantes 
de X, u, v. Donc, en général, une quadrique a trois plans 
diamétraux principaux. Les trois diamètres qui leur sont 
perpendiculaires s'appellent les axes de la surface. Nous 
discuterons cette équation d'une manière plus complète dans 
le Chapitre suivant. 

Exercice. 

Trouver les plans principaux de la surface 

7a;2-t- 6JK2-+- 5 s 2 — f^xy — 4 7 5 = G. 

L'équation du troisième degré en k est 

k3 — 18 A'2 -t- 99 k — 162 = o, 

dont les racines sont 3, 6, 9. Mais nos trois équations en X, p., v sont 

7X — 2 | X = A X, — 2 X -+- 6 [X = k [/., — 2[A-f- 5v = /cv. 



Si nous y faisons k = 3, nous t rouvons 2X = jj. = v. Mult ipl ions 
par p et remplaçons Xp, |xp, vp par x, y, z ; nous avons, pour les 
équat ions de l 'un des axes, 2 x = y — z. Le plan mené par l 'or igine 
(qui est le cen t r e ) pe rpendicu la i rement à cet te d ro i t e a pour équa -
tion x -t- iy -4- iz = o. On t rouvera i t de même que les équat ions des 
deux au t res plans p r inc ipaux sont 

ix — i y z = o, 2x-i-y~2z = o ('). 

73. Les sections d'une quadrique par des plans paral-
lèles sont des courbes semblables entre elles. 

Comme nous pouvons prendre un plan quelconque pour 
plan des xy, il nous suffit de considérer la section faite par 
ce plan et que l'on obtient en faisant 5 = 0 dans l'équation 
de la surface. Mais nous aurions la section que détermine un 
autre plan parallèle quelconque, en rapportant l'équation de 
la surlace à de 'nouveaux axes, parallèles aux premiers et 
passant par une nouvelle origine, et en faisant z = o dans 
l'équation transformée. 

Si nous conservons les plans des yz et des zx, et si nous 
déplaçons le plan des xy parallèlement à lui-même, nous 
obtiendrons la section qu'il détermine dans la surface en 
posant z — c dans l'équation; car il est bien évident qu'il 
revient au même de remplacer z par z + c, puis de faire 
z — o, ou de poser de suite z = c. 

Comme cette transformation n'altère pas les coefficients 
de x'2, xy et y2, les courbes obtenues sont semblables. 

( ' ) Soit U l'ensemble des termes du degré le plus élevé dans l'équation, 
et soit S la quantité 

(6c — f ' ) x ' + (ca — g')y*+(ab — h*)z* 
+ 2 (gk — a/)yz + 2 (hf— bg)zx + 2 ( f g — ch)xy. 

En prenant l'origine pour centre, l'équation des trois plans principaux est 
donnée par le déterminant 

x y s 
U, U, U, 
S, S, s, 



Il est facile de démontrer algébriquement que le lieu des 
centres de sections parallèles est le diamètre conjugué à leur 
plan, ce qui est d'ailleurs géométriquement évident. 

71. Si p' et p" sont les racines de l'équation du second 
degré trouvée au n° 60, leur produit p'p" est égal au quo-
tient de d par le coefficient de p2. Mais, si nous rapportons 
la surface à de nouveaux axes parallèles aux premiers et si 
nous considérons un rayon vecteur issu de l'origine et paral-
lèle au précédent, le coefficient de p2 n'aura pas changé et le 
produit des racines sera proportionnel au nouveau d. Si donc, 
par deux points donnés A et B, on mène des cordes paral-
lèles, rencontrant la surface aux points R, R' et S, S', les 
deux produits RA x A.R' et SB x BS' 'Seront entre eux dans 
le rapport constant de U' à U", U' et U" étant les résultats 
qu'on obtient en portant les coordonnées de A et B dans 
l'équation donnée. 

75. Nous terminerons ce Chapitre en montrant comment les 
résultats que nous avons trouvés, en considérant des droites 
passant par l'origine, auraient pu se déduire d'un procédé 
plus général, analogue à celui que nous avons employé 
(Sections coniques, n°91). Par raison de symétrie, nous 
ferons usage d'équations homogènes à quatre variables. 

Déterminer les points où une quculrique donnée est 
rencontrée par la droite qui joint deux points donnés 
(x',y,z', «/)et (x",y, z",w"). 

Prenons comme inconnue le rapport a suivant lequel la 
ligne droite en question est divisée par le point où elle ren-
contre la quadrique. 

Les coordonnées de ce point (n°8) sont proportionnelles à 

lx'+ [xx", 1/ + n/', lz' + | xz", \w' + p". 
S. — Ge'om. à trois dim. 1. 0 



Substituons ces valeurs dans l'équation de la surface; nous 
arrivons, pour déterminer A : u, à Y équation du second 
degré 

X*'U-t- aX|xP -+- |j.2U" = o. 

On voit aisément que les coefficients de X2 et JJ.2 sont les 
résultats que l'on obtient en remplaçant dans l'équation de 
la surface les coordonnées courantes par celles de chacun des 
points; on reconnaît de même (à l'aide du théorème de 
Taylor ou autrement) que le coefficient de /,[J. peut se mettre 
sous l'une des deux formes suivantes : 

x' u'i-t-y u;-!-n>' u; 
ou 

x" u', + r" u;+ z" u;+ w" u;. 

L'équation du second degré ci-dessus nous donnant deux 
valeurs pour le rapport \ \ p o r t o n s chacune d'elles dans les 

u x' -f- X x" 
expressions ! — : > •••; nous obtiendrons les coordon-1 X + |X ' 
nées des points où la quadrique est rencontrée par la droite 
donnée. 

76. Supposons que le point (x',y', z', w') soit sur la surface. 
Alors U' = o, et l'une des racines de l'équation ci-dessus est 
p. = o; elle correspond au point (x', y\ z', w' ), ainsi que cela 
doit être. Pour que l'autre racine soit aussi JA == o, il faut que 
nous ayons P = o. Si donc la droite qui joinl (x',yf, z', w') à 
(x",y, z", w") est tangente à la surface au premier point, 
les coordonnées du second point devront vérifier l'équation 

x U', -l- y U'2 -f- z U j -t- w U'4 = o ; 

et, comme le point z", w") peut être un point quel-
conque pris sur une tangente quelconque passant par 
(x',y', z', w'), il s'ensuit que toute tangente passant,par ce 
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point se trouve contenue dans le plan dont nous venons 
d'écrire l'équation. 

77. Supposons que le point (x\y', z', w') n'appartienne 
pas à la surface et que cependant la relation P = o soit satis-
faite. L'équation du n° 75 prend alors la forme 

À 2 U ' + -J.2 U " = o, 

qui nous donne pour le rapport X : [x deux valeurs égales 
et de signes contraires. La droite qui joint les points 
donnés est donc divisée intérieurement et extérieurement 
par la surface suivant le même rapport, ce qui revient à dire 
qu'elle est divisée harmoniquement. Il en résulte que le lieu 
des points de division harmonique, qui sont situés sur les 
rayons issus de (x ' ,y ' , s', «>'), est le plan polaire 

x \ ò \ - T - J U ' S -T- Z U ' J -+- ( P U ' 4 = O . 

78. D'une manière générale, si la droite qui joint deux 
points est tangente à la surface, l'équation du n° 75 doit avoir 
ses racines égales ; les coordonnées des deux points doivent 
donc être liées entre elles par la relation 

U ' U " = P 2 . 

Le point (x',y', z', w') étant fixe, cette relation devra être 
vérifiée si l'autre point se trouve sur l'une quelconque des 
tangentes menées par le premier point. Le cône engendré par 
toutes ces tangentes aura donc pour équation 

UU'= p\ 

P représentant la quantité 

. -RU ' , + J ' l ) ' s -t- + <t'U'4. 



Exercice. 
Trouver l'équation du cône tangent mené du point (x', y', z') 

à la surface 
y* z2 _ 

Réponse : 

( x'2 y'2 z'2 \ t x2 y2 z"- \ t xx vy' zz \2 

79. Trouver la condition pour que le plan 

ax -H -t- yz -h 8 (f = o 

soit tangent à la surface représentée par l'équation 
générale. 

Soient x,y, z, w les coordonnées du point de contact et />• 
un multiplicateur indéterminé. Nous avons (n°62) 

k a = ax 4 - h y 4 - gz 4 - Uv, k p = hx -+- by -t- f z mw, 
le; — gx + f y 4 - cz 4 - n\v, kS = Ix 4 - my 4 - nz 4 - dw. 

11 s'agit d'éliminer x, y, z, w entre ces équations auxquelles 
on devra adjoindre ax -+- fty 4- Yz 4- = o. Résolvons ces 
équations par rapport à x,y, z, nous trouvons 

àx — k( A a 4 - 11 P 4 - G y -t- L 8 ) , 

Ly = k ( H * 4 - B p 4 - F t 4 - M o ) , 

As = A-(Ga4-Fp + C y 4 - N 8 ) , 
4 » = /c ( L a 4 - M P 4 - N Y 4 - D o ) (>), 

A, B, G, . . . ayant la même signification qu'au n° 67. 
Si nous portons ces valeurs dans y.x 4- fiy 4- y z 4- Sw — o, 

nous trouverons que la condition cherchée est 
A a2 4 - B p2 4 - C y2 4 - D 82 4 - 2 F Py 4 - 2G7IX - h 2 II ap 

4 - 2 L a 8 4 - 2 M P 8 4 - 2NY3 = O, 

( ' ) Ces équations fournissent aussi la solution tlu problème : Trouver les 
coordonnées du pôle d'un plan donné. 
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Le résultat de l'élimination de /c, x, y, z, w entre les 
quatre équations écrites ci-dessus et l'équation 

a x -I- (3 y 4 - Y
 z
 4 - 8 ( v — o 

peut évidemment se meUre sous la forme du déterminant 
suivant : 

a P Y 8 
a a h rr 6 l 
P h b / m 

T S f c 11 
8 l m n d 

Chacune de ces relations est l'une d ,3 formes sous lesquelles 
on peut écrire la condition que doivent vérifier les coor-
données d'un plan pour que ce plan soit langent à la surface 
(voir n° 38); c'est donc l'équation langenlielle de la surface, 
ou l'équation de la surface considérée comme enveloppe.de 
plans. 

81). Former la condition pour qu'une droite 

ax -t- (3y 4-Y5 = 0 , 
a' x + (3'y 4- y' Z 4- 5'«' = o 

soit tangente à la surface. 
Si la droite est tangente à la surface, l'équation du plan 

tangent au point de contact sera de la forme 

( a 4- >.a') + X p ' ) 7 4 - ( Y + V ) s + + AS') w = o . 

Si dans les quatre équalions du numéro précédent nous 
remplaçons respectivement a par a 4- \v!, etc., et si entre ces 
équalions et celles de la droite nous éliminons les six quan-
tités k, /iX, x, y, z, w, nous obtenons le résultat sous la 
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forme du déterminant suivant, égalé à zéro : 

a P Y 
çt 0 

a ' P' Y 8' 

a a ' a h tr O / 

? h b / m 
7 I fr O / c n 
0 o' l m n d 

Cette relation est manifestement du second degré par 
rapport aux coefficients de la quadrique; c'est aussi une 
fonction du second degré des déterminants aj3' — j3a', . . . , 
c'est-à-dire des six coordonnées de la droite. 

Si dans l'équation trouvée au n° 79 nous remplaçons a par 
a + Xa', etc., et si nous formons ensuite la condition pour que 
l'équation en \ ait ses racines égales, nous aurons pour 
résultat le produit de l'équation que nous venons d'écrire par 
le discriminant de la surface ( A l g è b r e supérieure, n° 33, 
ex. 2). 

En effet, les deux plans tangents qu'on peut mener à une 
quadrique par une droite donnée coïncideront si celte droite 
est tangente à la quadrique ou si cette surface a un point 
double. 

80 a ('). Etant données les six coordonnées p, q, /•, 
s, t, u d'une droite, déterminer les coordonnées de sa droite 
polaire (n° 65). 

La droite polaire est l'intersection des plans polaires des 
deux points qui déterminent la droite donnée, considérée 
comme rayon (n° 57 a ) : 

U', x -t- U j y -+- U'3 s -t- U > = o, 
U > + L \ \y + U;* -1- U > = o. 

( ' ) On peut passer le reste de re Chapitre à une première lecture. 
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Si on la considère comme un axe (u°57 b), ses coordonnées sont 

h'—(tj'jUj), =(u'3u'i), p'^cu^u;), 
a' = ( u ; u ' ; ) , T'=(U;U;), . « / = c i t o . 

En développant la quantité 

( u ; u ; ) = 
h b f m 

g f c a 
y' 
y" 

comme dans le n° o7 e, et en effectuant la même opération 
pour les quantités similaires, une transformation de coor-
données de droite nous permettra de passer des coor-
données radiales d'une droite aux coordonnées axiales de sa 
polaire, puisque tous les coefficients sont les mineurs du 
second ordre d'un déterminant du quatrième ordre; dans le 
cas actuel, ce déterminant est symétrique : c'est le discriminant 
de la quadrique. 

11 est souvent commode d'avoir des notations abrégées 
pour représenter les mineurs du second ordre du discrimi-
nant mis sous la forme de déterminant (n° G7); à cet effet, 
nous adopterons une notation à double indice et nous 
écrirons les coordonnées axiales, ou les coordonnées radiales 
qui leur correspondent, sous la forme suivante : 

TJ— anp -H n,2<7 -t- aL3R 4- «l4.ç + Aist -1- «1G u ~ S ' , 

yj = Guß 4 - a.22q 4- a23r 4- nns 4 - a2S t 4 - a26 u — t', 
p' = a3lp 4- a32q 4 - a33r 4- a3k,i 4- ant 4- a3S u — u', 
c' — 4- rt.,2<7 4- ai3r 4 - « u - ? 4- a^t 4 - a 4 G « = p', 
T ' — « 3 1 / > 4 - a ä2<7 + «53'" 4 - a u s + a s s i + « s a « - - 7 ' , 

u' = aaip 4- a6 27 + a63r-\- ac4s 4- at it 4 - a ù 0 u — /•' ('). 

( ' ) Voici les valeurs des coefficients an, a,„ ..., dans l'ordre où ils figurent 
dans les équations précédentes : 

bc — f ' , f g — ch, lif — bg, lin — gm, bn — fm, fn — cm, 
f g — ch, ca — g', gh — a f , 
/'/ — bg, Sh — «/» ab 
hn — gm, gl — an, am — hl, 
bn — fm, f l — lin, hm — bl, 
fn — cm et — gn, gm — f l , 

"I — an, f l — Im, cl — gn, 
Ii'-, am — hl, hm — bl, gm — f l , 

acl — l', hd — ml, gd — nt, 
hd — ml, bel — m', fd — nm, 
gd — nl, fd — nm, cd — n'. 



Si maintenant nous ajoutons ces équations membre à 
membre, après les avoir respectivement multipliées p a r p , q, 
/•, s, t, u, la quantité qui figure dans le second membre sera 
nulle si la droile rencontre sa polaire (n° 57 c). Or cela 
n'aura lieu que si la droite donnée est tangente à l'une des 
sections planes qui la contiennent, c'est-à-dire si elle est 
tangente à la surface. Dans ce cas, chacune des deux droites 
est tangente à la surface en leur point commun. 

D'après cela, la condition pour qu'une droite soit tangente 
à la surface est 

AI\P~ -t- • • • H 

ou, pour abréger, 

aC6 u- 4- 2 ci^pq -t- . . . -t- 2 a5C tu : 

Cette relation peut aussi se déduire de la condition du 
n° 78 qu'on peut écrire 

u; u; u; u; 
u; u"2 u; u; 

y 
y" 

En la réduisant comme on vient de le faire plus haut, on 
trouve que la quantité qui figure dans le premier membre est 
égale à ^F. 

80 b. Si la droite nous était donnée comme intersection 
de deux plans, c'est-à-dire comme axe, le même problème 
pourrait être traité de la manière suivante. 

Soient 
a.x - t - P / -\-yz 4 - S tv — o, 
a! x 4 - y 4 - y'z 4 - 8 ' iv = o 

les équations des deux plans donnés. Formons les coor-
données de la droite qui joint leurs pôles (n° 79). En laissant 
de côté un facteur commun, nous aurons, par exemple, 

II B F M x p y l 
G F C N ' a' S' Y' < P -
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que nous pourrons écrire sous la forme 

p' — a u i r -+- a1 2x -+- ot13p -t- a u < j -+- a 1 5 t -+- a1 6u = < J ' , 

q a 2 1 i û -+- a2 Sx 4 - a 2 3p -t- a 2 4 a -+- a25T -+- a2 6u T', 

Dans ces égalités, a, t = BC — F 2 , . . . . Riais celte quantité 
( Algèbre supérieure, n"33) est égale à \(ad— ) = A«,,,. 
On trouverait de môme les valeurs des autres coefficients. 
Nous voyons de la sorte comment on peut résoudre les six 
équations du numéro précédent. Par exemple, pour obtenir p, 
nous ajouterons les six équations membre à membre, après 
les avoir respectivement multipliées par A/|5, « 3 i , A0/,, Î Ï u , 
rt2l, « 3 l . Nous trouvons ainsi 

«141*' + «24 T' -h «34 u' -+- «44 Tï' -t- «54*' + «04 p' = 
= «14/>' -H «24 <7' H- «3J> -H «44-«' + «54 t' -+- «ü4 Í/'. 

On voit, comme dans ce qui précède, que cette droite (consi-
dérée comme axe) rencontrera sa droite polaire quand toutes 
deux seront tangentes à la surface , et la condition pour qu'il 
en soil ainsi peut être mise sous l'une des formes suivantes : 

-H -r- «061)2 + 2 a l s i t x + . . . - + - 2 a S 6 tu = o, 

«11/?'2 -h «44 '̂2 -H -+- 2 v-izp'q' -+-. . . + = O, 
«44^'2 -H a n a'2 + -I- 2 a 1 2 a V -+- . . . -+- = o. 

80 c. Déterminer les points de contact des plans tangents 
menés à la quadriquepar la droite (p, q, r, s, t, u). 

O11 obtient les coordonnées du plan déterminé par irois 
points (x,y,z, w), (x,,y,,z{,w,), (x2,y.,, z2, w.,) en résol-
vant les équations 

ax -\-by -h cz -+- dw —o, 
axx -t- byx -t- czt -+- dw, — o, 
ax2 H- by2 -I- cz2 -+- dw^ — o . 



Soient 0 un facteur indéterminé et p, q, r, s, t, u les coor-
données de la droile 1-2. Nous pouvons alors écrire les 
coordonnées du plan sous la forme 

yu—st-\rW.p— 0 a, 
— xu . H- zs 4- wq — 0 b, 

xt —ys . -+- wr — Oc, 
xp +yq -H zr . — — 0cl. 

Nous pouvons regarder ces expressions comme les équations 
qui déterminent les coordonnées d'un plan quelconque pas-
sant par la droite 1-2 au moyen des coordonnées d'un point 
défini, non situé sur la droite par laquelle le plan doit passer. 

•Dans les équations que nous venons d'écrire, supposons que 
a\b\c\d soient les valeurs de U| : U2 : U3 : U., pour le point 
en question; cela reviendra à chercher le point dont le plan 
polaire passe par ce point lui-même et par la droite donnée; 
ou, en d'autres termes, le point de contact d'un plan tangent 
mené par la droite donnée. 

Eliminons x, y, z, w ; nous aurons pour déterminer 0 
l'équation du quatrième degré 

0« 
6 h -+- u 
0 g—t 
0/ -t- p 

0 h — u 

0 b 
0 / +.9 
0 m H- q 

0 g+t 
6 / - , 

Oc 
0 n -t- r 

0; —p 
0 m — q 
0/î — r 

0 d 

= 0, 

qui se réduit évidemment à une équation ordinaire du second 
degré. On trouve que cette équation est 92A + W = o. 

Calculons Q au moyen de cette équation, et nous obtien-
drons les coordonnées x, y, z, w du point de contact en 
résolvant le système formé par trois quelconques des quatre 
équations suivantes : 

Oax+ (0/î — u)y -+- (0g -t- t)z -h (0/ — p)w — 0, 
(0h -h u)x -h = o, 
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Les deux points de contact proviennent du double signe 

0 = ± V. 

Si nous résolvions l'équation du second degré du n° 7o, nous 
trouverions sous le radical la quantité —W sous la forme 
indiquée dans le n° 80 a . Nous pouvons tirer de là les conclu-
sions suivantes pour ce qui regarde la réalité des intersections 
d'une droite avec une quadrique et des plans tangents qu'on 
peut mener à la surface par cette droite. Ainsi nous aurons : 

Intersections. Contacts. 

P o u r A posit if , posit if Imag ina i r e s . I m a g i n a i r e s . 

P o u r A posit if , lF négat i f Réelles Rcels . 

P o u r A négat i f , lF posit if Imag ina i r e s . Réels . 

P o u r A négat i f , XF négat i f Réel les . Imag ina i r e s . 

Les points de contact coïncidant si W = o, nous retrou-
vons de nouveau ici la relation qui exprime cpte la droite est 
tangente à la surface. 

80 cl. Ainsi, qu'une droite soit considérée comme rayon ou 
comme axe, nous venons de trouver que, si elle est tangente 
à une surface du second degré, ses coordonnées satisfont à 
une relation du second degré. Nous avons déjà vu aussi 
(n°57 c) que les coordonnées d'une droite qui rencontre une 
droite donnée sont liées par une relation du premier degré. 
Mais nous n'avons, ni dans l 'un, ni dans l'autre de ces cas, la 
relation la plus générale qui puisse exister entre ces six 
coordonnées. En effet, nous avons vu que les coordonnées 
de la droite fixe, au lieu d'être parfaitement arbitraires, doivent 
vérifier l'équation universelle qui existe nécessairement entre 
les coordonnées de droite. De même, la relation du second degré 
que nous venons de trouver, au lieu de contenir le nombre com-
plet (vingt et un) de consentes indépendantes, renferme 

cm 1 2 3 4 5 6 Unesp
 ;: 8 9 10 11 12 13 



bien ce même nombre de coefficients, mais ils sont t )us 
fonctions des dix coeflicients de l'équation de la quadrique 
à laquelle la droite est tangente. 

Pliicker a donné le nom de complexe de droites au 
système tout entier des droites qui satisfont à une seule 
relation. Prenons le cas où le complexe de droites est assu-
jetti à vérifier une seule équation homogène du premier degré 
entre les six coordonnées radiales d'une droite ; si nous suppo-
sons que l'un des points qui déterminent un rayon soit fixe, 
nous obtenons évidemment l'équation d'un plan qui passe 
par ce point. 

Si nous remplaçons les coordonnées radiales par les coor-
données axiales et si nous supposons que l'un des plans qui 
définissent la droite soit fixe, nous trouvons l'équation d'un 
point situé dans ce plan. De même, si nous avons une relation 
du second degré en coordonnées radiales, nous obtenons, 
dans l'hypothèse d'un point fixe, un cône du second degré 
qui a le point en question pour sommet; en coordonnées 
axiales, l'hypothèse qu'un des plans passant par l'axe est fixe 
nous donne une seclion conique contenue dans ce plan. En 
particulier, si la relation dont il s'agit est celle qui exprime 
que la droite est tangente à une quadrique, le cône devient 
le cône circonscrit issu du point considéré et la conique est 
l'intersection de la surface par le plan particulier regardé 
comme fixe. 

80 e. Former la condition pour que la droite soit tout 
entière sur la surface. 

On sait que, dans le cas des courbes planes du second 
degré, chacun des coefficients de l'équation du n° 75 ne peut 
être égal à zéro sans qu'il existe une certaine relation entre 
les coefficients de la conique considérée. Dans les quadriques, 
au contraire, l'annulation de ces coefficients n'entraîne 
aucune relation de ce genre. En effet, si nous écrivons tout au 
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long les équations U ' = o, P = o , U " = o , c'est-à-dire 

\j\x' + u;/ + + u>' = o, 
\j\x" -+- y;/' + U'33" + u>"=0 , 
u>' 4- u;/ -t- u;=' 4- u>' = o, 
U[x" 4 - u \ y " 4 - U\z" 4 - u > " = o , 

nous voyons qu'elles impliquent seulement (comme dans le 
n° 57 b) que la droite qui unit les deux points est identique 
avec sa polaire. Or, comme l'équation du second degré 
en \ \ [x est actuellement indéterminée, la droite est située 
tout entière sur la surface. 

Pour ce qui regarde la condition du contact, nous avons 
indiqué (n" 80 a) que V = U'U" — P 2 . Dilférentions V 
successivement par rapport à chacun des coefficients de la 
quadrique; chacun des résultats sera de la forme 

O U ' 4 - C P U " 4 - x P -

Nous voyons alors que, si une droite est située tout entière 
sur la quadrique, ses coordonnées vérifieront chacune des dix 

clxF d\F relations — o, . . . , —j-, = o, et ces équations équivalent 

seulement à trois conditions indépendantes. 



C H A P I T R E Y. 
C L A S S I F I C A T I O N DES Q U A D R I Q U E S . 

81. Nous nous proposons, dans ce Chapitre, de réduire 
l'équation générale du second degré à la forme la plus simple 
dont elle soit susceptible et de faire la classification des sur-
faces qu'elle peut représenter. 

Supposons d'abord que la quantité que nous avons appelée 
D (n°67) ne soit pas égale à zéro. En rapportant la surface à 
un système d'axes parallèles aux premiers et passant par son 
centre, nous ferons disparaître les coefficients l, m, n, et 
l'équation deviendra 

ax-~\- h y- 2 f y z •+• 2 g sx h - 2 h xy d' = 0, 

d'étant le résultat de la substitution des coordonnées du 
centre dans l'équation de la surface. Ilappelons-nous que 

U' = x' U', + y' u; -f- z' U'3 + w' U'„ 

et que les coordonnées du centre annulent U',, U's, U'3. 11 
est facile de voir alors que 

,, / 1 , -+- M M -+- ;? .N -+- F / D A d^- „ = N , 

A, D, L, M, N ayant la même signification qu'au n° 67. 

82. Après avoir ainsi fait disparaître les coefficients de x , 
y , s par une translation des axes parallèlement à eux-mêmes, 



C L A S S I F I C A T I O N I) IÎ S Q U A I) IL I Q U F. S . G 5 

réduisons aussi à zéro les coefficients de xy, yz et zx, en 
changeant la direction des axes, tout en gardant la nouvelle 
origine, et ramenons l'équation à la forme 

a' x"1 4- L'y*- 4- c'z*- 4- cl' — o. 

11 est facile de voir, d'après le n° 17, que nous avons un 
nombre suffisant de constanles pour effectuer cette réduc-
tion; mais nous allons suivre ici la même méthode que celle 
que nous avons déjà adoptée (Sections coniques, n° 157). Nous 
démontrerons qu'il existe certaines fonctions des coefficients 
qui restent invariables, quand nous passons d'un système 
d'axes rectangulaires à un autre, et, au moyen des relations 
obtenues, nous trouverons les valeurs des nouveaux coeffi-
cients a , b, c. 

Supposons que nous fassions usage de la transformation 
la plus générale, qui est de la forme 

x = lx 4- py 4-vs, 

y = Vx 4- n ' y 4 - v ' i , 

z = \"x 4- |j!'y 4- V'z. 
et que 

ax*-4- by"-4- cz-4- 2fyz 4- 2 g z x 4- 2 hxy 

devienne 

a! x 4- b'y 4- c' z 4- 2 f yz 4- 2 g'zx 4- 2 h'xy ; 

pour abréger, nous écrirons cette relation LJ = U. Si les deux 
systèmes de coordonnées sont rectangulaires, nous devrons 
avoir 

—2 —2 —2 
x2 4- y2 -h z*=x -h y 4-z , 

que, pour abréger, nous écrirons S = S; k étant une con-
stante quelconque, nous aurons U 4- A S = U 4- A S, et, si le 
premier membre de cette relation peut se décomposer en 
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facteurs, il faudra qu'il en soit de même pour le second 
membre. Le discriminant de U + ÀS et celui de U + / i S 
s'annuleront donc pour les mêmes valeurs de k. Mais le pre-
mier discriminant est 

k3 — k*(a + b + c)+ k(bc-h ca -+- ab — f* —g2 — h-) 
— (abc + 2 fgh — af2 — bg2 — c/t2 ). 

Égalons les coefficients des différentes puissances de k 
aux coefficients des puissances correspondantes dans le 
second discriminant; nous verrons que, si l'équation de la 
surface est rapportée à deux systèmes d'axes rectangulaires 
différents, nous avons entre les coefficients les relations 
suivantes : 

b c —a' + b' + c', 
bc-\-ca-*r ab —/2 — g2 — A2 = b'c' + c'a' -t- a!U — f'2 — gn — h'2, 

abc 2 fgh — aj2 — bg2 — ch2 

= a' b' c' 4- 2 f g'h! — af'2 — b'g'2 — c'h'2 (1 ). 

83. Les trois équations que nous venons d'écrire nous per-
mettent de transformer l'équation de telle sorte que f , g , h 
s'annulent; car elles déterminent les coefficients de l'équa-
tion du troisième degré qui a pour racines les nouveaux coef-
ficients a , b, c. Cette équation est 

a'3 —(a -+• b -\-c)a'2 + (bc -+- ca ab — f2 — g2 — h1) a 
— (abc -I- 2 f g h — a/2— bg2 — ch2)= o (2) 

( ' ) Il n'est pas difficile de former l'équation correspondante dans le cas 
où les coordonnées sont obliques. Nous remplacerions alors S (voir 11° 19) 
p a r 

x'+ y'+ z'+ ?yz cos). -t- izx cosn + ixy cosv, 

et, en procédant exactement comme dans le texte, nous formerions une 
équation du troisième degré en k, dont les coefficients auraient entre eux 
des rapports qui ne sont pas altérés par la transformation. 

( ' ) Cette équation du troisième degré est la même que celle que l'on a 
trouvée au n° 72; le lecteur verra sans difficulté qu'il de\ai l en être ainsi. 



C L A S S I F I C A T I O N D E S Q U A D I U Q U E S . 9 7 

et peut aussi s'écrire 

(a'— a) (a'— b)(a'—c) 
— y2(a'— a) — g1 (a! — b) — ^{a!~ c)~'ifgli —o. 

Nous allons démontrer, d'après Cauchy, que toutes ses 
racines sont réelles. 

On trouvera dans Y Algèbre supérieure la démonstration 
d'un théorème plus général, qui comprend le cas actuel. 

Mettons l'équation sous la forme 

{a'—a)[(a'—b)(a'~ c)— /2] 
— g2(a'— b) — h2(a'— c) — 2 fgh — o. 

Soient a et (3 les valeurs de a! qui vérifient l'équation 

( « ' - & ) ( . « ' - c ) - / * = o. 

On reconnaît facilement que la plus grande a de ces racines 
est plus grande que b ou c, et que la plus petite [3 est moindre 
que b et c ( ' ) . Si maintenant, dans l'équation donnée, nous 
faisons a! = a, le premier membre se réduit à 

_ [ ( « _ b ) g* + 2 fgh + ( « - c ) /<2], 

et, comme la cpiantité entre crochets est un carré parfait en 
vertu de la relation (a — b) (a — c)= f-, le résultat de la 
substitution est essentiellement négatif. En faisant ensuite 
a!— (3, le premier membre de l'équation devient 

Cette quantité est aussi un carré parfait, et elle est posilive. 
Puisque les substitutions 

a'— 00 , a'-zz a, « ' = (3, a'— — GO 

( ' ) On peut s'en convaincre, soit en résolvant effectivement l'équation, 
soit en y faisant les substitutions a ' = 00 , a ' = è, a ' = c , a J = — a>. Les 
résultats ont respectivement les signes + , —, —, 4-, ce qui montre que 
l'une des racines est plus grande que b et que l'autre est moindre que c. 

S. — Géom. à trois dim. I. 7 



g S C H A P I T R E V . 

donnent des résultats alternativement positifs et négatifs, 
l'équation a ses trois racines réelles et ces racines sont com-
prises entre les limites que l'on vient d'indiquer. 

Les trois racines sont les coefficients de x2, y2, z2 dans 
l'équation transformée. Mais nous pouvons évidemment 
prendre arbitrairement celui qui correspondra à a;2 ou à y 2 , 
puisque nous pouvons appeler axe des x celui des trois axes 
qu'il nous plaira de choisir pour tel. 

84. On fail la classification des quadriques d'après les 
signes de l'équation du troisième degré dont nous venons de 
nous occuper. 

1. Supposons d'abord que les trois racines soient positives. 
L'équation pourra se mettre sous la forme 

La surface intercepte des segments réels sur chacun des 
trois axes. Soient a, b, c ces segments. On voit aisément 
que l'équation de la surface peut se mettre sous la forme 

r 
b2 

Comme nous sommes libres de choisir l'axe que nous vou-
lons pour axe des x, nous admettrons que nous ayons pris les 
axes de telle sorte que le segment a, intercepté sur l'axe des 
x , soit le plus grand et que le segment c sur l'axe des z soit le 
plus petit. 

L'équation rapportée à des coordonnées polaires est 

c o s 2 (3 c o s 2 Y 

a' b- + c2 ' 
cos^a 

-/2 

( ' ) On suppose dans ce qui suit que d'ou — (n° 81) est négatif. S'il était 
positif, nous n'aurions qu'à changer tous les signes de l'équation. S'il était 
égal à zéro, l'équation représenterait un cone (n°(37). 
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En nous rappelant que 

cos2 a -+- cos2 p -+- cos2 y = i, 

nous pourrons la mettre sous l'une des deux formes suivantes : 

cos2 « - ( ? - £ ) c o s 2 

Elles montrent d'une manière simple que a est la valeur 
maximum et c la valeur minimum du rayon vecteur p. La sur-
face estdonc limitéedans tous les sens ;onl'appelle ellipsoïde. 

Toutes ses sections planes sont nécessairement des ellipses. 
Ainsi la section faite par le plan z — k est 

x 2 y 2 /c2 

à* + I — c*' 

et il est bien évident que nous cesserons d'avoir une section 
réelle lorsque k sera plus grand que c. La surface est donc 
comprise tout entière entre les plans z = dz c. On arrive a 
des conclusions analogues pour les deux autres axes. 

Si deux des coefficients deviennent égaux (par exemple 
si a — b), toutes les sections faites par des plans parallèles 
au plan des xy sont des cercles et la surface est de révolu-
tion. Elle est engendrée par une ellipse qui tourne autour de 
son grand ou de son petit axe, suivant que ce sont les deux 
plus grands ou les deux plus petits coefficients qui sont 
égaux. Ces surfaces sont aussi appelées quelquefois sphé-
roïdes allongés ou aplatis. 

Si les trois coefficients sont égaux, la surface est une 
sphère. 

85. II. Supposons en second lieu que l'une des racines de 
l'équation soit négative. Nous pouvons alors mettre l'équa-
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lion sous la forme 
x2 y2

 Z2 _ 

Admettons que « soil plus grand que b. Il est évident que 
l'axe des z ne rencontre pas la surface en des points réels. 

Rapportons la surface à des coordonnées polaires; son 
équation est 

i cos2 a cos2 p cos2-y 
p2 a2 W- c2 

Il est clair que le rayon vecteur rencontre ou ne rencontre 
pas la surface, suivant que le second membre de l'équation 
est positif ou négatif. En exprimant que ce second membre est 
égal à zéro (ce qui correspond à p = oo ), nousoblenons un sys-
tème de rayons séparant les diamètres qui coupent la surface 
de ceux qui ne la rencontrent pas. Nous avons ainsi l'équa-
tion du cône asymptotique 

x"- y2 

a- b2 c-

Les sections faites dans la surface par des plans parallèles 
au plan des xy sont des ellipses. Celles qui sont parallèles à 
l'un des deux autres plans principaux sont des hyperboles. 
L'équation de la section déterminée par le plan z — k est 

x 2 y 2 /c2 

t- — — i -t a2 b2 c2 

On voit ainsi que cette section sera toujours réelle, quelle 
que soit la valeur de k; la surface est donc continue. On lui 
ilonne le nom (Yhyparboloïde à une nappe. 

Si a = b, la surface est de révolution autour de l'axe des z. 

86. III. Supposons maintenant que deux des racines soient 

V 
ï o 

BIBUOTÉCA 

C E N T R A L 

^ o 
/i/o c v y 
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négatives. L'équation peut se mettre sous la forme 

f ! _ f î ! — 
ô2 ~ è2

 ~~ c2 ~~ l' 

Les sections parallèles à deux des plans principaux sont 
des hyperboles; celles qui sont parallèles au plan d e s y z sont 
des ellipses 

11 est évident qu'elles ne seront pas réelles, tant que k sera 
compris entre les limites + a et — a, mais qu'un plan x = k 
rencontrera la surface suivant une section réelle, quand k 
sera en dehors de ces deux limites. La surface n'aura donc 
pas de portion comprise entre les plans x — ± a, mais se 
composera de deux parties distinctes, situées au delà de ces 
plans limites. On lui donne le nom d' hyperbololde à deux 
nappes. 

Elle est de révolution si b = c. 
La considération des surfaces de révolution pourra per-

mettre au lecteur de se faire une idée des caractères distinc-
tifs des deux hyperboloïdes. 

Si, par exemple, une hyperbole tourne autour de son axe 
transverse, la surface qu'elle engendre se composera évidem-
ment de deux portions séparées ; mais, si la révolution s'ef-
fectue autour de l'axe conjugué, elle donnera naissance à une 
surface continue et l'on se trouvera dans le cas de l'hyper-
boloïde à une nappe. 

IV. Si les trois racines de l'équation du troisième degré 
sont négatives, l'équation de la surface 

ne pourra évidemment être satisfaite par aucune valeur réelle 
des coordonnées. 
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V. Quand le terme absolu s'annule, nous avons le cône 
comme cas limite des surfaces que nous venons d'étudier. Les 
formes I et IV deviennent alors 

a:2 y2 i 2 _ 

Cette équation ne peut être vérifiée par aucune valeur réelle 
des coordonnées. Au contraire, les formes 11 et 111 nous 
donnent le cône 

x2 y2 a2 _ 
a2 b- c2 

Les formes que nous venons d'énumérer embrassent toutes 
les variétés des surfaces à centre. 

Exercices. 

1. 7a;2 -+- 6>'2 -+- 5z2 — 4yz —4xy — G. 

L'équation cubique discriminante est 

a'3 — 18a'2 -4- 99«' — 162 = o, 

et l 'équation transformée est 

x* -4- 2jr2 -l- 3 z2 = 2. 

C'est un ellipsoïde. 

2. 11 a:2 -H ioy2 + 6z2 — izxy — 8yz -4- \ZX — 12. 

L'équation discriminante est 

a 3 — 27a'2 -+- 180a' — 324 = 

et l'équation transformée 

x2-+- 2y2-h 6z2 = 4. 

C'est encore un ellipsoïde. 

3. 7X2 — i 3 y 2 -4- 6 i 2 + 24oy -4-12yz — 12zx = dz 84 

L'équation discriminante est 

à3 — 343 a — ?.o58 = o. 
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L'équation transformée 

x* -+- 2 y2 — 3 z'1 = ± 12 

représente un hyperboloïde à une ou à deux nappes, suivant le signe 
du second membre. 

4. 2 « 2 + 3/2-+- 4z2 -f-6xy-h 4yz-h8zx = 8. 

L'équation discriminante est 

a'3 — g a '2 — 3 a -+- 20 = o. 

La règle des signes de Descartes nous apprend que cette équation 
a deux racines positives et une négative; la surface est donc un 
hyperboloïde à une nappe. 

87. Occupons-nous enfin du cas où D = o. Nous avons 
vu (n° 69) que dans celte hypolhèse on ne peut plus, en 
général, faire disparaître les termes du premier degré de 
l'équation au moyen d'un changement d'origine; mais il est 
généralement indifférent de commencer, comme au n°69, pat-
une translation des axes coordonnés à une nouvelle origine, 
et de faire ainsi disparaître les coefficients de x, y et z, ou 
d'opérer comme nous l'avons fait dans ce Chapitre, c'est-à-
dire de rapporler l 'équation à de nouveaux axes issus de la 
même origine et de ramener ainsi les termes du degré le plus 
élevé à la forme a! x2 -f- b'y- -f- c'z2. Si D — o, la première 
transformation est impossible; nous devrons donc commencer 
par la seconde. Puisque le terme absolu de l'équation du n° 83 
est D, l'une des racines, c'est-à-dire l'une des trois quan-
tités a', b', c', doit être égale à zéro. Les termes du second 
degré peuvent donc se ramener à la forme a! x2± b'y2. 

Ce résultat est d'ailleurs évident si l'on considère que la 
relation D = o exprime la condition pour que les termes du 
degré le plus élevé puissent se décomposer en deux facteurs 
réels ou imaginaires; et, dans ce cas, ils doivent évidemment 
s'exprimer sous la forme de la somme ou de la différence de 
deux carrés. De cette manière, l'équation se trouve ramenée 
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à la forme 

a' x !+ b'yt-j- ^V x H- un' y + in' z -4- d — o. 

Si maintenant nous changeons d'origine, nous pourrons 
faire disparaître les coefficients de x et y, mais non pas celui 
de z, et l'équation deviendra 

a!xï± b'yï-'r in'z •+• d'~o. 

I. Supposons que l'on ait n = o. L'équation ne contient 
plus z ; elle représentera donc (n° 25) un cylindre elliptique ou 
hyperbolique, suivant que a' et h' auront le même signe ou 
des signes différents. Comme les termes du premier degré 
manquent dans l'équation, l'origine est un centre; mais il en 
est aussi de même pour tout autre point de l'axe des z, que 
l'on appelle Xaxe du cylindre. Le numérateur et le dénomi-
nateur des expressions des coordonnées du centre, en s'annu-
lant simultanément (voir la note de la page 62), montrent 
(n° 69) qu'il est possible que la surface ait une ligne de centres. 

Mais, s'il arrivait que non seulement n' fût nul, mais encore 
d1, la surface se réduirait à deux plans qui se coupent. 

II. Si n1 n'est pas nul, on peut faire disparaître le terme 
absolu au moyen d'un changement d'origine et ramener 
l'équation à la forme 

a'x*±b'y*--+-in'z = o. 

Supposons d'abord que le signe de b' soit positif. Dans ce cas, 
les sections par les plans parallèles à ceux des zx et des zy 
seront des paraboles, les sections planes parallèles au plan 
des xy seront des ellipses, et la surface sera appelée 1 eparci-
boloïde elliptique. Elle ne s'étend évidemment que dans 
une seule direction ; car la seclion faite par un plan z — k aura 
pour équation 
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et ne sera réelle que si le second membre est positif. Si donc 
n! est positif, la surface est située tout entière du côté négatif 
du plan des xy, si au contraire n! est négatif, elle se trouve 
du côté positif de ce plan. 

III. Si le signe de V est négatif, les sections faites par des 
plans parallèles au plan des xy sont des hyperboles et la 
surface est appelée paraboloïde hyperbolique. Elle s'étend 
à l'infini dans les deux directions. La section déterminée par 
le plan des xy est un couple de droites. Les sections paral-
lèles, qui sont faites au-dessus et au-dessous de ce plan, sont 
des hyperboles dont les axes transverses sont perpendicu-
laires les uns aux autres; leurs asymptotes sont parallèles au 
couple de droites dont on vient de parler, et la section déter-
minée par le plan des xy forme la transition entre les deux 
séries d'hyperboles. Comme forme, la surface ressemble à 
une selle ou à un col de montagne. 

IV. Si b' = o, c'est-à-dire si deux racines de l'équation 
discriminante sont nulles, l'équation de la surface prend la 
forme 

a!x2 -+- 2m'y -+- in'z -+- d — o. 

Mais, en changeant les axes d e s ^ et des z dans leur propre 
plan, et en prenant pour nouveaux plans coordonnés le plan 
m'y 4- n'z et le plan qui lui est perpendiculaire et qui passe 
par l'axe des x, l'équation se met sous la forme 

a! x2 -+- 2 m'y 4- d = o ; 

elle représente un cylindre (n° 25) ayant pour base une 
parabole. 

V. Enfin si nous avions en même temps m! = o, n ' ~ o, 
l'équation a!x2 4- d — o serait décomposable en facteurs et 
représenterait évidemment un couple de plans parallèles. 

88. Les opérations qu'il faut effectuer pour ramener l'équa-
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Lion d'un paraboloïde à la forme 

a'x2b'y2 + -zn'z-o 

peuvent s'abréger, si l'on remarque que le discriminant est 
un invariant, c'est-à-dire une fonction des coefficients que 
n'altère pas une transformation de coordonnées (Algèbre 
supérieure, p. 88). Le discriminant de a!x--f- b'y- + 2 n'z, 
qui est simplement — a' b'n'2, est donc égal au discriminant de 
l'équation donnée. Mais a! et b' sont connus; ce sont les deux 
racines de l'équation discriminante, qui ne s'annulent pas; 
n! est donc aussi connu. Le calcul du discriminant se sim-
plifie en remarquant que, dans ce cas, il est un carré parfait 
(Algèbre supérieure, n°36 de l'édition anglaise). 

Prenons, par exemple, l'équation 

5 z 2 - ^ - & z x -1- IX + L\y -t- 6z = 8. 

L'équation discriminante du troisième degré est alors 

X* — 5X2 — i4X = o; 

elle a pour racines o, 7 et — 2. Nous avons donc 

a'— 7, b'— — a. 

Dans ce cas, le discriminant e s l ( / + i m — 3 n) 2 \ en rem-
plaçant /, m et n par leurs valeurs l — 1, m = 2, n = 3, on 
réduit sa valeur à iG. Nous en tirons la relation 

l4«'2=:lG, 
d'où 

« • = 4f< 
V >4 

et l'équation réduite devient 

7 ^ — 2 J 2 = — • 
v l 4 
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Si nous ne nous étions pas servis du discriminant, nous 
aurions cherché, comme au n° 72, les plans principaux cor-
respondant aux racines o, 7, — 2 de l'équation discriminante, 
et nous aurions trouvé que les équations de ces plans sont 

x iy — 3s — o, 
4 X -H J + 2 J = 0 , 

X 2 Y — Z — O. 

Puisque les coordonnées nouvelles sont les perpendicu-
laires abaissées sur ces plans, nous devrons prendre 

[\x y H- 2 z = X \J21, 
x — 2 y— s = Y \/6, 
x -+- 2 y — 3s = Z \J 14. 

Ces relations nous permettent d'exprimer x, r , s en fonc-
tion des nouvelles coordonnées, de sorte que l'équation 
transformée devient 

7 ÎC2 — 2 j 2 -h — 2 v '6/ -=z = S. 
S/21 V 1 -I 

Rapportée à des axes parallèles passant par une nouvelle 
origine, cette équation se ramènerait à la même forme que 
ci-dessus. 

Si, dans l'exemple précédent, nous avions choisi les coeffi-
cients l, m, n de manière qu'ils vérifient la relation 

1 + 2 1)1 — 3 n - o, 

le discriminant se serait annulé; mais la réduction aurait pu 
s'effectuer d'une manière encore plus facile, parce que les 
termes en x, y, z auraient pu se mettre sous la forme 

(4a- + y + a s ) + X ( £ — 1) 
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Ainsi l'équation 

5x2 — y2-+- z2-+- 6 z x -+- 4 x y -{- ix + iy -4- 2 - s = 8 

peut se ramener à 

( 4 ^ - h j h - 2 3 ) 2 — (x — iy — zy 

-h 2(/[X -t-y -{- 2z) — 2(x — 2y — -s)= 24. 

En la transformant comme ci-dessus, elle devient 

21X2 6/2-+- 2X\]2i — 2y\]&—2[\, 

et le reste de la réduction ne présente plus de difficulté. 



CHAPITRE YI. 
PROPRIÉTÉS DES QUADRIQUES DÉDUITES DES FORMES 

PARTICULIÈRES DE LEURS ÉQUATIONS. 

SURFACES A CENTRE. 

89. Nous allons maintenant indiquer pour les quadriques 
à centre quelques-unes des propriétés que l'on déduit de 
l'équation 

x2 r 2 

T + TJ a2 b2 
z' 

• —Ï = I • 

En supposant que les signes de b- et c2 restent indéter-
minés, ces propriétés appartiendront aussi bien aux hyper-
boloïdes qu'à l'ellipsoïde. 

L'équation du plan polaire du point y', z') (ou l'équa-
tion du plan tangent, si ce point se trouve sur la surface) est 
(n° 63) 

xx' y y1 zz' 

La longueur de la perpendiculaire p abaissée de l'origine 
sur le plan tangent est donc fournie (n° 33) par l 'équation 

y* z^ 
b* + c4 ' 

Les angles que cette perpendiculaire fait avec les axes sont 
déterminés par les relations 

cosa px pz' 
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Ces résultats deviennent évidents si l'on multiplie l'équation 
du plan tangent par p et si on la compare à la forme 

x cosa -+- y cos (3 -t- z cosy = p. 

Des équations qui précèdent, nous pouvons aussi déduire 
immédiatement une expression de la longueur de la perpen-
diculaire, exprimée en fonction des angles qu'elle fait avec 
les axes; cette longueur est donnée par la formule 

p2 = a 2 cos 2 a -t- 6 2 cos 2 (3 -H C2COS2Y-

9 0 . Trouver la condition pour que le plan 

ax -+- $y -h y s + S =z o 

soit tangent à la surface. 
En comparant cette équation à la relation 

xx' yy' zz' 
a2 b1 t'2 

nous en déduisons immédiatement 

a?' av. y' _ b$ z' cy 
a o ' b S ' c o 

La condition cherchée est donc 

a a ! + Î / 2 P 2 + c 2 7 2 = S2 . 

De même, on trouve que la condition pour que le plan 

ax -+- fiy -+- yz — o 

soit tangent au cône 
x2 r2 z-
T + T Ï ï — 0 

a2 b2 c2 

est 
a-a2-t- 62p2— c*y*=o. 



On aurait pu obtenir ces résultats comme cas particuliers 
du n° 79. 

91. La normale à la surface est la perpendiculaire élevée au 
plan tangent en son point de contact. Ses équations sont 

fjl 1/2 «2 

Soit R la commune valeur de ces rapports; nous avons 
, R.«' , R / , R 

x x
 — 

Ajoutons ces équations membre à membre, après les avoir 
élevées au carré; nous trouvons que la longueur comprise 
entre un point quelconque (x,y, z) de la normale et son 

pied (x' ,y', z1) est égale à rh ~ Mais, si nous choisissons pour 

(x,y, z) le point où la normale rencontre le plan des xy, 
nous aurons z — o, et la dernière des trois équations précé-
dentes nous donnera R = — c-. Donc la longueur du segment 
intercepté sur la normale entre le point de contact (x', y', z') 

c2 

du plan tangent et le plan des xy est — • 

92. La somme des carrés des inverses de trois diamètres 
rectangulaires quelconques est constante. On le vérifie immé-
diatement en additionnant membre à membre les trois équa-
tions 

I cos2 a cos2 3 cos2 y 
P 2 ~ a2 1 

b2 ' c2 

I cos2 a' cos2 3' cos2 Y' 
p " 2 ~ a2 1 b'1 c2 

I C O S 2 a " cos2 3" cos2 Y" 
p n a2 r 62 1 C-
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Gomme 
cos2 a -+- cos2 a' -+- cos2 a" = i, 

nous avons définitivement 

i i i i i i 
^ + ^ + p 2 = â2 + è2 + i 2 ' 

93. On trouve d'une manière analogue que la somme des 
carrés des perpendiculaires abaissées de l'origine sur trois 
plans tangents mutuellement perpendiculaires les uns aux 
autres est constante. Il suffit d'addilionner les équations 

jo2 = a2 cos2 a -+- 62cos2|3 -F- C 2 C O S 2 Y , 

p'* — a2cos2a' + b2cos2(3' •+• c2cos2-/, 
p"2 = «2 cos2 a" + 62 cos2 p" + c2 cos2 y". 

Il en résulte que le lieu du point d'intersection de trois 
plans tangents qui forment un trièdre trirectangle est une 
sphère; car le carré de la distance du point en question au 
centre de la surface est égal à la somme des carrés des trois 
perpendiculaires abaissées de ce point sur les plans tangents, 
et par conséquent il est égal à 

a2 H- 62-t-c2 . 

DIAMÈTRES CONJUGUÉS. 

94. L équation du plan diamétral conjugué au diamètre 
qui passe par le point y', z') de la surface est (n° 72) 

xx' yy' zz' —j- + ~ + — = o. a- bJ c-

11 est donc parallèle au plan tangent en ce point. Comme 
un diamètre quelconque, situé dans le plan diamétral, est 
conjugué à celui qui passe par le point (x'f y', z'), il est 



évident que, si deux diamètres sont conjugués l 'un à l 'autre, 
leurs cosinus de direction sont liés par la relation 

cosacosa' cosficosS' C O S Y C O S Y ' 

5 1 T ï — + 4 i - = o. 
ci' b- c-

L'équation de condition qu'on vient d'écrire ne change 
pas, si l'on remplace a 2 , b2, c- par kci-, kb2, kc- ; il s'en-
suit que deux droites qui sont diamètres conjugués pour 
une surface 

conservent la même relation pour toute surface semblable à 
la précédente : -

Si nous faisons k = o, nous voyons en particulier qu'une 
surface et son cône asymptotique onl leurs systèmes de 
diamètres conjugués communs. 

Par analogie avec les méthodes que nous avons employées 
dans le cas des coniques, nous pouvons représenter les 
coordonnées d'un point quelconque de l'ellipsoïde par acosX, 
6 C O S ( J I . , c cosv; A , [J., v étant les angles de direction d'une 
certaine ligne droite, c'est-à-dire satisfaisant à la relation 

cos2 )> •+• cos2 ]A -H cos2 v = I. 

Dans ce système, les deux droites qui correspondent à deux 
diamètres conjugués sont perpendiculaires entre elles; car, 
en posant 

p cosa = a cosX, p cosa '= a cosX', . . . , 

la relation écrite ci-dessus devient 
C O S X C O S X ' - T - COS [A C 0 S [ A ' 4 - COSV C O S ' / = : O . 

S. — Géom. à trois dim. I. 
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95. La somme des carrés de trois demi-diamètres con-
jugués est constante. 

En effet, le carré de la longueur d'un demi-diamètre quel-
conque, x'- + y'3 + s'2 , exprimé en fonction des angles 
),, [j-, v, est 

a 2 cos2 A 4 - 62cos2 | J i + c 2 c o s 2 v . 

En ajoutant cette relation aux deux autres, 

a"- cos2) . ' 4 - 6 2 COS2JA' 4 - c2 cos 2v' , 

a 2 cos 2 1" 4 - b2 cos21x." 4 - C2 cos2 v", 

o n t r o u v e q u e l e u r s o m m e e s t é g a l e à a 2 4 - b2-\- c'1, p u i s q u e 

A, [a, v s o n t l e s a n g l e s d e d i r e c t i o n d e t r o i s d r o i t e s p e r p e n -

d i c u l a i r e s l e s u n e s s u r l e s a u t r e s . 

97. Le parallélépipède dont les arêtes adjacentes sont 
trois demi-diamètres conjugués a un volume constant. 

En effet, soient ( x ' , y ' , z1), (x", y", z"), . . . les coordonnées 
des extrémités des diamètres; le volume en question a pour 
expression (n° 32) 

x' y 
x" y z" 
x'" y M 

cos). C O S [X C O S V 

cosV COS|J. ' cosv' 
cos X" C O S [JL" cosv" 

mais la valeur de ce dernier déterminant est l'unité (voir la 
note de la page 28). Donc le volume du parallélépipède est 
abc. Si les axes d'une section centrale sont a ' , b', et si p est 
la longueur de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur le 
plan tangent parallèle à la section, on a a!b'p = abc. Soient, 
en effet, c' le demi-diamètre qui va au point de contact et 6 



l'anglequ'il fait avec p. Le voliime du parallélépipède construit 
sur les trois demi-diamètres conjugués a!, b', c' est a!b'c'cosO; 
mais c'cosQ = p. 

97. Les théorèmes qu'on vient d'indiquer peuvent aussi se 
déduire très facilement des théorèmes correspondants pour 
les coniques. En elfet, considérons trois diamètres conjugués 
a', b', c'; supposons que le plan a1 b1 rencontre le plan des xy 
suivant un diamètre A, et soit C le diamètre conjugué de A 
dans la section a! b'. Nous avons alors A2 + C2 = a'2 + b'2, 
et par suite a'2 + b'2-\- c'2= A 2 + C2-H c'2. A étant dans le 
plan des xy, soit B le diamètre conjugué à A dans la section 
déterminée par ce plan. Le plan conjugué à A sera le plan 
qui contient B et l'axe c ; par conséquent, C et c' sont des dia-
mètres conjugués dans la même section que B et C. Nous 
avons donc A2 + C2 + c'2 = A2 + B2 -+- c2 , et enfin, comme 

le théorème se trouve démontré. Le théorème sur les paral-
lélépipèdes s'établirait à l'aide d'un raisonnement entièrement 
analogue. 

Nous arriverions encore à ces théorèmes en cherchant 
(d'après la méthode indiquée dans la note de la page 76) 
(pelles sont les relations qui existent entre les coefficients, 

• OC*^ ŷ  ^̂  quand la quantité + 772 + ^ > rapportée à des coordon-
CL 0 Z 

nées obliques, est transformée de manière à devenir 

x2 Y2 s2 

——l 
a2 b2 c2 

en coordonnées rectangulaires. On trouve que ce sont les 
suivantes : 

a« + b2 H- c2 = a'2 -Kô'2 -1- c'2, 
b2 c2 H- c2 a2 -H a2 b2 = b'2 c'2 sin2 X + c'2 a'2 sin2 jx -+- a'2 b'2 sin2 v, 

a- b2c2 — a'26'2c'2(i — cos2X — cos2[x — cos2v -4- 2 cosX cos [xcosv). 
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La première et la dernière de ces équations expriment 
les propriétés déjà obtenues. Quant à la seconde, elle fait 
connaître que la somme des carrés des surfaces des parallélo-
grammes formés par trois diamètres conjugués pris deux à 
deux est constante, ou que la somme des carrés des inverses 
des perpendiculaires abaissées de l'origine sur les plans tan-
gents aux extrémités de trois diamètres conjugués est con-
stante. 

9 8 . La somme des carrés des projections de trois dia-
mètres conjugués sur une ligne droite quelconque est 
constante. 

Soient a, p, y les angles que la droite fait avec les axes. La 
projection sur cette droite du diamètre qui se termine au 
point (x\ y', z' ) est 

x' cos a -(- y cos J3 -+- z' cos y 

ou bien, d'après le nu94, 

a cos XcosA -H 6 cos |JI. cos [3 -+- ccosv cos Y-

Pour les deux autres diamètres conjugués, on a de même 

a cos X'cosa -t- b cos [j.'cos (3 -+- c cos v' cosy, 
a cos 1" cos a -+- b cos [/." cos p -t- ccosv" cos y. 

Ajoutons ces quantités, après les avoir élevées au carré, 
nous trouvons pour leur somme 

a2 cos2 a -+- b- cos2 p -t- c2 cos2 y, 

c'esl-à-dirc une quantité constante. 

9 9 . La somme des carrés des projections de trois dia-
mètres conjugués sur un plan quelconque est constante. 

Soient cl, cl, cV les trois diamètres, 9, 9', 9" les angles qu'ils 
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font respectivement avec la normale au plan. La somme des 
carrés de leurs projections sur le plan est 

d2 sin2 0 d'2 sin2 6' -t- d"2 sin2 6" ; 

mais cette quantité est constante, puisque 

d2 cos2 0 •+- d'2 cos2 6' -+- d"2 cos2 6" 

est constant, d'après le numéro précédent, et que d--\- d'--\- d'-
l'est aussi, d'après le n°9o. 

1 0 0 . Trouver le lieu du point d'intersection des plans 
tangents menés aux extrémités de trois diamètres con-
jugués. 

Les équations des trois plans tangents sont 

i. 

Elevons ces équations au carré et ajoutons-les; nous trou-
vons l'expression 

pour équation du lieu. 

1 0 1 . Déterminer les longueurs des axes d'une section 
faite par un plan passant par le centre. 

11 nous est facile de former l'équation qui a pour racines 
les inverses des carrés de ces axes, puisque nous connais-
sons leur somme et leur produit. Soient a, (3, y les angles 
que la normale au plan donné fait avec les axes, Il la lon-

— c*osX 4-'?-cosu. 4- -cosv — a o c 

— cos X' 4 - V cos U.' 4 - - cos v' a o c 
X Y Z — cos X" 4- -- cos u." H— cos v" t a b c 



gueur que la surface intercepte sur cette droite. Nous avons 
alors (n° 92) 

i l i l i i 
ô72 + V* + R» ~ ^ + 6« + 

d'où 

I I / I I I cos2a cos2fi cos2-y 

a'1 + V1 ~~ l a2 " '~ b°- + c2 a2 fc2 c 2 " 

Mais, d'après le n° 90, 

i p"- _ c o s 2 A cos2[3 C O S ' Y 

a"1!}"1 ~ a2b2c2 ~ 6 2
c r + c2 «2" + "ô 2 ^ ' 

l'équation cherchée est donc 

I I /sin2a sin2
 P sin2-A cos2a cos2(3 C O S 2 Y 

J.Ï — ^ a2 + I + CS J + 62C2 + " ^ f — 

On peut aussi l'écrire sous la forme 

a2cos2a è2cos2B C 2 C O S 2 Y _)_ r _i 1 = o . 
a2 — r2 62 _ r2 "f" C2 _ ,.2 

On l'obtient encore d'une autre manière, au moyen des 
principes que nous exposons dans le numéro suivant. 

102. Par un rayon OR d'une quadrique à centre, on 
peut, en général, mener un plan qui détermine une section 
dont OR soit un axe. 

Avec OR pour rayon, décrivons une sphère, et supposons 
que nous ayons construit un cône dont le sommet soit le 
centre de la sphère et qui passe par la courbe d'intersec-
tion de la surface et de la sphère. Menons à ce cône un plan 
tangent suivant le rayon OR; la droite OR sera alors un axe 
de la section déterminée par le plan tangent; car, dans cette 
courbe, OR est égal au rayon vecteur immédiatement con-
sécutif (puisque tous deux sont les rayons d'une même 
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sphère); il est donc maximum ou minimum, et la tangente 
en II à la section est perpendiculaire à OR, puisqu'elle se 
trouve dans le plan tangent à la sphère en ce point. OR est 
donc un axe de la section. 

On forme immédiatement l'équation du cône en retran-
chant l'une de l'autre les équations 

x2 y2 
— , + 7 3 4 - - r = 
a2 b1 c-

ce qui donne 

—, l = o . 

Pour qu'un plan x cosa + y cos [5 + z cosy = o détermine 
une section ayant un axe de longueur égale à r , il faut qu'il 
soit tangent à ce cône, et la condition pour qu'il en soit 
ainsi est (n° 90) 

«2cos2a 62cos2B c2 cos2 Y 
! 1 1 L c\ a2 — r2 b- • c3 — r1 

C'est l'équation trouvée dans l'article précédent. 
On peut de la même manière déterminer les axes d'une 

section quelconque d'une quadrique donnée par une équa-
tion de la forme 

ax2 -+- by2 4- es* 4- 2 f y z 4- igzx 4- 2 hxy = 1. 

Le cône qui passe par l'intersection de cette surface avec 
la sphère 

X ( ^ 2 4 - J 2 4 - 5 2 ) = I 

a pour équation 

(a — X)x2-\-(b — \)y2-\-(c — \)z2-+-ifyz 4- igzx-\-i hxy=o, 

On voit, comme ci-dessus, que, si ~h est l'inverse du carré 
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d'un axe de la section laite par le plan 

x cosa -H J ' c o s p 4 - 3 cos-f = o, 

ce plan doit être tangent au cône dont on vient d'écrire 
l'équation. Cette condition de tangence peut se mettre sous 
la forme (n° 79) 

a — ) , h S cosa 

h b — \ f cos(3 

8 f c — l cosy 
cosa cosjî cosy 

ou bien, en la développant, 

— l[(b 4- c) cos2a 4 - (c 4- a) cos2(3 4- (a 4- b) cos2y 
— 2 / c o s j 3 cos-f — 2 g cosy cosa 2 h cosa COSp] 
4 - (bc — / 2 ) cos2a 4 - ( c a — g2) cos2p 4 - ( a b — h2) C O S 2 Y 

H- i{gh — a f ) cos[3 cosy 4 - 2 ( /< / — bg) cosy cosa 
4 - 2 {/g — ch) cosa cos|3 = o. 

SECTIONS CIRCULAIRES. 

103. Nous allons à présent chercher s'il est possible de 
mener un plan de manière qu'il coupe un ellipsoïde donné 
suivant un cercle. On a déjà démontré (n° 73) que toutes les 
sections parallèles d'une quadrique sont des courbes sem-
blables; il suffira donc de considérer ici les sections détermi-
nées par des plans qui passent par le centre. Imaginons 
qu'une certaine section centrale soit un cercle de rayon r , 
et concevons qu'on ait décrit une sphère concentrique de 
même rayon. Nous venons de voir que 

représente un cône qui a le centre pour sommet et qui passe 



par l'intersection de la quadrique et de la sphère. Mais, si les 
deux surfaces ont une section plane commune, cette équa-
tion doit nécessairement représenter deux plans; or cela ne 
pourra avoir lieu que si l'un des coefficients de x2,y2 ou s 2 

s'annule. La section plane doit donc passer par l'un ou l'autre 
des trois axes. Supposons, par exemple, que nous prenions 
/• = b; le coefficient de y s'annulera, et il restera 

Celte équation représente deux plans de section circulaire 
passant par l'axe des y. 

On construit facilement ces plans en menant dans la sec-
lion déterminée par le plan des xz un demi-diamètre égal à b. 
Le plan qui contient l'axe des y et l 'un des diamètres ainsi 
tracés est un plan de section circulaire. 

On peut de la même manière mener deux plans par chacun 
des autres axes; mais, dans le cas de l'ellipsoïde, ces plans 
seront imaginaires, car nous ne pouvons évidemment pas tracer 
dans le plan des xy de demi-diamètre égal à c, puisque le 
plus petit demi-diamètre de la section faite par ce plan est 
égal à b. De même, dans la section que détermine le plan 
des yz, il n'y aura pas de demi-diamètre égal à a, puisque 
le plus grand est b. 

Dans le cas de l'hyperboloïde à une nappe, c- est négatif 
et les sections circulaires passant par a sont les seules qui 
soient réelles. Pour l'hyperboloïde à deux nappes, où b'2 et c2 

sont tous deux négatifs, si nous prenons r 2 = •— c2 (b2 étant 
plus petit que c2), nous avons les deux sections réelles 

Ces plans réels, menés par le centre, ne rencontrent pas la 
surface ; mais des plans parallèles la coupent suivant des 
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cercles. On remarquera que nous n'avons dans tous les cas 
que deux plans centraux qui fournissent des sections circu-
laires réelles ; les séries de plans qui leur sont parallèles 
donnent deux systèmes différents de sections circulaires. 

104. Deux surfaces quelconques, dans les équations des-
quelles les coefficients de x-,y-, z- ne diffèrent que par une 
constante, ont les mêmes plans de section circulaire. C'est ce 
qui a lieu pour les deux surfaces 

( A + H ) ^ + (B + H ) / + (C + H ) ; ! = I. 

On le vérifie aisément à l'aide des formules du numéro pré-
cédent. 

Ce même résultat ressort encore clairement, quand on met 
les deux équations sous la forme 

= A cos'a -+- B cos23 -+- C cos2v, 
P'-
4r = A cos2a + B cos2 S -T- C COS2Y + H. 
p2 

On voit ainsi que la différence des inverses des carrés des 
rayons vecteurs correspondants est constante. Si donc le 
rayon vecteur est constant dans une section de l'une des sur-
faces, il en sera de même pour le rayon vecteur de l'autre 
surface. Les mêmes considérations montrent qu'un plan quel-
conque coupe les deux surfaces suivant des sections ayant les 
mêmes axes, puisque la valeur maximum ou minimum du 
rayon vecteur correspondra dans chaque cas aux mêmes 
valeurs de a, p, y. 

Les sections circulaires d'un cône sont les mêmes que 
celles de l'hyperboloïde auquel il est asymptotique. 

10a. Deux sections circulaires de systèmes différents 
appartiennent à une même sphère. 
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Chacun des deux plans de section est parallèle à l'un des 
plans donnés par l'équation 

mais, comme les équations qui représentent deux systèmes de 
plans parallèles ont les mêmes termes du second degré, l'équa-
tion des deux plans considérés doit être de la forme 

?<,=:o étant l'équation d'un certain plan. En retranchant 
la relation précédente de l'équation de la surface, qui doit 
être vérifiée par tous les points des sections, nous obtenons 
l'équation 

4 . 

qui représente une sphère. 

106. Nous avons vu que toutes les sections parallèles sont 
semblables. Si donc nous menons une série de plans paral-
lèles aux sections circulaires, le plan sécant extrême sera le 
plan tangent parallèle aux précédents et il rencontrera la sur-
face suivant un cercle infiniment petit. Son point de contact est 
appelé ombilic. Dans la suite, nous ferons connaître quelques-
unes des propriétés de ces points. Il est facile de trouver les 
coordonnées des ombilics réels. Il n'y a qu'à mener un demi-
diamètre égal à b dans la section qui a pour axes a et c et 
à calculer les coordonnées des extrémités de son conjugué. 
En appliquant à ce cas la formule b'2 — a2 — e2 x2 donnée pour 
les coniques, on trouve 

r,i c
2 
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d'où 
X* _ cfi—b1 

a2 ~ a2 — c2 

On a de même 

f ! — È! I l f ! 
c2 a2 — c2 

Dans le cas de l'ellipsoïde, il y a donc quatre ombilics 
réels dans le plan des zx et quatre ombilics imaginaires dans 
chacun des autres plans principaux. 

107. Nous avons vu que, si la section centrale d'une qua-
drique est une ellipse, toutes les sections parallèles sonl des 
ellipses semblables, et que la section déterminée par un plan 
Langent parallèle est aussi une ellipse semblable, infiniment 
petite. De même, si la section centrale est une hyperbole, 
la section faite par un plan parallèle quelconque est une 
hyperbole semblable, et celle que détermine le plan langent 
parallèle se réduit à un couple de droites parallèles aux 
asymptotes de l'hyperbole centrale. Soit 

l'équation de la surface rapportée à un système de diamètres 
conjugués, et considérons la section déterminée par un plan 
quelconque parallèle à celui des zx (y = [3); son équation est 

GÉNÉRATRICES RECTILIGNES 

c' 
il 

II est clair que la valeur (3 = b' réduit cette section à un 
couple de lignes droiles. Ces lignes ne peuvent se trouver que 
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sur un hyperboloïde à une nappe ( ' ) ; car, si nous avions 
l'équation 

x2 v2 z'2 

F 2 1 - 1 + 

le second membre ne pourrait s'annuler pour aucune valeur 
de z. 

Il est d'ailleurs géométriquement évident qu'il ne peut y 
avoir de ligne droite ni sur un ellipsoïde, qui est une sur-
face fermée, ni sur un hyperboloïde à deux nappes; car nous 
avons vu qu'il y a une certaine région de l'espace, limitée 
par des systèmes de plans parallèles, où il n'existe pas de 
points de la surface, tandis qu'une droite quelconque coupe-
rait en général toutes les régions de l'espace. 

108. Si nous mettons l 'équation de l'hyperboloïde à une 
nappe sous la forme 

x2 s2 _ y2 

â2 _ c2 ~~ 1 ~ W 

il est évident que la droite d'intersection des deux plans 

x J\ ~Kfx s\ / y\ 
a c \ bj' \a cj \ b) 

est située tout entière sur la surface. En donnant à X une série 
de valeurs différentes, nous obtenons un système de lignes 
situées sur la suriace. Nous en trouvons au contraire un autre 
système en considérant les intersections des plans 

a c " * ( 1 H f ) ' ^ ( a ^ c ) ( / b ) 

( ' ) Il est bien entendu que les remarques du texte ne s'appliquent qu'aux 
droites réelles. Toute quadrique renferme une infinité de droites, réelles ou 
imaginaires, et (quand elle n'est pas un cône) c'est une surface gauche. Voir 
la note au bas de la page, n° 112. 
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Les résultats qu'on vient d'indiquer peuvent s'énoncer d'une 
manière plus générale ainsi qu'il suit. Si a = o, (3 = o, 
Y = o, o — o sont les équations de quatre plans, l'équation 
ay = j3o représente un hyperboloïde à une nappe, qu'on peut 
considérer comme le lieu du système de droites 

a = Xp, }-y=3, 
ou du système 

a = A8, If — p. 

Dans le cas où il s'agit de l'équation 
yî Z1 ^ 

+ 6» — ci~ 

les lignes droites de la surface peuvent aussi être représentées 
par les équations 

x z 
— = - c o s 6 n : sinO, a c 
y z . 
V = - sinO ± cosO. b c 

109. Deux droites quelconques appartenant à des sys-
tèmes différents sont dans un même plan. 

Considérons les deux droites 

a — Xp = o, Xf —8 = o, 
a — X'8 = o, X'y — P — o. 

Il est évident que le plan 

a — xp + XX'Y — X'8 = o 

les renferme toutes les deux, puisqu'il peut s'écrire sous l'une 
des deux formes 

(a —Xp)+ X'(Xy - 8 ) = o, 
(a — X'8) -t- X(X'Y — {3) = o. 
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On voit de même que deux droites appartenant au 
même système ne sont jamais dans un même plan; car 
jamais un plan de la forme (a — + -—S) = o n e 
peut être identique avec ( a — V (3) + ^ (X 'y — 3) = o, si X 
et V sont différents. Nous reconnaissons de la même ma-
nière que les deux lignes droites 

— = - cosô — sinO, v — — sinû -+- cosO, a c o c 

^ == ^ coscp+sincp, Z — £ sin<f — cos«p, 

qui appartiennent à des systèmes différents, sont dans le 
plan 

f cos (6 + f ) + | sin i ( 8 + <p) — -c cos 1(6 - <p) — sin 1(6 — <p). 

Ce plan est bien parallèle à la seconde ligne droiLe 

x z . y z . 
— == - cos<f — sinp, = - sintp -(- costp 

du premier système, mais il ne passe pas par elle; car l 'équa-
tion d'un plan parallèle au premier, mené par cette droite, 
aurait pour équation 

f cosi (0 + cp) + | sin I (6 + <p) = £ cos i (8 - <p) + sin I (8 

et cette expression diffère, par son terme absolu, de l'équa-
tion du plan contenant la première droite. 

110. Nous avons vu qu'un plan tangent quelconque de 
l'hyperboloïde coupe celte surlace suivant deux droites cjui se 
rencontrent au point de contact et qu'il n'est plus tangent 
à la surface en aucun autre point. Si par l'une de ces droites 



nous faisons passer un autre plan quelconque, nous avons 
trouvé qu'il coupera la surface suivant une nouvelle droite, 
et ce plan sera tangent à la surface au point d'intersection de 
ces deux droites. Réciproquement, le plan langent à la sur-
face en un point d'une droite donnée, située sur la surface, 
contiendra cette droite, mais en général il sera différent de 
l'un à l'autre de ses points. Prenons, par exemple, la surface 
x<f—y<\>, qui contient la ligne droite xy, et dans l'équa-
tion de laquelle <p = o, A = o représentent des plans (la 
démonstration subsisterait encore, si ces fonctions étaient de 
degré plus élevé). 

Employons l'équation générale du plan tangent 

{ x _ a ^ u - , + (y -y')U, + (a - z')U3 = o, 

et cherchons le plan langent au point (x — o, y — o, z — z'); 
nous trouvons x<p' o' et <J/ étant ce que deviennent 
® et A, quand on y remplace les variables par les valeurs pré-
cédentes. Comme on le voit, ce plan varie avec z'. 

11 n'en est plus de même pour le cône. Ici tout plan tan-
gent rencontre la surface suivant deux droites qui coïn-
cident. Le plan tangent est alors le même en tous les points 
de cette droite, et il touche la surface suivant toute la lon-
gueur de celte ligne. Et d'une manière générale, si l'équation 
de la surface est de la forme 

x f - y y ^ — o, 

on voit, exactement comme ci-dessus, que le plan tangent 
en un point quelconque de la ligne xy est x = o. 

111. On a démontré (n°107) que les deux droites sui-
vant lesquelles le plan tangent coupe un hyperboloïde sont 
parallèles aux asymptotes de la section parallèle qui passe 
par le centre; mais ces asymptotes sont évidemment des 
génératrices du cônc asymptotique à la surface. Donc toute 



ligne droite qui peut être placée sur un hyperboloïde est 
parallèle à l'une des génératrices du cône asymplotique. Il 
en résulte aussi que trois de ces droites ne peuvent pas être 
parallèles au même plan (à moins que deux d'entre elles ne 
soient parallèles); car, s'il en était autrement, un plan paral-
lèle couperait le cône asymplotique suivant trois génératrices, 
ce qui est impossible, puisque ce cône n'est que du second 
degré. 

112. Nous avons vu qu'une droite quelconque du premier 
système rencontre toutes les droites du second. Réciproque-
ment, la surface peut être considérée comme engendrée par 
le mouvement d'une droite qui rencontre toujours un cer-
tain nombre de lignes droites fixes ( ' ) . 

Remarquons tout d'abord que, si nous cherchons la sur-
face engendrée par le mouvement d'une ligne droite, il faut 
que le déplacement de celte droite soit réglé par trois condi-
tions. En elfet, puisque les équations d'une droite ren-
ferment quatre constantes, quatre conditions détermine-
raient sa position d'une manière absolue. Si l'on nous donne 
une condition de moins, la position de la droite n'est plus 
complèlementdélerminée, mais elle estlimilée, en ce sens que 
cette droite se trouvera toujours sur une certaine surface, lieu 
géométrique de ses positions successives, et dont l'équation 
peut s'obtenir de la manière suivante. Soient 

X — mz-\-p, y — nz -+- q 

les équations générales d'une droite; les conditions du 

( ' ) Une surface engendrée par le mouvemenl d'une droite s'appelle une 
surface réglée. Si chaque génératrice est coupée par la génératrice immé-
diatement consécutive, la surface réglée est dite développable. S'il n'en est 
pas ainsi, on la nomme surface gauche. L'hyperboloïde à une nappe, de 
même que toute autre surface du second degré (qui n'est ni un cylindre ni 
un cône), appartient à cette dernière classe; le cône et le cylindre fonl 
partie de la précédente. 

S. — Géom à trois dim. I. 9 
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problème établissent trois relations entre les constantes 
m, n,p, q. En combinant ces trois relations avec les deux 
équations de la droite, nous avons en tout cinq équations, 
entre lesquelles nous pourrons éliminer les quatre quantités 
m, n, p, q, et l'équation résultante en x, y, z sera l'équation 
du lieu cherché. Ou bien encore, nous pouvons écrire les 
équations de la droite sous la forme 

x — x' y — y' z — z' 
c o s a cos[3 cos-f ' 

les trois conditions nous donnent trois relations entre les 
constantes x', y', z', a, [3, y, et, si nous éliminons a, [3, y, 
l'équation résultante en x', y', z' sera l'équation du lieu cher-
ché, puisque (x',y', z') peut êlre considéré comme un point 
quelconque de la droite. 

Nous voyons de la sorte que la recherche de la surface 
engendrée par une droite qui se meut de manière à rencon-
trer toujours trois droites fixes ( ' ) conduit à un problème 
déterminé. En formant, d'après le n°41, la condition qui 
exprime que la droite mobile rencontre chacune des trois 
droites fixes, nous obtiendrons les trois relations nécessaires 
entre m, n, p, q. Nous pouvons aussi voir géométrique-
ment que le mouvement de la droite est réglé d'une ma-
nière complète par les conditions imposées. En effet, une 
droite est entièrement déterminée, si l 'on exige qu'elle 
passe par un point fixe et rencontre deux droites fixes; car 
nous n'avons qu'à mener les plans qui contiennent le point 
donné et chacune des droites, et leur intersection nous four-
nira précisément la droite cherchée. Si donc le point par 
lequel doit passer la droite se meut le long d'une troisième 
droite, nous obtiendrons une série déterminée de lignes 

( ' ) Ou trois courbes fixes d'espèce quelconque. 
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droites, dont l'ensemble formera une surface qui est leur 
lieu géométrique. 

113. Proposons-nous maintenant de résoudre le problème 
que nous suggère le numéro qui précède, c'est-à-dire cher-
chons la surface engendrée par une droite qui rencontre 
trois droites données, qui ne sont pas deux à deux dans le 
même plan. Pour abréger notre travail autant que possible, 
voyons d'abord comment nous devrons choisir les axes pour 
donner aux équations dos droites la forme la plus simple. 

On reconnaît immédiatement qu'il convient de prendre 
les axes detelle sorte qu'ils soient respectivement parallèles 
aux trois droites données. (1 ). l i ne s'agit plus maintenant que 
de savoir où placer l'origine pour avoir le résultat le plus 
symétrique. Pour cela, supposons que par chacune des 
droites nous menions des plans parallèles aux deux autres; 
nous obtiendrons de la sorte trois couples de plans for-
mant un parallélépipède qui aura pour arêtes les droites 
données. En faisant passer par son centre des droites 
parallèles à ces arêtes, nous aurons les axes les plus symé-
triques possibles. Soient donc 

x — ± a, y = ± b, z~±c 

les équations des trois couples de plans; les équations des 
trois droites fixes seront 

y—b, s — c, 
z — c, x— — a, 
x--a, y — — b. 

Les équations d'une ligne droite quelconque qui ren-

( ' ) 11 n'en serait plus de même si les droites étaient toutes les trois pa-
rallèles au même plan. Nous examinerons ce cas dans le numéro suivant. Il 
ne se rencontrera pas si le lieu est un liyperboloïde à une nappe (voir n° 111). 
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contre les deux premières droites fixes sont 

s -+- c = X (y — b), s — c — \x.(x -+- a). 

Celle droile coupera la troisième si 

c -+- |j.rt -t- X b — o . 

Remplaçons X et (JL par leurs valeurs; cette relation devient 

c(x -+- a) (y — b)-ha(z — c) (y — b) -h b (z + c) (x a) = o, 

et, après réductions, 

ayz -+- bzx -+- cxy -t- abc = o. 

En appliquant le critérium du n° 86, on trouve cpie celte 
équation représente un hyperboloïde à une nappe. Ce résul-
tat est encore évident autrement, puisque l'équalion est celle 
d'une quadrique à centre el qu'on sait de plus que c'est une 
surface réglée. 

On peul encore résoudre le problème d'une aulre ma-
nière, ainsi qu'il suit. Soient 

x — x' y — y z — z' 
cosa cosp cosy 

les équations de la droile mobile. Les trois conditions qu'on 
obtient en exprimant qu'elle rencontre chacune des droites 
fixes sont 

z' c 
cos(3 C O S F 

z'—c x' a 
COS"F c o s a 

x' — a y+b 
c o s a cos 3 

Nous pouvons éliminer a, (3, y en multipliant ces équa-



P R O P R I É T É S D E S Q U A D R I Q U E S . 1 3 3 

lions membre à membre. Nous obtenons ainsi la relation 

(x — a){y — b)(z — c)—\x + a){y+b){z-^-c) 

pour équation du lieu; ou, après réductions, 

ayz -+- bzx -+- cxy -+- abc = o. 

C'est la même équation que ci-dessus. 
La dernière forme sous laquelle on vient d'écrire l'équation 

exprime que cel hyperboloïde est le lieu d'un point tel que le 
produit de ses dislances à trois faces concourantes d'un paral-
lélépipède est égal au produit de ses distances aux trois faces 
opposées. 

Voici encore une autre solution générale du même pro-
blème. 

Supposons que les deux premières droites soient respec-
tivement les intersections des plans (a, (3), (y, o). Les équa-
tions de la troisième pourront se mettre sous la forme 

a = Av + B8, (3=zGY + DS. 

Puisque la droite mobile rencontre les deux premières 
droites, on peut la représenter au moyen de deux équations 
de la forme 

Portons ces valeurs dans les équations de la Iroisième droite, 
nous obtenons la condition pour que la droite mobile la 
coupe : c'esl la relation 

v H-B = X(C[A-HD). 

Eliminons X et jx entre celte équation et celles de la droite 
mobile et nous trouvons l'expression 

P ( A y + B 8 ) = CC(CY + D8) 

pour équation du lieu cherché. 
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Une troisième solution générale est la suivante. Soient 

(PI, <7I> 

(P-2, <h, ) 
( P 3 , Ç l , ) 

les six coordonnées des droites données. Pour abréger, re-
présentons le déterminant pi(q>>,3—q»r2)-\-. • • par (pqr), 
et agissons de même pour les autres déterminants analogues. 
Il est alors facile de voir que l'équation de l'hyperboloïde qui 
passe par les trois droites données est 

(ptu)x2 -t- (qus)y2 4- (rst)z2 4- {pqr)w* 
+ — (>'PU)] + ['(?sO + {rus)~\yz 
4~{{qru)— (pqs)]yw4- [(r tu) 4- (pst)]zx 
+ [(rpi) — {qrt)]zw + [(pus) + {qtu)~\xy = o. 

114. Quatre droites d'un système coupent toutes les 
droites de l'autre système en des points dont le rapport 
anharmonique est constant. 

Par les quatre droites données et par une quelconque de 
celles qui les rencontrent, nous pouvons faire passer quatre 
plans; il en résulte que toute autre droite qui coupera les 
quatre premières sera divisée suivant un rapport anharmo-
nique constant (n° 39). 

Réciproquement, si deux droites qui ne se coupent pas 
sont divisées homographiquement par une série de points, 
c'est-à-dire sont divisées de telle manière que le rapport 
anharmonique de quatre points quelconques situés sur une 
des droites soit égal à celui des quatre points correspondants 
sur l'autre, les droites qui joignent les points correspondants 
sont les génératrices d'un hyperboloïde à une nappe. 

Soient 
a — o, [3 r= o 
Y = o, 8 = 0 
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les équations des deux droites données, et 

celles d'une droite fixe qui les rencontre. Pour qu'une autre 
droite 

a = X{3, y — ^ 

les divise homographiquement, il faut que (Sections co-
niques, n° 57) 

X [j. 
X 7 - i T ; 

et, si nous éliminons X entre les équations 

a = X[3, X'Y = p/X8, 

nous avons pour résultat l'équation 

X' fa-— [x'ao. 

SURFACES DÉPOURVUES DE CENTRE. 

115. Nous recommandons au lecteur d'étudier lui-même 
les propriétés des paraboloïdes qui sont analogues à celles 
qu'on a indiquées dans les numéros précédents de ce Chapitre. 
En particulier, il pourra démontrer que ( ' ) : 

Dans un parciboloïde elliptique (ou hyperbolique) , la 
somme (ou la différence) des paramètres principaux de 
deux sections diamétrales conjuguées est constant. 

Dans un parciboloïde elliptique (ou hyperbolique) , la 
somme (ou la différence) des paramètres de deux sections 
diamétrales conjuguées passant par le même point du 
paraboloïde est constante. 

(') Voir le Mémoire du professeur Allman sur quelques propriétés des 
paraboloïdes ( Quarterly Journal of pure and applied Mathematics), 1874. 
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Si, à partir de l'extrémité d'un diamètre d'un parabo-
loïde, on porte sur cette droite un segment de longueur 
constante et si par son extrémité on mène un plan con-
jugué rencontrant leparaboloïde, le volume compris entre 
la surface, le segment constant et deux diamètres de la 
section a une valeur constante. 

11 convient d'indiquer ici comment nous pourrons trouver 
de la même manière les sections circulaires du paraboloïde 
représenté par l'équation 

_(_ T2 2 z 

a2 b2 c 

Considérons une section circulaire dont le plan passe par 
l'origine, et décrivons une sphère passant également par ce 
point et qui y ait le même plan langent (s = o) que le para-
boloïde. L'équation de cette sphère sera de la Corme 

.T » + / + s » = î n j ! , 

et l'équation du cône déterminé par son intersection avec le 
paraboloïde sera 

Elle représentera deux plans si l'un de ses termes s'annule. 
Ce seront deux plans réels, dans le cas du paraboloïde ellip-

c/i 
tique, si nous prenons— = i ; car l'équation devient alors 

b-'Z^ — ia"-— b*\y*. 

Mais, dans le cas du paraboloïde hyperbolique, il n'y a pas 
de section circulaire réelle, puisque la même substitution 
ferait prendre à l'équation des deux plans la forme imagi-
naire 
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Du reste, on peut démontrer d'une manière générale 
c|u'aucune section du paraboloïde hyperbolique ne peut être 
une courbe fermée. En effet, si nous cherchons l'intersection 
de cette surface par un plan quelconque 

z — W - H - H ' ( , 

la projection de la courbe sur le plan des xy est 

x 1 y2 _ 2 ( ax -+• -)- y 1. 
ÔT 17- c~ ' 

c'est nécessairement une hyperbole. 

116. La théorie générale exposée au n° 108 fait voir que 
le paraboloïde hyperbolique peut aussi renfermer des lignes 
droites situées tout entières sur sa surface. En effet, l'équation 

x" 

a-
r 

' b-

(n°87) est comprise dans la forme générale ay = (3S, et la 
surface renferme les deux systèmes de droites 

a~ b 

La première équation montre que toute droite située sur 
la surface doit être parallèle à l'un ou à l'autre des deux 
plans fixes 

x y x y 
- + y = o, T — o ; 

a u a b 
et c'est précisément cette propriété qui constitue la différence 
fondamentale entre les droites situées sur le paraboloïde et 
celles qui appartiennent à l'hyperboloïde (voir le n° 111). 

On démontre, comme dans le n° 109, qu'une droite quel-
conque d'un système rencontre toutes les droites de l'autre sys-
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tème, tandis que deux droites du même système ne peuvent 
jamais se couper. 

Nous allons maintenant traiter le problème inverse, c'est-à-
dire chercher la surface engendrée par une droite qui se meut 
de manière à rencontrer toujours trois droites parallèles à un 
même plan. Prenons pour plan des xy le plan auquel cescïroites 
sont parallèles, pour axe des s une ligne droite qui les rencontre 
toutes les trois, et supposons que les axes des x et des y 
soient menés parallèlement à deux d'entre elles. Leurs équa-
tions sont alors 

x = o, z = a, 
y — o, z — b, 
x — m y, z — c. 

Les équations d'une droite qui rencontre les deux premières 
sont 

x=l(z — a), y — ^z—b). 

Cette droite coupera la troisième si 

}.(c — a)= m [JI(C — b), 

et l'équation du lieu cherché est 

(« — c)x(z — b)= m (b — c)y(z — a). 

Elle représente un paraboloïde hyperbolique, puisque les 
termes du degré le plus élevé se décomposent en deux fac-
teurs réels. 

Nous pouvons de même chercher quelle est la surface 
engendrée par une droite qui rencontre deux lignes droites 
fixes et reste toujours parallèle à un plan fixe. Supposons 
que la droite mobile doive rencontrer les lignes 

x — o, z — a, 
7 = o, z — — a 
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et être parallèle au plan 

x cos a -I- y cos (3 -t- z cos y = p. 

Ses équations seront alors 

x - l ( z - a ) , y — \x(z -ha). 

Elle sera parallèle au plan donné si 

cos Y -t- X cos a -t- cos (3 — o. 

L'équation du lieu cherché est donc 

cos y (z2 — a'2) -t- x cos a (z -+- a)-h y cos fi (z — a) — o. 

C'est celle d'un paraboloïde hyperbolique, puisque les termes 
du second degré se décomposent en deux facteurs réels. 

Un paraboloïde hyperbolique est la surface en laquelle se 
transforme l'hyperboloïde à une nappe quand la génératrice, 
dans une de ses positions, se trouve tout entière à l'infini. 

Nous avons vu (n° 107) qu'un plan est Langent à une surface 
du second degré quand il la rencontre suivant deux droites 
réelles ou imaginaires, et qu'un paraboloïde (n° 87) est coupé 
par le plan à l'infini suivant deux droites réelles ou imagi-
naires. Il s'ensuit cpie le plan à l'infini est toujours tangent 
au paraboloïde. 

117. Dans le cas du paraboloïde hyperbolique, trois droites 
quelconques d'un système de génératrices coupent toutes 
les génératrices de l'autre syslème en des points dont le 
rapport est constant. En elfet, les génératrices étant toutes 
parallèles au même plan, nous pouvons, par trois génératrices 
quelconques, mener des plans parallèles à ce plan; et l'on sait 
que toutes les droites qui rencontrent trois plans parallèles 
sont divisées par eux suivant un rapport constant. 

Réciproquement, si deux droites de longueur finie, et qui 
ne se coupent pas, sont partagées chacune dans le même 
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nombre de parties égales, les droites qui joignent les points 
correspondants sont les génératrices d'un paraboloïde hyper-
bolique. En réalisant matériellement cette construction au 
moyen de fils, on donne facilement à l'œil une idée de la 
forme de cette surface. 

Pour démontrer directement la proposition qui précède, 
prenons pour axe des z la droite qui joint les extrémités cor-
respondantes des droites données, pour axes des x et des y 
des parallèles à ces droites, et plaçons le plan des xy au mi-
lieu de la distance qui les sépare. Soienl a et b les longueurs 
des droites données ; les coordonnées de deux points corres-
pondants seront alors 

z — c, x — \>.a, y — o, 
z r= •—c, x — o, y—\xb, 

et les équations de la droite qui réunit ces points sont 

X Y 1- y = [Ju, icx—u.az = ixac. a b . 

En éliminant p., nous avons pour équation du lieu l'expression 

qui représente un paraboloïde hyperbolique. 

SURFACES DE RÉVOLUTION. 

118. Proposons-nous de trouver les conditions pour que 
l'équation générale représente une surface de révolution. 
Dans cette hypothèse, si la surface a un centre, l'équation 
peut se ramener à la forme (n° 84) 
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si au contraire la surface n'a pas de centre, son équation peut 
s'écrire 

, F~ Y - 2 Z 

a1 a2 c 

On voit ainsi que, dans l'un et l'autre cas, si les termes du 
degré le plus élevé sont transformés de manière à ne plus 
contenir que la somme des carrés de trois coordonnées rec-
tangulaires, les coefficients de deux de ces carrés sont égaux. 
Il en résulte alors que la relation cherchée pourrait s'obtenir 
immédiatement en formant la condition pour cpie l'équation 
discriminante du troisième degré ail deux racines égales, et, 
comme les racines de cette équation sont toujours réelles, 
son discriminant peut s'exprimer sous forme de carrés 
(Algèbre supérieure, n° 44 de l'édition anglaise); les coeffi-
cients de l'équation élant supposés réels, ce discriminant ne 
s'annulera que s'il satisfait à deux conditions, que nous allons 
obtenir plus facilement par le procédé suivant. Ce que nous 
cherchons, c'est à savoir s'il est possible de transformer l'équa-
tion de manière à avoir 

ax2 -+- by2 4- cz2 4- 2 f y z -+- 2 g z x 4- 2 hxy — A (X2 -h Y2) 4- CZ2. 

Mais nous avons (n° 19) 

x \ + y + s2 — X2 -h Y2 + Z2; 

il est évident alors qu'en prenant \ = A la quantité suivante 

(ax2 4- b y2 4- cz2 4- 2 f y z 4- 2 gzx 4- 2 hxy) — X ( 4 - 4 - s*) 

serait un carré parfait, et il s'agit de trouver la condition pour 
que cela soit possible. 

11 est facile de voir que, si la quantité 

Ax2
 4 - B j 2

 4 - C s2
 4 - 2 Fyz 4 - 2 G « + 2 H xy 
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est un carré parfait, on aura les six relations suivantes 

BC = F2, CA = G2, AB = II2, 
A F = G I I , BG = HF, Cil = FG, 

dont les trois premières sont renfermées dans les trois 
dernières. Dans le cas actuel, ces trois dernières équations 
sont 

(a-\)f=gh, (.b-l)g=hf, (c — \)h—fg. 

En tirant X de chacune de ces équations, nous voyons que 
la réduction ne sera possible que si les coefficients de l'équa-
tion donnée sont liés par les deux relations 

— ^ — h — ^— c 
a f ~~ S ~ ° h ' 

Si ces relations sont satisfaites et si, dans la fonction 

(a — ).);r2-|-(Z> — ),)j2-t-(c — X)52+ 2 f y z -+- igzx -\-ihxy, 

nous remplaçons X par une des valeurs trouvées ci-dessus, 
cette quantité deviendra un carré parfait, 

: ( C - A ) Z 2 , 

ainsi que cela doit être; et, comme le plan Z — o est perpen-
diculaire à l'axe de révolution de la surface, il s'ensuit que 
l'équation 

x -y z 
f S h 

représente un plan perpendiculaire à cet axe. 
Dans le cas particulier où les communes valeurs trouvées 

pour \ s'annulent, les termes de degré le plus élevé dans 
l'équation forment un carré parfait et cette équation repré-
sente un cylindre parabolique, ou deux plans parallèles 
(voir n° 87, IV et V). Ce sont là des cas limites de surfaces 
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de révolution; dans le dernier, l'axe de révolution est une 
droite perpendiculaire aux deux plans. Le cylindre parabo-
lique est la limite de la surface engendrée par une ellipse 
tournant autour de son petit axe, quand cet axe passe à 
l'infini. 

119. Si l'une des quantités J , g , h est nulle, la surface ne 
peut être de révolution, à moins qu'une autre de ces quantités 
ne soit nulle aussi. Supposons que nous ayons à la fois 

J = o, g — o; 

les conditions précédentes deviennent 

a — /iy—b — li — —c. 
J S 

Éliminons la quantité indéterminée —Î nous avons la relation 

(a — c)(b — c)=/i\ 

Cette condition aurait pu aussi s'obtenir immédiatement 
en exprimant que la quantité 

( a — X ) x2 -t- ( b — X ) j 2 -t- ( c — X ) s12 + a h xy 

est un carré parfait; il est clair que nous devons avoir 

X = c, (a — c)(b — c)=h\ 

120. Nous aurions pu déduire aussi la théorie qui précède 
de cette considération que, pour une suriace de i-évolulion, 
le problème qui consiste à trouver les plans principaux devient 
indéterminé; car, toute section perpendiculaire à l'axe de 
révolution étant un cercle, un système quelconque de cordes 
parallèles dans un de ces cercles est divisé en deux parties 
égales par le plan qui passe par l'axe de révolution et le dia-
mètre du cercle qui est perpendiculaire aux cordes; ce plan 
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est perpendiculaire aux cordes en question. Il en résulte que 
tout plan mené par l'axe de révolution est un plan principal. 
Mais les cordes perpendiculaires à ces plans diamétraux nous 
sont données (n° 72) par les équations 

(a — \ ) x -t- hy -t- gz — o, 
h x -h ( b — X )/ -+- f z = o, 
gx-h/y-h(c — \)z=z o. 

Lorsque \ est l'une des racines de l'équation discriminante du 
troisième degré, ces équations représentent trois plans qui se 
rencontrent suivant l'une des droites cherchées. Le problème 
ne devient indéterminé que si ces équations représentent toutes 
le même plan, ce qui nous donne les conditions 

a — 1 h _ g 
h — 7 ' 

a — \ h g 
— T — f - T -

en les développant, on retombe sur les expressions qu'on a 
déjà trouvées. 

LIEUX GÉOMÉTRIQUES. 

121. Nous terminerons ce Chapitre en donnant quelques 
exemples de l'application de la Géométrie algébrique à la 
recherche des lieux géométriques. 

Exercices. 

1. Trouver le lieu d'un point tel que ses plus courtes distances 
à deux droites données qui ne se coupent pas soient égales. 

Si l'on prend les équations des droites sous leur forme générale, 
la solution de ce problème se déduit immédiatement de la formule 
du n° 15. Nous pouvons obtenir le résultat sous une forme simple, 
en prenant pour axe des z la plus courte distance des deux droites, 
et en choisissant pour les autres axes les droites bissectrices de 
l'angle que forment entre elles des parallèles aux deux droites, 



menées par le point milieu de cette plus courte distance. Les équa-
tions des droites sont alors de la forme 

z — c, y = mx, 
z = — c, y = — mx, 

et les conditions du problème nous donnent la relation 

(Y — mx)2 , ,„ (y + mx)2 

-
 c ) 2 + • , = (* + c)2 •+• - -i -4- m2 

cz ( i -+- m2) -4- mxy — o. 

m* 

Le lieu est donc un paraboloïde hyperbolique. 
Si les plus courtes distances sont entre elles dans un rapport donné, 

le lieu sera représenté par l 'équation 

;[( 1 + +( > — ~k)mx\ [(r — \)y •+• (i + l)mx] = o, i-f• m2 L 

qui représente un hyperboloïde à une nappe. 

2. Trouver le lieu des points milieux de toutes les lignes droites 
parallèles à un plan fixe et terminées à deux droites qui ne se 
coupent pas. 

Prenons le plan x = o parallèle au plan fixe et choisissons le 
plan z — o, comme dans l'exemple précédent, parallèle aux deux 
droites et à égale distance de chacune d'elles. Les équations de ces 
droites sont 

z — c, y = mx -4- n, 
z = — c, y = m' x -f- ri. 

Le lieu est évidemment alors la droite qui est l 'intersection des plans 

z = o, i y = (m -I- m')x -4- (n -4- ri). 

3. Trouver la surface de révolution engendrée par une droite 
tournant autour d'un axe fixe qu'elle né rencontre pas. 

Prenons l'axe fixe pour axe des z, et soient 

x - mz -4- n, y — m z + n 

leséquationsdeladroi temobile dans l'une quelconque de ses positions. 

S. — Géom. à trois dim. I. io 
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Comme un point quelconque de cette droite décrit un cercle dans un 
plan parallèle à celui des xy, il en résulte que la valeur de x^-i-y2 

est la même pour tout point d'une pareille section plane, et il est 
évident que cette valeur constante exprimée en fonction de z est 

[mz+ (ni z -+- n'y. 

L'équation de la surface cherchée est donc 

j 2 =z(mz -4- /iy -4-(/ riz -t- n'y-, 

elle représente un hyperboloïde de révolution à une nappe. 

4. Deux droites issues de l'origine se meuvent chacune dans 
un plan fixe, mais en restant perpendiculaires l'une à l'autre : 
trouver la surface (qui est nécessairement un cône) engendrée par 
une droite également issue de l'origine et perpendiculaire aux 
deux précédentes. 

Soient (a, b, c), (a, b', c) les angles de direction des normales aux 
plans fixes, et soient (a, (3, y) ceux de la droite variable. Les cosinus de 
direction des intersections des plans fixes avec un plan perpendicu-
laire à la droite mobile seront proportionnels à 

cos [3 cosc — c o s y c o s i , 
cos (3 cos c' — cosy cos b', 
cosy cos a — cos a cos c, 
cosy cosa '— cosa cos c', 
cos a cos b —cos (3 cos a, 
cos a cos b' — cos [3 cos a', 

et la condition pour que ces droites soient perpendiculaires entre 
elles est 

(cos (3 cosc — cosy cosZ>)(cos(3 cosc' — cosy cos b') 
-f- (cosy c o s a — cosa cosc)(cosy cosa '— cosa cosc') 
-t- (cosa cos b — cos (3cosa)(cos a cos b' — cos p cosa ' ) = o. 

Cette équation représente un cône du second degré. 

8. Deux plans perpendiculaires l'un sur l'autre passent chacun 
par une droite fixe : trouver la surface engendrée par leur in-
tersection. 

Prenons les axes comme dans l'exercice 1. Les équations des plans 



sont alors 

\(z— c)-t-y— mx — o, V ( z c ) +y + mx — o. 

Ces plans seront perpendiculaires si XX'-hi— m"-= o. En rempla-
çant X et X' par leurs valeurs déduites des équations précédentes, nous 
obtenons l'expression 

y 2 — m^-x -t-(i — m 2 ) (a 2 — c 2 ) = o, 

qui représente un hyperboloïde à une nappe. 
Si les droites fixes se coupent, ce qui entraîne c = o, le lieu se 

réduit à un cône. 

6. Trouver le lieu d'un point d'où l'on puisse mener à la qua-
drique 

oc2 y- z'* _ 
+ + c2 ~ 1 

trois tangentes mutuellement perpendiculaires entre elles. 

Si l'on transformait l 'équation de manière que les tangentes de-
vinssent les axes de coordonnées, l'équation du cône tangent prendrait 
la forme 

Kyz •+- Bzx -4- Cxy = o,. 

puisque les trois droites en question sont des arêtes du cône. Mais 
l'équation non transformée du cône tangent est (voir n° 78) 

/V» y* y» A f \ - ( x x ' y / , ,Y 

Nous avons vu (n° 82) que, si celte équation est rapportée à un nou-
veau système d'axes rectangulaires quelconques, la somme des coeffi-
cients de a ; 2 , / 2 , s 2 restera constante.[Il suffit donc d'écrire la condition 
pour que cette somme soit égale à zéro pour obtenir l 'équation du 
lieu demandé, c 'est-à-dire 

a 2 \b2 c*) 62 V«2 c2 ; i 2 V«2 62 ) a 2 62 c2 

7. Former l'équation du cône qui a pour sommet le point 
Qçl yi 

(x', y', z') et pour base la conique — -+- ~ = i située dans le plan 

des xy. 



Les équations de la droite qui joint un point (a, [3) de la base au 
sommet sont 

a(z' — z) — z x — x'z, (3(z — z) = z y —y z. 

Portons ces valeurs dans l'équation de la base; nous obtenons 

D'une manière générale, on peut employer la méthode suivante pour 
former l'équation d'un cône qui a pour sommet le point (x',y', z', w') 
et pour base l'intersection de deux surfaces U, V. Dans chaque équa-
tion remplaçons x par x - \ x ' , y par y-h- Xy', etc., et soient 

les résultats de cette substitution ; l'expression qu'on obtiendra en 
éliminant X entre ces équations sera l'équation du cône cherché. En 
effet, les points où la ligne droite qui joint (x', y', z , to') à ( x , y , z, to) 
rencontre la surface U se déterminent à l'aide de la première de ces 
équations; la deuxième fournit de même les points où cette même 
droite coupe la surface V. Si l 'éliminant de ces deux équations s 'an-
nule, elles ont une racine commune, c'est-à-dire que le point (x,y, z, u,) 
se trouve sur une droite qui passe par ( x ' , y ' , z , to') et qui rencontre 
l 'intersection des surfaces. 

8. Former l'équation du cône qui a pour sommet le centre 
d'un ellipsoïde et pour base la section déterminée sur cette sur-
face par le plan polaire d'un point (x', y', z'). 

Réponse : 
x2 y2 s2 _ / xx' yy' zz'\* 
ô2 + ï 2 + c2 ~ + "P" + "c2"/ 

9. Trouver le lieu des points appartenant à la quadrique 

(z x — x'z)- (z'y—.y's)2 

a2 b2 

U -H X SU + — 82 U - t - . . . = o, 

x2 

au-

tels que leurs normales rencontrent la normale au point(x',y', z). 
Réponse. — Ces points se trouvent sur la ligne d'intersection de 
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la surface avec le cône 

a*(/z — z'y)(x — x') 
+ b * ( z ' x - x ' z ) ( y - y ' ) 
•+- c2 (x'y —y'x) (z — z'j = o. 

10. Trouver le lieu des pôles des plans tangents à une qua-
drique par rapport à une autre quadrique. 

Il suffit d'écrire la condition pour que le plan polaire de (x', y', z , co ) 
par rapport à la seconde quadrique soit tangent à la première; il n'y 
a donc qu'à remplacer a, (3, y, S par Ui, U2, U3, U4 dans la condition 
donnée n° 79. On trouve ainsi que le lieu est une quadrique. 

11. Trouver le cône engendré par les perpendiculaires élevées 
sur les plans tangents d'un cône donné et passant par son sommet 

Soit 

L ; r 2 + M j 2 - t - N~2 = o 

l'équation du cône; celle d'un plan tangent quelconque est 

Lxx' -t- Myy' -H N^s' = o, 

et l'équation de la perpendiculaire élevée sur ce plan par l'origine est 

— = _2L - * . 

Lx' M y N z'~ 

Appelons p la commune valeur de ces rapports ; nous aurons 
/ x f y , z 

x ~ Lp' r = WP' Z=WP-
Portons ces valeurs dans Lx'2 -+- My'2 -I- Ns ' 2 = o ; la quantité p2 

disparaît, et il nous reste 

x"- v2 z2 

T + + 

La forme de cette équation montre que la relation qui existe entre 
les cônes est réciproque et que les génératrices du premier sont per-
pendiculaires aux plans tangents du second. Il est facile de voir aussi 
que ce problème n'est qu'un cas particulier du précédent. 

Si l'on donne l'équation du cône sous la forme 

ax2 H- by--1- c z ! -+- i f y z -+- igzx -4- 2hxy = o. 



l 'équation du cône réciproque sera la mime que celle de la polaire 
réciproque, en Géométrie plane, de la conique qui serait représentée 
par l'équation précédente, et l'on aura 

(bc — p)x* -4- (ca — £-2)j2-+- (ab — / t2)z2 

+ 2 (gh — af)ys + %(hf— bg)zx -4- i ( f g — ch)xy — o. 

12. Une droite se déplace de telle manière que trois points 
fixes marqués sur elle se meuvent dans des plans fixes : trouver 
le lieu d'un autre point de cette droite. 

Soient a, [3, y les coordonnées du point P, dont on cherche le lieu 
géométrique, et imaginons que les trois plans fixes, pris pour plans 
coordonnés, rencontrent la droite en A, B, C. Il est alors facile 

de voir que les coordonnées de A sont o, ijrr (3, ^T^ï i dans ces 
I ii I C 

• AB AC „ . expressions les rapports j jg sont connus. Exprimons (io) que la 

distance AP est constante, et nous trouverons immédiatement que 
le lieu cherché est un ellipsoïde. 

13. A et O sont deux points fixes, dont le dernier est situé sur 
la surface d'une sphère; la droite qui joint un autre point 
quelconque D de la sphère au point A rencontre cette surface 
en un autre point D'; sur OD on prend un segment OP égal 
à AD' : on demande de trouver le lieu du point P . [Sir W . - R . 
H A M I L T O N . ] 

Nous avons AD2 ==ÂÔ2-+-ÔD2 — 2ÂO.ÔD cosAOD. Mais AD varie 
en raison inverse du rayon vecteur du lieu, et OD est donné, au moyen 
de l'équation de la sphère, en fonction des angles qu'il fait avec des 
axes fixes. On voit facilement alors que le lieu est une quadrique qui 
a son centre en O. 

14. Un plan passe par une ligne droite fixe; par ses droites 
d'intersection avec deux plans fixes et par un point fixe, on fait 
passer des plans : trouver la surface engendrée par la droite 
intersection des deux derniers plans. 

15. Les quatre faces d'un tétraèdre passent chacune par un 
point fixe; trois des arêtes se meuvent chacune dans un plan 
fixe : trouver le lieu du sommet par lequel ne passe aucune de 
ces arêtes. 



En général, le lieu est une surface du troisième degré qui a pour 
point double le point d'intersection des trois plans. Cette surface se 
réduit à un cône du second degré, quand les quatre points fixes sont 
situés dans un même plan. 

16. Trois arêtes d'un tétraèdre passent chacune par un point 
fixe et la face opposée passe également par un point fixe : 
trouver le lieu du sommet par lequel passent les trois arêtes, 
sachant que les trois autres sommets se meuvent dans des plans 
fixes. 

17. Un plan passe par un point fixe et coupe trois droites fixes: 
par chacun des points d'intersection et par chacune de trois 
autres droites fixes, on mène des plans : trouver le lieu de l'in-
tersection de ces derniers. 

•18. Les côtés d'un polygone dans l'espace passent par des 
points fixes, et tous ses sommets, sauf un, se meuvent dans des 
plans fixes; trouver le lieu de ce dernier sommet. 

19. Tous les côtés d'un polygone, sauf un, passent par des 
points fixes; les extrémités du côté libre se meuvent sur deux 
droites fixes et tous les autres sommets se déplacent dans cles 
plans fixes : trouver la surface engendrée par le côté libre. 

20. Le plan mené par les extrémités de trois diamètres conjugués 
x2 y2 z2 i d'un ellipsoïde enveloppe l'ellipsoïde — -+- -+- — = - et lui est 

tangent au centre de la question qu'il détermine dans la pre-
mière surface. 

21. La condition pour qu'un système de génératrices de l'hyper-
x2 r 2 z2 

boloïde — -+- ~ — — = i admette trois génératrices formant 

un triède trirectangle est —:•+• j-z !- = o. 
a1 b- c2 

Les Hyperboloides qui satisfont à cette relation ont été appelés 
hyperboloïdes équilatéraux. ( S C H R Ö T E R , Oberflächen zweiter 
Ordnung, p. 197; 1880.) 



CHAPITRE VII. 
MÉTHODES DE NOTATION ABRÉGÉE. 

PRINCIPE DE DUALITÉ ET POLAIRES RÉCIPROQUES. 

122. Dans ce Chapitre, nous donnons quelques exemples 
de l'application aux quadriques des méthodes de notation 
abrégée. 11 convient toutefois de faire voir d'abord que toutes 
les équations dont nous nous servons sont susceptibles d'une 
double interprétation et qu'à chacun des théorèmes que 
nous obtenons correspond un théorème réciproque. Le 
lecteur peut en effet s'assurer sans difficulté que la théorie 
des polaires réciproques que nous avons exposée (Sections 
coniques, chap. XV) esl applicable à l'espace. Etant données 
une quadrique fixe (S) et une surface quelconque S, nous 
pouvons former une nouvelle surface s, en prenant les pôles par 
rapport à S de tous les plans tangents à S. Si nous considé-
rons ainsi un point de s qui corresponde à un plan tangent 
de S, réciproquement le plan tangent à s en ce point corres-
pondra au point de contact du plan tangent à S. En elfel, le 
plan tangent à s contient tousles points de s qui sont immédia-
tement consécutifs au point considéré; par suite, il doit avoir 
pour correspondant le point par lequel passent tous les plans 
tangents de S qui sont immédiatement consécutifs au plan 
langent considéré, c'est-à-dire le point de contact de ce plan. 
Ainsi, à tout point ayanl une relation quelconque avec l'une 
des surfaces correspond un plan en relation avec l'autre, et 
réciproquement ; et à une droite (qui réunit deux points), 



correspond une droite (qui est l'intersection de deux plans). 
Par exemple, le degré de s, qui est mesuré par le nombre des 
points d'intersection de cette surface avec une droite quel-
conque, est égal au nombre des plans tangents qu'on peut 
mener à S par une droite arbitrairement choisie. La réciproque 
d'une quadrique est donc une quadrique, puisque, par une 
droite prise à volonté, on ne peut mener que deux plans tan-
gents à une quadrique (n° 80). 

123. Pour faire voir quelle est la forme géométrique 
qui correspond à une courbe dans l'espace, nous anticiperons 
un peu sur la théorie des courbes à double courbure, que 
nous exposerons plus tard. Une courbe dans l'espace peut 
être considérée comme l'ensemble d'une suite de points i , 2, 
3, 4) •••) rangés suivant une certaine loi. En joignant chaque 
point à celui qui lui est immédiatement voisin, nous formons 
une suite de droites 1-2, 2-3, 3-4, • • . , dont chacune est une 
tangente à la courbe donnée. L'ensemble de ces droites consti-
tue une surface, qui estunesurface développable(voirla note, 
n° 112), puisqu'une droite quelconque 1-2 coupe la droite 
consécutive 2-3. De plus, si nous considérons les plans 1-2-3, 
2-3-4, 3-4-5, . . qui renferment chacun trois points consé-
cutifs, nous aurons une suite de plans, qu'on appelle les plans 
oscillateurs de la courbe donnée, et qui son t des plans tangents 
à la surface développable engendrée par les tangentes. Si 
maintenant nous prenons la polaire réciproque de ce système, 
il est évident qu'une suite de points, de lignes droites et de 
plans aura pour correspondante une suite de plans, de droites 
et de points, et que par conséquent la polaire réciproque 
d'une suite de points qui forment une courbe dans l'espace 
sera une suite de plans tangents à une surface développable. Si 
lacourbe del'espaceest située tout entièredansun même plan, 
les plans réciproques passeront tous par un même point et 
seront les plans tangents d'un cône. 
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Par exemple, la suite des points communs à deux surfaces 
forme une courbe. Réciproquement, la suite des plans tangents 
communs à deux surfaces est tangente à une surface dévelop 
pable qui enveloppe les deux surfaces. L'ensemble des plans 
tangents qu'on peut mener par un point à l'une des surfaces 
(suite qui enveloppe un cône) a pour correspondant l'ensemble 
des points de l'autre surface qui sont situés dans le plan 
correspondant; en d'autres ternies, à une section plane d'une 
surface correspond un cône tangent à la surface polaire 
réciproque. On en conclut facilement qu'un point et son 
plan polaire par rapport à une quadrique ont pour corres-
pondants un plan et son pôle par rapport à la quadrique 
réciproque. 

124. On prend fréquemment les polaires réciproques 
par rapport à une sphère, dont le centre est appelé le centre 
de réciprocité ou encore Vorigine; on peut, comme dans les 
Sections coniques (n° 307), ne plus faire mention de la sphère 
et dire que les polaires sont prises par rapport à ce centre con-
sidéré comme origine. A l'origine correspondra évidemment 
le plan à l'infini, et la section de l'une des surfaces par le plan à 
l'infini aura pour correspondant le cône tangent qu'on peul 
mener à l'autre par l'origine. On voit ainsi que, si l'origine 
est extérieure à une quadrique, c'est-à-dire si elle est telle 
que l'on puisse de ce point mener des plans tangents réels à 
la surface, lapolaire réciproque aura des points réels à l'infini, 
c'est-à-dire sera un hyperboloïde ; si l'origine est intérieure 
à la surface, la polaire réciproque sera un ellipsoïde; enfin, 
si l'origine est située sur la surface, le plan à l'infini sera tan-
gent à la surface réciproque, ou, ce qui revient au même 
(comme nous allons le voir), la surface polaire réciproque 
sera un paraboloïde. 

La polaire réciproque d'une surface réglée (c'est-à-dire 
d'une surface engendrée par le mouvement d'une droite) est 



une surface réglée; car une droite correspond à une droite 
el la surface engendrée par le mouvement d'une droite aura 
{jour correspondante la surface engendrée par la droite réci-
proque ( ' ) . Donc un hyperboloïde à une nappe aura toujours 
pour correspondant un hyperboloïde à une nappe, à moins 
que l'origine ou le centre de réciprocité ne se trouve sur la 
surface; dans ce dernier cas, la surface réciproque est un 
paraboloïde hyperbolique. 

125. Quand on prend les polaires réciproques par rapport 
à une sphère, tout plan est évidemment perpendiculaire à la 
droite qui joint l'origine au point correspondant. Par exemple, 
un cône a pour figure correspondante une courbe plane, et le 
cône qui a cette courbe pour base et l'origine pour sommet a 
chacune de ses arêtes perpendiculaire à un plan tangent du 
premier cône, et réciproquement. En général, on dit que deux 
cônes sont réciproques (ces deux cônes peuvent avoir même 
sommet ou deux sommets distincts), quand chaque arête de 
l'un est perpendiculaire à un plan tangent de l'autre (voir 
exercice 11, n° 121). Gomme exemple, on voit par le dernier 
article que le cône tangent mené de l'origine à une surface 
quelconque est, dans cette acception, réciproque au cône 
asymptotique de la surface réciproque. 

Lorsque deux cônes réciproques qui ont le même sommet 
sont coupés par un plan, les sections ainsi obtenues sont 

( ' ) M. Cayley a fait remarquer que le degré d'une surface réglée est 
égal au degré de sa polaire réciproque. Le degré de la surface réciproque 
est égal au nombre de plans tangents qu'on peut mener à la première surface 
par une droite arbitraire. Nous démontrerons dans la suite (mais cette propo-
sition est suffisamment évidente par elle-même) que le plan tangent en un 
point quelconque d'une surface réglée contient la génératrice qui passe par 
ce point. Le degré de la polaire réciproque est donc égal au nombre des 
génératrices qui rencontrent une droite arbitraire. Mais ce nombre est 
précisément celui des points où la droite arbitraire coupe la surface, 
puisque tout point situé sur une génératrice est un point de la surface. 



polaires réciproques l'une cle l'autre par rapport au pied 
de la perpendiculaire abaissée du sommet commun sur ce 
plan. En effet, supposons que le plan rencontre une généra-
trice de l'un des cônes en un point P et qu'il coupe le plan 
perpendiculaire tangent à l'autre cône suivant la droite Qll . 
Soit M le pied de la perpendiculaire abaissée du sommet O 
sur le plan de la section. Il est facile de voir que la droite PM 
est perpendiculaire à QIV, soit S leur point de rencontre. Le 
triangle POS étant rectangle, le produit PM x MS est con-
stant et égal à OM. La courbe lieu du point P est donc la 
même que celle que l'on obtient en abaissant du point M des 
perpendiculaires sur les tangentes QR et en portant sur 
chaque perpendiculaire un segment égal à l'inverse de la 
longueur de celte perpendiculaire. 

La proposition suivante fournit un exemple de l'application 
du principe que nous venons d'établir. Par le sommet de tout 
cône du second clegré, on peut mener deux droites, appelées 
droites focales, qui sont telles que la section du cône par un 
plan, perpendiculaire à l'une ou à l'autre de ces deux 
droites, est une conique ayant pour foyer le point où le plan 
rencontre la droite focale. En effet, construisons le cône réci-
proque en menant par le sommet du premier des droites per-
pendiculaires à ses plans tangents; ce nouveau cône a deux 
systèmes de plans de seclion circulaire (n° 104). Donc, d'après 
ce qu'on a démontré plus haut, la section du cône donné par 
un plan parallèle à l'un ou à l'autre des deux systèmes de 
plans sera une conique ayant pour foyer le pied de la perpen-
diculaire abaissée du sommet sur ce plan. Cette dernière 
proposition peut s'énoncer ainsi : Les droites focales d'un 
cône sont perpendiculaires aux plans des sections circu-
laires du cône réciproque. 

126. La surface polaire réciproque d'une sphère par 
rapport à un point quelconque est une surface engendrée 



par la révolution d'une conique autour de son axe trans-
verse. Cette proposition peut se démontrer comme dans les 
Sections coniques (n° 308). En effet, on prouve facilement 
que, si l'on considère deux points quelconques A et B, leurs 
distances à l'origine sont entre elles dans le même rapport 
que les perpendiculaires abaissées de chacun d'eux sur le 
plan qui correspond à l'autre (Sections coniques, n° 101). 
Mais la distance du centre d'une sphère fixe à l'origine el 
la perpendiculaire abaissée de ce centre sur un plan langent 
quelconque de la sphère sont loutes deux constantes. Donc, 
un point quelconque de la surface réciproque jouit de la pro-
priété que sa distance à l'origine est dans un rapport constant 
avec la perpendiculaire abaissée de ce point sur un plan fixe, 
le plan qui correspond au centre de la sphère. Ce lieu est évi-
demment une surface de révolution qui a l'origine pour loyer ; 
le plan fixe en question est un plan directeur. 

En prenant ainsi les réciproques des propriétés de la sphère, 
nous obtenons de nouvelles propriétés, qui sont applicables 
aux surfaces de révolution autour de leur axe transverse. La 
colonne de gauche ci-dessous renferme les énoncés des pro-
priétés de la sphère, celle de droite contient les propositions 
correspondantes qui se rapportent aux surfaces de révolution. 

Exercices. 
1. Un plan quelconque tangent 

à une sphère est perpendiculaire 
à la droite qui joint son point de 
contact au centre. 

2. Tout cône tangent à la 
sphère est un cône droi t dont 
tous les plans tangents font des 
angles égaux avec le plan de 
contact. 

La droite qui joint le foyer à 
un point quelconque de la surface 
est perpendiculaire au plan mené 
par le foyer et par l ' intersection 
du plan tangent au point consi-
déré avec le plan directeur . 

Le cône qui a pour sommet le 
foyer et pour base une section 
plane quelconque est un cône 
droit dont l 'axe est la droite qui 
joint le foyer au pôle du plan de 
la section. 
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Comme cas particulier de l'exercice 2, nous citons la pro-
priété suivante : 

Toute section plane d'un paraboloïde de révolution se 
projette suivant un cercle sur le plan tangent au sommet. 

3. Un plan quelconque est per-
pendiculaire à la droite qui joint 
le centre à son pôle. 

4. Un plan quelconque passant, 
par le centre est perpendiculaire 
à son diamètre conjugué. 

5. Le cône qui a pour base une 
section plane de la sphère a ses 
sections circulaires parallèles à 
son plan de base. 

6. Tout cylindre qui enveloppe 
une sphère est un cylindre droit. 

7. Deux droites conjuguées ( ' ) 
quelconques sont mutuellement 
perpendiculaires l 'une à l 'autre. 

8. Une quadrique quelconque 
qui enveloppe une sphère est une 
surface de révolution ; son cône 
asymptotique est par conséquent 
un cône droit . 

La droite qui joint un point 
quelconque au foyer est perpendi-
culaire au plan mené par le foyer 
et par l 'intersection du plan direc-
teur avec le plan polaire du point. 

Un plan mené par le foyer est 
perpendiculaire à la droite qui 
joint le foyer à son pôle. 

Un cône tangent quelconque a 
pour lignes focales les droites qui 
joignent le sommet de ce cône aux 
deux foyers. 

Une section quelconque passant 
par le foyer a ce point pour foyer. 

Deux droites conjuguées quel-
conques sont telles, que les plans 
qui les joignent au foyer sont per-
pendiculaires l'un à l 'autre. 

Si une quadrique enveloppe une 
surface de révolution, le cône 
.tangent à la première surface, 
qui a pour sommet le foyer de la 
seconde, est un cône de révolu-
tion. 

127. L'équation de la polaire réciproque d'une surface à 
centre par rapport à un point quelconque s'obtient de la 

( ' ) Les plans polaires, par rapport à une quadrique, de tous les points 
d'une droite passent par une autre droite, que nous appelons la droite con-
juguée ou la droite polaire de la première, ou simplement la conjuguée. 
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mcme manière que dans les Sections coniques (n° 319); car 
la longueur de la perpendiculaire abaissée d'un point sur le 
plan langent est (voir n° 89) 

k 2 

p=7 
= y/a2cos2a-H 62cos2p -+- C 2 C O S 2 Y — (ic'cosa-H J C O S P + ^'COSY). 

L'équation de la polaire réciproque est, par suite, 

{xx'-t-yy' -I- zz' + k2)2 — a2 x2 b2y2 + c2z2. 
Par exemple, la polaire réciproque par rapport au centre est 

cC-x"- + b*y2-t-c1z*=ki; 

c'est une quadrique, dont les axes sont les inverses de ceux de 
la surface donnée. 

Nous avons indiqué (exercice 10, n° 121) la méthode géné-
rale qui sert à former la polaire réciproque d'une quadrique 
par rapport à une autre quadrique. Ainsi, la polaire réciproque 
par rapport à la sphère 

x2 + y2 + Z2— k2 

s'obtient en remplaçant a, (3, y, S par x, y,z, — k2 dans l'équa-
tion tangenlielle (n° 79). D'une manière plus symétrique, on 
peut, en regardant a, [3, y, S comme les coordonnées courantes, 
considérer l'équation langentielle elle-même comme l'équation 
de la polaire réciproque par rapport à la surface 

x " ~ + y 2
 + + ,T 'J = o . 

La polaire réciproque de la polaire réciproque d'une qua-
drique est évidemment la quadrique elle-même. En effet, si 
nous formons l'équation de la polaire réciproque de la réci-
proque 

A a2 -h B (32 -t- C - t - . . . = o, 
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le nouveau coefficient de x 2 sera 

BCD + 2 FMN — BN2 — CM2 — DF2. 

En remplaçant B, C, D, . . . par leurs valeurs, nous trouve-
rons que cette expression est égale à a A2. On verra de même 
que A2 entre comme facteur commun dans tous les ternies, de 
sorte que l'équation de la polaire réciproque de la réciproque 
n'est autre que l'équation donnée elle-même, multipliée par 
le carré du discriminant (AIgèbre supérieure, n° 33). 

128. On peut établir le principe de dualité d'une manière 
indépendante de la méthode des polaires réciproques, en 
faisanl voir, comme dans les Sections coniques (n° 299), que 
toutes les équations dont nous faisons usage sont susceptibles 
d'une double interprétation. En les considérant comme des 
équations en coordonnées tangenlielles, elles fournissent des 
théorèmes réciproques des propositions qu'elles expriment, 
si on les interprète suivant la manière ordinairement adoptée. 
Les quantités a, p, y, o peuvent être appelées les coordonnées 
tangenLielles du plan 

a x -+- p y -+- y s -4- 3 w = o. 

La condition pour que ce plan passe par un point donné 
(x',y', z', <v') étant 

%x' •+• p y -+- fz' -+- 8<v' = o, 

nous voyons, réciproquement, que l'équation 

A a -)- B p -f- C y + D o = o, 

du premier degré en a, [3, y, o, exprime la condition pour que 
ce plan passe par un point dont les coordonnées sont propor-
tionnelles à A, B, C, D , et que la relation que l'on vient 
d'écrire peut être regardée comme l'équation langentielle de 
ce point. Si les coordonnées tangenlielles de deux plans sont 
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(a, j3,y, 8), (a', [3', y', S'), il résulte du n° 37 que m-\-km', 
[3-1-£[3', . . . sont les coordonnées d'un plan qui passe par 
la droite d'intersection des deux plans donnés ; et, de la même 
manière, il découle du n° 8 que, si L = o, M = o sont les 
équations tangentielles de deux points, L + /fM = o représen-
tera un point situé sur la droite qui joint les deux premiers ; on 
reconnaît aussi (n° 9) que L -1- &M -1- A'N = o est l'équation 
d'un point appartenant au plan déterminé par les trois points 
L = o, M = o, N = o. 

Une équation quelconque en a, (3, y, 8 peut de même être 
regardée comme l'équation tangenlielle d'une surface à la-
quelle sont tangents tous les plans, tels que 

0.x -1- Y-S 4- 8w = o, 

dont les coordonnées vérifient l'équation donnée. Si l 'équa-
tion est du n lème degré, la surface sera de la «ii:me classe, c'est-
à-dire sera telle, que par une droite quelconque on pourra 
lui mener n plans tangents (satisfaisant à la relation donnée), 
En effet, si, dans l'équation donnée, nous remplaçons 
a, (3, . . . , par a' -f- /cm", [3' + /c(3'7, . . . , nous obtenons une 
équation du /iicm° degré en k; elle détermine n plans, satisfai-
sant à la relation donnée, que l'on peut mener par l 'intersec-
tion des plans (m', (3', y', 8'), (oc", [3", y", 8"). 

129. Pour discuter l'équation générale du second degré en 
coordonnées tangentielles 

A a2
 4 - B p2

 4 - G y2 + Do!
 4 - 2 F Py + 2 G y« -h 2II «p 
4- 2 L ao -H 2 M p8 -I- 2 N Y§ = o, 

on peut employer exactement les mêmes méthodes que celles 
dont nous nous sommes servis (nos 75 à 80). En remplaçant m 
par al + km", [3 par [3' 4- /» [3", . . . , nous obtenons une équa-
tion du second degré en k, que nous pouvons me tire sous la forme 

S' + 2 * P + k*S"=o. 

S. — Ccom. à trois dim. T. 11 



Si le plan (a', y', o') est tangent à la surface en question, 
on a S ' = o, et l 'une des racines de l'équation est k = o. La 
seconde racine sera aussi k — o, si l'on a P = o. En d'autres 
termes, les coordonnées d'un plan tangent immédiatement 
consécutif à (a', [3', y', o') doivent satisfaire à la condilion 

Ih! 
.dS' 
d<f' d-{' do' o. 

Cette équation, étant du premier degré, représente un point : 
c'est le point de contact de (a', jî', y', S'), par lequel doit passer 
un plan tangent quelconque immédiatement consécutif. 

Nous pouvons considérer l'équation que nous venons 
d'obtenir comme une relation qui lie les coordonnées d'un 
plan tangent avec celles d'un plan quelconque passant par son 
point de contact, et, en raison delà syméti'ie qu'elle présente, 
nous en concluons (comme au n° 63) que, si a', p', y', 8' sont 
les coordonnées d'un plan quelconque, celles du plan tangent 
en un quelconque des points de la surface situés dans ce plan 
doivent satisfaire à la condilion 

1 du' 
.d$>' dS>' o. 

Mais celte équation représente un point par lequel tous les 
plans tangents en question doivent passer ; en d'autres termes, 
elle représenle le pôle du plan donné. 

Le procédé suivant, déjà employé au n° 79, nous permet 
de déduire de l'équation générale du second degré en coor-
données tangentielles l'équation correspondante à laquelle 
doivent satislaire les coordonnées de tous ses points. Soient 

+ z'y-hw'S — o 

l'équation tangentielle d 'un point quelconque de la surface et 
a, p, y, S les coordonnées du plan tangent correspondant. Des 
équations obtenues plus haut nous concluons que l'on doit 
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avoir 
Xic'f=Aa + Hp -t-Cy + LS, 
l y ' = I I A - T - B P + F Y + M O , 

l z ' = G A + F ? + C F - + - N 3 , 

X(v' = La -+- M p -t- N'c -t- D3, 

X étant 1111 multiplicateur indéterminé. Si nous résolvons ces 
équations par rapport à a, [3, y, o, nous obtenons les coor-
données du plan polaire du point considéré, et, en exprimant 
qu'elles vérifient l'équation tangentielle donnée, nous arrivons 
à la relation à laquelle doivent satisfaire les coordonnées x , y , 
3, w d'un point quelconque de la surface. Cette relation ne 
diffère de celle que nous avons trouvée au n° 79 que par la 
substitution des lettres majuscules aux petites lettres. 

Il ne paraît pas nécessaire de donner d'autres exemples 
pour montrer comment toutes les discussions précédentes 
peuvent s'appliquer aux équations correspondantes en coor-
données tangenti elles. 

Dans ce qui suit, il nous suffira de supposer que les abré-
viations employées représentent des équations en coordonnées 
tangentielles, et nous aurons immédiatement les démonstra-
tions directes des propositions cpii sont les réciproques des 
théorèmes auxquels nous serons parvenus. 

130. Si U = o et Y = o représentent deux quadriques quel-
conques, l'équation D + XV = o est celle d'une quadrique qui 
passe par tous les points communs à U e t V et, si X est indéter-
miné, elle représente une série de quadriques ayant une courbe 
d'intersection commune. Puisque neuf points déterminent une 
quadrique (n° 58), U -+- XV — o est l'équation la plus générale 
d'une quadrique qui passe par huit points donnés (voir 
Courbes planes, n° 29). En effet, si U et V sont deux qua-
driques passant chacune par les huit points en question, 
U + XV = o représente une quadrique qui passe aussi par ces 
huit points ; la constante X peut se déterminer de manière que 
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la surface passe par un neuvième point quelconque. On pourra 
donc faire coïncider cette surface avec une quadrique donnée 
passant par les huit points. 11 s'ensuit aussi que toutes les 
quadriques qui passent par huit points ont en outre toute 
une suite d'autres points communs, lesquels constituent une 
courbe d'intersection qui est commune à ces surfaces; réci-
proquement, loules les quadriques tangentes à huit plans 
donnés ont en commun loule une suite de plans tangents 
déterminant une surface développable bien définie, laquelle 
enveloppe toute la suite des surfaces tangentes aux huit plans 
fixes. 

Il est de même évident que le problème : Décrire une qua-
drique passant par neuf points, peut devenir indéterminé. 
En effet, si le neuvième point se trouve situé quelque part 
sur la courbe qui est déterminée par huit points fixes, ainsi 
que nous venons de le voir, toute quadrique passant par ces 
huit points contiendra aussi le neuvième point, et, pour que 
nous puissions déterminer la surface, il est nécessaire qu'on 
nous donne un neuvième point qui ne soit pas situé sur celte 
courbe. Par exemple, si U et V sont deux quadriques passant 
par les huit points, nous déterminerons la surface en portant 
les coordonnées du neuvième point dans l'équation 

U -h XV = o. 

Mais, si ces coordonnées rendent en même temps U et V 
égaux à zéro, cette substitution ne nous permet plus de déter-
miner 

131. Etantdonnés sept poinls(ou septplans tangents) com-
muns à une suite de quadriques, un huitième point (ou un 
huitième plan Langent) se trouve implicitement déterminé par 
ces points. 

En effet, soient U, V, W trois quadriques passant chacune 
par les sept points. L'exprïssion U •(- W -f- u.W = o peut 



représenter une quadrique quelconque passant par ces points, 
car on peut déterminer les constantes \ et [A de telle sorte que 
la surface passe par deux autres points. On pourra donc, de 
cette manière, la faire coïncider avec une quadrique déterminée 
qui passe par les sept premiers points. Mais 

U 4 - XV 4 - K-W = o 

est l'équation d'une surface qui contient tous les points com-
muns à U, V et W , et, comme ces quadriques se coupent en 
huit points, il en résulte que, indépendamment des sept points 
donnés, il existe un huitième point qui est commun à tout le 
système de surfaces. 

Quoique nous ayons démontré dans le numéro précédent 
que huit points déterminent, en général, une courbe à double 
courbure-commune à tout le système de quadriques, nous 
voyons ainsi que ces points peuvent bien n'être pas suffisants 
pour cette détermination; et en effet nous venons de nous 
assurer qu'il existe un cas particulier où huit points donnés 
n'équivalent qu'à sept points. Aussi, lorsque nous disons 
qu'une quadrique est déterminée par neuf points et la courbe 
d'intersection de deux quadriques par huit points, nous 
admettons, bien entendu, que les points ne sont soumis à 
aucune restriction dans leur position ( ' ) . 

132. Si les quadriques, formant 
un même système, ont une courbe 
d' intersection commune, le plan 
polaire d'un point fixé quelconque 
passe par une droite fixe. 

Si les quadriques, formant un 
même système, sont inscrites 
dans la même surface dévelop-
pable, le lieu du pôle d'un plan 
fixe est une ligne droite . 

( ' ) Les lecteurs qui ont étudié les Courbes planes (n0 ' 29 à 34) établiront 
sans difficulté la théorie correspondante pour des surfaces de degré quel-
conque. Si, par exemple, on donne un point de moins qu'il n'en faut pour 
déterminer une surface de degré n, on a toute une suite de points formant 
une courbe par laquelle doit passer la surface; si l'on donne deux points de 
moins, on connail par cela même un certain nombre d'autres points par 



En effet, soient P et Q les plans polaires d'un point nxe 
par rapport à U et Y respectivement; P - f - X Q est le plan 
polaire du même point par rapport à U + XV. 

En particulier, le lieu des centres de toutes les quadriques 
inscrites dans la même surface développable est une ligne 
droite. 

133. Si les quadriques formant un même système ont une 
courbe d'intersection commune (ou sont inscrites dans la 
même surfaee développable), les polaires d'une droite fixe 
engendrent un hyperboloïde à une nappe. 

Soient P + XQ = o, P' + XQ' = o les plans polaires de 
deux points de la droite ; il est évident que leur intersection se 
trouve située sur l'hyperboloïde PQ' = QP'. 

134. Si les quadriques formant un même système ont 
une courbe commune, le lieu du pôle d'un plan fixe est une 
courbe de l'espace qui est du troisième degré. En effet, élimi-
nons X entre les équations 

P + XQ = o, P ' -+- XQ' == o, P" + XQ" —o; 

nous obtenons le svstème de déterminants 

P P ' P" 

Q Q ' Q " 
= O 

qui représente une courbe du troisième degré; car l 'intersec-
tion des surfaces représentées par les équations 

PQ' = P 'Q, PQ" = P"Q 

est, une courbe du quatrième degré; mais cette équation con-
tient celle de la droite P = o, Q = o, qui ne fait pas partie de 

lesquels la surface doit passer (le nombre de ces poinis est tel, qu'ajouté à 
celui des points donnés il forme une somme égale à il", nombre total des 
poinis d'intersection de trois surfaces de degré n) . 
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l'interseclion des surfaces 

PQ'<=QP", 1>'Q"=:Q'P", 

Les trois surfaces n'ont donc pour ligne commune qu'une 
courbe du troisième degré. 

Réciproquement, si un système de quadriques est inscrit 
dans la même surface développable, le plan polaire d'un 
point fixe enveloppe la.surface développable qui estla polaire 
réciproque d'une courbe du troisième degré. C'est une déve-
loppable du quatrième degré (comme nous le montrerons 
par la suite). 

135. Étant donnés i e p t points Etant donnés sept plans tan-
d'une quadrique, le plan polaire gents à une quadrique, le pôle 
d'un point fixe passe par un d'un plan lixe se meut dans un 
point fixe. p lan fixe. 

En eilet, le plan polaire d'un point fixe par rapport à la 
quadrique U + XV -+- JJ.W = o est de la forme 

P + XQ-l-piR—o; 

il passe donc par un point fixe (1 ). 

136. On sait que le discriminant renferme les coefficients 
d'une quadrique au quatrième degré; il en résulte que nous 
aurons à résoudre une équation du quatrième degré, si nous 
voulons déterminer X de manière que U 4-XV = o puisse 
représenler'un cône. Donc, par Vintersection de deux qua-
driques, on peut faire passer quatre cônes. Les sommets de 
ces cônes sont déterminés parles intersections des quatreplans 

U, + X V = o , 
U t + X V = o , 
L'a -+- XV = O, 
U4 + XV = o, 

( ' ) Le D r Hesse a dédui t de ce théorème une cons t ruc t ion de la quad r ique 



X étant l'une des racines de notre équation du quatrième 
degré; ces sommets sont les quatre points communs aux 
surfaces représentées par la suite des déterminants 

U, U2 U3 U4 

V, v 2 V, v t 
- o. 

Il existe quatre points qui ont mêmes polaires par rap-
port à toutes les quadriques qui passent par une courbe d'inter-
section commune : ce sont les sommets des quatre cônes dont 
nous venons de parler. En effet, si nous exprimons les 
conditions pour que les équations 

xU', -h y U'2 -+- sU' 3 -i- wH\ — o, 

x \ \ 4 - J V ' 2 -i- z \ \ -h wM\ = o 

représentent le même plan, nous retrouverons le même 
système de déterminants. Il existe de même quatre plans qui 
ont mêmes pôles par rapport à un système de quadriques 
inscrites dans la même développable. 

137. Si la surface V = o se décompose en deux plans, la 
forme U + XV — o devient U -1- XLM = o; ce cas mérite un 
examen tout particulier ( 1 ). En général, l'intersection de deux 
quadriques est une courbe à double courbure du quatrième 
degré ; mais l'intersection de U — o avec l'une quelconque des 
surfaces U-t-XLM = o se compose évidemment des deux 
coniques suivant lesquelles U — o est rencontré par les plans 
L = o et M = o. Un point quelconque de la droite L = o, 
M = o, a le même plan polaire par rapport à toutes les 

qui passe par neuf points donnés {Journal de C relie, t. XXIV, p. 36 ; Cambridge 
and Dublin Mathematical Journal, t. IV, p. 44)- Voir, sur ce même problème, 
de plus amples développements donnés par M. Townsend (ibid., t. IV, p. 241)' 

( ') Le cas où U = o se décompose aussi en deux plans a été discuté au 
10a. 



surfaces du système U + XLM = o (1 ). En effet, soit P = o 
le plan polaire d'un point par rapport à U — o ; son plan 
polaire par rapport à U + XLM = o sera 

P + ).(L'M-hLM') = O, 

et cette expression se réduira à P = o, si L' = o et M' — o, 
En particulier, toutes les surfaces ont les mêmes plans tan-
gents aux deux points où la ligne (L = o, M = o) rencontre 
U = o. Il s'ensuit alors qu'on peut regarder la forme 
U -(- ). LM = o comme représentant un système de quadriques 
ayant entre elles un double contact. Réciproquement, si deux 
quadriques ont un double contact, leur courbe d'intersection 
se décomposera en deux courbes planes; car si, par les deux 
points de contact et par un point quelconque de leur ligne 
d'intersection, nous faisans passer un plan, ce plan coupera 
les quadriques suivant deux sections ayant en commun trois 
points et les tangentes en deux de ces points; ces sections 
doivent donc être identiques. 

De même, toutes les surfaces du système sont enveloppées 
par deux cônes du second degré. En effet, prenons le point 
où la droite intersection des deux plans tangents communs 
donnés est rencontrée par l'un quelconque des autres plans 

( ' ) 11 existe deux autres points qui ont mêmes plans polaires par 
rapport à toutes les quadriques et qui, par suite (n° 136), seront les 
sommets de cônes contenant tous les deux les courbes d'intersection. Pour 
qu'il en soit ainsi, il est seulement nécessaire que P = o, le plan polaire d'un 
deces points par rapport à U, soit le même que L'M -t- LM' = o, plan polaire 
du même point par r appo r t a LM = o. Comme le plan polaire du point pat-
rapport à U = o passe alors par LM = o, ce point doit se trouver lui-même 
sur la droite polaire de LM par rapport à U, c'est-à-dire sur la droite d'in-
tersection des plans tangents à U aux points où LM = o coupe celte surface. 
Supposons que cette droite polaire rencontre U = o en A, A' et LM = o en 
B, B'; les points F, F ' cherchés seront les foyers de l'involulion déterminée 
par A, A' et B, B'. En effet, comme F, F' forment un système harmonique 
avec A, A', et B, B' le plan polaire de P = o par rapport à U — o ou LM = o 
passe par F', et vice versa. 



tangents communs. Les cônes qui ont ce point comme som-
met et qui enveloppent chaque surface ont en commun trois 
plans tangents et deux lignes de contact; ils sont donc iden-
tiques. Les polaires réciproques de deux quadriques qui ont 
un double contact seront évidemment deux quadriques ayant 
un double contact, et les plans d'intersection du premier 
couple de surfaces correspondront aux sommets des cônes 
tangents communs à l'autre couple. 

138. Si trois quadriques ont une courbe plane commune, 
ces surfaces, prises deux à deux, doivent avoir une autre 
courbe plane commune, et les trois plans qui contiennent 
ces dernières courbes communes passent par la même 
droite. Soient 

U = o, U + LM = o, U + LN — o 

les équations des quadriques, les deux dernières ont évidem-
ment pour intersection mutuelle les sections planes détermi-
nées par L = o, M — N = o. 

139. Les quadriques semblables appartiennent à la classe 
de surfaces dont nous nous occupons en ce moment. Deux 
quadriques sont semblables et semblablement placées, quand 
les termes du second degré sont les mêmes dans leurs deux 
équations (voir Sections coniques, n° 234). Ces équations 
sont alors de la forme U + cL = o. Nous voyons ainsi que-
deux quadriques de ce genre se coupent en général suivant 
une courbe plane et que l'autre plan d'intersection est à l 'in-
fini. Si nous avons trois quadriques semblables et semblable-
ment placées, leurs trois plans d'intersection situés à distance 
finie passent par la même droite. 

Des sphères sont toutes des quadriques semblables et 
doivent par conséquent êlre considérées comme ayant une 
section commune située à l'infini ; cette section est évidem-
ment un cercle imaginaire. 



Une section plane d'une quadrique sera un cercle si elle 
passe par les deux points où son plan rencontre ce cercleima-
ginaire situé à l'infini. Cette remarque nous fait voir immé-
diatement de combien de solutions est susceptible le problème 
qui consiste à trouver les sections circulaires d'une quadrique ; 
car la section déterminée dans une quadrique par le plan à 
l'infini rencontre en quatre points la section que ce même 
plan fait dans une sphère ; les quatre points peuvent être réunis 
deux à deux par six droites, qui sont telles que les plans 
passant par l'une quelconque d'entre elles rencontrent la qua-
drique suivant des cercles. Les six droites peuvent être parta-
gées en trois couples, et chacun de ces couples de droites a 
pour point d'intersection l'un des trois points qui ont même 
polaire par l'apport à la section faite dans la quadrique et à 
celle de la sphère. 11 est aisé de voir que ces trois points dé-
terminent les directions des axes de la quadrique. 

Un ombilic (n° 100) est le point de contactdu plan tangent 
qui peut être mené par l'une de ces six droites. 11 y a donc 
en tout douze ombilics, dont quatre seulement sont réels. Si 
par une droite on peut mener un plan tangent à une quadrique, 
les génératrices contenues dans ce plan tangent passent évi-
demment chacune par l'un des points où la droite rencontre 
la surface. Il en résulte que les ombilics doivent se trouver 
chacun sur l'une des huit génératrices qui passent par les 
points à l'infini communs à la quadrique et à une sphère 
quelconque ou, comme Sir W . Hamilton l'a fait remarquer, 
les douze ombilics sont situés trois par trois sur huit droites 
imaginaires. 

Line surface de révolution a un double contact à l'infini 
avec une sphère, car toute équation de la forme 

y 2 -(- az2 = b 
peut s'écrire 

( ,c2 y2 -h z2— r2 )H- [ ( a - i ) s2 — ( b — r2 ) ] =o, 



et la seconde parenthèse représente deux plans. 11 est facile de 
comprendre pourquoi, dans ce cas, il n'y a qu'une seule di-
rection de sections circulaires réelles, direction déterminée par 
la droite qui joint les points de contact des sections faites à 
l'infini dans une sphère et dans la quadrique. 

140. Si les deux plans L = o et M = o se confondent en 
un seul, la forme U + X LM = o devient U + XL2 = o ; elle 
représente un système de surfaces qui sont tangentes à U = o 
aux points de la section que L — o détermine sur U = o. 
Deux quadriques ne peuvent être tangentes en trois points 
sans être tangentes tout le long d'une courbe plane. En effet, 
le plan déterminé par les trois points coupe ces quadriques 
suivant deux coniques, qui ont en commun ces trois points el 
les tangentes en ces points. Les seclions sont donc identiques. 
L'équation du cône tangent à une quadrique, que l'on a donnée 
au n° 78, est un cas particulier de la forme U - L 2 . Deux 
quadriques semblables etconcentriques(U = 0, L —• C2 = o) 
doivent aussi être regardées comme ayant l'une avec l'autre 
un contact planaire (c'est-à-dire un contact suivant une courbe 
située dans un plan), le plan de contact étant à l'infini. Un 
plan quelconque coupe évidemment les surfaces U — o et 
U — L2 = 0 suivant deux coniques qui ont un double contact 
l'une avec l 'autre; si la section faite dans l'une des surfaces 
se réduit à un point-cercle ( ' ) , ce point doit être le foyer de 
l'autre section. Donc, quand une quadrique a un contact 
planaire avec une autre quadrique, le plan tangent en un 
ombilic de l'une coupe l'autre suivant une conique qui a 
pour foyer cet ombilic. Si l 'une des surfaces est une sphère, 
tout plan langent à la sphère coupera l'autre surface suivant 
une conique ayant son foyer au point de contact. 

On pcuL encore démontrer ces propositions en prenant 

( ' ) Lu cercle infiniment petit, qui se réduit à un point. 
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J'omLilic pour origine des coordonnées et le plan tangenl 
pour plan des xy. En faisant alors z = o, la quantité 
U — L2 = o se réduit à x 2 + y 2 —• l2 = o, équation qui repré-
sente une conique ayant l'origine pour foyer et dont l est la 
directrice. 

Deux quadriques qui ont un contact planaire avec une 
troisième se coupent entre elles suivant des courbes planes. 
En effet, il est évident que U'—L 2 = o, U — M2 = o ont 
les plans L — M = o, L -+- M = o pour plans d'intersection. 

141. Si L = o, M = o, N = o, P = o sont les équations 
de quatre plans, l'équation 

flL2+HP+cN! + </P2 = o 

représente une quadrique lelle, que l'un quelconque des 
quatre plans a pour pôle l'intersection des trois autres. Car 
«L 2 -+- 6M2 + cN2 = o est l'équation d'un cône qui a pour 
sommet le point ( L = o , M — o, N = o), et l'équation de 
la quadrique montre que ce cône lui est tangent et que P = o 
est le plan de contact. Les quatre plans forment ce que nous 
appellerons un tétraèdre auto-polaire par rapport à la surface. 
On a démontré (n° 136) que, deux quadriques étant données, 
il existe toujours quatre plans qui ont mêmes pôles par rapport 
aux deux surfaces. Si nous les prenons pour les plans L = o, 
M = o, N = o, P = o, nous pourrons ramener les équations 
des deux quadriques aux formes 

«L2 -4- bM* + cN2 -l- dP1 — o, 
a' L2 + b' M2 + c' N2 -h d! P2 = o. 

On peut aussi voir, a priori, qu'il doit être possible de ra-
mener à cette forme le système d'équations de deux quadriques ; 
car les équations L = o, M = o, N = o, P = o renferment 
implicitement chacune trois constantes et les équations écrites 
ci-dessus contiennent chacune trois constantes explicites. Le 



système comprend donc dix-huit constantes; il est, par suite, 
suffisamment généra! pour exprimer les équations de deux 
quadriques. 

Ce serait toutefois une erreur de conclure que les équations 
de trois quadriques quelconques peuvent être mises sous la 
forme 

a l ! -1- bM2 + cN2 -t- dP2 H- <?Q2 — o, 
a!L- -+- b'M2 4 - c' N2 4 - d P2 4 - e' Q2 = o, 
a"L2 4 - b" M2 4 - c"N2 4 - d" P2 4 - e" QJ = o, 

L = o, M — o, N = o, P = o, Q = o repi'ésentant cinq 
plans dont'les équations sont liées par la relation 

L + M + N + P + Q = o . 

Les équations L = o, M = o, N = o, P = o, Q = o con-
tiennent chacune trois constantes implicites et les équations 
ci-dessus renferment bien chacune quatre constantes explicites 
indépendantes; en apparence, le système semble donc com-
prendre vingt-sept constantes, mais en réalité il n'en renferme 
pas autant. En elfet, nous ferons voir, dans l'un des Chapitres 
suivants, que ces quantités sont liées par une relation ; en 
conséquence, le système n'est, pas assez général pour qu'on 
puisse exprimer ainsi les équations de trois quadriques quel-
conques. 

142. Les droites qui joignent les sommets d'un tétraèdre 
aux sommets correspondants de son tétraèdre polaire par 
rapport à une quaclrique appartiennent au même système 
de génératrices d'un hyperboloïde à une nappe, et les in -
tersections des faces correspondantes des deux tétraèdres 
jouissent de la même propriété. 

Considérons le tétraèdre fondamental et son tétraèdre po-
laire; les coordonnées des sommets du tétraèdre polaire 
(n° 79) sont proportionnelles aux quantités qui figurent dans 
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les lignes horizontales du tableau suivant : 

A , H , G , L , 

H , B . P , M , 

G , F , G , M , 

L , M , N , D . 

Les équations des quatre droites que nous considérons sont 
donc 

y z W 

n — G ~~ L ' 

Z W x 
F ~ M " H ' 

(V x Y 
N = G ^ F ' 

x _ y _ z 
L ~ M - N ' 

La condition pour qu'une droite quelconque 

a x 4 - p y .4- y -s 4 - 8 W ~ o , 

a ' x 4 - y 4 - y ' -5 4 - 8' w — o 

rencontre la première d'entre elles s'obtient en éliminant x 
entre les deux équations précédentes et en remplaçant y, z 
et w par les quantités II, G, L qui leur sont proportionnelles; 
on trouve ainsi 

— Pa ' ) 4 - G ( a y ' y a ' ) 4 - L ( a 8 ' — 8a ' ) — o . 

On trouverait de même que les conditions pour qu'elle 
rencontre les trois autres droites sont les suivantes : 

H ( pa ' - - P' a ) 4 - F ( Py' — p ' y ) 4 - M ( P8' — P' 8) = O, 

G ( y a ' — y ' a ) 4 - F ( y P ' - y ' P ) 4 - N ( y 8 ' - y ' 8 ) = o , 

L ( 8 a ' — 8 ' a ) 4 - M ( 8 p ' — 8 ' P ) 4 - N ( 8 y ' — S ' y ) = o . 

Or, ces quatre relations additionnées ensemble donnent 
un résultatidentiquement nul. Donc une droite qui rencontre 
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les trois premières droites rencontrera aussi la quatrième; 
c'est, en d'autres termes, la proposition qu'il s'agissait de dé-
montrer (1 ). 

Nous trouverions l'équation de l'hyperboloïde par l'une 
quelconque des méthodes indiquées dans le n° 113, par 
exemple, en exprimant que la droite 

wx' — w' x w y' — w' y wz' — w' z 
s t u 

rencontre les trois premières droites dontil est question. Nous 
avons alors les équations 

I I i v — L y _ Gw—Lz 
t J u 

Fiv — M2 H w — M.a? 
u s 

Gw — Nx Ftp — N y 
s t 

Multiplions-les membre à membre; s, t, u s'éliminent et 
nous obtenons l'équation cherchée sous la forme 

(Fw — M*)(Gw — NaO(Hw — h y) 
— ( Fw - N y) (G w — L z) ( H w — M x), 

011 bien 

(UN — GM)(Fwa? -1- L y z ) -t- (FL — IIN)(G«' / -1- M z x ) 
-I- (GM - F L ) ( l l w z 4- N^r/) ~ o. 

142 a. M. McCay a établi, au moyen des considérations sui-
vantes, que les quatre droites dont il s'agit appartiennent à 
un même hyperboloïde. 

Soit un angle solide quelconque formé par trois plans ; leurs 
pôles par rapport à une quadrique quelconque déterminent 

( ' ) Ce théorème a été découvert par M. Chastes. La démonstration que 
nous venons de donner est due à M. Ferrers ( Quarterly Journal of Mathe-
matics, t. I, p. -i'ii). 



un plan, et ces Irois pôles forment dans ce plan un triangle qui 
est le conjugué, par rapport à la courbe d'intersection, du 
triangle que l'angle solide détermine par son intersection avec 
le même plan. . 

Orles triangles conjugués sonten perspective; doncles trois 
plans qui passent chacun par une arête de l'angle solide et par 
le pôle de la face qui lui est opposée se coupent tous suivant 
une même droite. 

Supposons que nous ayons deux tétraèdres, polaires l'un 
de l'autre par rapport à une quadrique, et soient (a, b, c, d), 
(a!, h', c', d') leurs sommets respectifs. Nous voyons qu'en 
l'un quelconque ( a ) de leurs huit sommets il existe une droite 
construite comme on vient de l'indiquer. Cette droite, étant 
commune aux Lrois plans cibb\ acc', cidd', rencontre les droites 
bb', cd et dd', et, comme elle passe par (a ) , elle rencontre 
aussi ad. Prenons ainsi successivement les huit sommets; 
nous aurons huit droites qui rencontrent chacune aa', bb', 
ce' et dd1, ce qui démontre la proposition. 

Remarque. — D'après ce que nous venons de dire, on voit 
que, si l'on donne trois plans et si l'on prend deux points qui 
doivent être les pôles de deux d'entre eux par rapport à une 
quadrique, le pôle du troisième plan se trouve sur un certain 
plan qui est son lieu géométrique. 

Exercices. 

1. Étant donnés trois plans et leurs pôles par rapport à une qua-
drique, le lieu du centre est une droite (M. Mc Cay). 

2. Les quatre perpendiculaires abaissées des sommets d'un té-
traèdre sur les faces opposées font partie des génératrices d'un 
même système d'un hyperboloïde équilatère, et les quatre perpen-
diculaires élevées aux faces par le point de rencontre de leurs hau-
teurs appartiennent à l 'autre système de génératrices de ce même 
hyperboloïde ( ' ) . 

( ') On dit qu'un hyperboloïde est équilatère, quand il admet trois géné-
ratrices mutuellement perpendiculaires entre elles (n° 121, ex. 21). Ces 

S. — Gëoni. à trois clim. I. 12 



Soient a, b, c, d les sommets du t é t r a è d r e , A, B, C, D les faces 
opposées, x0 la perpendicu la i re abaissée de a sur A, y0 la pe rpend i -
culaire abaissée de b sur B, etc. Soient enfin a, [3, y, S les pieds de 
ces perpendicu la i res . Comme les h a u t e u r s d 'un t r iangle sphé r ique se 
coupen t en un même point , les plans menés pa r chacune des arê tes 
de l 'angle solide ( a ) pe rpend icu la i rement à la face opposée se coupent 
suivant une dro i te . Cet te dern iè re r encon t re donc les hau t eu r s y0, z0, 
«"c et, comme elle passe pa r (c t ) , elle r encon t r e a u s s i x 0 . En chacun des 
au t res sommets nous avons de même une dro i te qui coupe ces qua t re 
droi tes . Elles appar t i ennen t donc à un même système de généra t r ices 
d 'un hyperbo lo ïde . 

Menons ma in t enan t pa r y0 un plan E para l lè le à x0; ce plan sera 
perpendicu la i re en m ê m e temps à B et A, par sui te à leur a rê te 
d ' in tersect ion cd. P a r conséquent , il passe pa r une perpendicu la i re 
au plan du t r i ang le A. 

En r épé t an t ce t te cons t ruc t ion , nous voyons que le plan E' mené 
par ^o para l lè lement à x0 passe par la perpendicu la i re abaissée de c 
sur bd dans le même t r i ang le A. P a r suite, l ' in tersect ion de E et E', 
qui est paral lè le à x 0 , est la perpendicula i re élevée sur A par le point 
de r encon t r e des h a u t e u r s de ce t r iangle . Il est clair que la droi te 
EE'est une généra t r ice du second système de l 'hyperbolo ïde précédent 
qui contenai t les qua t re h a u t e u r s du t é t r a èd re . 

De plus, le plan A coupe cet hyperbo lo ïde suivant une conique 
passant par b, c, d et pa r le point de r encon t re des h a u t e u r s de A : 
c 'est donc une hyperbo le équi la lère . Les généra t r ices paral lèles aux 
asymptotes de ce t te hyperbo le et la généra t r ice x0 fo rment un système 
o r t hogona l ; donc l ' hyperbo lo ïde est équi la tère . 

Le lec teur verra a isément que cet exemple est r e n f e r m é implicite-
ment dans le t héo rème généra l . 

3. Si pa r le milieu de chacune des arê tes d ' u n t é t r a è d r e on mène 
un plan perpendicu la i re à l ' a rê te opposée, ces six plans se coupent 
en un même point , qui est le cen t re de l 'hyperbolo ïde dont il vient 
d ' ê t re ques t ion . 

-i. Dans un t é t r aèd re , la l igne droi te qui jo in t le centre de la sphère 

théorèmes sont indiqués par Schröter dans l'Ouvrage déjà cité, p. 2o5. La 
première parlieestdue à Steiner (Journal de Crelle, t. II, p. 98). La seconde 
partie du théorème et la détermination du centre dans l'exercice 3 sont attri 
buées par Bal tzer à Joachimsthal ( Grunert Archiv, t . XXXIII, p. 109.) L'exer-
cice 4 est de Monge ( Correspondance sur l'Ecole Polytechnique, t. II, 
p. 26G). 
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circonscrite au centre de l 'hyperboloïde équilatère t rouvé plus haut 
est divisée en deux parties égales par le centre de gravité du 
tétraèdre. 

143. La seconde partie du théorème énoncé au n° 142 n'est 
que la polaire réciproque de la première; comme exercice, 
nous en donnons une démonstration distincte. 

Prenons le tétraèdre fondamental et son tétraèdre polaire 
comme ci-dessus; les équations des quatre droites dont il 
s'agit sont 

x — o, liy-\-gz -+- Iw —o, 
y — o, hx -+- f z -1- m w — o, 

g x ^ J y + n w — 0; 

w= o, lx-\-my-\-ns = o. 

Nous avons trouvé (au n° 57 b) les conditions pour qu'une 
droite 

(a x-h P j H- yz-h 8<v = o, a' x -+- p 'y -+- y'z •+• 8'w = o) 

rencontre chacune des droites précédentes; ce sont 

h o — gx n- ITZ — O, 

— h u — f a - \ - N I Y . — o. 

gr— fa H - np =o, 
— 17t — mv. — np — o, 

et le théorème se trouve démontré comme ci-dessus, parce 
queces relations, additionnées memhreà membre, donnent un 
résultat identiquement nul. On trouve que l'équation de l'hy-
perboloïde est 

X*ghl-+-y1 hfm -(-z-J'gn-+- w- lmn-\-{fyz -t- Ixw) (gm -+• hn) 
+ {gzx -i- myw)(hn -h f l ) -\-(hxy -f- nzw) (/?+ gm) o. 

Comme cas particulier de ces théorèmes, les droites qui 
joignent les sommets d'un tétraèdre, circonscrit à une qua-



drique, aux points de contact des laces opposées sont les gé-
nératrices d'un même hyperboloïde. 

144. Le théorème de Pascal relatif aux coniquespeut s'énon-
cer ainsi : Les côtés d'u/i triangle coupent une conique 
en six points, situés deux à deux sur trois droites, qui ren-
contrent chacune le côté opposé du triangle en trois points 
situés sur une même ligne droite. Comme théorème ana-
logue pour l'espace à Lrois dimensions, M. Chasles a fait con-
naître la proposition suivante : Les arêtes d'un tétraèdre 
coupent une quadrique en douze points, par lesquels on 
peut faire passer quatre plans qui contiennent chacun trois 
points situés sur des arêtes aboutissant à un même sommet 
du tétraèdre ; les droites cl' intersection de chacun de ces 
plans avec la face opposée du tétraèdre sont des généra-
trices du même système d'un certain hyperboloïde. 

Soient x, y, z, vv les faces du tétraèdre et 

+ + + (g 

— ( n -+- — ) ztr — o 
V « / 

l'équation de la quadrique ; les quatre plans peuvenlse mettre 
sous la iorme 

x - h y + gz -1- l iv, 
y—hx-h j'z -+- « i f r , 

z—gx + Jy + niv, 
(v = Ix 4- my -+- nz. 

Leurs intersections respectives avec les plans x, y, z, w 
donnent un système de droites, et nous avons démontré dans 
le numéro précédent que ces droites sont des génératrices 
d'un même hyperboloïde. 



1 li a. Le théorème de Brianchon reialil aux hexagones peut 
être étendu à l'espace à trois dimensions, et nous pouvons dé-
signer sous le nom à'hexagone de Brianchon un hexagone 
quelconque dont les diagonales se coupent en un même point. 
11 est clair que, dans cette hypothèse, les droites qui consti-
tuent chaque couple de côtés opposés de l'hexagone se ren-
contrent; et réciproquement, si dans un hexagone gauche les 
couples de côtés opposés se rencontrent, les diagonales con-
courent en un même point. Ainsi, trois côtés non consécutifs 
d'un pareil hexagone sont rencontrés chacun par les trois 
autres côtés non consécutifs ; par conséquent, les côtés impairs 
appartiennent à l'un des systèmes de génératrices d'un hyper-
boloïde à une nappe, et les côtés pairs font partie de l'autre 
système. Réciproquement, tout hexagone dont les côtés sont 
silués sur un hyperboloïde est un hexagone de Brianchon (1 ). 

D'ailleurs, il n'est pas difficile de s'assurer que, si l'on 
donne un hexagone U dans l'espace el un point (a ) , et si 
par (a ) on mène trois droites qui coupent les couples de côlés 
opposés de l'hexagone en deux points, leurs intersections 
avec les côtés consécutifs de l'hexagone sont les sommets 
consécutifs d'un hexagone V de Brianchon, dans lequel ( a ) 
est le point de Brianchon. L'hexagone V, inscrit dans U, 
détermine un hyperboloïde unique, sur lequel il est situé. 
Mais cet hyperboloïde, à son tour, est rencontré par les 
côtés de l'hexagone U suivant six autres points. Pris dans le 
même ordre, ces points sont les sommets d'un second hexa-
gone de Brianchon inscrit dans l'hexagone donné, situé sur 
le même hyperboloïde, mais ayant un point de Brianchon 
différent de celui du premier hexagone V. 

(') Voir un Mémoire posthume de O. Hesse dans le Tome 85 du Journal 
de Ci elle. Après avoir démontré algébriquement les énoncés précédents, qui 
sont géométriquement évidents, Hesse traite aussi par le calcul la question 
de deux hexagones de Brianchon inscrits, déduits d'un hexagone gauche 
quelconque à l'aide d'un point arbitraire. 

cm 1 2 3 4 5 6 unesp ;: 8 9 10 11 12 13 



144 b. Poursuivons ces considérations sur l'hexagone de 
Brianehon ; en chacun de ses sommets nous avons un plan 
tangent qui renferme les deux côtés issus de ce sommet. 
Parmi ces plans, prenons-en deux qui forment un couple de 
plans opposés, par exemple, les plans qui contiennent res-
pectivement les côtés 1-2 et les côtés 4-5. Comme i ren-
contre 4 et que 2 coupe 5, la droite d'intersection de ces 
deux plans tangents est la même que la droite qui unit le 
point i -4 au point 2-5. De même, l'axe qui résulte de l'in-
tersection du plan 2-3 avec le plan 5-6 est le même que le 
rayon qui réunit 2-5 à 3-6, et l'axe de 3-4 et 6-1 est le 
même que le ray^on qui va de 3-6 à i-4- Donc les trois axes 
qui sont fournis par l'intersection des plans tangents opposés 
sont situés dans le même plan. Leur plan peut donc être 
considéré comme un plan de Pascal pour le même hexa-
gone. Ainsi, dans l'espace à trois dimensions, nous retrou-
vons ces deux propriétés dans la même figure. En fait, si 
nous coupons la surface et les plans tangents par un plan 
arbitraire (A), comme chaque plan tangent contient deux 
génératrices, (A) le rencontrera suivant la corde qui joint 
deux points de la conique résultant de l'intersection du plan 
et de la surface, et le plan que nous avons appelé plan de 
Pascal sera coupé par (A) suivant la droite de Pascal de 
l'hexagone inscrit. 

Mais, si la figure tout entière est vue d'un point ( a ) , pour 
lequel le contour de la surface donne naissance à un cône 
circonscrit réel, chaque génératrice de la surface détermine 
un plan tangent à ce cône, et les plans menés par les arêtes 
opposées de celte pyramide hexagonale circonscrite ont une 
droite d'intersection commune : c'est le rayon qui unit le 
sommet au point de Brianehon. 

Exercice. 

Pour trai ter la question analytiquement, considérons la quadrique 
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yz = wx et prenons les côtés impairs sous la forme 

(1) x = z — Xj Wj 

et les côtés pairs 

(2) x = \ z z , y = X2 <T\ 

Ces deux droites se rencontrent en un point dont les coordonnées 
sont proportionnelles à X1X2, X», Xlt 1, et l 'équation du plan tangent 
en ce point est 

tl2 = x — X|j>' — X2-s -H Xj X2 «> = o. 
Le point de Brianchon est évidemment l 'intersection des plans 

x — \iy •— l^z -+- X,X4 w — o, 
x — X5y — X2.s -t- X5X2 w == o, 
x — l3y — X6,3 -4- X3X6(v = 0; 

par conséquent, son équation sera 
' a b c 

I -X, 
• - Xs 

! i — x, — x6 

cl 
-x4 x,x4 
-X, X5X2 

X3X0 

: O. 

L'équation du plan, que nous avons appelé plan cle Pascal, peut 
s'écrire 

j x y z w ! 
XtX4 X4 X, 1 
X5X2 X2 X5 i 
X3X0 Xc X3 1 | 

Si nous la multiplions par le déterminant 
1 — X j •—• X 2 X, X 2 

X i X3 x4 

I o 
O I 

c'est-à-dire par X X5, nous avons pour résultat le déterminant 

( X 3 - X , ) ( X 6 - X 2 ) 
(Xs— X6)(X6— X4) 

X3 

I 

1 — h, nous 

tlï 0 0 

s 0 0 
z X, x5 



134 CHAPITRE VII. — NOTATION ABRÉGÉE. 
La valeur de ce déterminant est 

( h — X5) (X6 - X4)Î12 — (X3 — Xj) (X6 —" X4) <45 ; 

nous aurions des formes semblables pour les expressions contenant 
'23) he et £34, <6i, ce qui démontre que le plan renferme les droites 
<u, <45 et ces deux autres droites. 

De plus, puisque pour quatre quantités indéterminées quelconques 
x, y, z, w, nous avons la relation 

x y Z (V' . -\% -x4 x,x4 
X,X2 X2 X, I I — AS — X, X5X2 

xtx5 x4 Xs I i — X3 — Xg x3x6 
j /. '»2 <36 

= 0 O (Xi — X3)(X2 - X*) 
1 0 0 ( X 4 - X 6 ) ( X 5 - X s ) 

un point quelconque [x, y, z, (*>) est situé dans le môme plan que 
les points 1-2, 4-5 et que ceux dont les coordonnées sont les déter-
minants de la seconde matrice. Ces trois derniers points doivent 
donc se trouver sur une même droite; nous vérifions d e l à sorte 
que les diagonales de notre hexagone se rencontrent en un mime 
point. 
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C H A P I T R E VIII . 
F O Y E R S . — S U R F A C E S H O M O F O C A L E S ( ' ) . 

145. Lorsque U = o représente une sphère, l'équation 
d'une quadrique ayant un double contact avec celte sur-
face, U = LM, exprime, comme on l'a vu clans les Sections 
coniques (n° 260), que le carré de la tangente menée d'un 
point quelconque de la quadrique à la sphère est dans un 
rapport constant avec le produit des distances du même point 
à deux plans fixes. Les plans L = o et M = o sont évidemment 
parallèles aux plans des sections circulaires de la quadrique, 
puisqu'ils contiennent les intersections de cette surface avec 
la sphère; leur droite d'intersection est donc parallèle à l'un 
des axes de la quadrique (nos 103, 139). Nous avons vu 
( Sections coniques, n° 261) que le foyer d'une conique peut 
être considéré comme un cercle infiniment petit qui a un 
double contact avec la conique, la corde de contact étant 
la directrice. De la même manière, nous pouvons définir le 
foyer d'une quadrique ainsi qu'il suit : c'est une sphère 
infiniment petite qui a un double contact avec la qua-
drique; la corde de contact est ici la directrice corres-

( ' ) Les propriétés dont il est question dans ce Chapitre ont été pour la 
première fois étudiées en détail par M. Chasles et par le professeur Mac-
C.ullagh, qui ont obtenu les principales d'entre elles à peu près vers la 
môme époque. On trouvera les résultats des recherches de M. Chasles dans 
les Notes de son Aperçu historique, publié en 1837. 

(Une nouvelle édition de cet Ouvrage a été publiée en i8^5 par M. Gau-
thier-Vil lars — O. C.) 



pondante. En d'autres termes, le point (a, j3,y) sera un 
foyer, si l'équation de la quadrique peut se mettre sous la 
forme 

(x — p)2-i- (z — = 

<ï> étant le produit des équations de deux plans. Toutefois, 
nous devrons discuter séparément le cas où ces plans sont 
réels et celui où ils sont imaginaires. Dans le premier cas, 
l'équation se présentera sous la forme U = LM, et dans l'autre 
elle sera CJ = L 2 + M - . Pour le premier cas, la directrice 
(la droite LM) est parallèle à celui des axes de la surface par 
lequel on peut mener des plans réels de sections circulaires; 
ce sera, par exemple, l'axe moyen, si la surface est un 
ellipsoïde. Dans le second cas, la droite LM est parallèle à 
l'un des autres axes. 

On peut prouver directement que la droite LM est paral-
lèle à un axe de la surface. Supposons, en effet, que les 
plans coordonnés des x et des y soient respectivement per-
pendiculaires entre eux et qu'ils passent par LM. L et M 
étant alors tous les deux de la forme \x -f- [ay, les quantités 
LM et L 2 - f -M 2 se présenteront elles-mêmes sous la forme 
ax- + ih xy -f- by-. On démontre, comme en Géométrie 
plane, qu'en faisant tourner les plans coordonnés des x et 
desjK, cette quantité peut être ramenée à la forme A x2 z t Bj / 2 . 
Les équations U = LM, U — L 2 - f -M 2 , développées, peuvent 
donc s'écrire sous la forme 

(x - a) 2 -t- (y h- P)* -+ (z - Y ) 2 = hx* ± B j 2 , 

et, comme les termes enj^-s, zx, xy n'entrent pas dans cette 
équation, les axes des coordonnées sont parallèles aux axes 
de la surface. 

146. La définition du foyer d'une courbe plane est la sui-
vante (Courbes planes de degré supérieur, n° 138) : c'est le 
point d'intersection de deux droites tangentes à la courbe, qui 



passent chacune par l 'un des points circulaires à l'infini. La 
définition que nous venons de donner pour le foyer d'une 
quadrique peut s'énoncer d'une manière analogue. Nous 
venons justement de voir que, si l'origine est un foyer, 
l'équation de la quadrique peut s'écrire sous la forme 
U = LM, et U ou (x — oc)2 + ( > — P)2 + (> — ï ) 2 repré-
sente un cône qui a le foyer pour sommet et qui passe par le 
cex-cle imaginaire à l'infini. La forme de l'équation montre 
(n° 137) que ce cône a un double contact avec la quadrique 
aux points où celle-ci est rencontrée par la droite LM 

Le plan tangent à la surface en l'un ou l'autre des deux 
points de contact sera aussi un plan langent au cône et, par 
suite, passera par une tangente au cercle à l'infini. Cela posé, 
nous pouvons dire qu'un foyer est un point par lequel on 
peut mener deux droites a-, qui sont tangentes chacune à la 
surface, qui rencontrent le cercle imaginaire à l'infini et qui 
sont telles que le plan tangent à la surface, mené par l'une 
quelconque d'entre elles, est aussi tangent au cercle imaginaire 
à l'infini. Cette définition n'est pas bornée au seul cas des qun-
driques, mais s'applique à une surface de degré quelconque. 

Si, partant de cette définition, nous désirons trouver les 
foyers d'une surface quelconque, nous aurons donc à consi-
dérer les plans tangents à la surface menés par les tangentes 
du cercle imaginaire à l'infini ; ces plans forment une série 
simplement infinie et envelopperont une surface développable. 
L'intersection de deux plans consécutifs sera une droite u et 
en même temps une génératrice de la surface développable. 
Comme un foyer est un point par lequel passent deux droites <7 
c'est-à-dire deux génératrices de la développable, ce sera un 
point double de la surface. Mais nous verrons dans la suite 
qu'une développable a, en général, une série de points doubles 
formant une ou plusieurs courbes nodales; nous en concluons 
alors que les foyers d'une surface en général ne sont pas des 
points isolés, mais qu'ils constituent un ensemble de points 
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formant une ou plusieurs courbes. Dans le numéro suivant, 
nous démontrerons directement qu'il en est ainsi dans le cas 
d'une quadrique. D'après cette définition, il est évident que 
deux surfaces auront la même série de foyers, si la dévelop-
pable en question, qui passe par les tangentes du cercle imagi-
naire à l'infini et qui enveloppe chaque surface, est com-
mune à ces deux surfaces. 

147. Maintenant cherchons directement si une quadrique à 
centre donnée a nécessairement un foyer et si elle en a plus 
d'un. Pour plus de généralité, au lieu de prendre l'axe des z 
pour directrice, nous choisissons une droite parallèle quel-
conque; l'équation du numéro précédent devient alors 

(« - + (/ - ?y + (- - Y)'•=•/>(« - O2 + q(y - ?')2 (')• 
\ oyons si l'on peut déterminer pour a, (5, y, a', p', p, q des 

valeurs qui permettent d'identifier l'équation précédente avec 
une équation donnée 

cc 
X B 

En premier lieu, pour que l'origine soit le centre, il faut 
que l'on ait 

Eliminons a' et j3' au moyen de ces relations; l'équation 
écrite ci-dessus devient 

il faut donc qu'on ait 

1-lZLP. « t+LZlv. 

-p-
C 

P 
— a-

_ A - C 

- ~Â~' 

6 2 = = G 

ou q : 

P2 

B - G 

B ' 

A — ' B — G = 

( ' ) Si p et q sont de signes contraires, les plans de contact du foyer avec 
la quadrique sont réels; au contraire, ils sont imaginaires si p et q ont le 
môme signe. 

cm 1 2 3 4 5 6 unesp2 8 9 10 11 12 13 



On voil ainsi que, la surlace étant donnée, les constantes 
p et q sont déterminées, mais que le foyer peut se trouver en 
un point quelconque de la conique 

a2 p2 

Â ^ G B — G ~ ' • 

D'après cela, on a donné à celte courbe le nom de conique 
focale de la surface. 

C'est à dessein que nous n'avons rien dit, ni des signes, ni 
des grandeurs respectives des quantités A, B, C. Il résulte de 
là qu'il y a une conique focale dans chacun des trois plans 
principaux et que de plus cette conique est homofocale avec 
la section principale correspondante de la surface. Il est clair, 
en effet, que les coniques 

a" 
A 

£ = 1 
B 

et |32 

A — C b — C 

sont liomofocales. Si l'on prend un point quelconque (a , 3) 
d'une conique focale pour foyer, la directrice correspondante 
est la perpendiculaire élevée au plan de la conique parle point 

A » Bf 
-p i 

W • i> p • B — C 

On peut interpréter géométriquement ces valeurs en disant 
que le pied de la directrice est le pôle, par rapport à la sec-
tion principale de la surface, de la tangente à la conique fo-
cale au point (a, [3). En effet, l'équation de cette tangente est 

O..T 
A ^ G B — G 

a x 
"A" 

Vy 
B 

C'est évidemment l'équation de la polaire du point (a', J5 ) 
par rapport à 

x*- Y~ 
A B 

Noussavons, parla théorie desconiques liomofocales planes, 
que la droite qui joint un foyer quelconque au pied de la di-



rectrice correspondante est normale à la conique focale. Les 
pieds des directrices sont évidemment situés sur la conique 
lieu des pôles des tangentes à la conique focale par rapport à la 
section principale correspondante de la quadrique. L'équa-
tion de cette conique est 

car, si nous éliminions a et (3 entre l'équation de la conique 
focale et les relations qui lient a, [3 et a', (3', la relation quenous 
obtenons ainsi, et à laquelle doivent satisfaire les dernières coor-
données a', [3', est précisément l'équation écrite ci-dessus. Les 
directrices elles-mêmes forment un cylindre qui a pour base 
la conique représentée par cetté équation. 

148. Etudions maintenant en détail les différentes classes 
de surfacesàccnlre pour rechercher la nature deleurs coniques 
focales et pour distinguer quelle est celle des deux classes de 
foyers à laquelle leurs points appartiennent. Il est clair que 
l'équation 

a2 P2 

Â = G + " 1 

représentera une ellipse si C est algébriquement la plus petite 
des trois quantités A, B, C; ce sera une hyperbole si C est 
compris entre A et B, et la courbe deviendra imaginaire si C 
est la plus grande de ces quantités. 

Donc, parmi les trois coniques focales d'une quadrique à 
centre, il y a toujours une ellipse, une hyperbole et une 
courbe imaginaire. Par exemple, dans le cas de l'ellipsoïde, 
les équations de l'ellipse et de l'hyperbole focale sont respec-
tivement 

•r2
 P y2 X*- s 2 

a1 — c ! b1 — c2 ~ 1 ' tf '^T2 ' W^d* ~ ' ' 

On trouve les équations correspondantes : pour l 'hyperbo-
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loïde à une nappe, en changeant le signe de c"; pour l'hy-
perboloïde à deux nappes, en changeant à la fois le signe de 
/>- et de c2. 

Nous avons vu de plus que les foyers appartiennent à la 
classe de ceux pour lesquels les plans de contact sont ima-
ginaires ou réels selon que p et q ont les mêmes signes ou 
des signes contraires, et nous savons que 

A — C B • - C 

Si donc C est la plus petite des trois quantités A, B, C, 
les deux numérateurs seront positifs et les dénominateurs 
seront aussi tous deux positifs dans le cas de l'ellipsoïde et de 
l'hyperboloïde à une nappe, tandis que l'un d'eux sera négatif 
dans Pe cas de l'hyperboloïde à deux nappes. Donc, dans le 
cas de l'ellipsoïde et de l'hyperboloïde à une nappe, les points 
de l'ellipse focale sont des foyers appartenant à la classe de 
ceux dont les plans de contact sont imaginaires ; au contraire, 
ils font partie de l'autre classe dans le cas de l'hyperboloïde 
à deux nappes. 

Supposons maintenant que G ait une valeur comprise entre 
A et B ; les deux numérateurs seront de signes contraires, et 
les dénominateurs auront le même signe dans le cas de l'ellip 
soïde, mais des signes différents dans le cas des deux hyper-
boloïdes. Par conséquent, les points de l'hyperbole focale 
sont des foyers à plans de contact réels dans le cas de l'ellip-
soïde, et ils font parlie de l'autre classe dans le cas des hvper-
boloïdes. On remarquera que tous les foyers réels de l'hyper-
boloïde à une nappe appartiennent à la classe de ceux pour 
lesquels les plans de contact sont imaginaires; mais les co-
niques focales des deux aulres surfaces contiennent des foyers 
des deux classes : l'ellipse de l'ellipsoïde et l'hyperbole de 
l'hyperboloïde à deux nappes sont formées de foyers à plans 
de contact imaginaires. Cela revient à ce qu'on a trouvé (n°145), 
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à savoir qu'il ne peutyavoirde foyers de l'autre classe que dans 
des plans perpendiculaires à l'axe de la quadrique par lequel 
on peut mener des plans réels de section circulaire. 

14-9. Les coniques focales à plans de contact réels coupent 
la surface suivant des points réels, tandis que les courbes ap-
partenant à l'autre classe ne la rencontrent pas. En effet, si 
l'équaLion d'une surface peut être mise sous la forme 

U — L2 + M2 

et si les coordonnées d'un point de la surface donnent U = o, 
il faut aussi que l'on ait L = o, M = o ; autrement dit, le 
foyer doit se trouver sur la directrice. Mais, dans ce cas, la 
surface ne peut être qu'un cône, car, en prenant le foyer 
pour origine, l'équation 

x- + j ! h - î 2 = L ! + M2 

(où L et M sont des plans passant chacun par l'origine) ne 
renfermera pas d'autres termes que ceux où les variables 
figurent au degré le plus élevé; par conséquent, elle représen-
tera un cône (n° 66). 

D'autre part, la conique focale qui se compose de foyers 
de la première classe passe par les ombilics. En effet, si l'é-
quation de la surface peut être mise sous la forme U = LM, 
et si les coordonnées d'un point de la surface donnent U = o, 
il faudra qu'on ait aussi L = o ou M = o. Mais la surface 
passe par l'intersection de U et L ; si donc le point de U se 
trouve surL, ce plan L coupe la surface suivant un cercle in-
finiment petit, c'est-à-dire qu'il est tangent à un ombilic. 
C'est en raison de cette propriété que le professeur Mac 
Cullagli a donné aux coniques de ce genre le nom de coniques 
focales ombilicales. 

150. La section d'une quadrique par un plan qui passe par 
un foyer et par la directrice correspondante est une conique qui 
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a ce point et cette droite pour loyer et pour directrice. En 
effet, si nous prenons le foyer pour origine, l'équation de la 
surface est 

X1 y* zt — LM ou X! + J ! 4 - : , = L ! + M!. 

En faisant z = o, l'équation de la section est 

ac* + y \ = . lm ou x 1 4- y* — l1 4 m2, 

L et M étant les intersections de L et M par le plan A o. 
Mais, si ce plan passe par LM, ces droites coïncident et l'équa-
tion se réduit à 

qui représente une conique ayant l'origine pour foyer et la 
droite / pour directrice. Comme le plan qui joint le foyer et 
la directrice est normal à la conique focale (n° 147), le théo-
rème qu'on vient de démontrer peut s'énoncer comme il suit: 
Une section plane normale à une conique focale a pour 

foyer le point où elle est normale à la conique focale. 

l o i . Si la quadrique donnée est un cône 

x"' r2 z-
r + B + c = 0 ' 

la réduction de l'équation à la forme U = L2 ± M2 s'effectue 
exactement comme ci-dessus. On démontre cpie les coordon-
nées du foyer doivent vérifier l'équation 

a2 fi2 

Â = T c + B ^ c = °> 

qui représentera une ellipse infiniment petite, ou deux 
droites, selon que A — C e tB •— C auront les mêmes signes ou 
des signes contraires. En d'autres termes, l'hyperbole focale 
se transformera dans ce cas en deux lignes droites, tandis que 
l'ellipse focale diminuera de dimensions et se réduira au som-

S. — G com. à trois dim. I. i3 
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met du cône. Pour le cône 

f ! il _ £ — 
a1 b2 c~ ' 

l 'équation des droites focales est 

a- — b2 b2 -+- c2 

Les droites focales du cône asymptotique à un hvperbo-
loïde sont évidemment les asymptotes de l 'hyperbole locale 
de la surlace. 

Les foyers situés sur les droites focales appartiennent à la 
classe de ceux dont les plans de contact sont imaginaires; 
mais le sommet lui-même, qui est à double titre un foyer de ce 
genre, peut aussi être un foyer de l 'autre classe; car l 'équa-
tion du cône qu'on a écrite plus haut se met sous l 'une des 
trois formes 

- J 2 + . - 2 = : 

y+z2= 

•r 

• c b2-
a2 

a2 
— b2 

a2 

b2 
— a2 

b1 

x l H-

y2 

b2 

b2 + c2 

c2 

a2 -+- c2 

r 

La directrice qui correspond au sommet considéré comme 
loyer passe par ce point. 

La droite qui joint un point d 'une droite focale au pied 
de la directrice correspondante est perpendiculaire à celle 
«Iroile focale. Cette proposition découle, comme cas particu-
lier, de celle qu'on a déjà établie pour les coniques focales en 
général; mais on peut aussi la démontrer directement. On a 
prouvé que les coordonnées du pied de la directrice sont 

B 3 A a 
B — C 

L'équation de la droite qui joint ce point au point, (a, [B) 



est 

B —C A - G y = <x3 B — G A — C 

Pour qu'elle soit perpendiculaire à la droite focale [3x 
nous avons la condition 

a2 P2 

ay, 

A — G B — G ' 

et nous avons vu que cette relation est vérifiée. 
On démontre de même, comme cas particulier du n" luO, 

que la section d'un cône par un plan perpendiculaire à l'une 
quelconque de ses droites focales est une conique qui a pour 
foyer le point d'intersection de la droite cl du plan. Les droites 
focales étudiées dans le présent numéro sont donc identiques 
avec celles qu'on a définies (n° 12o). 

152. Les droites focales (Vun cône sont perpendiculaires 
aux sections circulaires du cône réciproque (voir n" 125). 

En effet, les sections circulaires du cône 

Ad?2-t-B/2 + C;2 = o 

sont parallèles aux plans (voir 11" 1C3) 

( A _ C ) ^ + ( B - C ) 7 2 = O; 

les droites focales correspondantes dans le cône réciproque 
y! xL 

A 
-b T B C 

sont, comme nous l'avons vu, 

a;2 y2 

— o 

A—G B - G ̂ — o, 

et les droites représentées par cette dernière équation sont 
évidemment perpendiculaires aux plans que représente l'équa-
tion précédente. 

2 3 4 5 6 unesp®" 8 9 10 11 12 
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153. Pour rechercher les foyers des autres espèces de 
quadriques, on procède comme dans les numéros précédents. 
Soient, par exemple, les paraboloïdes donnés par l'équation 

x2 y2 

Cette équation peut être mise sous l'une des deux formes sui-
vantes, 

{ x a)2 + J 2 + (.5 - Y)2 = - «V + (i - Y + B)2, 

ou t on a 

ou bien 
A — B = 2 T - B , 

+ ( J , _ P ) . + ( , _ Y ) 2 = - j - (y - [ 

et ici l'on a 

- ( s - Y + a y, 

P2 

B —A 2 Y — A. 

11 résulte de là qu'un paraboloïde a deux paraboles focales, 
et il est facile de voir que chacune d'elles est homofocale avec 
la section principale correspondante. Suivant le signe de la 

Y g 
fraction ——— , les foyers appartiendront à l'une ou à l'autre 

des classes qu'on a déjà étudiées. S'il s'agit par exemple du 
paraboloïde elliptique, A et B sont tous deux positifs; si A a 
la plus grande valeur, les foyers situés dans le plan des xz ap-
pa r t i end ron t la classe de ceux dont les plans de contact sont 
imaginaires, tandis que les foyers contenus dans le plan des 
yz feront partie de l'autre classe. 

Si nous changeons le signe de A ou de B, la quantité 

restera positive; nous voyons ainsi que tous les foyers du pa-
raboloïde hyperbolique appartiennent à la première classe 
(plans de contact imaginaires); nous avons déjà reconnu que 

A - B 

cm i 2 3 4 5 6 unesp'®" 8 9 10 11 12 13 



cette propriété s'applique également à l'hyperboloïde à une 
nappe. 

Les théorèmes suivants continuent encore à se vérifier : 
La droite qui joint le foyer au pied de la directrice cor-
respondante est normale à la courbe focale et le pied de la 
directrice est le pôle, par rapport à la section principale, 
de la tangente à la conique focale. Les piecls des directrices 
sont sur une parabole et les directrices elles-mêmes engen-
drent un cylindre parabolique. 

Pour compléter la discussion, il reste à parler des foyers 
des différentes classes de cylindres. On trouve sans la moindre 
difficulté que, si la hase du cylindre est une ellipse ou une 
hyperbole, il y a deux droites focales : ce sont les droites 
menées par les foyers de la base parallèlement aux généra-
trices du cylindre. Si, au contraire, la base du cylindre est une 
parabole, il n'y a qu'une seule ligne focale qui passe de 
même par le foyer de la base. 

154. Nous avons déjà donné l'interprétation géométrique 
de l'équation U = LM. Nous en déduisons la propriété sui-
vante pour les foyers dont les plans de contact sont réels : Le 
carré de la distance d'unpoint d'une quadrique à un foyer 
de celte classe est dans un rapport constant avec le produit 
des perpendiculaires abaissées de ce même point de la qua-
drique sur deux plans menés par la directrice correspon-
dante et parallèles aux plans de section circulaire. Le 
professeur Mac-Cullagh a découvert, pour les foyers de l'autre 
classe, la propriété correspondante, qui est moins évidente. 
Elle s'énonceainsi :La distance d'un point d'une quadrique 
à un foyer de cette classe est dans un rapport constant avec 
sa distance à la directrice correspondante, cette distance 
étant mesurée parallèlement à l'un ou à l'autre cles plans 
de section circulaire. 

Pour la démontrer, supposons que nous cherchions à expri-
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mer la dislance du point (x',y, z') à une directrice parallèle à 
l'axe des z et passant par le point dont les coordonnées x et 
y sont a' et (3', cette distance devant être mesurée parallèle-
ment à un plan directeurs = m x . Un plan parallèle mené par 
(x',y,z'), c 'est-à-direajantpouréqualions — z' — m\x — x'), 
rencontrera la directrice en un point dont les coordonnées 
x ely sont évidemment a! et (3', tandis que la coordonnée z 
est donnée par la relation 

z — z' =m(-j! — x'). 

Le carré de la distance cherchée est donc 

(,x ' — a')2 -+- ( / — P')2 -+- m 2 (x' — a')2 

— ( y _ p')« +(, + m2)(x' — a')2. 

Mais alors, dans l'équation du n° 147, 

où p et q sont tous deux positifs et où nous supposons p plus 
grand que q, le second membre représente q fois le carré de 
la distance du point de la quadrique à la directrice; celte 
distance est mesurée parallèlement au plan s = mx, où 

m- = ^——i- En remplaçant p et q par leurs valeurs données 

dansle n°147, on montrerait que ce plan est un plan de sec-
tion circulaire. Il est d'ailleurs évident,géométriquement, qu'il 
doit en être ainsi. Considérons en elfet la section déterminée 
dans la quadrique par un plan parallèle au plan directeur; 
les distances de tous les points de cette section sonl évi-
demment mesurées à partir du même point de la directrice. 
Par conséquent, la distance de tout point de la section à ce 
point fixe est dans un rapport constant avec sa distance au foyer. 
Mais, quand les dislances d'un point variable à deux points 
fixes sont entre elles dans un rapport constant, le lieu de ce 
point est une sphère. La section est donc l'intersection d'un 
plan et d'une sphère, c'est-à-dire un cercle. 
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Le cas où la distance du point au foyer est égale à la dis-
tance de ce même point à la directrice constitue toutefois une 
exception. Comme le lieu d'un point equidistant de deux 
points fixes est un plan, on voil comme ci-dessus que, dans 
ce cas, les sections parallèles au plan directeur sont des 
droites. Si nous nous reportons aux numéros précédents, 
nous trouverons (voir n° 153) que le rapport en question ne 
se change en égalité (q = i) que dans le cas du paraboloïde 
hyperbolique; or le plan directeur ne peut rencontrer cette 
surface suivanldes sections circulaires, puisqu'elle n'en a pas. 
Le professeur Mac Cullagh appelle modale de la sut face le 
rapport de la distance focale à la distance du point à la di-
rectrice, et il donne le nom de foyers modulaires à ceux qui 
ont des plans de contact imaginaires ( ' ) . 

155. Nousavonsremarqué(n°'137) que toutes les quad riques 
de la forme U — LM = o sont enveloppées par deux cônes et 
(pie, si U représente une sphère, ces cônes devront être de 
révolution, car on sait que tout cône qui enveloppe une sphère 
doit jouir de celte propriété. De plus, si U se réduit à un 
point-sphère, ces cônes se confondront en un seul qui aura 
ce point pour sommet; nous pouvons donc conclure de là 
que le cône qui enveloppe une qucidrique et quia un foyer 
pour sommet est un cône de révolution. 

( ' ) C'est en 1836 que le professeur Mac Cullagh a publié cette méthode 
modulaire pour la génération des quadriques. J'ai donné en 18^2 la pro-
priété complémentaire relative aux foyers non modulaires. Peu après, 
M. Amyot a retrouvé la même propriété par une autre méthode; mais, comme 
il ne connaissait pas le mode de génération indiqué par le professeur Mac 
Cullagh, il n'a pu établir la théorie complète des foyers. Le professeur Mac 
Cullagh a publié sur les propriétés focales des quadriques un travail détaillé 
qu'on trouvera dans les P/ocee ' ngs le l'A-adémie royale d'Irlande ( t . II. 
p.4',6). M.Townsend a aussi fait paraître un excellent Mémoire ( Cambridge 
and Oubli 1 malhemalicd Journal, t. l i t , p. 1, 97, 148), dans lequel il 
élu lie d 'une manière complète les prop "iétés des foyers considérés comme 
limites de sphères qui ont un double cuutac avec la quadrique. 
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Ce théorème étant important, nous en donnons une dé-
monstration analytique directe. Remarquons d'abord qu'une 
équation de la forme 

x~ + y2 + -s2 = ( a x •+• by -t- czY 

représente un cône droit. En effet, si nous faisons une trans-
formation de coordonnées, en prenant de nouveaux axes rec-
tangulaires et choisissant le plan ax + by -+- cz = o pour 
l'un des plans coordonnés, l'équation du cône deviendra 

X2 4- Y2 Z2 = 1 X2 ; 

elle représente un cône de révolution, puisque les coefficients 
de Y2 et Z2 sont égaux. 

Si maintenant nous formons, d'après la règle du n° 78, 
l'équation du cône ayant l'origine pour sommet et circonscrit 
à la surface, 

x* -+- j 2 4- s 2 — L2 — M2 = o, 
où 

L = ax 4- by 4 - cz 4- cl, M = . a'x 4 - b'y + c ' ; + cl', 

nous trouvons 

(cP- 4- cl,2) (x2 4- J 2 4- ~2 — L2 — M2) 4- (c/L 4- cl'M)2= o 

ou bien 

( cl2 4- cl'-) ( x"- 4 - y'2 4 - s2) — ( cl L — iZM )2 = o, 

et nous venons de démontrer que cette équation représente un 
cône droit. 

Corollaire. — Quand on forme la polaire réciproque d'une 
surface, le cône circonscrit qui a son sommet à l'origine corres-
pond au cône asymptotique de la surface réciproque. D'après 
cela, il résulte du présent numéro que la polaire réciproque 
d'une quadrique par rapport à un foyer quelconque est 
une surface de révolution. 

Comme exercice, nous laissons aux lecteurs le soin de dé-



montrer les quelques propriétés suivantes des foyers, que 
l'on peut déduire des principes que nous venons d'exposer. 

Exercices. 

1. La polaire d'une directrice est la tangente à la conique focale au 
foyer correspondant. 

2. Le plan polaire d'un point quelconque d'une directrice est per-
pendiculaire à la droite qui joint ce point au foyer correspondant. 

3. Supposons qu'une ligne droite, menée par un point fixe O, ren-
contre une directrice d'une quadrique et coupe cette surface aux points 
A et B; soit F le foyer correspondant; le produit 

t a n g | A F O x t a n g i B F O 

est alors constant. Cette proposition se démontre comme le théorème 
correspondant dans les coniques planes (Sec t ions coniques, n° 226, 
ex. 8). 

4. La proposition précédente ne cesse pas d'être exacte si le point 
O se meut sur une autre quadrique ayant le même foyer, la même 
directrice et les mêmes plans de sections circulaires que la quadrique 
donnée. 

5. Si deux quadriques comme les précédentes sont coupées par une 
droite passant par la directrice commune, les segments interceptés 
par chaque surface sur cette droite sous-tendent au foyer des angles 
égaux. 

(j. Si une droite passant par une directrice est tangente à l'une des 
quadriques, la corde interceptée sur cette droite par l 'autre qua-
drique sous-tend un angle constant au foyer. 

156. Etant donnée une surface de révolution autour de son 
axe transverse, le produit des perpendiculaires abaissées des 
deux foyers sur un plan tangent quelconque est évidemment 
constant. Si maintenant nous formons la réciproque de cette 
propriété par rapport à un point quelconque, en suivant la 
méthode employée dans le n° 126, nous trouvons que le carré 
de la distance de l'origine à un point quelconque de la sur-
face réciproque est clans un rapport constant avec le produit 
des distances de ce point à deux plans fixes. 



Riais nous voyons, d'aprèsle n° 126 (ex. 5) , que ces deux 
plans sont les plans de sections circulaires du cône asympto-
tique à la nouvelle surface, et par conséquent de la nouvelle 
surface elle-même. L'inlerseclion des deux plans est la réci-
proque de la droite qui joint les deux foyers, c'est-à-dire de 
l'axe de la surface de révolution. Cette propriété ( ' ) appar-
tient, comme nous le savons (n° l o i ) , à tout point de la co-
nique focale ombilicaire; par conséquent, la réciproque d'une 
quadrique, par rapport à un foyer ombilicaire, est une sur-
face de révolution autour de l'axe transverse; mais, s'il s'agit 
d'un foyer modulaire, la surface réciproque estune surface de 
révolution autour de l'axe conjugué. 

En formant les réciproques des propriétés des surfaces de 
révolution, nous obtiendrons des propriétés d'une quadrique 
qui seront relatives au foyer et à la directrice correspondante. 
Remarquons que l'axe de la figure de révolution de l'une ou 
l'autre espèce est la droite réciproque de la directrice qui 
correspond au foyer donné et qu'il est parallèle à la tangente 
à la conique focale au foyer donné (voir n" 174). 

Dans ce qui suit, la première colonne renferme des proprié-
tés des surlaces de révolution, la seconde celles des quadriques 
en général. 

1. Le cône tangent qui a son som-
met en un point quelconque de 
l 'axe de révolut ion est un cône 
d ro i t dont les plans t angen t s font 
un angle cons tant avec le plan de 
contac t . Ce dern ie r est pe rpend i -
culaire à l 'axe. 

Le cône qui a pour sommet un 
foyer et pour base unesect ion don t 
le plan passe par la di rect r ice cor-
respondan te est un cône droi t . 
Son axe est la droi te qui jo in t le 
foyer au pôle du plan de la section, 
et cet te même droi te est p e r p e n -
diculaire au plan mené par le foyer 

i et la directr ice . 

( ' ) C'est en suivant cette marche que j'ai été conduit à découvrir cette 
propriété et à faire la distinction entre les deux classes de foyers. 



2. Un plan tangent quelconque 
est perpendiculaire au plan qui 
passe par son point de contact et 
par l'axe. 

La droite qui unit un foyer à un 
point de la surface est perpendi-
culaire à la droite qui joint le foyer 
au point où le plan tangent cor-
respondant rencontre la direc-
trice. 

3. Le plan polaire d'un point 
quelconque est perpendiculaire 
au plan qui contient ce point et 
l'axe. 

4. Deux droites conjuguées sont 
telles que les plans qui les joignent 
au foyer sont rectangulaires entre 
eux (ex. 7, n° 126). 

S. Si un cône est circonscrit à 
une surface de révolution, un plan 
qui contient le sommet et l'axe est 
un plan principal. 

La droite qui unit un foyer à un 
point est perpendiculaire à la 
droite qui joint le loyer au point 
où le plan polaire du point ren-
contre la directrice. 

Deux droites conjuguées quel-
conques percent un plan, conduit 
suivant une directrice parallèle 
aux sections circulaires, en deux 
points qui sous-tendent un angle 
droit au foyer correspondant. 

Le cône qui a pour base une sec-
tion plane quelconque d'une qua-
drique et pour sommet un foyer 
quelconque a pour l'un de ses axes 
la droite qui joint le foyer au point 
où le plan de section coupe la di-
rectrice. 

C. Le cône qui a pour sommet 
un foyer et pour base une section 
plane quelconque est un cône droit 
(ex. 2, n° 126). 

Si un cône a pour sommet un 
foyer et pour base la section dé-
terminée par un cône circonscrit 
quelconque sur un plan mené par 
la directrice correspondante pa-
rallèle aux plans de section cir-
culaire, ce cône est un cône droit . 

CONIQUES FOCALES ET SURFACES HOMOFOCALES. 

lo7. Dans la Section précédente, nous avons donné un 
aperçu des relations qui existent entre chacun des loyers d'une 
quadrique considéré isolément et la surface elle-même. Nous 



allons maintenant faire connaître les propriétés des coniques 
formées par l'ensemble de tous les foyers et celles des surfaces 
homofocales. Et tout d'abord, nous exposerons une méthode 
qui nous aurait conduits à la considération des coniques fo-
cales d'une quadrique d'une manière tout à fait indépen-
dante de la marche suivie dans la Section précédente. 

On dit que deux coniques, qui ont même centre et mêmes 
axes, sont homofocales quand la différence des carrés des lon-
gueurs de leurs axes est la même pour les deux courbes. Par 
exemple, étant donnée une ellipse 

toute conique dont l'équation est de la forme 

x2 y-
a2 ± X2 + b2 ± Xs — 1 

est homofocale avec elle. Si nous donnons à X2 le signe + , 
la conique homofocale sera une ellipse; si X2 a ie signe —, la 
courbe sera encore une ellipse tanl que X2 sera moindre 
que b'-. Si X2 est compris entre a- et b2, la courbe homofo-
cale est une hyperbole; enfin elle devient imaginaire si X2 est 
plus grand que a-. Si X2 = b2, l'équation se réduit à y-= o 
et l'axe des x lui-même est la limite qui sépare les ellipses 
des hyperboles homofocales. Mais les deux foyers appar-
tiennent à celte limite dans un certain sens. En effet, par 1111 
point donné (x',y'), on peut en générai faire passer deux 
coniques homofocales à une conique donnée, puisque, pour 
déterminer X2, on a l'équation du second degré 

b2 x'"2 — a1 y'2 — o. 

a2 — X2 + b2 — X2 " " 
ou 

X'' — X 2 (a 2 4 - b2 — x'1 — y'2) + a2 b2 — 
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Si y' — o, cette équation devient 

(X 2— 6 ! ) ( A ! - « s - x ' ! ) = o , 

et Y une des racines est X2 — b- ; mais, si nous avons aussi 
x'2 = ar — b2, la seconde racine devient aussi X2 = b2, et par 
conséquent les deux foyers sont, dans un certain sens spécial, 
des points qui correspondent à la valeur X2 = b2. Si dans 
l'équation 

x2 y2 _ 

yi 
nous faisons X2 = B2, TT—= o, nous obtenons l'équation 

b2 —• A1 1 

des deux foyers : 
x2 _ 

a2 — b1 ~ 

158. On dit de même que deux quadriques sont liomofo-
calcs, quand les différences des carrés des longueurs de leurs 
axessont les mêmes pour ces deux surfaces. Ainsi, étant donné 
l'ellipsoïde 

A-2 Y2 z2 

— "H 7 i + — = ' » a- b- c-

l'équation d'une surface liomofocale quelconque sera de la 
l'orme 

.r 
: X2 b2 ± X2 c- ± A 

Si nous donnons à X2 le signe + , ou si nous le prenons 
négativement et moindre que c2 en valeur absolue, la surface 
est un ellipsoïde. Une sphère de rayon infini est la limite de 
tous les ellipsoïdes de ce système; c'est ce que devient l'équa-
tion quand X2 = co . SiX2 est négatif, etsi sa valeurestcomprise 
entre b2elc2, la surface est un hyperboloïde à une nappe. Si sa 
valeur est comprise entre a 2 et b2, c'est un hyperboloïde à deux 
nappes. Quand X2 = c2, la surface se réduit au plans = o ; mais, 
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si dans l'équation nous faisons A2 = c-, rj——-, = o, les points 

de la conique 
a? r 2 

— s + -pr ~> = I 
a- — c1 b- — cJ 

que l'on obtient ainsi appartiennent, dans un certain sens spé-
cial, à la limite séparative des ellipsoïdes et des hyperboloïdes. 
En effet, par un point donné (x', y', z'), on peut en général 
faire passer trois surfaces liomofocales à une quadrique don-
née; car, en considérant ~k- comme une inconnue, nous avons 
évidemment pour la déterminer l'équation du troisième degré 

ou liien 

a;'2 (ftî _ r-) (C2 _ X2) v'2(c2 —X2) («2 — X2) + s '2 («2 — X2) (b1 —X2) 
= ( a 2 — X 2 ) ( 6 2 — X 2 ) ( c 2 — X 2 ) . 

Si z' — o, une des racines de cette équation est X2 — c2 et 
les deux autres sont données par l'équation 

xn(b* — X2) + y ' t { a t — X2 ) = (a 2 — X2)(62 — X2), 

«il celle dernière équation aura aussi une de ses racines égale 
à c-2, si 

x ' 1 y ' 1 

a! — c2 + b2 — c2 " ' ' 

Par conséquent, on peut dire que, dans un certain sens, 
les points de l'ellipse focale répondent à la valeur X2 == c2. 
De même, le plan y = o sépare les hyperboloïdes des deux 
espèces, et l'hyperbole 

x'2 z'* _ 
«2 — b1 + <;2 - b1 ~ '' 

qui est située dans ce plan, fait, dans un certain sens, partie de 
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celte limite. La conique focale contenue dans le troisième 
plan principal est imaginaire. 

159. Les trois quadriques homofoeales à une quadrique 
donnée que Von peut faire passer par un point donné sont 
respectivement un ellipsoïde, un liyperboloïde à une nappe 
et un hyperboloïde à deux nappes. En effet, si, dans l'équa-
tion du troisième degré trouvée dans le numéro précédent, 
nous faisons successivement' 

),2 = a-, \2 — b2, X2 = c2 , X 2 = — as, 

les signes des résultats qu'on obtient sont respectivement 

-+-"> — , — , 

ce qui montre que l'équation a toujours trois racines réelles, 
que l'une d'elles est moindre que c-, que la seconde est com-
prise entre c2 et b-, et la troisième entre b2 et a2. Nous avons 
précisément fait voir dans le numéro précédentque les surfaces 
qui correspondent à ces valeurs de X2 sont respectivement 
un ellipsoïde, un hyperboloïde à une nappe et un hyperbo-
loïde à deux nappes. 

160. On peut encore résoudre d'une manière commode le 
problème qui consiste à faire passer par un point donné des 
quadriques homofoeales à une quadrique donnée. 11 suffit de 
prendre pour inconnue l'axe principal de la surface homofo-
cale cherchée. Comme nous connaissons les quanti Lés a'2 — b'2 

et a'2 — c'2, que nous désignerons par h2 et À'2, nous aurons 
pour déterminer a!2 l'équation 

xn y'2 z'2 

I f 2 + c i ' 2 — h 2 + a ' 2 — A- ~~ 1 

ou bien 

«'« — «'4 ( h 2 4 - A-2 4 - x'2 4 - y'2 4 - z'2 ) 
4- a ' 2 [A2 A"2 4 - x'2 {h2 4 - A2) 4 -y ' 2 A2 4 - z'2 h2] — x'2 h2 le2 — o . 



Celte équation nous donne le moyen d'exprimer immédia-
tement les coordonnées du point d'intersection de trois qua-
driques homofocales en l'onction de leurs axes. Si nous 
désignons para ' 2 , a"8, a'"2 les racines de l'équation écrite ci-
dessus, le dernier terme nous fournit immédiatement la 
relation 

a'2 a"2 a'"2 

x'2 h2 k- — ci!2 a"2 a'"2 ou bien x'2 = (a2 — b2)(a2—c2) 

En raisonnant de même, nous pourrions prendre b2 ou c5 

pour inconnues, et nous aurions 
y 2 yn yn Ce" 

(b2 — «2 ) (b2 •— c2) (c2 — a2) (c2 — b2) 

Remarque. — Dans ce qui précède, nous supposons que 
Z/s, ... portent implicitement leurs signes avec eux. Par 
exemple, c"2, qui appartient à un liyperboloïde à une nappe, 
est négatif, de même que b"" et c1"2. 

161. L'équation du troisième degré qui précède nous per-
mel d'exprimer le rayon vecteur du point d'intersection en 
fonction des axes. Le second terme de celle équation nous 
donne en eiïet 

rf* + y'2 + z't 4- (a2 — b2
 ) 4 - (a2 — c2) = a'2 4 - a"2

 4 - a'"2 

ou 
x'2 4 - y' 2 4 - z'2 = ci'2 4 - b"2

 4 - c'"2. 

Nous aurions pu déduire aussi cette expression des valeurs 
trouvées pour ÎC'2,y1*, z n clans le numéro précédent, en ayant 

(1 ) Ces expressions permettent de se rappeler aisément les coordonnées des 
ombilics. Les ombilics sont les points (n° 149) où l'hyperbole focale ren-
contre la surface. Mais, pour cette hyperbole, on a a"' = a'"2 --- a' — ô2; les 
coordonnées en question sont donc 

y-
, V - c 2 



recours à un procédé qui peut être employé pour réduire 
d'autres fonctions symétriques de ces coordonnées. Pour cela, 
remplaçons x'2, yn et z12 par leurs valeurs données ci-dessus, 
e t r é d u i s o n s a u m ê m e d é n o m i n a t e u r . L a q u a n t i t é i c ' 2 + J K ' 2 + z12 

devient 

a'2 a"2 a'"2 ( &2 — c2 ) + b'2 b"2 b'"2 ( c2 — a2) + c'2 c"2 c"2 (a2—b2) 
(b2 — c'-)(c2 — a2)(a2 — b2) 

Mais le numérateur s'annule évidemment si nous y suppo-
sons b2 = c2, ou c2 = as, ou a2 = b2 ; il est donc divisible par 
le dénominateur. La division s'efï'eclue comme il suit. Un 
terme quelconque, par exemple a'2 a"2 a'"2 c2, divisé para 2 — b2 

(ou par la quantité égale a'2 —ô' 2 ) , donne pour quotient 
a"2a'"2 c2 etpourreste b'2 a!'2 a"'2c2. Cereste, divisé para"2—b"2, 
donne pour quotient b"2 a!"2 c2 et pour reste b'2 b"2 a'"2 c2, et ce 
dernier enfin, divisé par a!"2 — b"/2, donne pour quotient 
b'2b"2c2, et le reste, qui est b'2b"2b"'2c2, est détruit par un 
autre terme du dividende. En opérant de la sorte, pas à pas, 
on arrive au résultat déjà obtenu. 

162. Deux surfaces homofocales se coupent partout à 
angle droit. 

Soient ( x ' , y ' , z ' ) un point commun aux deux surfaces, 
/ / e t p" les longueurs des perpendiculaires abaissées du centre 
sur les plans tangents à chaque surface au point considéré; 
les cosinus de direction de ces deux perpendiculaires sont 
(n°89) 

p'x' 
a'-

p"x' 
a v/2 

P y p' z' 
-W' 

p".y' p"z' 
b"2 ' c"2 ' 

Pour que ces droites soient perpendiculaires l'une à l'autre, 
il faut que (n° 13) 

P P a 2 a b'2 b 
S. — Géom. à trois dim. 1. 



Mais, comme les équations des deux surfaces sont vérifiées 
par les coordonnées du point (x',y',z'), nous avons 

a / s y * -'2 

a'2 + V
2 + ~d* ~ 

y 2 2 ' î __ 
^ / i V 2 + — 1 • 

Si nous retranchons ces équations membre à membre, en 
ayant égard aux relations a!'2 — a'1 = b"2 — b'2 = c"2 — c'-, 
le reste est 

/ y 2 z}i \ 
(a"2 - a'2) + pTyï + J = o, 

ce qui démontre le théorème énoncé. 
Au point où trois quadriques homofocales se coupent, cha-

cun des plans tangents coupe normalement les deux autres, 
et le plan tangent à l'une des surfaces contient les normales 
aux deux autres. 

163. Si par le centre d'une quad/'ique on mène un 
plan parallèle à l'un quelconque des plans tangents de 
cette surface, les axes de la section déterminée par ce 
plan sont parallèles aux normales des surfaces homofo-
cales qui passent par le point de contact. 

Nous avons démontré que les parallèles aux normales en 
question sont perpendiculaires entre elles; il suffit donc de 
prouver que ces droites forment un système de diamètres con-
jugués dans la seclion. Mais (n° 94), pour que deux droites 
soient diamétralement conjuguées, il faut qu'on ail la relation 

cosacos'a cos(3cos(3' cos-f cos-f' 

Les cosinus de direction des deux normales sont 

p"x' P"f p"z' 
a"2 ' b"2

 ' c"2 

p"'x' p'Y p"z' 
"aT2' b'"2 ' l*2 
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il faut donc démontrer que la condition 

p"p" 
, « " a ' ! / ! b'lb"2b'"2 c ' W " 2 

est satisfaite. 
En retranchant l 'une de l 'autre les équations 

X'2 y , z'2 

a'2 a"2 b'2 b"2 c'2c"2 

x'2 y* J 2 
a'2 a'"2 1 b'2b'"2 1 c 'V"2 

que nous avons établies dans le numéro précédent , nous 
voyons immédiatement que la relation ci-dessus est vérifiée, 
ce qui démontre la proposit ion. 

164. Calculer les longueurs des axes de la section cen-
trale déterminée dans une quadrique par un plan paral-
lèle au plan tangent au point (x', z'). 

De l 'équation de la surface on déduit la longue.ur d 'un 
rayon passant par le centre, et dont les angles de direction 
sont a, [3, y, au moyen de la formule 

i cos2 a cos2^ cos2 y 
~2 — + tfi + c ' 2 ' 

En remplaçant cos a, cos (3, cos y par les valeurs données 
dans le numéro précédent , nous trouvons pour la longueur 
de l 'un des axes cherchés 

- p" P2 P y z'2 \ 

Mais nous avons les deux équations 

x'2 y'2 z'1 

y 2 y 2 

y f l 2 

c"4 
i 
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en les retranchant l'une de l 'autre, il vient 

x'2 y'2 s"2 _ i 
a ' 2 a"i + WF1> + P v * * ~ p"2{a'2 — a"2) ' 

Portons celte valeur dans l'expression que nous avons trouvée 
pour p2 ; nous obtenons p2 = a!2 — a"2. Nous aurions de même 
pour le carré de l'autre axe la valeur a'2 — a'"2. 

Par conséquent, si deux quadriques homofocales se coupent 
et si l'on mène dans l 'une d'elles un rayon parallèle à la nor-
male à l'autre quadrique en un point quelconque de leur 
courbe d'intersection, ce rayon a une longueur constante. 

16o. Nous savons que le produit des axes d'une section 
centrale par la perpendiculaire abaissée du centre sur un plan 
tangent parallèle à la section est égal à abc (n° 96). Nous 
pouvons immédiatement déduiredecette propriétédes expres-
sions des longueurs p', p", p'"; nous avons 

p'2 — 
a'2 b'2 c'2 

p'2 — 
( a ' 2 — a"-)(a'2 — a'"2)' 

p"2 — 
a"2 b"2 c"2 

p"2 — 
(a"2 — a,2)(a"2- a!"2) 

nl»-2 a"'2 b"'2 c** 
p (a'"2 — a/2)(a"'2--a"2) 

On aurait pu trouver aussi ces valeurs à l'aide de l'équation 

i _ x'2 y2 z^2 

y * ~ m 1 ï 7 * + c'2 ' 

en y remplaçant x'-, y'2, z'2 par leurs valeurs calculées plus 
haut et en réduisant la valeur résultante de p'2 d'après la 
méthode indiquée dans le n° 161. 

Le lecteur remarquera la similitude qui existe entre ces va-
leurs de p'2, p"2, p'"2 et celles qu'on a déjà trouvées pour x'2, 
y'2, s '2 . Si l'on avait pris les trois plans tangents pour plans 



c o o r d o n n é s , / / , / / , / / " seraient les coordonnées du centre de 
la surface. L'analogie qui existe entre les valeurs dep ' , p", p'" 
et celles de x', y', z' peut s'exprimer ainsi qu'il suit : le point 
(x',y',z') étant pris comme centre, on peut décrire trois 
surfaces homoiocales qui aient pour plans principaux les trois 
plans tangents et qui se coupent au centre du système primi-
tif de surfaces. Les surfaces qui font partie de ce nouveau sys-
tème de surfaces liomofocales ont respectivement pour axes 
a', a", a!", b', b", b'", c', c", c'". Les trois plans tangents au 
nouveau système sont les trois plans principaux du système 
primitif. 

Si dans la surface à laquelle l'un de ces plans principaux 
est tangent (le plan des yz par exemple), on détermine une 
section centrale qui soit parallèle à ce plan, on voit par le 
n° 164 que les carrés des axes de cette section sont a- — b-, 
a- — c-, 11 en résulte alors que les directions et les grandeurs 
des axes de la section sont les mêmes, quelle que soit la posi-
tion du point (x1 ,y', z'). Les carrés des axes sont égaux, mais 
de signe contraire, aux carrés des axes de la conique locale 
correspondante. 

166. Soit D le diamètre d'une quadrique parallèle à la tan-
gente en un point quelconque de la courbe d'intersection de 
celte surface et d'une quadrique liomofocale, et soit p la perpen-
diculaire abaissée de l'origine sur le plan tangent en ce point. 
Le produit pD est constant pour tous les points de la courbe 
d'intersection. En elfet, la tangente en un point quelconque 
de la courbe d'intersection de deux surfaces est l'intersection 
de leurs plans tangents en ce point, et, dans le cas actuel, 
cette droite est normale à la troisième surface homofocale qui 
passe par le point (n° 162). 

Donc (n° 164) D2 = a'2 — a'"2, et, par suite (n° 16o), 

p2 = D2 == —̂  —^ ; c'est une quantité constante, si a' et a!' 

sont donnés. 
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167. Trouver le lieu du pôle d'un plan donné par rap-
port à un système de surfaces homofocales données. 

Soient 
K.x B / + G J = i 

l'équation du plan donné et Ç les coordonnées de son 
pôle. Il faut identifier l'équation donnée avec l'équation 

A yo zt, _ 
a 2 — X2 b2 — X2

 c* — X! ' 

ce qui nous donne 

* — A — I L — — B g - r — "•> /,2 12 ~ „2 12 a2—\2 ' X2 ' c- — X2 

En éliminant X2 entre ces équations, nous trouvons 

£ _ — Z _ h2 —- — — c2 

A B G 

pour les équations du lieu. C'est donc une droite perpendi-
culaire au plan donné. 

Le théorème qu'on vient d'établir renferme implicitement 
la solution du problème suivant : Décrire une surf ace liomo-
focale à une quaclrique donnée, de manière qu'elle soit 
tangente à un plan donné. En eifet, comme le pôle du plan 
tangent à une surface est son point de contact, il est évident 
qu'on ne pourra décrire qu'une seule surface tangente au plan 
donné, et le point de contact sera le point où la droite qu'on 
vient de déterminer percera le plan donné. Le théorème qu'on 
a établi plus haut peut aussi s'énoncer comme il suit : Le lieu 
du pôle d'un plan tangent à une quadricjue, par rapport 
à une quadrique homofocale quelconque, est normal à la 
première surface. 

1 6 8 . Trouver l'expression de la distance entre le point 
de contact d'un plan tangent à une quadrique et son 
pôle par rapport à une surface homofocale. 



Soient x',y', z' les coordonnées du point de contact d'un 
plan tangent à la quadricjue dont les axes sont a , b, c; soient 
ç, ï|, Ç celles du pôle de ce même plan par rapport à la surface 
dont les axes sont a', b', c'. Nous avons alors, comme dans 
le numéro précédent, 

r 
F ' w 

par suite 

a2 , , b11— b2 , -X, r,—y= — - — y Ç - s ' 

Ajoutons ces expressions membre àmembre après les avoir 
élevées au carré; nous obtenons la relation 

D 2 = ( a ' 2 — a 2 ) 2 / 4 - v L . 
( a 4 i* 

Donc D a 2 — a 2 

/> étant la perpendiculaire abaissée du 

centre sur le plan. 

109. Les axes d'un cône circonscrit à une quadrique 
sont les normales aux trois surfaces homofocales que l'on 
peut faire passer par le sommet du cône. 

Considérons le plan tangent à l'une des trois surfaces ho-
mofocales qui passent par le sommet (x1,y\ z') du cône. Le 
pôle de ce plan par rapport à la surface originale se trouve 
(n° 65) sur le plan polaire de (x',y, z1) et (n° 167) sur la nor-
male à la surface bomofocale extérieure. C'est donc le point 
où celte normale rencontre le plan polaire de (x1,y', z'), c'est-
à-dire le plan de contact du cône circonscrit. 

11 s'ensuit alors (n°64) que les trois normales rencontrent 
ce plan de contact en trois points tels que chacun d'eux est 
le pôle de la droite qui joint les deux autres, par rapport à la 
section de la surface par ce plan. Mais, comme cette section 



appartient aussi au cône, il en résulte (n°71) que les trois 
normales constituent un système de diamètres conjugués pour 
ce cône, et, comme elles sont mutuellement perpendiculaires 
les unes aux autres, ce sont les axes de celte surface. 

170. Si par un point d'une quadrique 011 mène une tan-
gente à la surface, et si par cetle droite on fait passer deux 
plans tangents à une surface liomofocale, ces plans feront des 
angles égaux avec le plan langent mené à la première qua-
drique parle point donné. En effet, d'après le dernier numéro, 
ce plan tangent est un plan principal du cône circonscrit à la 
surface liomofocale et qui a le point donné pour sommet; les 
deux plans tangents à la surface liomofocale sont tangents à 
ce cône. 

Or on sait que les plans tangents menés à un cône par une 
droite siluée dans un plan principal font des angles égaux 
avec ce plan. Le théorème est donc démontré. 

Les cônes focaux (c'est-à-dire les cônes dont les sommets 
sontdes points quelconques et qui ont pour bases les coniques 
focales) sont les cas limites de cônes circonscrits à des sur-
faces homofocales, et il est encore vrai de dire que les deux 
plans tangents à un cône focal, menés par une tangente à une 
surface du système, font des angles égaux avec le plan tan-
gent qui contient la tangente en question. Si la surface est un 
cône, sa conique focale se réduit à deux droiles, et le théo-
rème qu'on vient d'établir peut, dans ce cas, s'énoncer de la 
manière suivante : Un plan tangent à un cône fait cles angles 
égaux avec les plans qui contiennent l'arête de contact et 
chacune des lignes focales. Dans le Chapitre X, nous démon-
trerons cette proposition d'une autre manière. 

171. Il découle du n° 169 que, si l'on choisit les trois nor-
males pour axes de coordonnées, l'équation du cône prendra 
la forme 

A ® ! 4 - B J 2 + C A 2 = o . 

2 3 4 5 6 Unesp' 8 9 10 11 12 
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La vérification de cette proposition à l'aide d'une trans-
formation de coordonnées nous fournira une démonstration 
nouvelle du théorème du n° 169 ; il nous sera du reste 
utile, dans la suite, de connaître les valeurs effectives de 
A, B, C. 

L'équation du cône circonscrit, donnée dans le n° 78, est 

£ - I L _L. _ V— 
a2 + 'b2 ^ c2 7 b 2 

_ / xx' y y' zz' 
\ a2 b2 c2 

En choisissant de nouveaux axes parallèles aux premiers et 
passant par le sommet du cône, cette équation devient, comme 
on le voit facilement, 

i l £i!!_ V f ! z! i2\ 
b2 + c2 1 M a 2 + b2 + c2) 

x• 

a2 b2 ' c2 7 \ a 2 

Pour prendre maintenances trois normales comme nouveaux 
axes, nous n'avons qu'à introduire les cosinus de direction de 
ces droites dans les formules du n° 17; nous voyons ainsi que 
nous devrons remplacer 

p'x' p"x' p"'x' x par + 

p' y' p" y' p'" Y' y par ZjjL. x y+JipT*> 

p'z1 p"z' p"'z' 
z par x ^ — y + ^ z . 

172. Pour nous rendre plus facilement compte du résultat 
de cette substitution, il est utile d'établir d'abord quelques 
formules préliminaires. 



•218 

Soit 
rz 
b 1 :S (»). 

Comme nous avons 

JÏ x 
a' 12 

/ 2 s ' 2 

^ '171 + 772 - 1 = 

nous déduisons de ces deux équations la relation 

x • y 12 
a2 a12 b2b'2 

Nous aurons de même 

c'2 v'2 

C'C• 

X • 

d'où 
a2 a"2 b2b"2 c2c"2 

y 
a2 a'2 a"2 b2b'2b"2 c2c'2c"2 {a12 — a2){a"2 — a2) 

Enfin, comme nous avons 

et 

r î '2 y' 2 

. JiL 
a2a'2 r b2b'2 

s'4 p12 

c-c'-

nous en déduisons 

x'2 y'2 

a"* a2 b">b2 c"*c2 (a12 — a2)2 p'1 [a12 — a2) 

( ' ) On peut remarquer que cette quantité S est égale à 

( a " — a ' ) ( a'" — a' ) ( a"" — a2 ) 
a 2 è 2 c 2 ' 

car a 2 — a ' 2 , a 2 —a" 2 , a 2 — a'"2 sont les racines de l 'équation du troisième 
degré du n° 158, dont le terme absolu est a 2 ô 2 c2 S. 



173. Si maintenant nous effectuons dans le premier membre 
de l'équation du n° 171 les substitutions indiquées plus 
haut, nous trouvons que le coefficient de x 2 est 

p1* S 

et que celui de xy est 

2p'p"S 

b''b * + c a c 2 

y\ 
b2 b'2 b"1 

Le premier membre de l'équation transformée devient 
donc 

P 
< x 

, P " y 1 
pmz y 

- a2 1 a"2 — a 2 a!" 2 — a?) 
x2 

1 ^ 
a ' 2 — a 2 ' a"2 — a 2 ' a " 1 - » 

La quantité 
yy b2 

traitée de la même manière, devient 

p x p y 

Son carré fait disparaître le premier groupe de termes dans 
le premier membre de l'équation, et l'équation du cône se 
réduit définitivement à l'expression 

a ' 2 — a ' a ! ' ï — V l a!"1 —a1 

C'est l'équation transformée du cône circonscrit qu'il 
s'agissait de trouver. 

174. Comme cas particulier de ce qui précède, nous 
pouvons former l'équation de l'un ou l'autre des cônes focaux 
(n° 170), c'est-à-dire d'un cône qui a pour sommet un point 
quelconque (x',y',z') et pour base l'ellipse ou l'hyperbole 

2 3 4 5 6 unesp'®" 8 9 10 11 12 



locale. Ces courbes correspondent aux valeurs a 2 — c2, a- — b-
du carré de l'axe principal; les équations cherchées sont 
donc 

On aurait pu les trouver aussi en formant (comme clans 
l'exercice 7, n° 121) les équations des cônes focaux et en les 
transformant comme nous l'avons fait dans les numéros pré-
cédents. 

On peut voir sans aucune difficulté qu'une normale quel-
conque et le plan tangent correspondant rencontrent l 'un 
quelconque des plans principaux en un point et une droite 
qui sont l 'un par rapport à l 'autre dans la situation de pôle 
et polaire par rapport à la conique focale située dans ce plan. 
C'est un cas particulier du théorème du n° 169. 

Les formules que nous venons d'employer dans les numéros 
précédents nous permettent de rapporter d'autres équations 
quelconques aux nouveaux axes dont nous nous sommes 
servis. 

1. Rappor ter l 'équation de la quadrique elle-même aux trois nor -
males qui passent par le point (x', y', z') prises pour axes. L'équation 
rapportée à des axes parallèles devient 

En passant aux nombreux axes rectangulaires issus de la même 
origine, on a 

Exercices 

x"-
ô 2 = o. 

a ' 2 _ «2 + 
a"2 _ a"- + 

La quanti té qui figure entre parenthèses dans le premier membre 



(le l 'cquation est évidemment l 'équation t ransformée du plan polaire 
du point (x\ y', z'). 

2. L'équation précédente se modifie un peu quand le point (x',y', z') 
est sur la surface. L'équation rapportée à des axes parallèles est 

X1 
CL2 

y* b2 

l 'osons 

.s2 / xx' 
_ o 1 

,yy' _ 
c2 + V « 2 M b2 

/x'2 y 2 
\ 06 ' c* y 

zz 
"c2" 

V 

L'cquation rapportée aux trois normales prises comme axes devient 

t 
y2 

a2 — a'2 a 2 — a"2 
•>.p xy ip xz 

On remirquera que y est le diamètre parallèle à la normale au point 
(x', y', z') et que nous avons 

i 
b2 72 a*- —a'2 a"- —a" 2 «2 

L'équation transformée peut encore être écrite sous la forme 

a 2 _ a 2 a± — î i i 

3. Transformer l 'équation de la surface polaire réciproque par 
rappor t à un point quelconque, en prenant pour axes les trois n o r -
males aux surfaces liomofocales qui passent par ce point. L'équation 
de la surface réciproque est (n° 127) 

(XX' -t-yy' -t- zz' + /:2 )2 = a2 X2 -+- b2y2 h- C2 Z2', 
on trouve que l 'équation t ransformée est 

( a'2 — a2 ) xi + ( a"2 _ a2 + ( a'"i — a2)z2 

-+- 2k 2 (p ' x -)-p"y h-p'"z)~v- k'> = o. 

17o. Revenons à l'équation du cône circonscrit (n° 173). Sa 
forme montre que tous les cônes qui ont un sommet commun 
el qui sont circonscrits à une série de surfaces liomofocales 
ont les mêmes axes et sont homofocaux. En effet, les trois 
normales qui passent par le sommet commun sont les axes de 
chacun des cônes du système ; en outre, la forme de l'équation 



fait voir que les différences des carrés des axes sont indé-
pendantes de a 2 . Les équations des droites focales communes 
à tous ces cônes sont (n° '151 ) 

T 

On a démontré (n° 164) que la section centrale de l'hyperbo-
loïde à une nappe cjui passe par le point y', z') est 

la section de l'hyperboloïde par le plan tangent parallèle est 
semblable à la courbe précédente; son équation est donc 

Par conséquent, les droites focales du système de cônes 
sont les génératrices de l'hyperboloïde qui passe par le 
point. Ce théorème est dû à M. Chasles ( Journal de Liou-
ville, t. XI, p. 121 ). Il a aussi été énoncé par Jacobi ( Journal 
de Crelie, t. XII, p. 137). 

On peut encore le démontrer comme il suit : Prenons une 
génératrice d'un des cônes du système et par cette droite me-
nons le plan tangent au cône et les plans qui contiennent les 
génératrices de l'hyperboloïde et qui, par conséquent(n° 170), 
font des angles égaux avec le plan tangent au cône. Les deux 
génératrices jouissent donc de cette propriété que les plans 
qui les contiennent et qui passent par une génératrice quel-
conque du cône font des angles égaux avec le plan tangent 
au cône. Mais c'est précisément une propriété des droites 
focales (n° 170); ce qui démontre le théorème. 

Corollaire 1. — Les polaires réciproques d'un système de 
surfaces homofocales, par rapport à un point quelconque, ont 
les mêmes plans de sections circulaires. En effet, les polaires 
réciproques des cônes circonscrits issus de ce point ont les 
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mêmes plans de sections circulaires, et ces cônes réciproques 
sont les cônes asymptoliques des surfaces réciproques. 

Corollaire II. — Si l'on projette orthogonalement sur un 
plan un système de quadriques homofocales, les projections 
sont des coniques homofocales. En effet, les projections sont 
les sections déterminées par le plan dans les cylindres qui lui 
sont perpendiculaires et qui sont circonscrits aux quadriques. 
Et ces cylindres peuvent être regardés comme formant un 
système de cônes circonscrits qui ont pour sommet le point 
à l'infini sur la direction commune des génératrices. 

176. On peut mener deux surfaces homofocales tan-
sentes à une droite donnée. 

Prenons sur la droite lin point quelconque (x', y', z'). 
Soient a!, a", a!" les axes des trois surfaces passant par ce 
point et a, (3, y les angles que la droite fait avec les trois 
normales. On voit alors, d'après le n° 173, que a est déter-
miné par l'équation du second degré 

cos2a cos2j3 C O S 2 y 

â'2^«2 + a"2 — a2 + a'"1 — a2 = 

Soient a et a' les deux racines de cette équtlion; les deux 
cônes 

X2 t Y 2 

r2 a2 1 a"2
 — a2 

X2 
Y* 

a' 1 a'2 1 a"~ — a'- a'"2 — a'2 — 

ont la droite donnée pour arête commune, et l'on démontre, 
exactement comme au n° 162, que les plans tangents aux cônes 
qui passent par celte droite sont perpendiculaires l'un à 
l'autre. Et comme, par définition, les plans tangents au cône 
circonscrit à une surface sont tangents à celle surface, il 
s'ensuit que les plans tangents menés par une droite aux 
deux surfaces homofocales tangentes à cette droite sont 
perpendiculaires entre eux. 
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La propriété dont jouissent les cônes issus d'un point quel-
conque et circonscrits à deux surfaces homofocales de se 
couper mutuellement à angle droit s'exprime quelquefois de 
la manière suivante : Deux surfaces homofocales vues d'un 
point quelconque paraissent se couper partout à angle 
droit. 

177. Si, par une droite donnée, on mène des plans 
tangents à un système de surfaces homofocales, les 
normales correspondantes engendrent un paraboloicle 
hyperbolique. 

Les normales sont évidemment parallèles à un même plan, 
qui estperpendiculaireàla droite donnée. Si nous considérons 
l'une quelconque des surfaces homofocales, d'après le n° 167, 
la normale à un plan quelconque passant par la droite 
contient le pôle de ce plan par rapport à la surface consi-
dérée et de plus ce pôle est un point de la polaire de la 
droite donnée par rapport à une surface homofocale quel-
conque. Donc toutes les normales rencontrent la polaire de la 
droite donnée par rapport à l'une quelconque des surfaces 
homofocales. La surface engendrée par les normales est donc 
un paraboloïde hyperbolique (n° 116). De plus, il est clair 
que la surface eigendrée par les droites polaires dont il 
vient d'être question est aussi ce même paraboloïde et 
qu'elles constituent le second système de génératrices. 

Les points où ce paraboloïde rencontre la droite donnée 
sont les deux points où cette droite est tangente aux surfaces 
homofocales. 

Un cas particulier intéressant est celui où la droite est 
elle-même une normale à une surface U du système. La normale 
qui correspond à un plan mené par la droite s'obtient en 
abaissant sur le plan une perpendiculaire issue du pôle de ce 
même plan par rapport à U (n° 167). Mais il est évident 
que le pôle et la perpendiculaire doivent se trouver tous 



FOYERS. — SURFACES II 0310 F 0 C A L E S. 225 

deux dans le ]>lan langent à U, plan auquel la droite donnée 
est normale. Donc, dans ce cas, toutes les normales sont 
contenues dans le même plan. 

On sait que le rapport anharmonique de quatre plans 
passant par une même droile est le même que celui de leurs 
quatre pôles par rapport à une quadrique quelconque. On 
déduit immédiatement de ce principe que quatre normales 
quelconques divisent homographiquement toutes les polaires 
de la droite donnée par rapport au système de surfaces 
homofocales. Dans le cas particulier que nous venons 
d'examiner, les normales envelopperont donc une conique; 
ce sera une parabole, puisque, dans une de ses positions, la 
normale peut se trouver à l'infini; c'est ce qui a lieu quand 
la surface liomofocale considérée est une sphère infinie 
(n° 158). Le point où la droite donnée rencontre la surface 
à laquelle elle est normale se trouve sur la directrice de la 
parabole. 

178. Considérons trois normales passant par le sommet du 
cône étudié aux nos 171 et suivants, et soient a, (3, y les 
angles que fait avec ces axes la perpendiculaire à un plan 
tangent de ce cône. Comme celte droite doit se trouver sur 
le cône réciproque, les quantités a, [3, y doivent vérifier la 
relation 

( a'2 — a2 ) cos2 a + ( a"2 — a2 ) cos2 p + ( a"2 — a2 ) cos2
 T = o, 

ou bien 
a ' 2 cos2 a -H a"2 cos2 fi -H a'" cos2 y = a 2 . 

Celle relation permet de déterminer immédiatement l'axe 
de la surface qui est tangente à un plan quelconque. En 
effet, si nous prenons un poinl quelconque du plan, nous 
connaissons les quantités a', a", a!" qui correspondent à ce 
point, ainsi que les angles que les trois normales en ce point 
font avec le plan; par conséquent nous pourrons calculer a'1. 

S. — Géom. à trois d'un. I. i5 



179. Si nous avions établi directement la relation obtenue 
dans le numéro précédent, nous pourrions, en reprenant la 
démonstration en sens inverse, déterminer l'équation du 
cône circonscrit (n° 173) sans avoir besoin de recourir à une 
transformation de coordonnées. M. Chasles y est arrivé de la 
manière suivante. La quantité 

a!2 cos2 a -+- a"2 cos2 p •+• a'"2 cos2 y 

est la somme des carrés des projections des droites a', a", a'" 
sur une perpendiculaire au plan donné. Nous avons vu 
(n" 165) que ces longueurs sont les axes d'une surface qui 
a le point y', z') pour centre et qui passe par le centre 
primitif. On a démontré dans ce même numéro que le rayon 
vecteur, qui va du centre au point (x',y', z'), et deux droites 
parallèles aux axes de la surface et dont les carrés sont 
a2 — b-, a2 — c- constituent un système de trois autres 
diamètres conjugués. On a prouvé aussi (n° 98) que la 
somme des carrés des projections sur une droite de trois 
diamètres conjugués d'une quadrique est égale à celle des 
carrés des projections de trois autres diamètres conjugués 
quelconques. 11 en résulte alors que la quantité 

a'2 cos2 a + a"2 cos2 [3 -+- a'"2 cos2 y 

est égale à la somme des carrés des projections du rayon 
vecteur et deux autres droites, don t la grandeur et la direction 
sont connues, sur une perpendiculaire abaissée du centre sur 
le plan donné. Les projections des deux dernières droites 
sont constantes, et la projection du rayon vecteur est la per-
pendiculaire elle-même dont la longueur est constante, si 
(x', y', z') appartient au plan donné. 

Il est donc démontré de la sorte que la quantité 

a'2cos2* -4- «"2cos2p + a'"2cos2y 

reste constante, Lant que le point (x',y', z') se meut dans un 
même plan donné; de plus, il est évident que cette quantité 
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constante est le carré a- de l'axe de la surface homofocale 
tangente au plan donné; car, dans ce cas, nous avons 

cosoc = i, cos[3 = o, C O S Y = O. 

180. Si les faces cl'un trièdre trirectangle sont respec-
tivement tangentes à trois suif aces homofocales, le lieu de 
son sommet est une sphère. 

La démonstration est la même que celle du n° 93. 
Additionnons membre à membre les trois relations 

p2 = «2cos2a -+- b2 cos2 p 4- c- cos2 y, 
p<2 _ a ' i C0S2 a i + I < Î C 0 S2 p/ + c n C 0 S2 T ' ; 

p"2 = a"2 cos2 <*" -+- b"2 cos2 P" -(- c"2 cos27", 

nous obtenons 

p2 = a 2 + / ) ' + c ! + ( a ' 2 — a 2 ) 4 - (a*2 — a 2 ) , 

p étant la distance du centre au sommet du trièdre-
Retranchons membre à membre l'une de l'autre les deux 

équations 
p2 = a2 cos2 a 4- b2 cos2P 4- c2 cos2 y, 
p'2 = a'2 cos2 a 4- b'2 cos2 (3 4- c12 cos2 y, 

nous voyons que la différence des carrés des perpendiculaires 
abaissées sur deux plans tangents à deux surfaces homofo-
cales est constante et égale à a- — a'2, si ces deux plans soni 
parallèles. 

On peut remarquer que le théorème réciproque de celui 
du n° 93 est le suivant : Si d'un point quelconque O, on 
mène trois rayons vecteurs d'une quadrique respectivement 
perpendiculaires entre eux, le plan qui joint leurs extré-
mités enveloppe une surface de révolution. Si O est situé 
sur la quadrique, le plan passe par un point fixe. 

181. Deux cônes ayant même sommet sont circonscrits 
à deux surfaces homofocales. Trouver la longueur du 

2 3 4 5 6 unesp% 8 9 10 11 12 



segmenL déterminé sur une de leurs génératrices communes 
par un plan mené par le centre parallèlement au plan 
tangent à une surface homofocale qui passe par leur 
sommet. 

Les segments déterminés sur les quatre génératrices com-
munes aux deux cônes sont évidemment égaux, car ces 
génératrices sont également inclinées sur le plan sécant qui 
est parallèle à un plan principal commun aux deux cônes. 

Soient donc 

les équations de deux cônes homofocaux. Les équations de 
leurs inlerseclions sont 

x2 y2 _ .s2 

a2a'2(P2 — y2) - p 2 fJ ' 2 ( T
2 -« 2 ) - f T ' 2 ( a 2 - p 2 ) -

Soi L \ 2 la valeur commune de ces rapports, nous avons 

Remplaçons a2 , [i2. Y2 par leurs valeurs déduites des équa-
tions des cônes circonscrits (n° 167) et déterminons ~).'2 par 

a'î £'2 c '2 
l'équation x2 = Y-T. „., w „ (voir le n° 165); nous 

1 ( a 1 •— a - ) ( a 2 — a 2 ) v 

obtenons, pour le carré du segment cherché, l'expression 
q'2 b'2 c'2 

(a'2 — a 2 ) (a'2 — a ' 2 ) ' 

Si les surfaces homoiocales sont d'espèces différentes, 
cette valeur montre que le segment cherché est égal à la 
longueur de la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan 
tangent à leur intersection. 

Dans le cas particulier où les deux cônes considérés ont 
respectivement pour bases l'ellipse et l'hyperbole focales, 
nous avons 

a2 = a2 — c2, a'2 -a- — b2, 



et le segment intercepté se réduit à a'. Par conséquent, si 
par un point d'un ellipsoïde on fait passer une corde 
rencontrant à la fois les deux coniques focales, un plan 
mené par le centre, parallèlement au plan langent au 
point considéré, déterminera sur la corde en question un 
segment égal au demi-grand axe de la surface. 

Ce théorème, du au professeur Mac Cullagh, est analogue à 
celui qui concerne les courbes planes et qui s'énonce ainsi : 
Une droite menée par le centre d'une ellipse, parallèlement 
à une tangente à la courbe, intercepte sur les rayons 
focaux des longueurs égales au demi-grand axe. 

182. M. Chasles s'est servi des propriétés que nous venons 
d'établir pour résoudre le problème : Déterminer la grandeur 
et la direction des axes d'une quadrique à centre, quand 
on connaît un système de trois diamètres conjugués. 

Considérons d'abord le plan de deux quelconques de ces 
diamètres conjugués. La Géométrie plane nous donne le 
moyen de déterminer en grandeur et direction les axes de la 
section faite par ce plan dans la surface. Le plan tangent en 
P, extrémité du troisième diamètre conjugué, sera parallèle 
au plan des deux autres. Nous savons en outre que le centre 
de la quadrique donnée est le point d'intersection de trois 
surfaces homofocales, déterminées comme dans le n° 165 et 
qui ont le point P pour centre. Si nous pouvions construire 
les coniques focales de ce nouveau système de surfaces homo-
focales, les deux cônes focaux, dont le sommet commun est 
le centre de la quadrique originale, détermineraient quatre 
droites par leur intersection mutuelle. Les six plans passant 
par ces droites prises deux à deux se couperaient deux à deux 
suivant les directions des axes cherchés, et en même temps 
(n° 181) les plans menés par le point P parallèlement aux 
plans principaux détermineraient sur les quatre droites des 
segments égaux aux longueurs des axes. 



Les coniques focales dont on a besoin se construisent 
immédiatement. Nous connaissons les plans dans lesquels 
elles se trouvent et la direction de leurs axes. Les carrés des 
demi-longueurs de ces axes doivent être a- — a!'2, ci- — a!'2 ; 
a2 — a!2, a'2 — a"2 ; mais les carrés des longueurs des demi-
axes de la section donnée sont a2 — a'2, a2— a"2 (n° 164). 
Connaissant ces derniers axes, nous trouvons immédiatement 
ceux des coniques focales. 

183. Si par un point P, situé sur une quadrique, nous 
menons, comme dans le n° 181, une corde tangente à 
deux surfaces liomofocales, nous pouvons trouver l'expression 
de la longueur de cette corde. Par le centre menons un demi-
diamètre qui lui soit parallèle et appelons R sa longueur. Si 
par le point P nous faisons passer un plan conjugué à ce 
diamètre et un plan tangent, ces plans intercepteront sur le 
diamètre des segments (comptés à partir du centre) dont le 
produit sera égal à R2 . Mais le segment intercepté par le plan 
conjugué est la moitié de la corde cherchée et celui que 
détermine le plan tangent a été calculé dans le n° 181. Par 
suite, 

2 R V ( g " - a2) (a7"2 — a'1') 
' ~ a'b'c' 

S'il s'agit d'une corde rencontrant les deux coniques 
focales, 

a2 = a'2 — c'2, a'2 = a'2 — b'2 

et, par suite, 
a R 2 

184. Trouver le lieu des sommets des cônes droits qu'on 
peut circonscrire à une quadrique donnée. 

Pour que l'équation 

a* r 2 g2 _ 
+ a"2 — a2 + a'"2 — a2 ~ ° 



puisse représenter un cône droit, il faut que deux de ses 
coefficients soient égaux, ou bien que a!' = a!, ou a!' = a!". 
En d'autres termes, il faut que, pour le point (x', y', z'), 
l'équation du n° 158 ait deux racines égales. Mais, en raison 
de ce que nous avons dit sur les limites entre lesquelles sont 
comprises les racines, il est clair que nous ne pourrons avoir 
de racines égales que si ), est égal à l'un des axes principaux, 
et alors le point (x', y', z') appartiendra à l'une des coniques 
focales. Ce résultat s'accorde avec ce que nous avons dé-
montré (n° 155). 

On voit d'après cela, ainsi qu'on l'avait déjà remarqué, 
que la polaire réciproque d'une quadrique, par rapport à un 
point d'une de ses coniques focales, est une surface de ré-
volution, et que sa polaire réciproque par rapport à un 
ombilic est un paraboloïde de révolution. En effet, un ombilic 
est un point appartenant à une conique focale (n° 149), et, 
comme il est situé sur la surface, la polaire réciproque de cette 
dernière, par rapport à ce point, est un paraboloïde. 

Comme cas particulier de ce théorème, on voit encore 
qu'on peut circonscrire à une quadrique à centre deux 
cylindres droits, dont les génératrices sont parallèles aux 
asymptotes de l'hyperbole focale, car un cône dont le 
sommet est à l'infini est un cylindre. Comme cas particulier 
du théorème énoncé au commencement de ce numéro, le 
cône qui a pour base l'ellipse focale ne sera droit que si son 
sommet se trouve sur l'hyperbole focale, et réciproquement. 
On aurait pu établir cette proposition sans parler des quadriques 
dont les deux coniques sont les courbes focales et dire : 
Le lieu des sommets des cônes droits, qui ont pour base 
une conique donnée, est une conique d'espèce opposée, 
située dans un plan perpendiculaire. Si l'équation d'une des 
coniques est 

x2 y2 
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celle de l'autre conique sera 

x2 z2 

a 2 — b1 ~~ ¥ = 1 ' 

On a démontré (ex. 8, n° 126) que si une quadrique est 
circonscrite à une surface de révolution du second degré, le 
cône qui a pour sommet un foyer de cette dernière surface 
et qui est circonscrit à la première est un cône de révolution. 
D'après le présent numéro, nous voyons que les coniques 
focales d'une quadrique sont le lieu des foyers de toutes les 
surfaces de révolution qui peuvent être circonscrites à cette 
quadrique. 

185. Tout ce qu'on a dit jusqu'ici fait voir que l'ellipse et 
l'hyperbole focales sont siluées dans des plans perpendicu-
laires l'un à l'autre et qu'elles sont placées de telle sorte que 
les sommets de l'une coïncident avec les foyers de l'autre. 
Quand deux coniques sont ainsi placées l'une par rapport à 
l'autre, chacune d'elles peut, clans un certain sens, être regardée 
comme le lieu des foyers de l 'autre; autrement dit, si l'on 
prend un couple de points fixes F et G sur l'une des co-
niques, on peut les regarder comme les foyers de l'autre 
courbe; car la somme ou la différence des distances FP, GP 
des points F et G à un point P variable, situé sur l'autre 
courbe, est constante. Soient 

x2 y- x"- z2 

^ + ¥ ~ 1 ' a } — b2 ~~ ¥ ~ 1 

les équations des coniques; introduisons les paramètres 0, cp 
au moyen desquels on peut exprimer les coordonnées de 
points situés sur chacune d'elles [Sections coniques, 229 
et 232). 

Les coordonnées de chacun de ces points seront respecti-
vement 

a c o s 6 , b sinO, o ; séctp \ / a 2 — b2 , o, è t a n g y , 
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et le carré de leur distance se présentera sous la forme 

a2 cos26 — ia cos0 séctpy/a2 — b2 4- (a2 — £>2)séc2cp 
4- b- sin2 8 4- b2 tan g2 m, 

ou bien 

a2séc2<?—• 2a cosO sécep^a2 — b3 4- (a- — &2)cos20 
— (a sécœ — cosSy/«2 — 62)2. 

11 est alors évident que la somme ou la différence des deux 
distances 

±(a sécep •— cosOy7«2 — b'1), ± ( a sécf — cos8'^/a2 — b2) 

est indépendante de cp, et que la somme ou la différence des 
deux distances 

±{a sécep — cos6^/a2 — b2), ± (« sécep' — c o s 6 a 2 — b2), 

est indépendante de Q. 
En ayant égard aux signes, le théorème s'énonce ainsi : si 

novis prenons deux points F , G sur l'ellipse, la différence 
FP — GP est constante ; elle est égale à + a quand le point P 
est sur l'une des branches de l'hyperbole et à — a quand il se 
trouve sur l'autre branche. De même, si nous prenons deux 
points F , G sur les branches différentes de l'hyperbole, la 
somme F P 4- GP est constante; quand F et G sont les 
sommets de l'hyperbole, nous avons la propriété connue des 
foyers de l'ellipse. Si, au contraire, nous prenons F et G sur 
la même branche de l'hyperbole, c'est la différence entre FP 
e t G P qui est constante ; quand F et G coïncidenten un même 
sommet, nous avons tout simplement l'identité FP —- FP = o 
et non pas une nouvelle propriété de l'ellipse dans le plan. 

Les exemples qui suivent serviront à mieux faire com-
prendre les principes que nous venons d'exposer. 



Exercices. 

1. Trouver le lieu des points d ' intersection des génératrices d'un 
hyperboloïde qui se coupent à angle droi t . 

La section parallèle au plan tangent qui contient les génératrices 
doit être une hyperbole équilatère; de sorte que (n° 164) 

( a"2 — «'*)-+-( a"2 — a'"2 ) = o. 

Mais (n° 161) le carré du rayon vecteur du point est 

a » 2 + c"2 — (a"2 — a ' 2 ) — ( a " 2 —a '" 2 ) . 

Le lieu est donc une sphère dont le carré du rayon est égal à 
a"2-H 6"2H- C"2. Aut rement dit : si deux génératrices sont rec tangu-
laires, leur plan et les plans qui contiennent chacune d'elles et la 
normale à la surface forment un t r ièdre t r i rectangle, dont les faces 
sont tangentes à la surface et dont le sommet se trouve sur la sphère 

,.2 _ a"2 + y 2 + c»2 ( n" 93 ). 

2. Trouver le lieu du sommet d'un t r ièdre t r i rectangle dont les 
arêtes sont tangentes à une quadrique donnée (ex . 6, n°121). 

Soient a, p, y les angles que fait une des arêtes avec les normales 
qui passent par le point dont on cherche le lieu. Comme chacune de 
ces arêtes se trouve sur le cône circonscrit issu du point, nous 
avons les trois équations de condition 

cos2 a i cos2P cos2 y 
a '2 — a 2 + a"* — a 2 + a'"2 — a 2 ~ 

cos2 a' cos2 p' cos2 Y' 
-7» ; + —, S + L"ï = °> 
a2 — a2 a 2 — a2 a 2 — a1 

cos2 a" , cos2 P" cos2 Y" _ 
a'2 — a2 ' a"2 - - a1 ' a'""2 — a2 

En les addi t ionnant membre à membre, il vient 
i l i _ 

a'2 — a 2 a"'2 — a* a'"2 — a2 — 

Mais à2 —a'2, a2—a"2, a* —a'"2 sont les trois racines de l 'équa-
tion du n° 158. 

Cette dernière, ordonnée suivant les puissances de X2, est 

X6 + \!'(x2-hy2-hz2—a2 — b2 — c2) 
_ [ ( b"- -t- c2)x2 -4- ( c2 -+- a2)y2 -+- (a2 -t- b2)z2 — b2c2 — c2 a2 — a2 è2J 
-i- b2 c2 x2 -h c2 a2y2 -f- a2 b2 z2 — a2 b2 c2 = o, 
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et la somme des inverses des racines s 'annulera si le coefficient de X2 

est égal à zéro. Cette condition nous donnera donc l 'équation du 
lieu cherché. 

3. La section d'un ellipsoïde par le plan tangent au cône asympto-
tique d'un hyperboloïde homofocal a une aire constante. 

L'aire de la section (n° 96) est inversement proportionnelle à la 
longueur de la perpendiculaire abaissée du centre sur un plan 
tangent parallèle, et nous avons 

p2 = a2 cos2 a -f- 62cos2 p -+- e2cos2 y. 

Mais, comme cette perpendiculaire est une génératr ice du cône 
réciproque du cône asympotique de l 'hyperboloïde, nous avon 

o = a '2 cos'2 a -+- b'- cos2 [3 -+- c'2 cos2 y, 
par suite, 

pi = a2 —a'2. 

4. Trouver la longueur de la perpendiculaire abaissée du cen t re 
sur le plan polaire d'un point ( x \ y \ z') en fonction des axes des 
surfaces homofocales qui passent par ce point . 

Réponse : Soient 

a'2 — a2 = A2, a"2 — a 2 = /c2, a'"2 — a 2 = l- ; 
on a 

i _ h2 k* l2 / i l i i i i \ 
pi ~ a2b2c2 Va2 + ~b2 + c2"1- Tî2 + F-T2/ 

187. Etant donnés deux ellipsoïdes liomofocaux et deux 
points respectivement situés sur chacun d'eux, on diL que ces 
points sont correspondants, quand on a entre leurs coor-
données les relations 

« _ X y Y £ _ Z 
a A ' b — B ' C " G ' 

11 est évident que l'intersection de deux hyperboloïdes 
liomofocaux perce un système d'ellipsoïdes suivant des points 
correspondants, car, d'après la relation (n° 160), 

2 a 2 a ' 2 a"2 

X ~ (a2 — 62)(a2 — c2)' 
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X2 

la quantité — reste constante tant que les hyperboloïdes qui 

ont a'2 et a!'- pour axes restent eux-mêmes invariables. 
On remarquera que, les plans principaux étant les limites 

de surfaces homofocales, des points des plans principaux 
déterminés par les équations de la forme 

x'2 _ X2 / « _ Y2 

âF ~~ à1 — c1 ' T2 " b2 — c2 ' r~ ° 

correspondent à un point quelconque (x ' , y', z') situé sur 
la surface. Quand JK', Z') est clans le plan principal, 
le point correspondant se trouve sur la conique focale. 

188. Les points du plan des xy qui correspondent à 
l'intersection d'un ellipsoïde par une série de surfaces homo-
focales forment une série de coniques homofocales; les 
points qui correspondent aux ombilics sont les foyers com-
muns à toutes ces courbes. 

Eliminons z2 entre les équations 

îc2 v2 £2 

-V + 71 + - J = 1 ) a- b- c2 

x* j 2 .s2 _ 
d 2 ~h h'2 + c'2 

nous trouverons 

(g2 — c2)x2 (b2 — c9)y3 _ 
a2«'2 1 b2b'2 ~ I ; 

par suite, les points correspondants sont liés par la relation 

X2 Y2 

ô7 5 + F 2 ~ ~ 1 ' 

Cette courbe est évidemment une ellipse, quand il s'agit 
des intersections de l'ellipsoïde avec des hyperboloïdes à une 
nappe; c'est une hyperbole pour les hyperboloïdes à deux 
nappes. 
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Les coordonnées des ombilics sont 

a1— c1 J 

et celles des points qui leur correspondent 

X2 = a2 — Y = o. 

Ce sont donc les foyers du système de coniques homofocales. 
Les courbes tracées sur l'ellipsoïde sont quelquefois 

exprimées au moyen de ce qu'on appelle les coordonnées 
elliptiques, c'est-à-dire à l'aide d'une équation de la forme 
<p(«', a " ) = o qui établit une certaine relation entre les 
axes des hyperboloïdes homofocaux qu'on peut faire passer 
par le point que l'on considère. D'après ce que nous avons 
dit dans le présent numéro, on voit que et! est la demi-somme 
et a!' la demi-différence des distances qui séparent les points 
correspondant aux points du lieu de ceux qui correspondent 
aux ombilics. 13e l'équation <p(«', a")=o, nous pouvons 
déduire une autre équation !p(p-(-p',p—p')=o, et, à l'aide de 
cette dernière, nous pouvons former l'équation de la courbe, 
contenue dans le plan principal, qui correspond aulieu donné. 

189. Si nous projetons l'intersecLion d'une sphère et d'un 
ellipsoïde concentrique sur l'un quelconque des plans de 
section circulaire au moyen de droites parallèles au plus petit 
(ou au plus grand) axe, la projection sera un cercle. 

Ce théorème n'est qu'un cas particulier du suivant : 
Si deux quadriques ont leurs plans de sections circulaires 

communs, une quadrique quelconque passant par leur 
intersection aura aussi les mêmes plans de sections circu-
laires. 

Ce théorème est évident : car si, en faisant rL = o dansU et V, 
le résultat dans chaque cas représente un cercle, en faisanl 
Z = o, dans U + fcV, nous aurons aussi un cercle. 

Il est cependant utile de déihontrer celte proposition 



d'une manière directe. Prenons pour axes : l'axe des y, qui 
est une droite contenue dans le plan de section circulaire, et 
une droite perpendiculaire à la précédente et située dans le 
même plan; lesjK ne changeront pas et les nouveaux a:2 seront 
égaux à la somme x2 4- z- des carrés des anciennes coor-
données x et z. Mais, comme l'équation du plan de section 

fi! 
a2 

c2 

c2 £2 
circulaire dans le système primitif est z-——--^ x-

i i o • i , « 2 

le nouvel x- est égal a — • -rr-a- b-
-x-

L'interseetion des deux surfaces 

" f-X* 
ci- b-

z Ï 

c2 -r : rL 

a pour equation 

a2 — ca 

En remplaçant x 2 par sa valeur 

b2 

b2- — x-, elle devient 
y2 

b2 -(x2 + y2) = r2 • c . 

On remarquera que, pour avoir la projection sur les plans 
de section circulaire, nous n'avons pas changé y et que nous 

b2 c2 a2 

avons remplacé x- par — — • Mais, pour obtenir les 

points qui correspondent à un point quelconque, comme 
a 2 

dans le n° 187, nous remplaçons x- par — x 2 , et y- par 
b2 

— .y-. Or les carrés des coordonnées ci-dessus sont dans b2 — c2J 

b2 c2 

un rapport constant-—p—aveclescarrésdecellesqu'on vient 

d'écrire. Par suite, nous pouvons immédiatement conclure du 
numéro précédent que la projection de l'intersection de deux 
quadriques homofocales sur un plan de section circulaire de 
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l'une d'elles est une conique qui a pour foyer les projections 
des ombilics sur ce même plan; et nous en déduisons 
aussi qu'étant donnée l'équation d'une courbe quelconque 
z>(a',a")=o tracée sur l'ellipsoïde, nous pouvons former 
facilement l'équation algébrique de sa projection sur le plan 
de section circulaire. 

190. La distance de deux points, situés sur deux ellip-
soïdes homofocaux, est égale à la distance de leurs points 
correspondants. 

Nous avons pour expression du carré de cette distance 

(x — X ) 2 -f- (y — Y) 2 4 - {z — Z)2 = a;2 - h j 2 4 - s 2 4 - X 2 4 - Y2 

4 - Z2 — 2 ( Ï X + J ' Y + ; Z ) . 
Mais (n° 161 ) 

x' -
X2 

•y 
Y2 Z 2 : 

: a-
: A.2 

bn -
B' 2 -

• c"2, 
• C"2 ; 

or, pour les points correspondants, on a 

Y'2 4 - Z'2 = A2 b'2 

x'2 - i - / 2 4 - z'2 = a2 4 - B'2 4 - C"2. 

La somme des carrés des rayons qui joignent les points au 
centre est donc égale à celle des carrés des rayons des points 
correspondants; et les quantités îcX, J 'Y, zZ sont respecti-
vement égales à x'~SJ, r 'Y ' , z'TJ, puisque 

X' = 
Kx , « X 

Le théorème du présent numéro, qui est dû à Sir J. Ivory, 
est employé dans la théorie de l'attraction. 

Exercice. 

On peut démontrer d 'une manière analogue que si P j , P2 sont des 
x 2 

points d 'une génératrice de yl 
' b'- — = 1, et P' , , P'2 des points 



X2 Y2 Z-

d ' u n e g é n é r a t r i c e d e — H- -f- ^ = i , e t q u e si ces p o i n t s s o n t te ls 

q u e — = — r , — = — l a d i s t a n c e d e s p o i n t s P ^ P 2 es t é g a l e à la 
CL Ci/ CL CL 

d i s t a n c e d e s p o i n t s P \ , P ' , q u i l e u r c o r r e s p o n d e n t s u r le s e c o n d h y -
p e r b o l o ï d e . 

191. Pour avoir une propriété des quadriques analogue à 
la propriété connue des coniques que la somme des dis-
tances locales est constante, Jacobi énonce cette proposition 
de la manière suivante. 

Prenons les deux points C et G' de l'ellipse situés aux extré-
mités du grand axe; la relation qui lie les distances d'un 
point de l'ellipse aux deux foyers est la même que la relation 
p + p' = 2 a qui lie les distances à G et G' d'un point situé sur 
la droite qui unit ces deux points. De même, si nous prenons 
sur la section principale d'un ellipsoïde trois points A, B, C 
qui correspondent à trois points a, b, c de l'ellipse focale 
(en entendant la correspondance dans le sens spécifié au 
n° 187), les distances d'un point d de la surface aux trois 
points pris sur l'ellipse focale sont liées entre elles par la même 
relation que celle qui existe entre les distances d'un point (D) 
du plan principal aux trois points correspondants situés dans 
le même plan (1 ). En effet, d'après le n° 190, les distances des 
points de la conique liomofocale à un point situé sur la sur-
face sont égales aux distances du point du plan principal, qui 
correspond au point de la surface, aux trois points contenus 
sur la section principale ( 2 ) . 

(' ) Dans une Notice publiée depuis sa mort ( C relie, t. 73, p. 207), Joachim-
sthal montre qu'on construit la normale à l'ellipsoïde en mesurant à partir 
de d sur da, db, de des longueurs da', db', de', qui représenteraient des 
forces en équilibre en D suivant DA, DB, DC. La résultante de da', db', de' 
est la normale à l'ellipsoïde. 

J) M. Townsend a démontré, au moyen de considérations géométriques 
(Cambridge and Dublin mathematical Journal, t. III, p. i5 i ) , que cette 
propriété n'appartient qu'aux points des coniques focales modulaires ; et en 



192. Réciproquement, proposons-nous de trouver le lieu 
d'un point tel que ses distances à Lrois points fixes soient 
liées entre elles par la même relation que les distances d'un 
point situé dans le plan d'un triangle, dont les côtés sont a , 
b, c, aux sommets de ce triangle. Soient p, p',- p" les trois dis-
tances en question; la relation qui existe entre elles est 
(n° 52) 

« 2 ( P 2 - P ' 2 ) ( P 2 - p"2) + & 2 ( p ' 2 - p 2 ) ( p ' 2 - P"2) 
-t- c2 ( p"2 — p2) (p"2 — p'2 ) — a2 ( b2 4- c2 — a2 ) p2 

— b2 ( c2 4- à2 — b2 ) p'2 — c2 ( a2 -4- b2 — c2 ) p"2 4- a2 b2 c2 = o . 

Comme p2 — p'2, . . . sont des fonctions où les coordonnées 
du point n'entrent qu'au premier degré, le lieu cherché n'est 
évidemment que du second degré. 

On démontre que l 'un quelconque des points à partir des-
quels on mesure les distances est un foyer, en faisant voir 
que cette équation peut se mettre sous la forme U 4- LM = o, 
U étant la sphère infinimentpelite dont ce point est le centre. 
En d'autres termes, il s'agit pour cela de prouver qu'en faisant 
p 2 = o dans l'équation précédente, le résultat qu'on oblient 
est le produit de deux équations du premier degré. Mais ce 
résultat est 

a2( p'2 — c2) ( p"2 — b2 ) 4- ( b2 pi2 — c2 p"2 ) (p'2 — p"2 4- b2 — c2) = o. 

effet, les points du plan des y qui correspondent à un point (x',y't z') de 
l'ellipsoïde sont imaginaires, comme le montrent aisément les formules du 
n° 189. M. Townsend fait dériver facilement le mode de génération donné par 
Jacobi de la propriété modulaire signalée par Mac Cullagl). En effet, si par 
un point de la surface nous menons un plan parallèle à une section circu-
laire, ce plan coupera les directrices qui correspondent aux trois foyers fixes 
suivant un triangle de grandeur et de forme invariables, et les distances du 
point de la surface aux trois foyers seront dans un rapport constant avec ses 
distancesauxsommetsdece triangle. Onpeut,enaugmentant ouen diminuant 
les côtés de cette figure suivant un rapport fixe, former un triangle semblable 
tel que les distances de ses sommets au point ( x ' , y', z') soient égales aux 
distances correspondantes de ce même point aux foyers. 

S. — Géom. à trois dim. 1. 16 
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S'oienl L et M les plans représentés par les quantités 

p'2 — p2 — c2 , p " 2 — p 2 — ^ 2 . 

Le résultat qu'on obtient en faisant p- = o dans l'équation 
est 

a? LM -4- ( &2 L — c2 M) ( L — M ) = o 
ou bien 

V1 L2 — 2 fccLM cos À c2 M2 = o ; 

A est ici l'angle opposé au côté a dans le triangle abc. 
Cette quantité se décompose en deux facteurs imaginaires, 

ce qui montre que le point dont il s'agit est un foyer du genre 
modulaire. 

# 

193. Si l'on mène des plans tangents parallèles à une 
série de surfaces liomofocales, le lieu de leurspointsde con-
tact est une hyperbole équilatère. 

Soient a, (3, y les angles de direction de la droite perpendi-
culaire aux plans tangents parallèles. Les cosinus de direction 
du rayon vecteur de l'un quelconque des points de contact sont 

a 2 cos a 6 2cosj3 c 2 c o s y 
rp ' rp ' rp~ ' 

On le voit facilement en remplaçant, dans la formule 

c o s a = (n° 89), x' par r cos a' et en résolvant par rapport 

à c o s a ' . 
Formons maintenant, d'après le n° 15, les cosinus de di-

rection de la droite perpendiculaire au plan déterminé par le 
rayon vecteur et parla perpendiculaire au plan tangent; nous 
trouvons 

( b2— c 2 ) cos p cosy (c2 — a 2 ) cosy cosa ( a 2 — b 2 ) cosa cos p . : , : > • '—. — > 
rp smtp rp sm tp rp sintp 

a étant l'angle compris entre .e rayon vecteur et la perpendi-
culaire. 
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Mais le dénominateur est le double de l'aire du triangle qui 
a pour côtés le rayon vecteur et la perpendiculaire. Donc les 
doubles des projections de ce triangle sur les plans coordon-
nés sont 

(b2—c2) cos[3 cosy, (c2 — a2) cosycosa, (a2 — b2) cosa cosjî. 

Comme ces projections sont constantes pour un système de 
surfaces homofocales, nous voyons alors que le plan du triangle 
est invariable et que sa grandeur est constante. Si donc CM 
est la perpendiculaire abaissée sur la série des plans tangents 
parallèles et PM la perpendiculaire abaissée d'un point de 
contact P sur cette droite, nous venons de prouver que le 
plan du triangle CPM est invariable et que sa grandeur est 
constante; le lieu du point P est donc une hyperbole équila-
tère qui a CM pour asymptote. 

193 a. Si nous formons les équations des norma en les 
deux points de la surface 

x2 y2 z2 _ 
A + B + C = I ' 

nous trouvons que la condition pour qu'elles se rencontrent 
est 

A (x' — x"){y'z" — y"z') 
-+- B (y' — y" ) (z'x" — z"x' ) + C ( — z" ) (x'y" — x"y' )—o. 

Soient a, p, y les angles de direction de la droile qui joint 
les points et a , , p,, y, ceux de la perpendiculaire au plan 
passant par le centre et les deux points; la condition devient 

A cos a cos a, H- B cos[3 cos [3, -+- C cos y cos^ = o. 

Cette relation subsiste évidemment si l'on remplace A, B, C 
respectivement par A A + l, /cB-f- l, k(Z + l. Nous voyons 
ainsi que si les normales aux points où une droite quelconque 
coupe une quadrique à centre se rencontrent, les normales 
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aux deux points d'intersection de cette droite avec une qua-
drique homofocale ou avec une quadrique concentrique sem-
blable et semblablement placée se rencontreront aussi ( ' ) . 

Comme cas particulier, nous pouvons considérer les trois 
surfaces homofocales u, v, w qui se rencontrent en un point 
quelconque P. La normale en P à u rencontre à nouveau u en 
Q et, par conséquent, rencontre la normale en Q. Donc, si l'on 
mène des normales à v aux points où PQ la coupe, ces nor-
males doivent se rencontrer, et il en sera de môme pour les 
normales aux points où PQ rencontre w. Mais la droite PQ est 
tangente en même temps à p et àtp. Donc les normales menées 
à l'une ou à l'autre surface en des points consécutifs, pris le 
long de leur courbe d'intersection, se rencontrent. Une courbe 
qui jouit de cette propriété est appelée ligne de courbure de 
la surface. 

Courbure des quadriques. 

19 i. Nous exposerons la théorie générale de la courbure des 
surfaces dans le Chapitre XI. Il convient toutefois d'indiquer 
ici quelques théorèmes relatifs à la courbure des quadriques, 
et qui sont intimement liés avec les recherches qui font le 
sujet du présent Chapitre. 

Si l'on coupe une quadrique suivant une section normale 
en un point de cette surface, le rayon de courbure en ce 

82 

point est égal à — • p est le demi-diamètre parallèle à la 
trace du plan de la section sur le plan tangent et p est la 
perpendiculaire abaissée du centre sur ce même plan tan-
gent. 

La démonstration par les infiniment petits que nous don-
nons ici n'est que la reproduction de celle qu'on trouvera 
dans les Sections coniques, n° 398. 

(') Voir un Mémoire de M. F. Purser, Quarterly Journal of Mathema-
tics, t. VIII, p. 66. 
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Soient P et Q deux points de la quadrique. Supposons 
que le plan mené par Q parallèlement au plan tangent en P 
coupe le rayon central GP en R et la normale au point P 
en S. Le rayon d'un cercle, qui passe par les points P, Q et 

P Q 2 

qui a son centre sur PS, est égal à . Mais si le point Q 

s'approche indéfiniment du point P, à la limite P Q est égal 
à QR. Si nous représentons CP par a ' , le rayon cenlral pa-
rallèle à QR par p et enfin si P' est l 'autre extrémité du dia-
mètre CP, nous avons (n° 74) 

(32 : A N : : Q R 2 ; P R . R P ' ( = 2 « ' . P R ) ; 

par conséquent, 

QR = • 
2 . P R 

a' 

et le rayon de courbure est égal à X ==• 
j 0 a' ps 

Mais si du centre nous abaissons la perpendiculaire CM sur 
le plan tangent, le triangle rectangle CMP est semblable au 
triangle PRS et nous avons la relation 

P R 

P S : 

a' 
P 

L'expression du rayon de courbure devient alors 

P2
 v « ' _ P 2 

—7 -X. i 
a' p p 

ce qu'il fallait démontrer. 
Si le cercle qui passe par PQ, au lieu d'avoir son centre 

sur PS, l'a sur une autre droite PS' faisant avec PS l'angle 0, 
le seul changement qui se produise consiste en ce que le rayon 



du nouveau cercle e s t S ' é t a n t encoredans le plan mené 
2 P S ' ^ 

par Q parallèlement au plan tangent en P. Mais PS est évi-
demment égal à PS' cos 0. Le rayon de courbure est donc égal 

2 
P Q 

à——cosQ; ou, en d'autres termes, la valeur du rayon de 
2 P S 

courbure cV une section oblique s'obtient en multipliant par 
cosQ le rayon de courbure de la section normale passant 
par PQ. 

> 

19o. Ces théorèmes peuvent aussi s'établir analyliquement 
d'une manière fort simple. On a démontré (Sections coni-
ques, n" 241) que, si l'équation d'une conique est 

ax2 -+- ilixy -+- by2 -h 2gx = o, 

• . s • le rayon de courbure à l'origine est égal à ^ - Si donc nous 

prenons pour plan des xy un plan tangent à une quadrique et 
si l'équation de cette surface est 

ax2 -t- ihxy -h by2 4- 2gzx 2 f y z -1- es2 •+• 2nz = o, 

les rayons de courbure des sections qui ont pour équations 
s n « • 

y — o et x — o seront respectivement égaux a — et — Mais, 
si nous rapportons l'équation à des axes parallèles passant par 
le centre de la surface, les termes du degré le plus élevé dans 
l'équation ne changent pas, et l'équation devient 

ax2 -t- ihxy + by2 -t- 2gzx -+- ijyz -H cz2 = D. 

Les carrés des longueurs interceptées sur les axes des x et 

des y sont —; —• Ceci démontre que les rayons de courbure 

sont proportionnels aux carrés des demi-diamètres d'une 
section centrale qui leur sont parallèles. Or on sait, par la 

2 3 4 5 6 unesp% 8 9 10 11 12 
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théorie des coniques, que le rayon de courbure de la section 
qui contient la perpendiculaire abaissée sur le plan tangent 

est égal à —; donc le rayon de courbure de toute autre section 

se présentera sous la même forme. 
On peut encore démontrer ce théorème en se servant de 

l'équation de la quadrique rapportée à une de ses normales 
et aux normales de deux surfaces homofocales prises pour 
axes de coordonnées (voir ex. 2, n° 174). 

L'équation de la surface est, dans ce cas, 

z2 2 p' xy x y 2 p" XZ IX 
à1 —a'"1 J>{a2— a'2) p{a2 — a"2) o. 

Les rayons de courbure des sections déterminées par les 
aï a! 2 aï 2 

plans z — o, y = o sont respectivement — > et 
P P 

les numérateurs sont les carrés des demi-axes de la section 
faite dans la surface par un plan parallèle au plan tangent 
(n° 164). 

L'équation de la section déterminée par un plan qui fait 
un angle 9 avec le plan des y s'obtient en faisant tourner les 
axes de coordonnées d'un angle 9 (ce qui s'obtient en rem-
plaçant respectivement y et z par y cos9 — ssin9, et 
y sin9 + z cos9) et en égalant de nouveau z à zéro. Si alors 

le nouveau coefficient de y2 est ^ > le rayon de courbure cor-
32 

respondant est égal à — • On trouve aisément que ce coefficient 
est égal à 

cos20 sin20 

et cette quantité est évidemment l'inverse du carré du demi-
diamètre de la section centrale, qui fait un angle 9 avec l'axe y. 

196. Il découle du théorème énoncé dans le n° 194 qu'en 
un point d'une quadrique à centre le rayon de courbure 



d'une section normale a une valeur maxima et une valeur 
minima. Les directions des sections qui correspondent à 
ces valeurs sont parallèles au grand et au petit axe de la 
section centrale déterminée par un plan parallèle au plan 
tangent. 

Ces valeurs maxima et minima sont appelées les rayons de 
courbure principaux au point considéré, et les sections 
auxquelles ils appartiennent ont reçu le nom de sections 
principales. On voit (d'après le n° 1G3) que les sections 
principales contiennent chacune la normale à l'une des sur-
faces homofocales qui passent par le point considéré. L'in-
tersection d'une quadrique et d'une surface homofocale est 
une courbe telle que la tangente en chacun de ses points est 
l'une des directions principales de courbure. Une pareille 
courbe est appelée ligne de courbure de la surface et sa 
définition est d'accord avec celle du n° 193a. 

Dans le cas de l'hyperboloïde à une nappe, la section 
centrale est une hyperbole, et les sections dont les traces sur 
le plan tangent sont parallèles aux asymptotes de cette hyper-
bole ont leurs rayons de courbure infinis; c'est-à-dire que 
ces sections sont des lignes droites, comme nous le savions à 
l'avance. En passant par l'une d'elles, le rayon de courbure 
change de signe; cela veut dire que les sections situées de 
part et d'autre de ces lignes ont leur convexité dirigée en 
sens inverse. 

197. Les deux centres principaux de courbure sont les 
pôles du plan tangent par rapport aux deux surfaces ho-
mofocales qui passent par son point de contact. En efl'et, ces 
pôles se trouvent sur la normale au plan tangent (n°lG7) et leurs 
t , , • , i , a"--—a'2 
distances a ce plan sont respectivement égalés a et 

a2 — a'2 

à —— (n° 168); or nous venons justement de démontrer 
que ce sont les longueurs des rayons principaux de courbure. 
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D'après cela, nous pouvons, à l'aide du n° 108, trouver les 
coordonnées des centres des deux cercles principaux de 
courbure. 

Ce sont : pour l'un, 

a'^x' b'2y' c'2 z' x -m —7-1 y — — b-

et pour l'autre 

a"2x' ^ _ b'ny' 

198. Si, en chacun des points d'une cpiadrique, nous con-
struisons les deux centres principaux de courbure, le lieu de 
tous ces centres est une surface à deux nappes qu'on appelle 
la surface des centres. 

Dans le prochain Chapitre, nous montrerons comment on 
peut former son équation; mais nous pouvons reconnaître 
a priori quelle est la nature des sections que les plans prin-
cipaux y déterminent. 

En effet, l 'un des rayons principaux de courbure en un 
point quelconque d'une section principale est le rayon de 
courbure de la section elle-même, et le lieu des centres cor-
respondants est évidemment la développée de cette section. 
L'autre rayon de courbure qui correspond à un point quel-

c2 

conque de la section déterminée par le plan des xy est — 
Ceci résulte des formules du n° 194, puisque c est un axe 
dans toutes les sections dont les plans passent par l'axe des z. 
D'après les formules du n° 197, les coordonnées du centre 

a 2 c2 £2 c2 
correspondant sont •———x', — y'; c'est-à-dire que ce 

sont les pôles, par rapport à la conique focale de la tangente 
au point (x, x1, y') de la section principale. Le lieu des centres 
sera donc la polaire réciproque de la section principale, prise 
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par rapport à la conique focale, et son équation sera 

. a 2 x2 bz y 1 

(a2—c2)2 (62 — c2)2 — l ' 

La section de la surface (qui est du douzième degré) par un 
plan principal se composera donc de la développée d'une 
conique (qui est du sixième degré) et d'une conique comptée 
trois fois (comme on le verra plus tard); cette conique est 
une courbe cuspidale de la surface. La section par le plan à 
l'infini est de même nature que celles que donnent les plans 
principaux. On peut ajouter que la conique est tangente à la 
développée en quatre points (réels pour le plan ombilicaire, 
c'est-à-dire pour le plan principal qui contient le plus grand 
et le plus petit axe) et que de plus elle la coupe en quatre 
points. 

1 9 9 . La polaire réciproque de la surface des centres est 
une surface du quatrième degré. 

La théorie générale de la courbure des surfaces, que nous 
exposerons dans le Chapitre XI, nous apprendra que le plan 
tangent à l'une ou l'autre des surfaces homofocales qui 
passent par le point (x', y1, z') est aussi un plan tangent à la 
surface des centres. Les inverses des segments que le plan 
tangent détermine sur les axes sont donnés par les relations 

L'équation 

t 
a/1' w 2 ' s /.'ï 

x'2 i y 2 

F F + ÎW* 

établit entre Ç, vj, Ç la relation 

+ V + ç2 = ( a 2 — a 
et l'équation 

x'2 j ' 2 

ô 7 2 + Y* 

1 a-
V £ 
bl c2 



nous donne 

( a2 ¥ -h b1 T)2 + c2 Ç2 — ! ) = ( a2 — a'2 ) ( ? + V2 -+- Ç2 ). 

En éliminant a-—a'2, nous obtenons l'équation 

+ = ^ + J + ^ ( a 2 $ 2 + 6 2 ï ) 2 + c 2 i 2 - i ) («). 

Mais il est évident qu'on peut, comme dans les courbes 
planes de degré supérieur (Higher plane curves, n°21), con-
sidérer Ç comme les coordonnées de la surface polaire 
réciproque. En effet, si 7), Ç sont les coordonnées du pôle 
du plan tangent par rapport à la sphère 

comme l'équation 
-yt\ H- = i 

est identique avec celle du plan tangent, ÏJ, Ç seront aussi 
les inverses des segments déterminés par le plan tangent sur 
les axes des coordonnées. 

( ' ) Celte équation a, je crois, été donnée pour la première fois par le 
Dr Booth (Tangential coordinates. Dublin, i8'|0). 



CHAPITRE IX. 
I N V A R I A N T S E T C O V A R I A N T S D E S S Y S T E M E S 

DE Q U A D R I Q U E S . 

200. Nous avons démontré (n° 136) qu'il existe quatre 
valeurs de X pour lesquelles l'équation 1U + V = ^ o repré-
sentera un cône. L'équation du quatrième degré, qui déter-
mine X, s'obtient en égalant à zéro le discriminant de XU + V. 
Nous écrirons cette équation sous la forme 

Les valeurs de X, pour lesquelles XU -j- V = o représente 
un cône, sont évidemment indépendantes du système de 
coordonnées qui a servi à exprimer U et Y. Les coeffi-
cients A, 0 ; . . . sont donc des invariants, dont les rapports 
mutuels ne seront pas changés, si l'on effectue une transfor-
mation de coordonnées. Les exercices suivants, qui consistent 
à calculer ces invariants, comprennent quelques-uns des cas 
que l'on rencontre le plus souvent. 

Exercices. 

I . Supposons les deux quadi'iques rapportées à leur tétraèdre auto-
polaire commun (n° 141). Nous pouvons écrire leurs équations 
comme il suit : 

U = ax2^-by2-hcz2-h dw"-, 
V = X2 -H72 -H Z2 -+- VF2 

(voir le n° 141 et les Sections coniques, ex. I, n°371). Nous avons 
alors 

A = abcd, 0 = bcd -+- cda -+- dab -H abc, 
<ï> = bc -4- ca h- ab -+- ad -t- bd -h cd, d'=a-+-b-\-c-\-d, A' = i . 
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2. Soit V = a;2-Hy2 -h z2-j- tv2, comme ci-dessus, et supposons 
que U représente l 'équation générale. La valeur générale de 0 est 

A, B, C, . . . ayant la même signification que dans le n° 67. Dans le 
cas actuel, on a donc 

0 = A - i - B - t - C - f - D , 6 ' = « + 6 + C + Î/, 

et de même aussi 

<IJ = bc —f2 -+- ca — g2-¥- ab — h2 -+- ad— Z 2 H - bd — m2 -+- cd— ri-. 

D'une manière analogue, si U est égal à ax2-+- by2-h cz2-h dw2 et 
si V est l 'équation générale, on trouve que 

Q = a'bcd-\-b'cda-+-c'dab-\- d'abc et 6' = «A'- j- b B'-t- c C'-f- c/D'. 

3. Supposons que U et V représentent les deux sphères 

x*- + y2 -t- ~2 — P2 = o, (x — a )2 -+- (y — f$ )2 -t- (z — f )2 — p'2 = o 

et soit D la distance de leurs c e n t r e s ( D 2 = a2-H [32-t- y2). Nous aurons 
A = — p2, A' = — p'2, 0 = D2— 3p2 — p'2, 

0' = D2 — p2 — 3 p'2, = 2 D2— 3 p2 — 3 p'2, 

et l'équation du quatrième degré, qui détermine X, est 

(X-t- 0 2 [ — p2X2-t-(D2— P2— p'2)X — p'2] = o. 

yl Z1 
i . Supposons U égal à ^ -t- -+- — 1 e t V égal à la sphère, 

( « — « ) » + ( r — p y - H * - ? ) ' - ? 1 . 

Réponse : 

a2 82 v2 / i i i \ 
e = ^ + p + + ^ + 

* = b k i T2 - P 2 ) + ^ ( ï 2 + P2) 



Comme XU-+-Vpeut s'écrire sous la forme AX2 -h BY2 + CZ2-t- D\Y2, 
il est facile de voir que l'équation du quatrième degré qu'on obtient 
en égalant à zéro le discriminant de X U -H V peut se mettre sous la 
forme 

P2 

•X c2-+- X " 
P2 

X ' 

S. Soient U le paraboloïde ax2 -+- by2 - t -1 nz = o et V la sphère de 
l 'exemple précédent. 

Réponse : 
\ = — abn2, A' = —p2, 

6 = — n2(a-h b)-h aabny, 0 ' = a2 a* -h b2 (32 2 — (a 4- b) p2, 
4> = ab(di2-h f32 — p2)-+- i{a -+- b)ny — n2, 

et l 'équation en X peut être écrite ainsi : 

le 
A t t - t - I 

G. En général, la valeur de <1> est la suivante : 

(bc—f2)(a'd'— l'-) + (ca — g2)(b'd'—m'2) • 
-H (ad— l2)(b'c'—f2) -+• (bd - - m2)(c a' — g'2) -
-+• 2(gm — hn)(g'm' — h'n') H- 2 (hn — fl)(!in' — /' l') • 
-1- 2(771/«— lb)(l'c'— n' g') -(- i(nf— me) (ni a'— l'h')-
-+- 2(771'h' — l'b')(lc — ng) -t- 2(n'f — m'c')(ma — lh)-
"+" 2 ( f d mn)(g' h' a'f ) -+-2 ( g d - nl)(h'f - b'g') -
-+- 2 ( / ' d ' — 'in'n')(gh — a f ) -+- i(g'd' — n! l')(hf — bg) -

- (ab —/i2)(c'd'-ti') 
- (cd-n2)(a'b'-h'«) 
- a(/i — gm)(f'l'-g'ni) 
- i(lg — na)(n'b' — nifli 
2.(1' gJ — n' a')(nb — mf) 
2 (hd— Im ) (/' g' — c1 In 

• 2 (h'd' — l'm')(fg-ch\ 

Ainsi i1 est une fonction des mêmes quantités que celles qui entrent 
dans l 'équation de condition qui exprime (n°80) qu'une droite est 
tangente à une quadrique. Cette relation est une fonction des six 
coordonnées de la droite. Si nous représentons par alt, a22, «33,..., 
a i c les coefficients des carrés des coordonnées dans cette condition, 
par al2, ai3 ceux des doubles produits de ces coordonnées ; si de 
même nous employons les notations analogues bu, b22, ... pour les 
quantités correspondantes de la seconde quadrique, la quantité <J> 
est égale à 

«i l -H «22 bss-t- a 3 3 b66h- a 4 4 bu -h a 5 5 b22h- a66 b33 + 2 a 1 4 &44 -t-

D'une manière analogue, en mettant le discriminant sous l'une des 
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trois formes 

A = « , i « 4 4 - t - #12045-+• «i3«46 + « 4 - « i5« 4 2 4- « 1 0 a 4 3 

A = «2 l « i 4 -+- «22 « 5 5 + «23 « 3 6 + «24 «31 4- « 2 \ 4- «26 «53 
A = «31 «64 -+- «32 « 6 3 + «33 «66 4- «34 «61 4- «35 «62 4" «32

6> 

et en remplaçant « par a -t- X « ' , . • • , «11 devient atl -4- X bn 4- X 2 Cu, . . . 
et l'on trouve ainsi différentes manières d'écrire les invariants. 

201. Etudier la signification géométrique de la condi-
tion 0 = o et de la condition <E> = o. 

L'exemple 2 du n" 200 montre que, si U est rapporté à un 
tétraèdre autopolaire, 

8 = beda' + cdab' 4- dabc' 4- abcd'. 

Celte quantité sera nulle si a', c', d! le sont eux-mêmes. 
Donc 0 s'annulera quand il sera possible d'inscrire dans V 
un tétraèdre qui soit autopolaire par rapport, à U. De 
même, 0' sera nul quand A', B', C , D' le seront. Mais A ' = o 
est la condition pour que le plan des x soit tangent à Y. Donc 
0' sera nul quand il sera possible de trouver un tétraèdre 
autopolaire par rapport à U dont les faces soient tan-
gentes à V. Or, d'après la première partie du présent 
numéro, 0 ' = o est aussi la condition pour qu'il soit possible 
d'inscrire dans U un tétraèdre autopolaire par rapport à V. 
Donc, si l'un de ces deux problèmes est possible, il en est de 
même pour l'autre. 

La condition = o sera vérifiée, si les arêtes d'un tétraèdre 
autopolaire par rapport à l'une quelconque des quadriques 
sont toutes tangentes à l'autre. 

Exercices. 

1. Les sommets de deux tétraèdres autopolaires par rapport à une 
quadrique forment un système de huit points tels, que si une qua-
drique passe par sept d 'entre eux elle passe aussi par le huitième 
( H E S S E , Journal de Crelle, t . XX, p. 297). 

Supposons qu'une quadrique passe par les quatre sommets de 



l'un des tétraèdres et par trois des sommets du second dont nous 
prendrons les faces pour plans des x, y, z, w. Comme la quadrique 
est circonscrite au premier tétraèdre 0' = o, ou bien a+ b c -V- d — o 
(n° 200, ex. 2 ) ; et comme elle passe par trois des sommets du 
tétraèdre xyzw, nous avons a = o, b — o, c = o; donc aussi d = o: 
ce qui veut dire que la quadrique passe par le dernier sommet. On 
démontre de la même manière que si une quadrique est tangente à 
sept des huit faces des deux tétraèdres, elle est aussi tangente à la 
huitième. 

2. Si l'on circonscrit une sphère à un tétraèdre autopolaire, la 
longueur de la tangente à celte sphère issue du centre de la qua-
drique est constante. En effet (n° 200, ex. 4), la condition 0 = o 
donne pour le carré de la tangente la relation 

a ! + P ! + f — p2 = a 2 -t- 62 -f- c2. 

Cette proposition correspond au théorème de M. Faure (Sect ions 
coniques, n° 378, ex. II). On peut lui donner cet autre énoncé : La 
sphère circonscrite à un tétraèdre autopolaire coupe orthogo-
nale ment la sphère lieu des points d'intersection de trois plans 
tangents rectangulaires (n° 93). 

/p2 y2 ^2 
3. Si un hvperboloïde — -+- "Ç- -)—- = i est tel qu'on ait la rela-

J r a2 62 c2 1 

lion - + 7 + - = o entre ses axes, le centre d'une sphère inscrite a b c 1 

dans un tétraèdre autopolaire se trouve sur la surface. Cette propo-
sition résulte de la condition 0 ' = o (n° 200, ex. IV). 

4. Le lieu du centre d'une sphère circonscrite à un tétraèdre, au-
topolaire par rapport à un paraboloïde, est un plan (n° 200, ex. S). 

202. Trouver la condition pour que deux quadriques 
U, Y soient tangentes l'une à l'autre. 

De même que dans le cas des coniques (Voir Sectionsco-
niques, n°372), l'équation du quatrième degré du n° 200 aura 
deux racines égales, si les deux quadriques sont tangentes. On 
le démontre facilement en prenant le point de contact pour 
origine et le plan tangent pour plan coordonné des z. Nous 
avons alors dans les deux quadriques d — o, l = o, m — o. Si 
nous portons ces valeurs dans le discriminant (n° 67), il se 
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réduit à n-(h2— ab) et l'équation biquadrique en \ devient 

( X / n - ' n ' ) s [ ( X A + h')"- — (la + a')(lb + b')]=o; 

elle a deux racines égales. La condition cherchée s'obtiendra 
donc en formant le discriminant de l'équation du quatrième 
degré du n° 200. 

Exercices. 

t . Trouver la condition pour que deux sphères puissent être 
tangentes. Dans ce cas, l'équation biquadratique (n° 200, ex. 3) a 
toujours deux racines égales. En effet, les deux sphères ayant en 
commun une section plane à l'infini ont toujours un double contact 
à l'infini (n° 137). On obtient la condition pour qu'elles aient en 
outre un contact à distance finie en exprimant que les deux autres 
facteurs de l'équation en X sont égaux. On trouve ainsi la relation 

(D2 — 7-'— T"'2)2 = 4 7-2 7*' 
d'où 

D = r ± 7-' ( ' ) . 

2. Trouver le lieu du centre d'une sphère de rayon constant 
tangente à une quadrique à centre. L'équation s'obtient en formant 
le discriminant par rapport à X de l'équation du n° 200 (ex. 4), dis-
criminant qui est du douzième degré par rapport à a, (3, y. Si nous 
faisons p = o, il se réduit à l 'équation de la quadrique, comptée deux 
fois, et à une équation du huitième degré (dont nous nous occuperons 
plus loin, n° 221). Le problème que nous traitons ici est le même 
que celui qui consiste à trouver l 'équation de la surface parallèle à 
la quadrique (voir Sections coniques, n° 372, ex. 2), c 'est-à-dire la 
surface obtenue en portant sur chaque normale à part i r de la sur-
face donnée une longueur constante égale à p. L'équation est du 
sixième degré par rapport à p2 et elle donne les longueurs des six 
normales qu'on peut abaisser d'un point xyz sur la surface 
(Sections coniques, n° 372, ex. 3). Pour trouver la section de la 
surface par l 'un des plans principaux, nous nous servirons de ce 
principe que le discriminant, par rapport à X, d'une expression 
algébrique de la forme (X — a)tp(X) est égal au carré de tp(a) mul-

( ' ) En général, l'équation du n° 200 aura deux couples de racines égales 
si les quadriques ont une génératrice commune. 

S. — Géoni. à trois dim. T. 17 



2 5 8 C H A P I T R E I X . 

tiplic par le discriminant de <p(X). Si donc nous faisons z = o dans 
l'équation, le discriminant de 

\ a + A 6 + X X / 

se compose de la conique 

comptée deux fois (cette courbe est une ligne double de la surface), 
et du discriminant de la fonction entre parenthèses. Cette dernière 
quantité représente une courbe du huitième ordre parallèle à la 
section principale de l'ellipsoïde. 

3. L'équation de la surface parallèle à un paraboloïde s'obtient 
de même en formant le discriminant de l'équation du n° 200 (ex. S). 
Le résultat représente une surface du dixième degré; quand p = o, 
elle se réduit au paraboloïde compté deux fois et à une surface du 
sixième degré dont il sera question plus loin (n° 222). L'équation, 
qui est du cinquième degré en p2, montre que d'un point quelconque 
on ne peut abaisser que cinq normales à la surface. On verrait, 
comme dans l'exemple précédent, que la section déterminée par un 
plan principal se compose d'une parabole, comptée deux fois, et de 
la courbe parallèle à la parabole. 

203. Il faut remarquer que, si deux surfaces sont tan-
gentes, leur point de contact est un point double de leur 
courbe d'interseclion. En général, deux surfaces de degré m 
et n se coupent suivant une courbe du mn'eme degré; et en 
chacun des points de celte courbe d'intersection, il n'y a 
qu'une seule tangente, qui est l'interseclion des plans tan-
gents aux deux surfaces en ce point. En effet, un plan quel-
conque mené par cette droite rencontre la surface suivant 
deux courbes qui sont tangentes : un pareil plan passe donc 
par deux points coïncidents de la courbe d'intersection. Mais 
si les deux surfaces sont tangentes, tout plan mené par leur 
point de contact les coupera suivant deux courbes tangenles 
entre elles; donc tout plan de ce genre passe par deux 
points coïncidenlsdela courbe d'intersection. Par conséquent, 



I N V A R I A N T S E T C O V A R I A N T S D E Q U A D R I Q Ú E S . 2 5 G 

le point de contact est un point double sur cette courbe. 
De même que pour les courbes planes, nous pouvons faire 

voir qu'il y a deux tangentes au point double. En effet, il 
existe dans le plan tangent commun aux deux surfaces deux 
directions telles que tous les plans menés par l'une d'elles 
rencontrent la surface suivant des courbes qui ont trois 
points communs. 

Prenons le plan tangent pour plan des xy et soient 

z -t- ax"- -t- 2 h xy 4- by"- -+-. . . = o, 
î + d ' ^ ' + î h' xy -(- b'y- -f- . . . = o 

les équations des surfaces. Un plan quelconque y = jjur 
coupe ces surfaces suivant deux courbes qui seront oscula-
trices (voir Sections coniques, n°239) ; si 

a -t- 2 h 4- b |J.2 = a' -+- 2 li [x 4- b' 

Les deux directions cherchées sont donc déterminées par 
l'équation 

On peut établir la même proposition d'une autre manière, 
ainsi qu'il suit. En suivant la marche adoptée dans les Courbes 
planes du degré supérieur, nos 36 et 37, nous montrerons 
dans la suite que, si l'équation d'une surface est 

« , + « , + . . . = o, 

l'origine se trouve sur la surface, et le plan M, = o contient 
toutes les droites qui coupent la surface en deux points consé-
cutifs à l'origine. Si u, est identiquement nul, l'origine est 
un point double de la surface et l'équation u-2 — o donne 
toutes les droites qui rencontrent la surface en trois points 
consécutifs. Dans le cas que nous considérons actuellement, 
si nous retranchons l'une des équations de l'autre, nous avons 
une surface qui passe par leur courbe d'intersection et qui a 



a6o 
pour équation 

(a — a') x* 

c II A p 1 T u E i x. 

2(A-A')xy+(b-b')y>- = o. 

L'origine est un point double de cette surface et les deux 
droites représentées par les termes du second degré en x et y 
rencontrent la surface en trois points consécutifs. 

204. Si ces droites coïncident, la courbe d'intersection 
présente un point de rebroussement ou point slationnaire 
(voir Courbes planes de degré supérieur, n" 38). Dans ce 
cas, nous dirons que le contact est slationnaire. Si nous 
choisissons les axes comme dans les numéros précédents, la 
condition pour que le contact soit slationnaire sera-

(a—a'){b—b') = (h — A')\ 

Si maintenant nous reprenons l'équation biquadratique en 
donnée au n° 202, et si nous avons égard à ce que n = n' 

dans les équations dont nous nous occupons, nous verrons que, 
si la condition précédente est vérifiée, trois des racines de 
l'équation en X deviennent égales à — i . On obtiendra donc 
les conditions du contact stationnaire en formant les condi-
tions pour que l'équation biquadratique ait trois racines égales. 
Ces conditions sont S = o, T = o, S et T étant les deux in-
variants de cette équation. 

205. Toute sphère dont le centre est sur une normale à une 
quadrique, et qui passe par le point où celte normale ren-
contre la surface, est évidemment tangente à la quadrique. 
Elle aura avec cette dernière un contact stationnaire, si la 
longueur de son rayon est égale à l'un des rayons principaux 
de courbure (n" 196). Prenons pour plan des xy le plan tan-
gent au point considéré et pour axes des x et des JK les deux 
directions de courbure maxima et minima (n° 196). On sait 
que ces directions sont parallèles aux axes des sections paral-
lèles au plan tangent; le terme en xy ne figurera donc pas 

2 3 4 5 6 Unesp
% 8 9 10 11 12 
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dans l'équation de la surface, qui se présentera sous la forme 

z H- ax1 -+- by2 + . . . '== o. 

D'après le numéro précédent, une sphère 

aura un contact stationnaire avec la surface, si 

(l — a)(l —a')— o 

car h et h! sont nuls dans chaque équation. Il faudra donc 
que \ soit égal à a ou a!. Or, si nous faisons y — o, le cercle 
z a(x- + z2) = o est évidemment le cercle oscillateur de la 
section z + ax2 + . . . = o ; et de même le cercle 

z + b(y* + - j ) = o 

est osculaleur pour la courbe z + by- + ... = o. 

206. Former Véquation de la surface des centres de 
courbure d'une cjuadrique. 

Si nous calculons, pour l'équation biquadratique de 
l'exemple 4 du n° 200, les deux équations S = o, T = o, 
nous obtenons deux équations qui renferment les coordon-
nées (a, p, y) du centre de courbure d'une section princi-
pale et son rayon de courbure p. Une des équations est du 
second degré et l'autre du troisième degré en p2; en élimi-
nant cette quantité, nous obtiendrons évidemment le lieu des 
centres de courbures de toutes les sections principales. Le 
problème peut aussi s'énoncer comme il suit : Soient U et U' 
deux équations algébriques du même degré et k un paramètre 
variable; on peut en général déterminer k de telle sorte que 
l'équation U + £ 1 1 ' = o ait deux racines égales. Mais il n'est 
pas possible de déterminer k de manière que cette même 
équation ait trois racines égales, à moins qu'il n'existe une 
certaine relation d'invariance entre les coefficients de U et 
ceux de U'. Le problème qui nous occupe actuellement est 



donc un cas particulier du problème général qui consiste à 
rechercher cette relation d'invariance. 11 s'agit en effet de 
trouver la condition pour qu'il soit possible de déterminer k 
de manière que l'équation suivante, 

x2 y"- z" ^ k 
a1 + À + b2 + X + c2 4- 1 ~ 1 + V 

qui est du quatrième degré en X, ait trois racines égales. Nous 
donnons ici les termes principaux de l'équation résultante; 
les autres peuvent s'en déduire par permutation symétrique 
des lettres. 

Pour abréger, nous posons 

b*— c2 = a, c2 — a 2 = p, a--— b'=y, 

et de plus nous mettons partout x,y, z à la place de ax, 
by, cz. 

x12 
+ 3 ( a2 -(- p2 ) a'' x'Oy2 4- 3 ( a4 -H 3 a2 p2 -+- p4 ) a2 xsy* 
4- 3 ( 2 a4 4- 3 a2 p2 4- 3 a2 y2 — 7 P2 y2 ) a2 xsy*z2 

4 - 3 ( a6 H- 6 a4 -+- 3 a4 y2 + 3 a2 p4 -)- P4 Y2 — 2 1 a2 p2 y* ) x 6 y * z 2 

+ g (a4 p2 + p 4 a 2 - h p4 y2 + P2 Y4 + ï 4 « 2 + ï 2 - 14«2P2 Y2) 
+ — 3(2p 4 + 3p2Y2-)-3p2a2 — 7fa*)<x>x»y* 

_ 3 ( p 6 - 1 _ 6 p 4 a 2 - f - 3 p 4 Y t + 3p 2 a 4 - f -a 4 Y 2 — 2 i a 2 p 2 Y 2 ) a 2 a ; s y 4 

-|-3[l4(a4p2-i-a2p4 + p4Y2-+-p2Y4 + ï4a2-t-ï2a4)-l-2oa2p2Y !]a2iC6/2i; ' 
4-3 [4Y 8 —7T 6 ( a 2 - t - p 2 ) —198 Y4 a2 P 2 - f -68a 2 p 2 Y 2 (» 2 +P 2 ) - ( -42a l P '* ]^ l r 4 -S 
-H 3 ( p4 H- 3 p2 y2 -f- Y4 ) a 6 358 

_ h 3 ( p 6 + 6 p4 Y 2 + 3 p 4 a 2 _ ) _ 3 p 2 r 4 _ t _ a 2 ï 4 _ 2 I a 2 

+ 9 ( a 4 p 2 + a 2 p 4 -Hp 4 Y 2 + p2Y4-+-Y4a2 + ï 2 a 4 — i 4 « 2 P 2 Y 2 ) a 2 P 2 ^ \ r 4 

— 3 [4«8—7a«(p2- |-Y2) — l 9 8 a i p 2 Y ' 2 4 - 6 8 a 2 p Y ( P 2 + Y 2 ) - t - 4 2 p l Y ' ' ] ^ 4 J 2 -

— (p6 + Y6 + 9P4T2 + 9 P 2 T 4 ) a 6 a ; 6 

3 + 6 Y4 P2 + 3 y4 «2 + 3 Y2 P4 + =<2 Pl — 21 P2 Y2 P2 J 2 

+ 3 [ i 4 K P 2 - H « 2 P 4 - t - p 4 T 2 + P 2 Y 4 + T 4 a 2 + ï 2 a 4 ) - ( - 2 0 a 2 P 2 T 2 ] a 2 P 2 T 2 ' : c 2 J 2 -
-f- 3 ( p4 3 p2 y2 -H ys )5(6 P2 ï 2 x'* 
4-3(2 Y 4 + 3 Y2«2 4 - 3 Y2 P2—7 a2 P V P4 Y 2 « ! r 2 - 3 ( P 2 4 - Y 2 )=<6 P l Y l-s2-t-*6P6ï 
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. Si dans cette équation nous faisons s = o, nous obtenons 

( a2x2 -t- p*y — a2 [32 )3 [ (x2 4- j 2 — f )2 -+- 27 x*-y*- f- ] ( voir n°198). 

La section par le plan à l'infini est semblable à celles que 
donnent les plans principaux ; les termes du degré le plus 
élevé dans l'équation sont 

(3;! -+. yt + )3 [ ( a2 xt + p + t 2 ,1 y _ 2 7 a2 £2 ̂ 2 y ! ,2 

Nous trouverons de la même manière la surface des centres 
du paraboloïde ax- 4- by2 4- 2nz , si nous posons 

a — b — m, a -t- b — p, ab — q, bx2 -t- ay- — V, 
x2 4 - J 2 = p 2 , qz1-i-pnz-{-n1 — W ; 

l'équation cherchée est 

8[</2.sY -+- qn(b*x* -)- a 2 / 2 ) 4- a i w s « W ] ' 4- 27T = o 
et 

T = *75« V4 — 16 m2 r/1 « W îp2 r 2 

4 - 6 m * q i n 2 z V i — 5 6 m* q* n* z\x* y* 
4- 8miq3n3xiy2"W 4- i2miq3n3z%\1 

4- 6 w2</4 /î3 p2 V2 — 152 /n2</5 m 3 a; 2 y 2 p2 

4- 48 m 2 p q 4 /t3a;2 j 2 V 4- 8 />tc c/2 /i4 s 3 V 
4- 24>» v / i « 4 £ p 2 V 4- 2 m " q * n° p*z* 
4- i2/«4(/3/i5p4 4- /)3 //i0^2 n 'x-y 2 

4 - zn'' q(axï 4 - £>/2) 4 - 8 w 6 ( r t 2 x 2 4 - & 2 j 2 ) « ' . 

La section déterminée par le plan des x ou celui des y se 
compose d'une parabole, comptée trois fois, et de la dévelop-
pée d'une parabole. 

207. Former la condition pour que deux quadriques 
soient telles qu'on puisse inscrire dans l'une d'elles 
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un tétraèdre ayant ses deux couples d'arêtes opposées 
situés sur la surf ace de l'autre•(')• 

L'équation d'une des quadriques peut être mise sous la 
forme F y z + L xw — o, tandis que les coefficients a, b, c, d 
ne figureront pas dans l'autre. Nous avons alors 

A = F2L2, 6 = 2 FL(F/ -t- L/), 
1> = (F/ + L/)2 -t- 2FL<Jl — g m — hn), 
e ' = 2 ( f l - gm - hn) (F/ + L/), 

et la condition cherchée est 

4 A0<I> = 0 3 - h 8 A 2 0' . 

De même, pour qu'il puisse exister un tétraèdre tel que 
ses deux couples d'arêtes opposées soient situés sur la 
surface d'une quadrique et que ses qualre faces soient 
tangentes à une autre quadrique, nous trouverons la condition 

4 A'0'<!> = 0'3 + 8 A ' 2 0 . 

On peut aussi la déduire de l'équation que nous allons 
étudier dans le numéro suivant. 

208. Trouver la forme générale de l'équation d'une 
quadrique tangente aux quatre faces x, y, z, w du té-
traèdre cle référence. 

La quadrique réciproque passera par les quatre sommets 
du tétraèdre et son équation sera de la forme 

2 f y z -t- 2 gzx -(- 2 hxy -+- 2 Ixw -t- i myw -+- i n ziv — o. 

( ' ) Ce problème et celui qui lui est réciproque paraissent correspondre 
au problème de Géométrie plane qui consiste à trouver la condition pour 
qu'un triangle puisse être inscrit dans une conique et circonscrit à une 
autre conique. M. Purser ( Quarterty Journal, t. VIII, p. i'i9) a déter-
miné l'enveloppe de la quatrième face d'un tétraèdre dont les trois auLres 
sont tangentes à une quadrique U et dont les deux couples d'arêtes 
opposées sont des génératrices d'une au t re quadrique V; c'est une quadrique 
qui passe par la courbe d'intersection des quadriques données. 
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L'équation de la réciproque de cette surface est (n o s 67et79) 

2 fmn A2 -H -ignrp 4- 2 him-f 4- 2 f gh S2 

4 - 2 (ft— gm — hn)( 4 - faS) 
4 - 2 (gm — hn — f l ) (mya 4- ^fiS) 
+ 2 (hn — f l — gm)(nv.$ -h h f 8)= o. 

Si nous remplaçons respectivement a f f m n , $\Jgnl, 
y yjhlm, S \Jjgh par x, y, z, w, cette équation devient 

+ J 2 4 - S 2 4 - W2 4 - (yz + xw) 
y/ ghmn 

s;m — hn — f l , 
4 " • ( zx - H ViV) 

\J.. hfril J 
hn —fl — gm + , , , - + z w ) = 

Or il est facile de voir que. ces trois coefficients sont res-
pectivement égaux à — 2 cos A, — 2 cosB, — 2 cosC, A, B, C 
étant les angles d'un triangle plan qui aurait pour côtés 
\ j f l , \Jgm et \Jhn. Donc la forme générale de l'équation d'une 
quadrique tangente aux quatre plans de référence est 

xX + + z1 -+- w2 — 2p (yz 4- xvc) — 2 q ( zx 4- yw) 
— 2 r(xy 4- ziv)-= o, 

p, <7, r étant les cosinus des angles d'un certain triangle plan 
ou, en d'autres termes, satisfaisant à la condition 

1 — 2pqr = p2 4- q2 4- r2. 

On peut vérifier d'une autre manière que la surface, dont 
nous venons d'écrire l'équation, est effectivement tangente 
aux quatre plans. En effet, la condition qu'on vient d'établir 
exprime que le discriminant de la conique qu'on obtient en 
faisant x, y, z ou w = o, dans l'équation de la quadrique, 
s'annule. D'après cela, la section déterminée par chacun des 
quatre plans se compose de deux droites réelles ou imagi-
naires; chacun de ses plans est donc tangent à la surface. 
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209. Supposons que V représente un cône, nous avons 
A' = o ; nous allons chercher quelle est, dans ce cas, la signi-
fication de 0, <£>, 0' . Pour plus de simplicité, prenons le 
sommet de V pour origine; m', n!, d! sont tous nuls. Nous 
avons alors 

0' — d (a' b'c' -h 2/g' h' — a'p — b'g'2 — c1 h'*), 

0' s'annule donc si le cône se décompose en deux plans ou si 
son sommet se trouve sur la surface U. Supposons que 
L'équation 

d(ax2 4- by2 -F cz- 4- 2 f y z -T- 2gzx 4- 2 hxy) 
— + my 4- nz)2 = o 

du cône qui a son sommet à l'origine et qui.est circonscrit 
à U soit écrite sous la forme 

A x2 4- by2 4- C z2
 4 - 2 fyz 4- 2 G zx 4- 2 H xy = O. 

(ï> peut alors se mettre sous la forme 

A ( 6 ' C ' — f2) 4 - B {c'a' — g1*) 4- c(a' b1 — /T'2) 4 - 2 ((g'h'— a ' f ) 
+ 2S(h'f-b'g')+2h ( / g'-d h'). 

Par conséquent, d'après la théorie des invariants des 
coniques planes (Sectionsconiques, 11" 375), <I> = 0 exprime 
la condition pour qu'on puisse mener par le sommet du cône 
V trois droites tangentes à U qui forment un système auto-
polaire par rapport à V. On trouve de môme 

d&7=a'(bc — f 2 )4-6 ' (ca — g2) 4- . . .; 

0 s'annulera si l'on peut mener par le sommet du cône V 
trois plans tangents à U qui formenl un système autopolaire 
par rapport à V. Le discriminant de l'équation du troisième 
degré en X s'annulera si le cône V est langent à U. 

Si V = o représente deux plans, A' et 0' sont nuls tous les 
deux. Supposons que ces plans soient x = o,y = o, V se 
réduit alors à a h!xy et <I> à h'2(n - — ccl). (I> s'annulera donc 
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dans ce cas, si l'intersection des deux plans est tangente à U. 
Nous avons B = a/i 'II (voir le n° 67); cette quantité, en s'an-
nulant, exprime la condition pour que les deux plans soient 
conjugués par rapport à U, ou, en d'autres termes, pour que 
le pôle de l'un d'eux, par rapport à U, soit situé sur l'autre. 
En effet (voir la note du 11" 79), les coordonnées du pôle du 
plana; sont proportionnelles à A, H, G, L et ce pôle sera sur 
le plan y — o si H = o. La condition 0 2 = 4A<I) e s t vérifiée 
si l'un ou l'autre des deux plans est tangent à U. 

210. Le plan à l'infini coupe une sphère quelconque 
suivant un cercle imaginaire et le cône, qui a cette courbe 
pour base et dont le sommet est à l'origine, est représenté 
par l'équation 

-+- J 2 + -s5 = o. 

Mais de plus, comme ce cône est aussi une sphère infini-
ment petite, un quelconque de ses diamètres est perpendi-
culaire au plan qui lui est conjugué. Si maintenant nous for-
mons les invariants de x'1 + y- + z1 — o et de la quadrique 
représentée par l'équation générale, nous trouvons que 0 = o 
ou A + B + G = o est la condition pour que l'origine 
soit un point d'où l'on puisse mener à la surface trois plans 
tangents rectangulaires. 

Nous voyons aussi que <f> = o, ou bien 

ad — P -+- bd — m1 -t- cd — n- — o, 

est la condition pour que l'origine soit un point tel qu'on en 
puisse mener à la surface trois tangentes rectangulaires. En 
particulier, si le centre est à l'origine et si par conséquent 

m, n sont tous nuls sans que d le soit (on suppose que la 
surface n'est pas un cône), l'équation du troisième degré est 
précisément celle qu'on a trouvé au n° 82. La condition <[> = o 
qui se réduit à a + 6 + c — o exprime qu'il sera possible de 
mener des systèmes de trois droites rectangulaires asympto-



tiques à la surface. Enfin 
6 - - o 

ou 
bc -+- ca -+- ab — f- — g2 — h2 = o, 

donne la condition pour qu'il soit possible de mener des 
systèmes de trois plans rectangulaires, asymptoliques à la 
surface. Ces deux genres d'hyperboloïdes correspondent aux 
hyperboles équilatères dans la théorie des courbes planes 
(voir ex. 3, n° 201). 

Les premiers ont été nommés des hyperboloïdes équila-
tères (ex . 21, n° 121). Les hyperboloïdes orthogonaux 
sont au contraire d'un genre différent (ex. o, n° 121). 

Ils correspondent d'une manière analogue aux cercles dans 
la théorie des courbes planes. La relation qui existe entre les 
coefficients peut s'obtenir en examinant dans quelle condition 
le pôle de l'une des cordes d'intersection à l'infini de 
x2-\-y2-i- z2 et du cône général, pôle pris par rapport à 
x " + + s2• e s t situé sur la courbe d'intersection. 

Exercice. 

Toute hyperbole équilatère qui passe par trois points fixes d'un 
plan passe par un quatr ième point fixe. Quelle est la proposition 
correspondante dans la théorie des quadriques ? Il est facile de voir 
que l 'exactitude du théorème plan dépend de ce fait que la condition 
pour que l 'équation générale d'une conique représente une hyperbole 
équilatère est linéaire par rappor t aux coefficients. Le théorème cor-
respondant est le suivant. Tou t hyperboloïde rectangulaire( c 'est-à-
dire satisfaisant à la condition a-\-b + c = o) qui passe par sept 
points donnés, passe par une courbe fixe; s'il est assujetti seulement 
à contenir six points donnés, il passe encore par deux autres points 
fixes. En effet, les conditions pour que la surface passe par sept 
points, jointes à la relation donnée, nous permet tent de déterminer 
tous les (oefiieients de la quadrique sauf un. Son équation, qui ne 
contient plus qu'une indéterminée, est donc de la forme U -t- k\\ la 
surface passe donc par une courbe fixe. Quand on ne donne que six 
points, l 'équation peut être ramenée à la forme U - f - /cV -t- AV; elle 
représente une série de surfaces passant par hui t points fixes. 
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211. L'équation d'un plan quelconque langent au cône 
x2 4-JK2 4- z- — o est xx' yy* 4- zz' = o, avec la condition 
x'2 -\-y'2 4- z'2 = o. Comme un plan parallèle quelconque 
passe par la même droite à l'infini, nous voyons que 
a2 4- (32 4- y2 — o est la condition pour que le plan 
a.x 4- $y + yz 4- S = o passe par une des tangentes au cercle 
imaginaire à l'infini par lequel passent toutes les sphères. 
On peut donc dire que a2 4- [32 4- y2 = o est l'équation lan-
genlielle de ce cercle. 

Les invariants formés avec a2 4- [32 4- y2 = o et l'équation 
tangentielle de la surface sont 

8 = A2(a + b -t- c), i> = \(bc — /2 + ca — g2 4- ah — h2). 

Nous en avons donné la signification géométrique dans le 
numéro précédent. 

La condition pour que deux plans soient perpendiculaires, 
c'est-à-dire 

a a' -Y- pp'.-*- yy' = o (n° 2 9 ) , 

est la même que celle qui exprime que les deux plans sont 
conjugués par rapport à a2 4- [3 2 4-y 2 = o ; nous voyons, 
d'après cela, que deux plans perpendiculaires sont conjugués 
par rapport au cercle imaginaire à l'infini, ou, ce qui revient 
au même, que leurs intersections par le plan à l'infini sont 
conjuguées par rapport à ce cercle. 

212. En général, l'équation tangentielle d'une courbe dans 
l'espace exprime la condition pour qu'un plan passe par l'une 
des tangentes de la courbe. Par exemple ( n° 80), la condition 
pour que la droite, intersection des plans 

OL'X -1- fi'y + y'z -+-8ir = o, 

soit tangente à une quadrique, peut être regardée comme 
l'équation tangentielle de la conique suivant laquelle la 
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quadrique est coupée par le plan a!x 4- ft'y -H - /z + §'«> = o. 
La polaire réciproque d'une courbe plane est un 

cône(n° 123); et, comme une équation ordinaire du second 
degré dont le discriminant s'annule représente un cône, une 
équation tangentielle du second degré dont le discriminant 
est égal à zéro représentera une conique plane. Etant donnée 
une équation tangentielle de celte espèce, 

nous pouvons en déduire les équations ordinaires de la 
courbe. Nous formerons d'abord, suivant les règles ordi-
naires, la réciproque de l'équation tangentielle donnée 
(BCD4- . . .)x- 4 - . . . ; nous trouvons un carré parfait : c'est le 
carré de l'équation du plan de la courbe. Nous déterminerons 
ensuite la conique en combinant avec cette expression l'équa-
tion 

x2 (BC — F 2 )4 - j 2 (CA —G2) 4-s2(AB— H2) 
+ 2 j . 8 ( G H — A F ) + 2 * # ( H F — B G ) + a ® y ( F G — C H ) = o , 

qui représente le cône joignant la conique à l'origine. 

213. Former Véquation du cône circonscrit à une qua-
drique U le long de la courbe d'intersection déterminée 
dans cette surface par un plan a.x + [3 y 4- y ; 4- S w — o. 

L'équation d'une quadrique circonscrite à Y suivant cette 
section plane est 

kU -+- (as -t- P / 4 - y* -H S« ' ) 2 = o. 

Il s'agit de déterminer k de manière qu'elle représente un 
cône. Nous trouvons que, dans ce cas, <I>, 0 ' et A' sont tous 
nuls. Si nous représentons par T la quantité Aa2 4-B(324- . . . 
(n°79), l'équation qui détermine k a trois racines nulles etla 
quatrième est donnée par l'équation /rA-|-(7 = o. L'équa-
tion du cône cherché est donc 

c U - - A (ax -t- p y 4 - 75 -h 8<v)2. 
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Si le plan est tangent à U, nous avons cr == o(n° 79), et le 
cône circonscrit se réduil au plan tangent lui-même, comme 
cela doit être. Ce problème donne aussi la solution de la 
question qui a pour objet de trouver l'équation du cône 
asymptotique à une quadrique donnée par l'équation 
générale. 

214. La condition a-= o, qui exprime q u e a i c + P j K + y ^ + S f v 
est tangent à U, est un contravariant{\o'\r Sections coniques, 
n" 380) du troisième ordre par rapport aux coefficients. Si 
nous remplaçons chacun des coefficients a par a -+- \a! ,. . ., 
nous aurons la condition pour que a.r 4- (3/ 4- y 3 -+- oip soit 
tangent à la surface U 4- XV ; cette condition sera de la forme 

I + h + ),V + ),î,' = o. 

Les fonctions cr, , x, T' contiennent chacune a, (3, . . . au 
second degré, et les coefficients de U et V au troisième 
degré. On peut exprimer en fonction de ces quantités la 
condition pour que le plan 

a x -+- + f z 4- 8w = o 

possède une relation permanente avec les surfaces U et V; 
par exemple, qu'il les coupe suivant des sections u et v liées 
entre elles par des relations permanentes, telles que celles qui 
peuvent s'exprimer au moyen d'équalions entre les coefficients 
du discriminant de u - \ - \ v . Par exemple, en formant le dis-
criminant par rapport à X de la quantité <r 4- X x 4- X2x' 4- X3 a-', 
nous obtenons la condition pour que a x [ 3 ^ —(— y s H— oiv 
rencontre les surfaces suivant des sections tangentes entre 
elles; ou, en d'autres termes, la condition pour que ce plan 
passe par une tangente à la courbe d'intersection de U et V. 
Cette relation est du huitième degré en a, [3, y, o et du sixième 
par rapport aux coefficients de chacune des surfaces. De 
même, x = o est la condition pour que le plan coupe les sur-



faces suivant deux courbes telles qu'un triangle autopolaire 
par rapport à l'une d'elles soit inscrit dans l'autre, etc. 

L'équation cr = o peut aussi être considérée comme l'équa-
tion tangentielle de la surface U ; et, de même, T = o, — o 
sont les équations tangentielles de quadriques qui ont des 
relations fixes, bien déterminées, avec U et V. Par exemple, 
nous venons de voir que T = O est l'enveloppe d'un plan cou-
pant les deux surfaces suivant deux sections qui ont, l 'une 
par rapport à l 'autre, la relation que nous avons énoncée. 
Le discriminant de <r -+- Xt -f- X2t' + X3 a-, est l'équation tan-
gentielle de la courbe d'intersection de U et V. 

On peut encore regarder < r = o comme l'équation de la 
surface réciproque de U par rapportà x- - f - j - -f- z- + w2 = o 
(n° 127). Et de la même manière, <7 -+- XX -f- X 2 t / - | - L 3 ^ — o 
est l 'équation de la surface réciproque de U + X V = o . 
Lorsque X varie, U + XV représente une série de surfaces 
du second degré passant par une courbe commune; le sys-
tème réciproque est donc inscrit dans une surface développable 
commune, qui est la réciproque de la courbe UV. Et l'on peut 
àvolonté considérer le discriminant de a- -f-X2x'-(-X3a-'=o 
comme l'équation tangentielle de la courbe UV, ou comme 
l'équation de la surface développable réciproque. Comme 
nous l'avons fait remarquer ci-dessus, celle équation est du 
huitième degré en fonction des nouvelles variables et du 
sixième degré par rapport aux coefficients de chacune des 
surfaces. 

Si A = o, a est le carré d'une fonction linéaire de a, [3, y, 3 ; 
si la surface se compose de deux plans, il est facile de voir, 
en écrivant les valeurs des coefficients, que chaque mineur 
du premier ordre de A est nul et que, par conséquent, a- est 
identiquement nul dans ce cas. 

215. Nous pouvons suivre la marche réciproque de celle à 
laquelle nous avons eu recours dans le numéro précédent. 
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Soient c r = o , c r '= o les équations tangentielles de deux 
quadriques. Nous pouvons former l'équation exprimée en 
coordonnées ordinaires, qui correspond à o- + )>3-'. Cette équa-
tion sera de la forme 

A 2 u -(- XAT + X2A'T' + l ! i ' ! V = o, 

et elle représentera un système de quadriques inscrites dans 
une surface développable commune, dont l'équation s'ob-
tiendra en formant le discriminant de la dernière équation 
que l'on vient d'écrire. Prenons les formes canoniques et 
soient, par exemple, 

U = ax2 + by2 -+- es2 + dw-, 
V =a'x -t- b'y"--src'z , + d'w-, 

alors 
a rzz A a2 + B J32 + C y ! -+- Do2 , 

a' — A' a2 + B ' P2 + C y2 D'o2, 

où nous avons posé A = bed, B = cdci, . . . ; et la réciproque 
de o- -+- est 

BCDx*--h. . . + X [( BCD' -h C D B ' + D B C ' ) a;2 .. ] 
H-X 2 [ (B 'C 'D+C 'D 'B- i -D 'B 'C) . r 2 - ( - . . . ] + X 3 ( B ' C ' D ' ^ 2 + . . . ) = o. 

Remplaçons B, C, D, . . . par leurs valeurs; nous trouvons 

BCDa:2 -H . . . — A2U, 

cl le coefficient de ~k est 

A [ aa' ( b'c'd + c'db + d'b'c) Xs •+-...]. 

De même que tous les contravariants du système <r, o-' peu-
vent s'exprimer en fonction des deux contravariants fixes - , x' 
et de o-, o-', de même tous les covariants du système U, V 
peuvent s'exprimer au moyen des deux covariants fixes T, T' 
de U, V et des invariants (n° 200). En formant les réci-
proques des propositions énoncées dans le numéro précé-
dent, nous pourrons voir que la quadrique T est le lieu d'un 

S. Géom. à trois dim. — [. 18 
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point tel que les cônes circonscrits à U et V et issus de ce 
point jouissent des propriétés suivantes : on peut trouver sur 
l'un d'eux trois arêtes formant un système aulopolaire par 
rapport au second cône, et il existe trois plans tangents de ce 
second cône qui forment un système autopolaire par 
rapport au premier. 

Au lieu de T e t ï ' , nous pouvons, si nous le voulons, nous 
servir de la quadrique S, lieu des pôles par rapport à Y 
de tous les plans tangents à U, et de la quadrique S', lieu des 
pôles par rapport à U de tous les plans tangents à V( voir ex. 10, 
n° 121). Au moyen des formes canoniques, il nous est facile de 
voir quelles sont les relations qui lient S et S' avec T et T'. 
Nous trouvons aisément 

S = bcda'2x- -+- cdab'2f- -t- dabcnz2 4- abcd'hv-, 

mais 

T ' = aa' (bed' 4 - cdb' 4 - dbc') x2 H- ... 
=z(bcda' -+-cdab' -habcd') x (a'x2 + ...) — (bcda'2x2-\-...), 

d'où T' = @V — S. Nous avons de même T = 0 ' V — S'. 
Nous voyons ainsi que U, S ' ,T ont une courbe d'intersection 
commune. 

Exercices. 

•1. Trouver le lieu d'un point tel que son plan polaire par rapport 
à U soit tangent à U -4- XV. 

Nous n'avons qu'à remplacer a, (3, y, S par U| , U2, U3, U4 dans 
l'expression a 4- Xx + X21' + X3 a'. Le résultat peut s'exprimer en 
fonction des covariants à l'aide des formes canoniques 

U = x2 4 - j r 2 4- .Z24- W2, V = ax24- by2 + cz2+ dtv2. 

En effet, ce résultat est 

4- X2 [(6c4- Ci/4- db)x2 4- . . . ] 4- l3(bcdx24- ...) = o, 

ou bien 

A U 4- X ( 6 U — AV ) 4- X1 ( 4> U — T') 4- X3 ( ©' U — T ) = o. 



I N V A R I A N T S E T C O Y A R I A N T S DE Q U A D R I Q U E S . 2 7 5 

De même, le lieu des points dont les plans polaires par rapport à V 
sont tangents à U -h XV est 

S = 6 V — T ' - t - X(4>V — T)-4-X 2 (6 'V — A' U ) -(- X3 A' V = 0 . 

2. Trouver le lieu des points dont les plans polaires par rapport 
à U et V sont conjugués par rapport à U -4- XV. 

O11 sait que la condition pour que deux points soient conjugués par 
rapport à V est 

ax'x" -+- by'y" H- . .. = o. 

De même, la condition pour que deux plans soient conjugués est 

A a V + Bj3'P"-H . . . = o. 
Appliquons ce résultat au cas où a', |3', . . . sont égaux à Ui, U2, . . . ; 

nous trouvons, en employant les formes canoniques, 

ax--t- . . . - t - X [ ( 6 - t - c - t - d ) ax2-1- ... ] 
-4- X2[(6e -4- cd+ db)ax2 •4- ... ] H- X3 (bcdax2 -4- . . . ) = o, 

ou bien 
AV -4- XT'-b X2T H- X3 A' U = o. 

3. Former le discriminant de T. 

Réponse. 
AA' [ e'2 <!> — A' (66' — AA') ]. 

216. Les résultats établis dans le numéro précédent 
nous permettent de former l'équation de la surface dévelop-
pable circonscrite à deux quadriques données U et V. Nous 
avons vu que cette équation est le discriminant de l 'équa-
tion du troisième degré 

A2U 4- XAT -(- X2 A'T' 4- X3 A'2 V. 
Si 

U = ax2 4- by2 4- « 2 -t- tfV2, 
on a 

T = aa(b'c'd + c'd'b+d'b'c)x2, ... 

Débarrassons le discriminant du facteur A-A'-, le résul-
tat est alors 

2 7 A2 A'2 U2 V2 4- 4 UT'3 4- 4 A VT3 = T2T'2 4- 18 AA'TT' U V 



Cetle équation est du huitième degré par rapport aux va-
riables et du dixième par rapport aux coefficients de chaque 
quadrique. En faisant U = o, nous voyons que la surface 
développable est tangente à U le long de la courbe UT, et 
(pie de plus elle rencontre U suivant la courbe d'intersection 
de U avec T ' 2 — 4 A V T . Nous allons voir que ce dernier 
lieu représente huit droites, qui sont des génératrices réelles 
011 imaginaires de la quadrique U. 

11 est facile de reconnaître quelle est la courbe de contact 
de là surface développable avec U. En effet, le point de contact 
avec U d'un plan tangent commun à UV est le pôle par rap-
port à U d'un plan tangent à V; c'est donc un point de la 
surface S', et nous avons démontré dans le numéro précé-
dent que les courbes US' et TU sont les mêmes. 

La section de la surface développable par l'un des plans 
principaux (<v) s'obtient de la manière la plus facile en re-
venant au procédé qui nous a permis de former l'équation. 
La développable commune circonscrite à 

x2+y2-hz2 -f-iv2 = o et ax2 -t- by2 -4- cz2 -h chv2 — o 

est le discriminant de 

ax2 by2 cz2 chv2 

\ 1" S—~—r + i h ; , — O. 
X -+- a X -f- b X -t-c 1 + c l 

Si donc nous faisons (V — o, comme dans le n° 202, ex. 2, 
le discriminant sera égal au produit de la quantité 

/ ax2 by2 cz1 y 
\ a — cl b — cl c — cl) 

par le discriminant de 

ax2 b v2 cz2 
_t_ 1 . 

X -t-a X — b X — c 

Pour trouver ce dernier discriminant, dilférentions par 
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rapport à X, ce qui nous donne 

ax"1 . by2 cz-
U + «)2 + (x + by- + (X + cy ~ 

câx* b-y*_ c-z2 

(x -+- ay + (ïT~by + {ï+^y 0; 

nous en déduisons 

ax2 6r2 cj2 ^ , 
7—; ^ — " ~ c> ' = C — «, tt = a — b; 

("-t-«)2 (X-t-6)2 (X + c)2 

Portons ces valeurs dans l'équation donnée, il vient 
x \! a(b — c) ± y \/ b(c — a) ± z\Jc (a — a) = o. 

La section se compose donc d'une conique comptée deux 
fois et de quatre droites. 

217. Foi-mer la condition pour qu'une droite donnée 
passe par la courbe d'intersection de deux quadriques 
U et Y. 

Supposons que, au moyen desn o s80, .. . , nous ayons trouvé 
la condition M" = o pour que la droite soit tangente à U et que 
nous y remplacions chaque coefficient : a par a-\-\a!,. . . ; 
la condition devient alors X*F, -f- X2XF' == o. Si la droite 
a une position arbitraire, nous pourrons, en résolvant cette 
équation du second degré en X, déterminer deux surfaces 
qui passeront par la courbe d'intersection UV et qui seront 
tangentes à la droite donnée. Mais si cettte droite elle-
même doit passer par UV, il est facile de voir que les deux 
surfaces en question coïncideront; car, en général, la droite 
ne peut être tangente à une surface du système qu'au point 
où elle rencontre UV. La condition que nous cherchons est 
donc = Elle est du second degré par rapport aux 
coefficients de chacune des surfaces et du quatrième degré 
par rapport aux coefficients de chacun des plans qui déter-
minent la droite. Ces derniers (voir n° 80) y figurent sous la 
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forme descombinaisons (aj3' — a'j3),. . . ; c'est-à-dire que l'équa-
tion renferme les six coordonnées de la droite d'intersection 
des deux plans et que celles-ci y entrent au quatrième degré. 

Dans le cas où les deux quadriques sont 

ax2 4- by2 4- cz2 4- dw2 = o, a'x2 4- b'y2 4- o'*2 4- d'w2 = o, 

et où celles de la droite sont 

ax 4- (3j. 4- yz 4- 8w = o, OL'X 4- y 4- Y'-Z 4- 8'w = o. 

la quantité W (voir n° 80) est égale à Saô (yû' — y'S)2. Cette 
notation représente la somme de six termes de même forme, 
tels que cd (ocj3' — a'[3)2. 

Lorsque la droite est exprimée en fonction de ses coor-
données radiales ( n ° 5 7 , a ) , la relation qui a lieu quand il 
s'agit du contact est 

bcp2 4- caq- 4- abr2 4- ads2 4- belt2 4- edu2 = o ; 

elle est vérifiée par lous les complexes de droites tan-
gents à la quadrique U (uot/- n° 80, d) . V, est alors égal à 
S (6c' 4- b'c)p2, et cette expression, quand elle s'annule, est 
la relation qui caractérise le complexe de toutes les droites 
coupées harmoniquement par les quadriques U et V ; on voit 
facilement que 

— U'V'-t- U"V'— 2PQ, 

si l'on emploie les notations du 11° 75. De même la quantité 
•— 4^FW est égale à 

S(be')2P'4-2 S (bc ' ) (ac ' )p 2 q 2 +i^[ {ab ' ) ( cd ' )+{ac ' ) { W)]/>2s2. 

Elle s'annule pour le complexe de droites rencontrant la 
courbe commune. 

218. Former l'équation de la surface développable en-
gendrée par les tangentes à la courbe commune àU et Y. 

Considérons un point situé sur une tangente à cette courbe ; 
le plan polaire de ce point par rapport à U ou V passe évi-
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demment par le point de contact de la tangente sur laquelle 
il est situé. Par conséquent, l'intersection de ces deux plans 
polaires rencontre la courbe UV. Nous aurons donc l'équation 
de la développable cherchée en remplaçant, dans la condition 
trouvée dans le numéro précédent, a, [3 . . . , et a', jï', . . . 
par les coefficients différentiels U ( , U2 , . . . e t V ( , V2 , . . . . 
Cette surface développable sera du huitième degré par rap-
port aux variables et du sixième par rapport aux coefficients 
de chaque équation. Si nous faisons usage des formes cano-
niques, nous trouverons aisément que le résultat est 

^.(ab' — a'b)-(cd' — c'cl)'-zl w'-
-4- 2 S (ab' — a'b) (ac' — a' c) (cd! — c'd)"-(bd> — b ' d f f - Z* <pl 

+ 2 xy*zW[(ab'-a'b)(cd'—c'd) — (ad'-a'd)(bc'—b'c)] 
' x [(ad'— a'd)(bc'— b'c) — (bd! — b'd)(ca' — c'a)] 
X [ (bd' — b'd)(ca' — c'a) — (ab1 — a'b) (cd'— c'd) ] =0. 

Si dans cette équation nous faisons w — o, nous obtenons 
un carré parfait; donc chacun des plans x, y, z, W coupe la 
surface développable suivant des courbes planes du quatrième 
degré, qui sont des lignes doubles de la surface ( ' ). Ce résultat 
est évident a priori; d'après la symétrie de la figure, il est 
clair en effet que par un point quelconque de l'un de ces 
quatre jjlans, par lequel passe une tangente à la courbe UV, 
on peut encore mener une seconde tangente. 

Au moyen des formes canoniques, le résultat ci-dessus peut 
s'exprimer en fonction des quadriques covariantes. On trouve 
ainsi que l'équation de la développable est 

4 (0 U V — T ' U — A Y2) (0'U V — TV — A'U2)=(4>U V — TU — T'V)2 . 

(') Voir Cambridge and Dublin Mathematical Journal, t. III, p. 171. 
Bien que je n'y aie donné qu'une démonstration géométrique, j'étais arrivé 
au résultat en transformant effectivement l'équation de la développable. 
Voir ibid., t. II, p. 68. Les équations en question ont aussi été étudiées par 
M. Cayley, ibid., t. V, p. 5o et 5i. 



La courbe UV est manifestement une ligne double ( ' ) du 
lieu représenté par cette équation, comme nous le savons du 
reste; le lieu rencontre encore U suivant la courbe du hui-
tième degré déterminée par l'intersection de Y avec 
T'2 — 4ATV. C'est la même courbe que celle qu'on a trouvée 
au n° 216. 

219. Nous pouvons démontrer géométriquement (comme 
nous l'avons avancé au n" 216) qu'en chacun des huit points 
d'intersection des trois surfaces U, V, S' (ou U, V, T) , une 
génératrice de la quadrique U est aussi génératrice de la dé-
veloppable, et que, par conséquent, ces huit droites constituent 
le lieu du huitième degré qui est l'intersection de U et de 
T'2—1\ ATV. En effet, la surface S' est le lieu des pôles par 
rapport à U des plans tangents à V ; le plan tangent à V en 
l'un des huit points en question est aussi tangent à U, et, par 
suite, il passe par l'une des génératrices de U en ce point. 
Cette génératrice est donc la droite d'intersection des plans 
tangents à U et V, et par conséquent elle est aussi génératrice 
de la surface développable dont il s'agit. 

220. Le calcul du n° 218 peut aussi s'effectuer comme il 
suit : 

Dansle déterminant du n° 80, remplaçons a par a + \a', .. ., 

(') On démontre, comme dans les Courbes planes de degre supérieur 
(voir aussi le n° 110 du présent Volume), que, si l'équation d'une surface 
est UJtp -t- UViJ/ -I- V J x = o, UV est une ligne double de la surface et que 
les deux tangentes en l'un quelconque de ses points sont données par 
l'équation «2<p'-l- uvty'+ = o; u et v sont les plans tangents à U et V 
en ce point, et <p' est le résultat de la substitution des coordonnées du point 
dans cp. En appliquant ces résultats à l'équation ci-dessus, on trouve im-
médiatement que les deux tangentes sont fournies par l'équation 
(TU — T ' V ) J = o ; o n suppose, bien entendu, qu'on ait substitué les coor-
données du point dans T et T'. On voit ainsi que les deux tangentes en 
chaque point de la courbe double coïncident; 011 donne en conséquence 
à cette courbe le nom de courbe cuspidale de la surface. 
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a, (3,. . . par U t , U 2 , . . . , et a , (3',. . . par V, , V 2 , . . . ; nous 
pouvons le réduire en retranchant de la première colonne la 
somme de la troisième multipliée par x , de la quatrième, de 
la cinquième et de la sixième respectivement multipliées par 
y, z et »>, et en faisant disparaître les termes — XV t , . . . de 
la première colonne au moyen des termes Y ( , . . . de la 
seconde; si nous opérons do la même manière sur les lignes, 
le déterminant devient 

(U + XV)Ô — V2(A + 19 -1- À2<J> -+- X36'-+- X4A'). 

— S est la valeur du déterminant du n° 79, où a , . . . sont 
remplacés par a -f- \a!, . . . , et a, . . . par V , , . . . . Le dernier 
résultat du n° 215 (ex. 1) détermine la valeur de S. Portons-
la dans l'équation, nous trouverons, comme cela doit être, 
que X n'y figure pas à une puissance supérieure à la seconde, 
et le déterminant devient 

(©UV —T'U —AV2) 
_l_ \ (4> U V — T U — T ' V) -4- V (6 ' U V — T V — A' U 2 ) — o. 

Nous voyons alors que ©UV = T ' U -+• AV2 est la condition 
pour que l'intersection des deux plans polaires soit tangente 
à U; que 4>UV = TU + T 'V est la condition pour qu'elle 
soit coupée harmoniquement jiar les surfaces U, V, et enfin 
que l'équation de la surface développable est 

4 ( 6 U V — T ' U — A V 2 ) ( 8 ' U V — T V — A' U 2 ) 
= (<ï>UV — TU.— T ' V ) 2 . 

220, a. M. W . R. Roberts a obtenu l'équation de celte 
développable d'une autre manière, en procédant comme il 
suit : Lorsque la droite, dont les coordonnées radiales sont 
p, q, /•, s, t, u, est une génératrice de 

ax"1 -h by"- -+- es2 -+- f/«'2 = o, 
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nous avons (n° 80, c) les relations 

o = . . cq2 

o — cp2 . . 
o = bp- -+- aq2 

o = . 

br2 

di2 

- ht2 
du"-

qui équivalent aux quatre équations 

cd , ad bd • s2
 - 5 — , q2 = t2 —, oc ca 

r2=u2—r, as2 bt2 + eu2 — o. ab 

Or une génératrice de l'une quelconque des quadriques 
appartenant au système de surfaces qui passent par la courbe 
commune à U et V est une droite qui rencontre cette courbe 
en deux points; par conséquent, la droite dont les coordonnées 
ont antre elles les relations suivantes, 

(&4-X6')(C-HXC') ' 

(c-t-Xc')(a-t-Xa') ' 

' " (a-hla'){b +ld) 

(a-hla'^+ib+lb^r-hic-i-lc^u'—o. 

est une génératrice de U + XV et une corde de la courbt 
d'intersection de 

U : by2 • div2 = o, 
V = a'x2 -+- b'y2 -+- c'z2 + d : O. 

220, b. De même, lorsqu'une droite est tangente' à UV, 
elle est tangente à la fois à U et à V; par conséquent, dans 
ce cas, 

bcp2 •+- caq2 -H abr2 -1- ads2 -+- bdt2 + edu2 = o, 
b'c'p2 -h c'à'q2 + a'b'r2 -+- a'd's2 4- b'd't2 4- c'd'u2 = o, 

et par suite la quatrième relation du numéro précédent, nous 
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donnent 
(bcd' + (cacL' 4- Xe'a!d) q2 4- (abd' 4- Xa' b'd) r* = o, 

ou bien, en remplaçant/)2, q 2 , r 2 par leurs valeurs en fonction 
de s2, <2, M2, il vient 

(bcd'-hlb'c' d)(a 4 - X a ' ) 2 s 2 4 - ( c a i / ' 4 - X c ' « V ) ( & 4 - X 6 ' ) 2 i 2 

4- (a W 4- Xa' b' d)(c 4- X c')2 u2 = o. 
Celte écpialion el l'équation 

( « -H X « ' ) . s 2 4 - ( / ; + X è ' ) i 2 4 - ( c 4 - Xc ' ) u2 = o 

nous fournissent, par leur résolution, les valeurs de s2, <2, u2 

et par suite aussi celles de p2, q2, r2. 
En négligeant un facteur commun, les résultats peuvent 

s'écrire 
p2=z(bc'){ad')(a + la')(d + Xc/'), 

q2 = (ca'){bd')(b + lb')(d+ld'), 
r2 =(ab'){cd')( c 4- îc')(d 4- Xrf'), 
s2 =(bc'){ad')(b 4- X 6 ' ) ( e 4- Xc ' ) , 

i2 =(ca')(bd')(c 4- Xc')(« + Xa'), 
u2—(ab')(cd'){a 4- Xa')(&4- X6'), 

et il est évident que, par leur moyen, la relation ps+qL+ru—o 
est identiquemenl satisfaite. « 

220, c. Ces expressions des coordonnées d'une génératrice 
quelconque, en fonction du paramètre permettent de 
trouver par la méthode ordinaire l'équation de la dévelop-
pable en coordonnées courantes. 

Pour un point quelconque situé sur la droite, nous avons 
la relation 

px 4- qy 4- ra — o ; 
mais nous avons aussi U 4- XV = o ; l'équation de la surface 
est donc 
x[{bc')(ad'){a\ — a'U)Y 

+y[(ca'){bd'){b\ — b'\J)]2 +z[{ab')(cd')(c\ — c'U)]2 = e, 
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et l'on voit immédiatement que la section par le plan z = o 
donne une courbe double, qui est une courbe du quatrième 
degré à trois points doubles; il en est de même pour les 
autres plans de référence. 

Lorsqu'on la rend rationnelle, cette équation de la surface 
se présente sous la forme 

U2cp-t-UV4 + V*x, 

etelle aUV comme ligne double ; en y faisant U = o, \/V entre 
comme facteur dans le résultat, et l'on trouve immédiatement 
les huit droites qui constituent le reste de l'intersection de la 
surface avec U. 

220, d. Si la droite (p, <7, ' ' , . . . ) esi contenue dans le plan 

u-x -t- Pj -+- Y s -h Si? — o, 

ses coordonnées vérifient les équations 

as + p< + y " = o, . . . 

(n° 57, b). Si la droite consécutive est aussi située dans ce 
plan, 

ds . dt du 
dl dl 1dî = °-

En déterminant a, p, y a u moyen de ces équations, on 
voit que le plan de deux génératrices consécutives de la 
déveJoppable ou de deux tangentes consécutives à la courbe 
commune UV a ses coordonnées exprimées par les relations 
symétriques qui suivent ( à un facteur commun près) 

a2(ab'){ac')(ad') = (a + la')3, 
P °-{bc'){bd'){ba') = {b + lb')3, 
f-(cd')(ca')(cb') — (c +>.c')3 , 
8 *(da'){db')(dc')=(d+ ld')3-, 
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il est aussi facile de voir que les coordonnées d'un 
quelconque de la courbe UY ont pour expressions 

x2(ab')(ac')(ad') = a -+- \ia', 
y2 (bc')(bd')(ba') — b + |xb', 
z2 (cd')(ca')(cb')=c + |J.C', 

w2 (da')(db' ){dc' )=d+ |xd'. 

•221. L'équation 

ax2 -1- by2 H- cz1 -+- X (x2 -+- y2 -j- z2) = 1 

représente (n° 104) un système de quadriques concentriques 
avant les mêmes plans de section circulaire. La forme de 
l'équation montre que le système en question a comme 
élément commun la courbe imaginaire où le point-splière 
x- + y2 + z1 — o rencontre une quadrique quelconque du 
système. Or, comme l'équation tangentielle du système de 
quadriques homofocales 

x2 y2 z2 

7 + 7 —T -I V = 1 

a -+- X b -h A c •+- X 
est 

a a « + - é p » + CY>H.X(a»+ ps + Y 2 ) = i , 

il s'ensuit réciproquement qu'un système de quadriques 
homofocales est inscrit dans une développable imaginaire 
commune (voir n° 146); c'est la surface enveloppe des plans 
tangents à une surface quelconque du système qui passent 
par les tangentes au cercle imaginaire à l'infini. L'équation 
de cette surface développable s'obtient en formant le discri-
minant par rapport k~k de l'équation du système de quadriques. 
Si nous posons 

a85 
point 

b — c=p, c — a — r/, a—b — r, 
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l'équation est 

( Î ' + J ' + J ' )2 (p2 X4
 4 - 7 2 / ' ' 4 - / ' 2 z" — <7/-J 2 5 2 — 2 R / ; ; 2 — 2 pqx*y*) 

-+- 2p2
 ( q — r ) - H 2 q- ( /• — / j ) J c 4 - 2 7'2 (/> — «7 ) s 6 

4 - 2 / > ( / > / ' — 3 < / 2 ) A ; 1 y2 — 2q(qr — 3 p 2 ) x 2 y i — 2p(pq — 3 r2)x'' z2 

-+-2r(qr—3p2)xiz',-h2q(qp—3r2)y,>z2 — 2r(rp — 3q2)z'>f-
4-2 (p — q)(q — r)(r—p)x2y2z2 4- (/>'* — &p2qr)x'' 
4- (q'* — 6q2pr)y'> 4~(r'* — 6r2pq)z'> 4 - 2 p q ( p q — 3 r2)x2y2 

-Jr2qr(qr— 3p2)y2 z2 2 rp(rp — 3q2)z2x2 4- 2p 2 qr( / - — q)x2 

-\-2q2rp(p — r)y2 4-2 r2pq ( q —p ) z2 -+-p2 q11 -2 — o 

On peut déduire de celte équation, ou bien du procédé 
suivi dans le n° 202, que les coniques focales et le cercle 
imaginaire à l'infini sont des lignes doubles de la surface. 

222. De même, si cr = o est l'équation tangenlielle 
d'une quadrique, et si nous formons la réciproque de 
a- 4- X(a2 4- p2 4- X2) = o, nous obtenons 

A2 U 4- X A j [a (b-+- c) — g2 — h2]x* -h[b (c -h a) — h2 —f2] r2 

4 - [ c ( « 4 - & ) — f1 — g*] 
+ [ ( / ( a + 6 + c) — l2 — m2 — /i2] 
4- 2 y s ( aj — gh ) 4- 2 sx ( bg — l i f ) 
4- 2 xy ( ch — f g ) + 2®[(l/ + c ) / — h m — gn ] 
4- 2 J ' [(c4-«)»i— fn—hl]-i-2 s[(a-hb) n—gl—fm\ J 

4-À2[D(ÎC24-J2 4-z2) 
4- A 4- B 4- G — 2 Lx — 2 M / — 2 N«] 4- 'A3 = o. 

C'est l'équation d'une série de surfaces homofocales, et son 
discriminant par rapport à "k représentera la surface dévelop-
pable étudiée dans le numéro précédent. Si nous appelons T 
et T' les coefficients respectifs de X et X-, T = o est le lieu 
des points d'où l'on peut mener à la quadrique trois tangentes 
rectangulaires entre elles et T' = o est le lieu des sommets 
des trièdres trirectangles dont les faces sont tangentes à la 
même quadrique. 

Si nous traitons de même le paraboloïde 4- j j -+- 2Z- = o, 
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nous obtenons 

(bx2 -h ay2 4- 2 abz) 4- X [as* 4- y2 + a ( f l + 4 ) î - a i ] 
-H X2 [ 2 5 — ( a 4 - 6 ) ] — X3 = o 

pour l'équation d'un système de surfaces homoiocales. Po-
sons a — b — r; l'équation de la surface développable qui 
leur est circonscrite est 

4 ( X 2 4- y2 )2 ( x2 4- y2 4- Î 2 ) 4- 16 r z ( a;2 -t- y2 -l- .s2 ) ( x2 — y2 ) 
+ -y2)(ax2 + 6J2) -t- i6 / - 2 s 4 - t -32/ - 2 s 2 (^ 2 +j 2 ) 
-I- 2 4 r ( bx24-«y2 ) ( a x 2 - t - 6y2)2 •4- 8 r ( 2 4 - « y2 ) ( j 2 ) 
4- 12 /-2 ̂ 2 / 24-16 («4- 6) /-2 s (^24-724--2)—i a r*z(ax*+by2) 
4 - 12 rabz{x*—y2)-t-4 / • 2 ^ i ( a 2 4 - 4 « 6 4 - 6 2 ) 4 - 4 R 2 ( 6 2 a ; 2 4 - A 2 j2) 

4- 2 abr(ax2 — by1)4- 4 ',2 ab {a 4- b) z 4- a2 b2 r2 — o. 

Le lieu du sommet d'un trièdre trirectangle dont les faces 
sont tangentes au paraboloïde est le plan iz = a-\-b \ et 
le lieu du sommet d'un trièdre trirectangle dont les arêtes 
sont tangentes à la même surface est le paraboloïde de ré-
volution 

+ s(fl+ b)z — ab 

223. Nous allons montrer à présent que bien des pro-
priétés des surfaces liomofocales sont des cas particuliers de 
propriétés des systèmes de quadriques inscrites dans une 
développable commune. Toutefois, il sera peut-être plus com-
mode d'établir d'abord les propriétés réciproques des sys-
tèmes de quadriques qui ont une courbe commune. 

La condition pour qu'une quadrique soit tangente à un 
plan (n° 79) renfermant au troisième degré les coefficients 
de l'équation de la surface, il s'ensuit que, dans un système 
de quadriques qui passent par une courbe commune, on 
peut mener trois de ces surfaces de telle sorte qu'elles soient 
tangentes à un plan donné, et que, réciproquement, dans un 
système de quadriques inscrites dans la même développable, 
il y a trois de ces surfaces qui passent par un point donné. 



Il est évident que, dans le premier cas, il n'y en a qu'une à 
passer par un point donné et que, dans le second cas, il n'v 
a qu'une surface tangente à un plan donné. Dans chacun de 
ces cas, il existe deux surfaces tangentes à une droite donnée ; 
car la condition pour qu'une quadrique soit tangente à une 
droite (ri°80) contient les coefficients de la quadrique au se-
cond degré. 

Il est aussi évident géométriquement que, dans le système 
des quadriques qui ont une courbe commune, il n'y a que 
trois surfaces qui puissent être tangentes à un plan donné. 
En effet, ce plan rencontre la courbe commune en quatre 
points par lesquels devra passer la section faite par le plan en 
question dans l'une quelconque des surfaces. Or un plan 
langent à une quadrique coupe cette surface suivant deux 
droites réelles ou imaginaires (n° 107) ; et dans le cas actuel 
ces droites ne peuvent être que l'un des trois couples de 
droites cpi'on peut faire passer par les quatre points. Les 
points de contact, qui sont les points de rencontre des 
droites de chaque couple, sont ( Sections coniques, n° 146, 
ex. i ) chacun le pôle de la droite qui joint les deux autres, 
par rapport à une conique quelconque passant par les quatre 
points. Si donc (n° 71) on réunit par des droites le sommet 
d'un des quatre cônes du système aux trois points ainsi 
trouvés, ces droites sont des diamètres conjugués du cône en 
question. 

224. Soit maintenant un système de quadriques de la forme 

S -t- X (x- 4-jk2 -+- s2) = o. 

Comme x 2 + y 2 + 32 = o est un cône, l'origine est le som-
met d'un des quatre cônes du système. Mais, x2 -\-y2 z2 = o 
élanl une sphère infiniment petite, trois diamètres conjugués 
quelconques de cette surface sont rectangulaires; nous en 
concluons alors qu'on peut déterminer trois surfaces du sys-
tème de manière qu'elles soient tangentes à un plan, et que 
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les droites qui réunissent l'origine au point de contact sont 
rectangulaires entre elles. Or, comme un système de quadri-
ques concentriques et homofocales est le réciproque d'un sys-
tème de la forme S + X(;c2 + JK2 + s 2 ) = o, nous en dédui-
sons que, par un point, on peut faire passer trois surfaces 
homofocales, et qu'elles se coupent normalement en ce point. 

On sait (n° 132) que les plans polaires d'un point par rap-
port à un système de la forme S X (x2 +y2 -f- .s2) = o 
passent par une même droite, et que le plan qui la joint à 
l'origine est perpendiculaire à la droite qui unit le point donné 
à l'origine ; celle proposition est évidente si l'on considère la 
surface particulière x'2 +JK2 -f- z2 du système. Réciproque-
ment, le lieu des pôles d'un plan donné par rapport à un sys-
tème de surfaces homofocales esl une droite perpendiculaire 
à ce plan. 

22o. Nous avons^ vu que a + X (a2 + [32 -f- y2) = o est 
l'équation tangenliellc d'un système de surfaces homofocales; 
si le discriminant de colle équation est égal à zéro, elle re-
présente une des coniques focales. D'après cela, nous pour-
rons donc trouver l'équation langenlielle des coniques focales 
en déterminant X au moyen de l'équation 

D X M - ( O c - h c a - h ab—f1 — g{— h2 ) AX2 + (a + b - h c) A2X + A 3 = o . 
Soit, par exemple, la surface 

6y2 -+- 5z2 — 4yz — 4 x y -+- îox -+- 4 y + 6* -+- 4 = o. 
Nous avons A = -— 972 et l'équation du troisième degré en X 
esl 

162X3-H 99X2A -+- i8A2X + A 3 = o 
Les facteurs dans lesquels elle se décompose sont 3X + A, 
6X + A, 9 X + A ; par conséquent, Xest égal à 108, 162011 3 24. 

L'équation tangenlielle de la surface, divisée par 6, est 

a2 _ 8 p2 — 11 y2 + 27 S2 •+- 26 PY -H 46 Y« 
+ 34ap — 54aÊ — 54 p8 — 54 Y 8 = 0 

S.— Géom. à trois dim. I. 19 



?-go CHAPITRE IX. 
Les équations tangentielles des trois coniques focales s'ob-
tiennent en remplaçant successivement les trois premiers 
termes de l'équation précédente par 

19*24- i o p s + 7T*, 2 8 a1 4 - 1 9 p2 -t- i&y2, 5 5 a 2 - f - 4 6 P 2 - + - 4 3 y 2 . 

On trouve, comme dans le n° 212, que les équations ordi-
naires sont celles des intersections de 

ix—%y 4- z 4- w, nx2-+- 447*4- " s 2 — 2 r v y s - \ - 2 - s x — f o x y , 
X -4- 2 y 4~ 2 s -+- 5«v, 67 x- -f- 68 y- -h 83 z1 — »4yz 4- 62.zx — 32 xy, 

2x-\- y— 2z -t- w, 5x2— 3y2+ gz2-h syz—iêzx-h 2 xy. 

226. Pour former en coordonnées tétraédriques L'équation 
tangentielle d'une surface liomofocale à une quadrique don-
née, il est nécessaire de trouver dans ce système l'équivalent 
de l'équation 

a 2 - t - p î + YS = o ( 1 ) 

11 est évident que, si x,y, z, w représentent quatre plans quel-
conques et si leurs équations rapportées à trois axes rectan-
gulaires sont 

x cos À + y cosB -t- z cosQ — p, ..., 

le coefficient de x dans ax -f- jiy 4- rz -f- o(V:=o est 

a cosA 4- [3 cosA' 4- y cos A'4- 0 cosA'"; 

et la somme des carrés des coefficients de x, y, z est 

a2 4- P2 4- Y2 -+- — 2 py c o s ( f z ) — 2Ta cos(zx) — 2ap cos (xy) 
— 2 a 8"cos (xw) — 2 p 8cos(/(*>) — 2 y S c o s ^ w ) . 

Dans cette expression, (xy) représente l'angle compris entre 
les plans x e t C e t t e quantité, égalée à zéro, est donc 
l'équation tangentielle du cercle imaginaire à l'infini. Nous 

( ' ) Cette condition exprime évidemment que la longueur de la perpen-
diculaire abaissée d'un point quelconque sur l'un quelconque des plans qui 
vérifient cette équation est infinie. 
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pourrons reprendre maintenant tous les calculs des numéros 
précédents, en y remplaçant a- 4- p 2 + Y 2 par la quantité 
que nous venons d'écrire. Nous trouverons alors sans aucune 
difficulté la condition pour que l'équation générale en coor-
données tétraédriques représente un paraboloïde, ou l'une ou 
l'autre classe d'hyperboloïdes rectangulaires; nous en dédui-
sons les équations du lieu du sommet d'un trièdre trirectangle 
dont les faces ou les arêtes sont tangentes à une quadrique, 
les équations des coniques focales, etc. 

227. Nous avons vu (n° 211) que la condition 

0«'-+- pp'-t- y-(' — o, 

qui indique en coordonnées rectangulaires la perpendicula-
rité des plans otx + . . . = 5 0 , a!x - + - , . . = o, exprime que 
ces plans sont conjugués par rapport au cercle imaginaire à 
l'infini. 11 s'ensuit que la condition de perpendicularité en 
coordonnées tétraédriques est 

a' [a — (3 cos(xy ) — y cos ( x z ) — 8 cos(aw)] 
-t- p' [— a c o s ( ^ j ) 4- p — y cos( j s ) — 8 cos( jw)] 4- = o. 

Tous les théorèmes concernant Jes perpendiculaires peuvent 
être généralisés projectivement en remplaçant le cercle ima-
ginaire à l'infini par une conique fixe; ainsi, au lieu d'une 
droite et d'un plan perpendiculaires, nous aurons une droite 
et un plan rencontrant respectivement le plan de la conique 
fixe suivant un point et une droite, qui sont pôles et polaires 
par rapporta cette conique (voir Sections coniques, n° 356). 
On peut aller plus loin (voir Sections coniques, ri0 385) 
et remplacer la conique par une quadrique fixe ; au lieu d'une 
droite perpendiculaire à un plan, nous aurons alors une droite 
qui passera par le pôle du plan par rapport à la quadrique 
fixe. Comme exemples, nous donnons les théorèmes suivants, 
que suggère cette idée de généralisation, mais qu'elle ne dé-
montre pas. 



T o u t plan tangent à une sphère 
est perpendiculaire au rayon cor-
respondant . 

Un plan tangent à une qt:a-
drique et la droite qui jo int son 
point de contact au pôle d'un plan 
sécant rencontrent la sect ion 
plane déterminée par ce dernier 
plan en un point et une droite con-
j u g u é s par rapport à la section. 

228. On obtient l'équation tangentielle d'une sphère, en 
coordonnées rectangulaires, en exprimant que la distance du 
centre à un plan tangent quelconque est constante. Cette 
équation est ainsi 

(ax' 4 - P J ' -H T S ' - H 8 ) 2 = /•* ( A 2 4 - p 4 - Y 2 ) . 

Soient x',y',z', w' les coordonnées tétraédriques du centre 
de la sphère; son équation tangentielle sera 

( a ^ c ' - t - p ^ ' + Y w ' y — r 2 [a2-Hp2H—S2—2 apcos (xy )—. . .]. 

Si la sphère est tangente aux quatre plans x, y, z, w, les coef-
ficients de a2 , j32, y2, S2 doivent être nuls et l'équation tan-
gentielle de celte surface est alors 

(a ± p ± y ± S)2 — a2 -t- P2 -V- Y2 + S2 — 2ap cos (xy) — 

Il y a donc huit sphères tangentes aux faces d'un tétraèdre. 
Prenons tous les signesposilivement, nous obtenons l'équation 
tangentielle de la sphère inscrite 

ap cos2-j(«j)-!- fa cos* [(yz) 4- Y « cos2 A (Sx) 
4- aS cos"j(x(v) 4- po cos 2 i ( j (v) 4- Y8 cos2i(s<ï>) = o. 

L'équation correspondante en coordonnées tétraédriques se 
déduit de cette dernière comme dans le n° 208. 

229. L'équation de la sphère circonscrite à un tétraèdre 
peut s'obtenir très simplement comme il suit : Soient x0,y0, 
20, w0 les longueurs des quatre perpendiculaires abaissées de 
chaque sommet sur la face opposée. L'équation d'un cercle cir-



I N V A R I A N T S E T C O V A R I A N T S D S Q U A D R I Q U E S . 2 g 3 

conscrit à un triangle abc dans la Géométrie plane peut s'écrire 
sous la forme 

(bc)-yz + (ça)2zx + (,aby-xy __ q 

fozo z0x0 z0y0 

x,x0). . . étant les perpendiculaires abaissées sur les côtésd'un 
triangle qui ont pour longueurs (bc), . . . . Mais il est évident 
que, pour tout point de la face w, le r appor t s : x0 est le même 
que x et x0 soient les perpendiculaires abaissées sur le plan 
x ou surla droite xw. Nous trouvons ainsi l'équalioncherchée, 
qui est 

(bcYyz (ca)zx (abyxy 
y0Z0 ZqXQ XQYQ 
(adyxw (bdfyw (cdyzw _ 

z0w0 Jo« 'o ' ~o«'0 ~~ 
En eiïet, c'est l'équation d'une quadrique qui coupe chaque 
face de tétraèdre de référence suivant un cercle circonscrit au 
triangle qui constitue celte face. En ramenant l'équation à son 
expression en coordonnées rectangulaires, on trouvera que les 
coefficients de x2, y-, z2 sont égaux chacun à — i. En in-
troduisant dans l'équation les coordonnées d'un point quel-
conque, nous aurons Je_ carré de la tangente menée de ce 
point à la sphère, et ce carré est affecté du signe négatif. 

Corollaire. — Le carré delà distance qui sépare les centres 
des sphères inscrite et circonscrite est 

J = ;,[(&c)2 , w | W , W , (bel)2
 | (crf)n 

Ljo-So z » x o xo J o xoW0 J 0 « " o z0w0\ 

230. L'équation d'une autre sphère quelconque ne peut dif-
férer de celle qui précède que par des termes du premier de-
gré; ces derniers doivent être de la forme 

, n o si
 X

 Y Z W\ 
( « * - { - P Y + Y Z 4 ~ 8 TV)[ — - ) - + - - K — ) J \x0 y0 -,0 «'„_/ 

le second facteur représente ici le plan à l'infini (n° 57). Ajou-



ions le produit de ces deux, facteurs à l'équation du numéro 
précédent, identifions le résultat avec l'équation générale du 
second degré et éliminons les constantes indéterminées, nous 
aurons les conditions pour que l'équation générale du second 
degré en coordonnées tétraédriques a.z2 + b ^ 2 + . . . puisse 
représenter une sphère; ce sont 

231. Nous avons montré (n° 214) que, si nous formons la 
condition pour que le plan 

soit tangent à U 4- ~k V == o, nous obtenons une équation en À. 
dont les coefficients sont les invariants A, A', 0 , 0 ' des sections 
planes déterminées dans U et V par le plan donné. Nous avons 
aussi prouvé (Seclions coniques, n° 328) qu'en formant les 
invariants d'une conique et du couple de points circulaires à 
l'infini, Q = o est la condition pour que la courbe soit une 
parabole, 0 ' = o la condition pour qu'elle soit une hyperbole 
équilatère, e t0 ' 2 = 4 0 la condition pour qu'elle passe par l'un 
ou l'autre des points circulaires à l'infini. Appliquons ces 
principes à une quadrique quelconque, rapportée à un sys-
tème d'axes rectangulaires et à l'équation tangentielledu cercle 
imaginaire a2 4- p2 -f- y2 = o, nous trouvons pour la condition 
0 = o qui exprime qu'une section quelconque est une parabole 

( Oc — f2 ) a2 4 - ( ca — g2 ) p2 -I- (ab — h2 ) f 
-H 2 ( g h — a f ) Py -H 2 ( hf— bg)yx -hv(fg — ch) ap == o; 

by2 -+- c : ; — 2f Ko Jo 
(be)2 

C--' + a .r ; — 
( c a )2 

atel 4- d<"2 — 2l,r0u'0 a a j 4 - b y 2 — 2 h x 0 y 0 

(ab)2 

by2 4- d (T ,-; — 3 m y0<v0 
(bd)2 

esp 4- dtvg — 2nj0»'0 

(cd)2 

ax 4- pj" 4- yz 4- 8 w — o 

pour 0 ' = o, qui est la condition pour que la section soit une 
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hyperbole, nous avons 

(b -+- c ) a 2 4 - ( c 4 - a)P 4 - (a 4 - b)y2 — 2 / p y — 2£-ya — 2 / tap = o , 

el 0'2 = 4 © (a2 4- [32 4- y2)est la condition pour que le plan 
passe par l'un des quatre points situés à l'infini qui sont 
communs à la quadrique et à une sphère quelconque. 

232. La théorie des coniques nous a appris que, si a- = o 
est l'équation tangentielle d'une conique et o-' = o l'équation 
tangentielle des deux points circulaires à l'infini dans son 
plan, a- 4- X<xT = o est l'équation tangentielle d'une conique 
homofocale quelconque. Mais l'équation tangentielle du 
couple de points où le cercle imaginaire a2 4- |32 4- y2 = o est 
coupé par le plan a!x 4- P ' j + Vz 4- 8'w est évidemment 

(a'2 4 - p'2 4 - y'2 )( a2
 4 - P2 4 - y2 ) — ( ««' 4 - PP' 4 - *{'(' Y — « • 

L'équation tangentielle de toutes les coniques homofocales à 
la section déterminée par le plan a 'x 4- + f'z 4- 8'w = o 
dans la quadrique cix'1 4 - by- 4- cz'- 4- dw- = o est donc 

a2 [ ( c r fp ' 2 4- db-(n 4- bco'2) 4- X ( P'2 4 - y'2 )] 
4 - p2 [( co? a'2 4 - dci'('2 4 - aciï'2 ) 4 - X(a ' 2 4 - y ' 2 ) ] 
4 - y2 [ ( M a ' 2

 4 - dap2 4 - abo'2 ) 4 - X(a '2 4 - P ' 2 ) ] 

4- O2 ( bcA'2 4- ca P'2 4- ab Y'2) 
— 2 ( W + X)y 'a 'ya — 2 X ) a 'P'aP 
— 2 (ad 4 - X ) P ' Y ' P Y — 2 bca'S'ao — 2 cap'S 'po — 2 abfo'-fî •= o.. 

Si nous formons la réciproque de cette équation suivant les 
règles ordinaires, nous avons le carré de a!x 4- P'j' 4 - y'-Z 4- o\v 
multiplié par 2 2 4 - X S 0 ' 4 - ) , ( a 2 4 - P 2 + y 2 ) © ; S est ici la 
condition pour que a'x 4- (3'y 4- Hz 4- 8'w soit tangent à la 
quadrique donnée, et 0 , 0 'ont la même signification que dans 
le numéro précédent. En égalant le second facteur à zéro, 
nous obtenons les valeurs de ). qui donnent les équations 
tangentielles des loyers delà section plane en question. 



Exercices. 

1. Trouver les foyers de la section de 4# 2 - t - JK 2 —4z 2 -h i = 0 

par # - 4 - / + Z, = o. Nous voyons que l'équation en X est 3X2-4- il — 16, 
g 

d'où l'on déduit X = 2 ou = — Si dans l'équation du numéro 

précédent nous portons les valeurs données de a, b, c, cl, et si nous 
faisons a' = P' = y' = i , nous obtenons l'équation 

«2(— 3 H - 2 X ) + 2 X P 2 

+ ( 5 + 2X)y 2 — i682 — 2(4 + X)PY— 2 ( I + X ) Y « + 2 ( 4 — X)ap=o . 

Remplaçons X par sa valeur 2, cette formule devient 

(a -4- 2p — 3y)2 — 16S2 = o. 

Les coordonnées des foyers sont donc ± ~t f , rp -i'. L'autre va-
leur de X donne des foyers imaginaires. 

2. Trouver le lieu des foyers de toutes les sections centrales de la 
quadrique 

ax2 -+- by2 -4- cz* = 1. 

Faisons 3' = o; nous trouvons que l'équation en X est 

a'2 P'2 y'2 

c •+• r^—t -i 1—=r = 
a + À o -4- À c + A 

A l'aide de cette relation, l'équation tangentielle des foyers se ra-
mène à la forme 

/ a-/ pp' YÏ' V bcx'2 + c«P'2 + ^ ï ' 2 g, 

\ a + X + 6 + X + 7 + ~ X / — (a -+• X)(6-t- X)(c-4-X) ° ~ 

Les coordonnées des foyers sont donc 
_ g' _ P' _ Y' Î _ b c a ^ - h C«P'2-4- Y'2 

X ~ a + V y ~~b~+V Z ~ c + T ( a + X ) ( 6 + X)(c + X)' 
Résolvons les trois premières équations par rapport à a', p', Y' et 

portons leurs valeurs dans l'équation en X, nous trouvons 
ax2 -h by2 -4- cz2 -4- X (x2 -4- y2 -t- z2) = o. 

Tirons de cette relation la valeur de X et portons-la dans la valeur 
de w2, nous obtenons l'équation suivante pour le lieu cherche : 

2+JK2 + zi)\bcx2[(a — b)y2 -4- (a— c)z2]2 

-4- cay2 [( b — c ) z2 -4- ( b- -a)x* ]2-+abz* [( c—a ) x2 -4- (c — b )y2 ]2 

_ wi^a-b)y2 + (a — c)z2][(b — c)z2 + {b- a)x2][(c - a ) x 2 b ) y 2 \ 2 . 



I N V A R I A N T S E T C O V A R I A N T S I)E Q U A D R I Q U E S . 2 9 7 

C'est l'équation d'une surface du huitième degré qui a un point 
multiple situé au centre de la quadrique donnée. 

Son premier membre peut être écrit sous la forme suivante, plus 
simple : 
( x2 H- y2-h z2 )( ax2 + by2 -+- c,32 ) [ a ( 6 — c ) 2 / 2 s 2 

+ i ( c - a)2 z2 x2-h c (a — b)2x2y2}. 
Pour la discussion de cette surface, voir un Mémoire de Painvin, 

Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série, tome III, p. 481. 
Quand un point est le foyer d'une section plane d'une quadrique, 

le plan de cette section est un plan cyclique du cône circonscrit issu 
du point; de cette propriété, M. Mac Cay déduit immédiatement 
l'équation de ce lieu dans le système de coordonnées du n° 160 

Par le fait, l'équation du cône circonscrit étant (n° 173) 

x2 y2 z--
,i — a"i 

un de ses couples de plans cycliques est 

a*—a" 2 „ a"2 —a"'2 „ 
_ _ _ _ _ _ _ _ <7> 2 _ _ _ _ _ _ _ _ 7L 2 

ce-—a!* - a2 — ci"'1 

Mais comme, pour les sections centrales, les coordonnées du centre 
vérifient cette équation, nous pouvons remplacer x par p' et z par 
p'" (n° 168). En faisant cette substitution, nous obtenons 

a'2b'2 c'2 _ a"'2b"'2</"* 
a 2 —g ' 2 — a 2 — a'"2 ' ' 

Exposant a2 — a'2 = X2, a2 — a'"2 — v2 et appelant [j.2 la troisième 
racine de l'équation du troisième degrédu n° 158, on déduit aisément 

, ,. „ P2S . . de la que fj.2 = g ^ p ^ > 1C1 

Cette valeur de p.2, introduite dans l'équation du troisième degré, 
donne, comme ci-dessus, une équation du huitième degré en x, y, z. 
D'une manière analogue, on voit aussi que chacun des membres de 

V „ . • , , • , • ci"2b"2c2 

l equation (1) est égal a — — • 

3. Trouver le lieu des foyers des sections parallèles à un axe 
(soit = o). L'équation qui doit se décomposer en facteurs est dans 
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ce cas 

a2 [ ( c + X ) P's -4- ( b -4- X ) y'2 + èc 8'2 J 
-4- P2 [ ( a -4- X ) y'2 H- ac 8'2 ] -4- y2 [ ( a -H X ) -+- a&8'2 ] 
-4- S2 a (c P'2 -4- b Y'2 ) — 2 ( a -+- X ) p' •Y' PY — a ca P' 8' p8—2 abfh'yo = a. 

La condition pour que la décomposition en facteurs soit possible 
est 

( a -4- X )( b y'2 -4- c P'2 ) -4- abc o'2 = o. 

Sous cette condition, l 'équation devient 

d'où P' = by, Y' = cz, aS'= ( a -4- X) w. Introduisons ces valeurs dans 
l'équation de condition, nous avons 

( A - H X ) W 2 - 4 - acz2-*- ab v2 = O 

Portons enfin la valeur de X dans 

6E(A-t-X)a?2 = (c + X) pf» -4- (b -4- X)Y'2 -4- bel'2, 

nous avons pour équation du lieu cherché 

(bv2-^ cz2)[b2(a — c')y2 -h c2 ( a — b)z2 — alcx2\ 
= w*[b2{a — c)y2-J,-c2(a — b)z2}. 

Il est clair que les méthodes dont nous nous sommes servis ici et dans 
le numéro précédent peuvent être appliquées aux équations en coor-
données tétraédriques. 

233. Etant données quatre quadriqu.es, le lieu d'un 
point tel que ses plans polaires par rapport à ces surfaces 
se coupent tous les quatre en un même point est une sur-
face du quatrième degré que nous appellerons le jaco-
bien du système de quadriques (voir Sections coniques, 
n° 388). 

En effet, son équation s'obtient évidemment en égalant à 
zéro le déterminant formé avec les quatre systèmes de coeffi-
cients différentiels U, , U2, U3, U.,; V , , V2, Il est bien clair 
que si les plans polaires d'un point quelconque par rapport à 
U, Y, W , T se coupent en un même point, le plan polaire du 
premier point par rapport à XU -+- p -V-f -vW + TiT passera 
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aussi par le second point. Le jacobien est done aussi le lieu 
des sommets de tous les cônes que peut représenter l 'équa-
tion XU -h JAV -+- v W -+- - T = o. Ainsi, étant donnés six. 
points, le lieu des sommets de tous les cônes du second ordre 
qui peuventpasser par ces points est une surface du quatrième 
degré. En effet, T, U, Y, W étant des quadriques passant 
par les six points, toute quadrique qui contient ces mêmes 
points peut être représentée par l'équation 

X U + |AV + v V + irT = O, 

puisque cette dernière forme renferme les trois constantes 
indépendantes qui sont nécessaires pour compléter la déter-
mination de la surface. Il est évident géométriquement que 
la surface du quatrième degré passe par chacune des quinze 
droites qui joignent les points donnés deux à deux, et par 
chacune des dix droites qui sont les intersections de deux 
plans déterminés par les six points donnés. 

Si, dans un certain cas, XU -I- [AV - f v W -f- T:T = o peut 
représenter deux plans, l'intersection de ces plans se trouve 
sur le jacobien. 

Si les quatre surfaces ont un tétraèdre autopolaire commun, 
le jacobien se réduit à quatre plans. En effet, soient 

ax1 -h by* -t- e;2 -t- dw°- — o, 
cïûc2 -t- L'y1 •+-... = 0 , 

les équations des surfaces ; nous avonsU, = ax, —a'x,... 
et il est facile de voir que le jacobien est égal au produit de 
xyzw par le déterminant (ab' c" d'"). 

Si l'une des quantités U est un carré parfait L2 , L est 
facteur dansU*, U 2 , . . , et le jacobien se compose d'un plan 
et d'une surface du troisième ordre. Si les surfaces ont en 
commun quatre points situés dans un plan, il est évident 
géométriquement que ce plan fait partie du jacobien - si elles 



ont une section plane qui leur soit commune à toutes, le 
plan compte doublement dans le jacobien, qui ne se compose 
en outre que d 'une surface du second degré. Ainsi le jacobien 
de quatre sphères est une autre sphère qui coupe ortliogona-
lement les premières . 

Corollaire. — Si une surface du systèmeXU 4- JJ.V + v W 
est tangente à T , le point de contact est évidemment un 
point du lieu considéré dans le présent numéro , et, par suite, 
se trouve quelque par t sur la courbe d ' intersect ion d e T e tdu 
jacobien. De même, si une surface du système XU-t- IJIV est 
tangente à la courbe d ' intersect ion d e T et W , c'est-à-dire, 
si en l 'un des points où XU -+- Y rencont re T et W , le plan 
tangent à la première surface passe par l ' intersection des 
plans tangents aux deux autres surfaces, le point de contact 
est évidemment un point du acobien du système. Il s 'ensuit 
que, dans le système XU 4 - p. V, il y a seize surfaces tangentes 
à T e t W j e n effet, on sait que trois surfaces des degrés m, n,p 
se coupent en mnp points ; par conséquent , le jacobien, qui 
est du quatr ième degré, coupe l ' intersection des deux qua-
driques T et W en seize points. 

234-. Ramener un couple cle quadriques U, V à la 
forme canonique x- -I- y--f-s2 4 - tv2, ax- + by2 4 - c s 2 4- dw-. 
En premier lieu, les constantes a, b, c, d sont données par 
l 'équation b iquadra t ique 

AX4 — ex3 4- «tx2 — E'X -+- A' = o. 

En résolvant ensuite les équations 

_(_ y- + s2 ,v2 = U, a{bc-hcd~hdb)x2 4-... = T, 
a{b^rc + d)x2 + '. . . = T ' , ax2 4 - . . . " = V, 

nous trouvons x2,y-, z-, w2 exprimées en fonction des quan-
tités connues U , V, T , T ' . Str ic tement parlant , nous devrions 
commencer par diviser U et V par la racine quatr ième de A, 
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de manière à les ramener à une forme pour laquelle le dis-
criminant de U soil l 'unité. Mais nous arriverons au même ré-
sultat en laissant Ue t Y sans modification, et en divisant par A 
les quantités T et T' calculées au moyen des coefficients de 
l'équation donnée. 

Ex. : Ramener à la forme canonique 

5 x1— 11 y2— 11 z2— 6 w2-yv.(\yz 
-1-22 zx—20 xy+8yw-\- 4-sw=o, 

25 x"- — i o y2 — i 5 ^ 2 — 5 w 2 - + - 3 8 yz 
-t- 46 zx — 3o xy — i o x W -(- i oyvc 4- 18 ZK> = o • 

Les réciproques de ces équations sont 

55o a2 4 - i o36 p2 + £5of — 324S2 + 2 1 2 0 Py 

4 - 5oo ya — 520 ap — 180 ao 4 - 2088 po -1- 1980 fO = o, 

395o a2 -+- 800 P2 -t- 2750 -(- — 9720 o2 

4- 11200 p-c -1- 4900 y* — 4 1 6 0 a p 4- 25920 po + 16200 yo = o ; 

et l'équation biquadratique est 

8100 (X4 — 10 X3 4- 35 X2 — 5oX 4- 24) = o; 
par suite, a, b, c, d sont 1, 2 , 3, 4- Nous calculons ensuite 
T et T' par la formule 
T = x2[B'(ab — h2) -h C'(ac — g-) -h D'(ad— b2) 

-1- 2 F' (a/— g h) 4- 2 M ' (am — hl) -1- 2 W (an — gl)] 
-t- 2 yz [ A' ( af — gh ) -+- D' ( af — mn ) 4- M' ( mf — bn ) 

•+• N ' [ n f - c m ) -h C ' ( J g - ch) + H•(Jg - bg) 
+ F' ( /2 — bc) + L'(ilf— mg — nh)] . . . ; 

en divisant T et T' ainsi calculés par A ( = 8100), nous écri-
vons 
X 2 -t- Y2 -4- Z2 + W 2 = 5îc2 — 1 1 / 2 — 1 iz°- — 6(v2 - h 2 4 y z 

-h 23zx — 2 0 x y 4 - 8 y w 4 - l\zw, 
X2 4- 2 Y2 -1- 3 Z2 -+- 4 W 2 = 20 x 2 — i o )*2 — 15 x;2 — 5 W2 

4- 38^5 4- 46zx — 3oxy — 10xw 
4 - I O J H ' 4 - L8SF» ' , 
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9 X 2 - t- 1 6 Y 2 -+- 2 1 Z 2 -H 24 W 2 = 1 6 1 x2 — 1 0 0 / 2 — i 3 5 s ! — 5 5 w 2 

4- 3o6yz -h 324 sa; — 25oxy 
— yoxir + 7 0 y w iaô-sw. 

2 6 X 2 -+ 38 Y 2 -h 42 Z 2 -+• 4 4 W 2 = 280 j ? 2 — 3 o o j 2 — 3 6 o s 2 — 1701V2 

H- 7 7 2 y z 4- 7 7 6 z x — 628 xy 
— loSâJip 4- 1 8 0 y w -+- I52 ZW, 

et alors, de 24U — V-f- T' — T, nous déduisons 

6X2 = 6(2X~h 3J'— 2 S — 2 w)2. 

De même, 

Y2 = — ( x -h 2 y — 3z 4 - a t p ) 2 , Z 2 = ( 3 x —y + z — <vy, 
W2 —(x-hy + z + tv)2, 

Ex. 2. — Nous venons de montrer que x2,y-, z-, w2 peu-
vent s'exprimer en fonction de U, V, T, T' ; il en résulte que 
le jacobien de ces quatre surfaces petit aussi s'exprimer 
en fonction de ces mêmes quantités. Nous trouvons ainsi 

J-2 _ A X 4 _ 0 ' P 3 T / - F - T P T 2 T ' 2 — 0 ' T T ' 3 — A ' T ' 4 

- H V [ ( 0 2 — 2 A I > ) T 3 - I - ( e < î > — 3 0 ' A ) T 2 T ' - H ( 0 0 ' — 4 A A ' ) T T ' 2 — A ' Ô T ' 3 ] 

+ U [ ( e ' 2 — 2 A ' t > ) T ' 3 - ( - ( 0 ' < Î > — 3 0 A ' ) T ' 2 T + ( e e ' — 4 A A ' ) T ' T 2 — A 6 T ] 
- t - A V 2 [ ( 4 > 2 — 2 0 0 ' + 2 A A ' ) T 2 — ( 0 ' 1 > — 3 0 A ' ) T T ' + 1 > A ' T ' 2 ] 

- I - A ' U 2 [ ( < Ï > 2 — 2 0 0 ' - T - 2 A A ' ) T ' 2 — ( 0 < I > — 3 0 ' A ) T T ' 4 - 4 > A T 2 ] 

4 - T [ ( 0 ' 2 — 2 A ' < Ï > ) V 3 A 2 — ( 0 ' < I > 2 — 2 0 0 ' 2 4 - 5 0 ' A ' A — 0 $ A ' ) V 2 U A 

-T- ( 0 2 < I > — 2 $ 2 A — 0 0 ' A + 4 A ' A 2 ) A ' V U 2 — A A ' 2 0 U 3 ] 

4 - T ' [ ( 0 2 — 2 A # ) U 3 A ' 2 — ( 0 < Ï > 2 — 2 0 ' 0 2 4 - 5 0 A A ' — 0 ' < J > A ) U 2 V A ' 

+ A ' — 0 0 ' A ' - t - 4 AA'2 ) A U V 2 — A 2 A ' 0 ' V 3 ] 
4 - A 3 A ' 2 V 4 + A 2 A ' 3 U 4 — U V 3 A 2 ( 0 ' 3 — 3 0 ' < Ï > A ' 4 - 3 0 A ' 2 ) 

— U 3 V A ' 2 ( 0 3 — 3 0 4 > A - T - 3 0 ' A 2 ) 

4 - A A ' U 2 V 2 ( <Î> 3 —3 <I>AA'-+- 3 0 2 A ' - T - 3 0 ' 2 A — 3 00'<Î> ) . 

Ex. 3. — II est évident que les formules données au 
n° 220, d, pour exprimer les coordonnées d'un point de la 
courbe LJV, résultent des calculs de ce numéro. Nous allons 
traiter les équations tangentielles d'une manière analogue. 
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Écrivons les quatre eonlravarianls (n° 214) sous la forme 

a2 b'c'd' -+- pc'd'à! -+- = -c' 
a2 ( bc'd' -V cd'b' + db'c' ) + P ( > -t- ... = t ' , 
a (cdb' -hdbc' bcd') + P( )+...=z, 
a2 bcd -+- p cda -+- = a. 

En les résolvant par rapport à a2 , |32, y2, S2, ils donnent 

( ab' )( ac'}( atZ' ) a2 = a3 c' — a2 a' z! •+- aa'2 z — a'3 a, .... 

Pour l'un quelconque des plans tangents communs à U 
et V, on a donc 

(ab')(ac')(acl' ) a2= aa'(a'z — ai'), .... 

Les cooi'données de la droite suivant laquelle ce plan coupe 
le plan tangent commun consécutif, c'est-à-dire les coor-
données d'une génératrice de la développable circonscrite, se 
déduisent des précédentes en prenant le plan tangent consé-
cutif 

d'j. _ a'dz — adz' _ b'dz — bd-J 
2 T " a' z — az' ' 2 "p" ~ b'z — bz' ' 

Si nous prenons la différence de ces deux expressions et 
que nous remplacions a et [3 par leurs valeurs, nous obtenons 
pour la coordonnée (à un lacteur près ) 

p2 = aa' ( a b' )( cd' )( c' T — c z' )( d! z — dz' ), 

avec des valeurs correspondantes pour les autres coordonnées 
(toujours à un facteur commun près). On peut en déduire 
l'équation tangentielle de la développable circonscrite. 

23o. Si nous formons le discriminant de XU -+- p V 4- v W , 
les coefficients des diverses puissances de X, pi, v seront évi-
demment des invariants du système U, V, W . Il y a toutefois 
trois invariants de ce système [que nous représenterons par 
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A ( ' ) , I, J ] qui méritent spécialement de fixer l'attention, 

( ' ) Dans les éditions précédentes, on avait supposé que les équations de 
trois quadriques quelconques peuvent être ramenées à la forme 

U = ax' -)- by- -+- cz* -+- du7 + ev7, 
V = a'x'-Y- b'y7-\-c'z'+ d'u7 + e'v7, 

W = a"x' + b"y7 + c" z7 + d"u7 + e"v7, 

qui contient douze constantes explicites et quinze implicites, soit en 
tout vingt-sept, qui est le nombre exact nécessaire (voir n° 141). La vali-
dité de cet argument a été mise en doute, quand Clebsclj a eu observé qu'un 
raisonnement semblable cesse d'être exact pour les courbes planes du 
quatrième degré. La forme 

ax1 + by* 4- c-1 + du' + ev' 

contient bien le nombre exact de constantes nécessaires pour représenter 
une courbe générale du quatrième degré; et cependant il est facile de faire 
voir que cette forme entraine l'annulation d'un invariant qui en général 
n'est pas égal à zéro (voir Courbes planes, n° 29-i). Il en est de même pour 
la forme 

a b c e 
- -t 1 1 — = o; x y z v 

bien qu'elle contienne le nombre exact de constantes nécessaires, elle ne 
représentera pas une surface du quatrième ordre en général; elle ne pourra 
le faire que si une certaine relation d'invariance est vérifiée. Frahm a 
montré (Math. Annalen, VII) qu'il existe par le fait une relation intime 
entre la théorie de trois quadriques et celle d'une courbe plane du quatrième 
degré. Formons le discriminant de \ U -+- (J.V H- v W et nous aurons pour 
résultat une somme ternaire du quatrième degré en [J-, V de l'espèce la 
plus générale. Or, on voit aisément que le discriminant de 

ax'1 + by' + cz3 -H du7 -j- ev1 

est 
i i i i i 
- + 7 - 1 1 h - = o. 
a b c a e 

Si donc U, V, W sont trois quadriques de cette forme, le discriminant 
de XU + jxV + v W s'obtiendra en remplaçant a par ~Ka + -1- va", . . . , 
dans le discriminant ci-dessus, et, d'après ce qu'on vient d'établir, on n'aura 
ainsi qu'une forme ternaire de nature spéciale. Si maintenant nous formons 
la condition d'invariance pour que le discriminant de XU H- |*V -I- v\V, 
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parce qu'ils sont aussi des invariants de trois qua-
driques quelconques du système XU -+- [AV + v W , ou, ce 
qui revient au même, parce que ce sont aussi des combi-
nants. 

L'invariant A s'annule lorsque chacune des trois quadriques 
U, V, W est la polaire d'un point par rapport à une même 
surface du troisième degré. 11 est facile de montrer effectivement 
que, en prenant deux points 1, 2 et une surface du troisième 
degré, le plan polaire de 1 par rapport à la quadrique polaire 
de 2 doit être le même que le plan polaire de 2 par rapport 
à la quadrique polaire de 1. Supposons actuellement que U, V, 
W soient les quadriques polaires des points 1, 2 , 3, et expri-
mons que le plan polaire du point 1 par rapport à Y est le 
même que le plan polaire de 2 par rapport à U; la compa-
raison des coefficients de x, y, z, w nous donnera quatre 
équations linéaires enxt, y,, . . .,x2, • • •• On obtiendra de 
même deux autres systèmes de quatre équations en compa-
rant les surfaces U, W et V, W . Eliminons linéairement les 
douze variables inconnues x,, y • • • , le résultat pourra 
s'écrire immédiatement sous la forme du déterminant sui-
vant : 

considéré comme une forme ternaire en p., v, puisse être réduit à la forme 
spéciale qu'on vient d'indiquer, nous aurons en même temps la condition 
pour que ces quadriques soient telles que leurs équations puissent s'exprimer 
sous forme de sommes de carrés des cinq mêmes fonctions linéaires. 
Tœplitz {Math. Annalen, t. XI) a donné la forme de A explicitement 
comme on la trouve ici dans le texte; en déterminant son expression symbo-
lique, il a montré qu'on peut l'exprimer en fonction'des quantités qu'on 
rencontre dans les conditions pour qu'une droite soit tangente respective-
ment à U, V, W . La condition pour qu'une droite soit tangente à une surface 
peut se représenter symboliquement par (i2afS)J (voir les n°' 80-217). La 
fonction symbolique (12 a[3)(i2 a' p') exprime que deux droites sont conjuguées 
harmoniques par rapport à une surface, et c'est une fonction des mêmes 
coefficients de la quadrique. Si nous considérons a, [3, a', p' comme des 
symboles relatifs à deux autres surfaces, et si nous multiplions par 
(afla 'p') , nous obtenons le symbole qui exprime A. 

S. — Géom. à trois dim. I. 20 
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a" h" _ o " O — t" a' h' 8' V 
•L" h" — m" h' b' f m' 

. • . — S" -J" • -c" • -n" 8' f e' n' 
. — •l" — m" — n" -d" V m' 1 n' d' 

a" h" o" O 1" -a — h - s - -l 
h" b" f m" -h — b f - - m 
g" f c" n" • -g ~f — c— - n 
l" m" n" d" . --l — m — n — -d 

— a' — h' h — V a h 8 / 
- h ' — b' — m' h b f m 

-8' — c' -n' 8 f c n 
— l' — m ' — n' — d' l m n d 

Mais, comme ce déterminant est symétrique gauche et 
d'ordre pair, c'est un carré parfait, et par conséquent la con-
dition en question est du second ordre par rapport aux coeffi-
cients de chacune des surfaces. 

Réduisons ce déterminant en supposant que deux des 
surfaces soient mises sous les formes 

a' x"- 4 - l'y2 -4- c'z2 - t - d'w"- — o , 

a"x2 4 - b"f- -4- c"z2 + d'w"- — o , 

ce qui est toujours possible; nous trouvons que, dans ce 
cas, le déterminant devient 

o ( b' a" ) h (c'a") g (d'a")l 
( a' b" ) h o 

(a'c")g. (b'c")f o 
( a' d" ) l (b'd")m (c'd")n 

(c'b")f (d'b")m 
o (d 'c")n 

il est aussi symétrique gauche et égal au carré de 

( b'c")(a'd")fl -4- (c'a")( b'd") grn 4- ( a' b")(c'd" ) h,u 

Sous cette forme, on reconnaît facilement que A s'annule si 
U, V, W sont susceptibles d'être écrits sous forme de sommes 
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de cinq carrés. Dans ce cas, nous pouvons effectivement éli-
miner une variable entre chaque couple d'équations etramener 
deux d'entre elles aux formes qu'on vient d'écrire, c'est-à-
dire à la somme de quatre carrés ; en remplaçant la cinquième 
variable par sa valeur tirée de la relation linéaire universelle, 
la troisième équation devient 

ax1 by2 + cz- -+- clw2 -+- e(x + y -+- z -+- ir)2—. o; 

par conséquent, f l — g = lin = e- et ces expressions sub-
stituées dans la valeur de A qu'on vient de trouver la rendent 
évidemment égale à zéro. 

236. L'invariant que nous appelons I s'annule toutes les 
fois que quatre quelconques des points d'intersection 
de U, V, W sont situés dans un même plan (cette condition 
implique que les quatre autres points se trouvent aussi dans 
1111 même plan) ou, en d'autres termes, toutes les fois qu'il 
est possible de trouver des valeurs de X, [x, v telles que 
XU + |JiV + ' v W représente deux plans. Mais, dans ce cas. 
l'équation tangentielle s'annule (n°214) ; si donc nous rem-
plaçons a pa rXa + va", . . . dans c, et si nous repré-
sentons le résultat de celte substitution par 

^oooX3 -H ffooi 4 - <T002 X2v -I- . . . = o , 

les dix coefficients de cetle expression du second degré en 
a, p, y, 8 s'annuleront; nous pourrons donc mettre la con-
dition cherchée sous la forme du déterminant du dixième 
ordre qu'on obtient en éliminant [/., v. Chaque coefficient 
esl du troisième ordre par rapport aux coefficients originaux ; 
par conséquent cet invariant, qui est symétrique par rapport 
à chaque surface, doit renfermer les coefficients de chacune 
d'elles au dixième degré (comparer Sections coniques, 
n° 389 a ) . On peut encore voir d'une autre manière, comme 
il suit, que I est du dixième degré par rapport aux coefficients 
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de chaque surface. Soient U, U', V, W quatre quadricjues 
passant toutes par les six mêmes points; comme on peut 
faire passer par ces points vingt plans (dix couples de plans), 
il s'ensuit que le problème consistant à déterminer X, v, 
de telle sorte que U + XU'-H [tV + vW puisse représenter 
deux plans, admet dix solutions. Or, on pourrait aussi déter-
miner X en formant l'invariant I du système U, Y, W et 
en y remplaçant chaque coefficient tel que a par a ~\~Ka!. 
Comme il y a dix valeurs de X, le résultat de la substitution 
doit renfermer X au dixième degré; par conséquent I doit 
contenir les coefficients de U au même degré. 

237. L'invariant que nous représentons par J s'annule 
toutes les fois que deux des huit points d'intersection des 
surfaces U, V, W coïncident (1 ). Par exemple, si en un point 
commun aux trois surfaces leurs trois plans tangents passent 
par une même droite, le point consécutif de cette ligne sera aussi 
commun à toutes ces surfaces. Un point de ce genre sera aussi 
le sommet d'un cône du système XU + [AV + vW = o. En 
effet, prenons ce point pour origine et supposons que les 
plans tangents soient 

x — o, y — o, ax -t- by = o. 

Les équations des surfaces seront 

a?-t-w2r=o, y o , ax -+- by •+• «', = o; 

Un, i>2, w2 représentent ici les termes du second degré. Il est 
clair alors que «U -+- bV — W = o est un cône qui a son 
sommet à l'origine. 

J contiendra les coefficients de chacune des surfaces au 
seizième degré. En effet, si dans J nous remplaçons cha-

( ') M. Cayley lui a donné le nom de tact-invariant (invariant de contact) 
du système des trois quadriques, de même que l'invariant considéré au 
n° 234 est le tact-invariant d'un système de deux de ces surfaces. 
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can des coefficients a de U par a a!, a' étant le 
coefficient correspondant d'une autre surface U', il est clair 
que le degré du résultat par rapport à \ sera égal au nombre 
des surfaces du système U + XU' qu'on peut mener de 
manière qu'elles soient tangentes à la courbe d'intersection 
de V et W . Ce nombre est seize (n° 233, Coroll.). 

238. Si l'équation 
ax* H- by1 -+- cz- -I- du- + e c2 = o 

représente un cône, les coordonnées de son sommet vérifient 
les quatre équations qu'on obtient en diflerenliant par rapport 
à x, y, z, u \ c'est-à-dire (en tenant compte de la condition 
x -1-y z u v — o), ax = ev, by = ev, . . . . Les coor-
données du sommet peuvent donc se mettre sous la forme - , 

1 a 
b ' ~c' S ' P01"''an,' c e s valeurs dans la condition qui lie 

x, y, z, u, t', nous obtenons le discriminant de la s#urface, 
qui est 

i 
a - j 4 - - = o. d e 

Si maintenant nous écrivons les équations de U, Y, W sous 
la forme que nous venons d'employer ici, le discriminant de 
XU + JAV + v W = o sera 

X a -+- [A a! -t- v a" X b -+- b1 -+- v b 
Si l'équation 

XU -t- |iV + vW = o 
représente un cône, en introduisant les coordonnées du som-
met dans l'équation de l'une des surfaces, nous avons 

(Xa + p . a r + v a " ) 2 

+ 

( X Ô 4 - |x6' + v6") 2 

b' 
(Xa 4 - \xa' -t- va" ) 2 (X b 4 - |a6' 4 - v b") 

- H . . . — o , 

4 - . . . = o. 



Mais ces écjualions sor.t les dérivées du discriminant prises 
par rapport à ) , p., v. Nous déduisons de là le théorème sui-
vant : Si nous formons le discriminant de l'équation 

X U + | i V + v W = e, 

puis le discriminant de ce premier discriminant, par rapport 
à X, [x, v, l'invariant J figurera comme facteur dans le résultai. 
11 est facile de prouver que I y entrera aussi comme facteur; 
et en effet ce résultat est égal à I 2 J ( ' ) . 

238 a. Etant données trois quadriques, le lieu d'un point 
tel que ses plans polaires par rapport à ces surfaces se coupent 
suivant une même droite est une courbe du sixième ordre 
qu'on peut appeler la courbe jcicobienne du système. En 
effet, un pareil point doit évidemment vérifier loutesles équa-
tions que l'on obtient en égalant à zéro les déterminants du 
système de coefficients différentiels U | , . . . de U, V, , 
de V, . . . . 

Il U„ U2, U3, U4 | 
! V „ v „ v 3 , V , I . 

il w „ w 2 , w 3 ) w t I 

( ' ) On doit à M. Cayley un théorème analogue, le suivant : Soient U 
et V deux fonctions homogènes à deux variables et du n i iœ° degré; for-
mons le discriminant de U + XV, puis le discriminant de ce premier dis-
criminant par rapport à X, le résultat sera A B J C 3 ; A est le résultat de 
l'élimination des variables entre U e t V ; B [ q u i est du degré i (n — 2)(/t— 3) 
par rapport aux coefficients de chaque fonction] s'annule toutes les fois 
qu'on détermine X de telle manière que U-I-XV ait deux couples de fac-
teurs égaux; C [qui est du degré 3 ( « — 2)] s'annule quand on détermine X 
•de (elle sorte que U + 1 V ait trois facteurs égaux. 

De même, si U et V sont des fonctions homogènes à trois variables, le 
discriminant par rapport à X du discriminant de U -+- XV est encore A B J C 3 . 
A [qui est du degré 3 n ( n — 1) par rapport à chaque système de coeffi-
cients] est la condition pour que U et V soient tangents; B s'annule 
quand on détermine X de telle sorte que U -+-XV ait deux points doubles; 
C enfin est égal à zéro quand X est choisi de manière que U + XV ait 
un rebroussement. En dernier lieu, si U, V, W sont trois coniques, le 
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Mais, en égalant à zéro deux quelconques de ces détermi-
nants, tels que (i23) et (12/1), nous avons deux surfaces du 
troisième ordre, qui ont en commun une courbe du troisième 
degré (n° 134) dont les équations s'obtiennent en égalant à 
zéro le système 

u „ v„ W, 
u„ v2, w2 

Cette courbe n'appartient pas aux deux autres surfaces" du 
troisième degré. Ces surfaces n'ont donc en commun qu'une 
courbe du sixième degré. 

238 b. Cherchons à exprimer la condition pour que la 
droite qui joint les points 1 et 2 soit coupée suivant une 
involution par trois quadriques U, Y, W . En écrivant 
l'équation quadratique du n° 75 sous la forme 

Un V2 + 2U12X(a -+- U22p.2 = o, 

cette relation est 
Un, U12, 

M = V u , V1S, 
W n J W , „ 

Elle peut s'écrire sous la forme 

U22 

V2 2 

w22 
~ o. 

a' b c cl f • • • 
a' b' c1 d! f . . . 
a" b' H r." d" f 

Jl 

yi „2 
2 2 Jî-Sj 

et il est facile de voir maintenant que chacun des détermi-
nants de la seconde matrice se compose des puissances et 
des produits des six coordonnées de la droite 1-2. La rela-
tion en question est donc un complexe du troisième ordre 

discriminant par rapport à X, \i., v du discriminant de X U + p.V + » W = o 
est AB J . Ici A = o est la condition pour que les courbes se coupent et 
B = 0 exprime que XU -t- (J.V + v W = 0 est toujours un carré parfait. 



dont les coefficients ' sont linéaires par rapport aux coeffi-
cients de chacune des quadriques. Elevons au carré suivant 
une des méthodes ordinaires, nous trouvons, en effectuant la 
multiplication, 

U41 u 1 2 U22 U22 — 2U12 u „ 'F10 ^20, 
V„ V12 V22 V22 — 2 V, 2 Vu r= Voi 2^11 ^21 
w „ . W1 2 w22 w22 - a W „ W „ ^02 ^,2 3 * « 

^Foo est la condition pour que la droite soit tangente à 
U, . . . et celle pour qu'elle soit coupée harmoniquement 
par U et V, . . . (n° 217). On voit ainsi que les carrés et 
les produits des coefficients de M peuvent s'exprimer au 
moyen des combinaisons des coefficients originaux prove-
nant des seconds mineurs du discriminant (ex. 6 du 
n° 200) . Le complexe M reste le même pour trois surfaces 
quelconques du système XU + p.V + v W . Donc M = o, si 
pour une pareille surface nous avons les relations 

XU„-t- |iV11 + ï W „ = o, 
X U 1 2 - h [ J - V 1 2 H— V W „ = O , 

XU22 -1- |J.V22 4- v W „ = o. 

Donc (n° 80 c) ce complexe renferme toutes les droites 
situées sur les surfaces du système. Il peut aussi être exprimé 
en fonction des coordonnées axiales de la droite; Tœplitz a 
remarqué que, si l 'on fait la somme des produits des coeffi-
cients correspondants dans les deux formes, on trouve pour 
résultat l 'invariant À. 
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CHAPITRE X. 

CONES ET CONIQUES SPHÉRIQUES. 

239. Si l'on coupe un cône de degré quelconque par une 
sphère ayant son centre au sommet de ce cône, la courbe 
d'intersection jouira évidemment de celte propriété que 
l'angle compris entre deux généralrices du cône sera mesuré 
par l'arc qui joint les deux points qui leur correspondent 
sur la sphère. Quand le cône est du second degré, la courbe 
d'intersection porte le nom de conique sphérique ou desphèro-
conique. En énonçant beaucoup de propriétés des cônes du 
second degré sous la forme de propriétés des coniques 
sphériques, leur analogie avec les propriétés des coniques 
planes deviendra plus frappante (*). 

Rigoureusement parlant, l'intersection d'une sphère et 
d'un cône du degré n est une courbe du degré 2 « ; mais si 
le cône est cencentrique avec la sphère, la courbe d'inter-
section peut se partager, d'une infinité de manières, en deux 
portions symétriques égales, et chacune d'elles peut êlre 
regardée comme une figure analogue à une courbe plane du 
degré n. En ell'et, si nous considérons les points de la courbe 

( ' ) Voir le Mémoire de M. Chasles sur les coniques sphériques (publié 
dans le t. VI des Mémoires cle l'Académie de Bruxelles et traduit par le 
professeur Graves, maintenant évêque de Limerick ; Dublin, 1837), auquel 
nous avons emprunté beaucoup des théorèmes du présent Chapitre. Voir 
aussi les derniers Mémoires de M. Chasles dans les Comptes rendus, mars 
et juin 1860). 



situés sur un hémisphère, les points diamétralement 
opposés constituent, dans leur ensemble,, une courbe parfai-
tement symétrique sur l'hémisphère opposé ( ' ) . 

Il suit de là qu'une conique sphérique peut être consi-
dérée comme une courbe analogue à une ellipse ou à une 
hyperbole. Un cône du second degré coupe évidemment une 
sphère concentrique suivant deux courbes fermées semblables, 
qui sont diamétralement opposées l'une à l'autre. Un des 
plans principaux du cône ne rencontre ni l'une ni l'autre de 
ces courbes, et, si nous examinons chacun des hémisphères 
suivant lesquels il partage la sphère, nous trouverons dans 
chacun d'eux une courbe fermée analogue à une ellipse. Les 
autres plans principaux divisent la sphère en deux hémi-
sphères qui contiennent chacun une moitié des deux courbes 
opposées. En particulier, le plan principal, qui ne passe pas 
(voir ci-dessus, n° 151) par les droites focales du cône, par-
tage la sphère en deux hémisphères renfermant chacun une 
courbe qui se compose de deux branches opposées comme 
l'hyperbole. 

La courbe d'intersection d'une quadrique quelconque et 
d'une sphère concentrique est évidemment une conique sphé-
rique. 

240. Les propriétés des courbes sphériques ont été étudiées 
au moyen de systèmes de coordonnées sphériques conçus 
en prenant pour modèle les coordonn&as «artésiennes. 

(') On a fait remarquer ( Courbes planes de degré supérieur, n° 198) qu'un 
cône de degré quelconque peut présenter deux formes de nappes bien dis-
tinctes : i° une nappe double coupant une sphère concentrique suivant deux 
courbes fermées telles que chaque point de l'une d'elles est opposé à un 
point de l'autre courbe (les cônes du second degré appartiennent à cette 
catégorie); une nappe conique qui rencontre une sphère concentrique 
suivant une seule courbe fermée telle que chacun des points de cette courbe 
est opposé à un autre point de la même courbe. (Le plan nous fournit un 
exemple d'un cône de cette espèce.) Voir Môaics, Abhandlungen der K. Sachs. 
Gesellschaft, t. I. 
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Choisissons pour axes de coordonnées deux grands cercles 
quelconques OX, OY qui se coupent à angle droit, et d'un 
point quelconque P de la sphère abaissons sur eux les arcs 
perpendiculaires PM, PN. Ces perpendiculaires ne sont plus 
égales aux côtés opposés du quadrilatère OMPN, comme cela 
a lieu dans les coordonnées planes; il semblerait donc que 
nous ayons une certaine latitude pour fixer le choix de notre 
système, suivant que nous prendrons pour coordonnées les 
perpendiculaires PM, PN ou les segments OM, ON qu'elles 
déterminent sur les axes. 

M. Gudermann, de Clèves, a pris pour coordonnées les tan-
gentes des arcs OM, ON (voir le Journal de Crelle, t. VI, 
p. 240); le lecteur trouvera une discussion complète de ce 
système dans un Appendice à la traduction du Mémoire de 
M. Chasles sur les coniques sphériques, faite par M. Graves. 
Il est facile de voir que, si nous menons un plan tangent à la 
sphère au point O et que les droites qui unissent le centre 
aux points M, N, P rencontrent ce plan aux points m, n, p, 
O ni et On seront les coordonnées cartésiennes du point p. 
Or O m, O n sont les tangentes des arcs OM, ON. 

Donc l'équation d'une courbe sphérique dans le système 
de coordonnées de Gudermann n'est autre que l'équation de la 
courbe plane suivant laquelle le plan tangent en O coupe 
•le cône qui réunit la courbe sphérique au centre de la 
sphère. 

Si nous adoptons pour coordonnées les sinus des axes per-
pendiculaires PM, PN, il est facile de voir de la même 
manière que l'équation d'une courbe sphérique dans ce sys-
tème est tout simplement l'équation de la projection orthogo-
nale de cette courbe sur un plan parallèle au plan tangent au 
point O. 

Il nous semble, cependanl, que les propriétés des courbes 
sphériques se déduisent bien plus simplement et plus direc-
tement des équations des cônes qui les joignent au centre de 



la sphère que des équations de l'une quelconque des courbes 
planes suivant lesquelles on peut les projeter. 

241. Supposons qu'on introduise les coordonnées d'un 
point P de la sphère dans l'équation d'un plan qui passe par 
son centre (que nous prenons pour origine des coor-
données) et qui rencontre cette suriace suivant un grand 
cercle AB; le résultat sera la longueur de la perpendiculaire 
abaissée du point P sur ce plan, ou le sinus de l'arc sphérique 
perpendiculaire abaissé de P sur le grand cercle AB. A l'aide 
de ce principe, nous pourrons interpréter les équalions des 
cônes et en déduire les propriétés des courbes sphériques, eu 
suivant une marche exactement semblable à celle que nous 
avons employée pour interpréter les équalions des couz-bes 
planes. 

Par exemple, soient a et p les équations de deux plans 
passant par le centre; on peut aussi les regarder comme les 
équations des grands cercles suivant lesquels ils coupent la 
sphère. Alors (comme dans les Sections coniques, n° 54) 
a — A" (3 = o représente un grand cercle tel que le sinus de 
l'arc perpendiculaire abaissé d'un de ses points sur a est 
dans un rapport constant avec le sinus de l'arc perpendiculaire 
abaissé du même point sur [3. C'est donc l'équation d'un 
grand cercle qui divise l'angle compris enlre oc et (3 en parties 
dont les sinus ont entre eux ce même rapport. 

De même a — A* [3 = o, a — k' (3 = o représentent des arcs 
qui constituent avec a et P un faisceau dont le rapport 

anharmonique est • Les arcs a — À(3:=o, a + /r(3 = o 

forment un faisceau harmonique avec a et (3. 
On peut remarquer ici que, si le point A' estle milieu d'un 

arc AB, le point B', qui est son conjugué harmonique par rap-
port aux points A, B, est dislant de lui de go". En effet, si 
nous joignons ces points au centre C, CA' est la bissectrice 
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intérieure de l'angle ACB, et par conséquent CB' doit en être 
la bissectrice extérieure. Réciproquement, si deux points 
correspondants d'un système harmonique sont distants l'un 
de l'autre de 9 0 ° , chacun d'eux est équidistant des deux 
autres points du système. 

Il convient aussi d'observer ici que, si (x', y, _s')sont les 
coordonnées d'un point de la sphère, xx' -+-yy' -+- zz' — o 
représente le grand cercle qui a le point (x',y', z') pour pôle. 
En effet, c'est l'équation du plan perpendiculaire à la droite 
qui unit le centre au point (x ' , y', z'). 

24-2. Nous pouvons maintenant appliquer immédiatement 
aux triangles sphériques les méthodes dont nous nous sommes 
servispourles triangles plans (Sections coniques, Ch.IV,etc.). 
Supposons, par exemple, que a, [3, y représentent les trois 
côtés; alors, comme dans les triangles plans, 

l a = = ny 

sont les équations de trois grands cercles qui se coupent en 
un même point et qui passent chacun par l'un des sommets 
du triangle; 

m^-r-ny — la = o, ny-h la— m FI = O, /I + BI^-—ny — o 

sont les équations des côtés du triangle formé en joignant 
deux à deux les points où les arcs précédents coupent les 
côtés opposés du triangle donné, et 

la -l- m p -1- n y — o 

passe par les intersections des côtés correspondants de ce 
nouveau triangle et du triangle donné. 

Les équations a = [3 = y représentent évidemment les trois 
bissectrices des angles du triangle. Soient A, B, C ses angles, 
il est facile de démontrer que 

a cos A = (3 cosB — y cosC 
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sont les équations des trois hauteurs, comme dans les triangles 
plans. Il est encore vrai (comme dans les Sections coniques, 
n" 54) que, si les perpendiculaires abaissées des sommets d 'un 
triangle sur les côtés d 'un autre triangle se coupent en un 
même point , les perpendiculaires abaissées des sommets du 
second triangle sur les côtés du premier se couperont aussi 
en un même point. 

Les équations des médianes sont 

a sin A = (3 sinB = y sinC. 

L'arc a sin A 4- (3 sinB 4 - y s inC = o passe par les trois 
points où chacun des côtés est coupé par l 'arc qui joint les 
milieux des deux autres; ou, autrement dit, il passe par le 
point situé sur chaque côté à une distance de go° de son mi-
lieu; en effet, a sin A d z (3 sinB rencontre le côté y en deux 
points conjugués harmoniques par rapport aux points où a 
et (3 le coupent lui-même ; et comme l 'un de ces points est le 
milieu du côté y, l 'autre doit être distant de po° (n° 241). 11 
résulte de ce que nous venons de dire que le point où l'arc 
a sin A -+- (3 sinB -f- y sinC = o rencontre un côté est le pôle 
du grand cercle perpendiculaire à ce côté et passant par son 
point milieu ; par conséquent, l ' intersection des trois perpendi-
culaires ainsi définies (c'est-à-dire, le centre du cercle circon-
scrit) es t le pôle du grand cercle a s i n A + (3s inB4-ysinC = o. 
On trouve que les équations des arcs qui joignent les sommets 
du triangle au cercle circonscrit sont 

_ P Y 
sin f ( B -i- G — A) sin J ( C - t - A — B ) s in i (A 4- B — C ) ' 

243. La condition pour que deux grands cercles 

ax 4 - by 4 - es = o, a'x 4 - b'y 4 - c' z — o 

soient perpendiculaires est évidemment 

aa' 4 - bb' 4 - cc' = o. 
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On forme aisément la condition pour que 

a a 4 - i p 4 - cy = o, a ' a + 6 ' p + c ' f = o 

soient perpendiculaires, en remplaçant a, (3, y par leurs 
expressions en fonction de x, y, z. Le résultat est exacte-
ment le même que pour le cas correspondant dans le plan ; 
c'est 

aa' 4 - bb' -H ce ' — ( be' 4 - b'c ) cos A 
— ( ca' 4 - ac') cos B — (ab1 4 - ba') co sC = o 

Le sinus de l'arc perpendiculaire à aa. + b [3 -f- cy = o, et 
passant par un point donné, s'obtient de même en portant les 
coordonnées de ce point clans a a + b [3 -f- cy, et en divisant le 
résultat par la racine carrée de 

a2 4- b2 4- c2— 2 be cos A — 2 ca cosB — 2 ab cosC. 

244. Passons maintenant aux équations du second degré. 
Nous pouvons considérer l'équation ay = m [32 comme repré-
sentant soit un cône ayant a et y pour plans tangents, tandis 
que [3 passe par les génératrices de contact, soit une conique 
sphérique qui a a et y pour tangentes et [3 pour arc de contact. 
L'équation exprime, cela est clair, que le produit des sinus 
des perpendiculaires abaissées d'un point quelconque de la 
conique sphérique sur deux de ses tangentes est clans un rap-
port constant avec le carré du sinus de la perpendiculaire 
abaissée du môme point sur l'arc de contact. 

De même, l'équation ay = 7r(33 exprime que le produit des 
sinus des arcs perpendiculaires abaissés d'un point d'une co-
nique sphérique sur deux des côtés opposés d'un quadrilatère 
inscrit est dans un rapport constant avec le produit des sinus 
des arcs perpendiculaires abaissés du même point sur les deux 
autres côtés. On peut aussi déduire de cette propriété (comme 
dans les Sections coniques, n° 2o9) cpie le rapport anhar-
monique des arcs cpii joignent quatre points fixes d'une co-
nique sphérique à un autre point quelconque de la courbe 
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est constant. Toules les démonstrations des théorèmes relatifs 
aux coniques planes, qui ont été donnés dans le Chapitre XIV! 
des Sections coniques, peuvent s'étendre de la même manière 
aux coniques spliériques. 

245. Soient a et [3 les plans de sections circulaires (ou 
plans cycliques) d'un cône; son équation est de la forme 

x*-+- = A'«|3 (n° 103). 

Si on l 'interprète comme dans le numéro précédent, cette 
équation nous montre que le produit des sinus des arcs per-
pendiculaires abaissés d'un point d'une conique sphérique 
sur les deux arcs cycliques est constant. Autrement dit, étant 
donnés la base d'un triangle sphérique et le produit des 
cosinus des côtés, le lieu du sommet est une conique sphé-
rique dont les arcs cycliques sont les grands cercles qui 
ont pour pôles les extrémités de la base donnée. La forme 
de l'équation montre que les arcs cycliques des coniques 
spliériques sont analogues aux asymptotes des coniques 
planes. 

Toute propriété d'une conique sphérique peut donner 
naissance à une autre propriété, si l'on considère la conique 
sphérique déterminée par le cône réciproque du cône donné. 
Par exemple, nous avons démontré (n° 125) que les plans 
cycliques de l'un des cônes sonL perpendiculaires aux droites 
focales du cône réciproque. Si donc nous appelons foyers 
d'une conique sphérique les points où les droites focales ren-
contrent la sphère, la propriété que nous venons d'établir 
fait voir que le produit des sinus des perpendiculaires abais-
sées des deux foyers sur une tangente à une conique sphérique 
est constant. 

246. Si ungranclcerclecoupe une conique sphérique aux 
deux points P et. Q et les arcs cycliques aux points A et B, on 
a AP = BQ. La propriété énoncée dans le numéro précédent 
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conduit à ce théorème, en suivant la marche même qui sert à 
établir la propriété correspondante pour l'hyperbole plane. 
Le rapport des sinus des perpendiculaires abaissées de P et Q 
sur a est égal au rapport des sinus des perpendiculaires 
abaissées de Q et P sur [3. Mais les sinus des perpendiculaires 
abaissées de P et Q sur a sont entre eux comme sin AP ; sin AQ ; 
nous avons donc 

sinAP sinBQ 
sin AQ — sin BP ' 

On en déduit aisément que AP = BQ. 
Réciproquement, les deux tangentes, menées d'un point 

quelconque à une conique sphérique, font des angles égaux 
avec les arcs qui joignent ce point aux deux foyers. 

247. Comme cas particulier du théorème du n° 246, nous 
voyons que la portion de tangente à une conique sphérique 
interceptée entre les deux arcs cycliques est divisée en 
deux parties égales par le point de contact. Ce théorème 
peut aussi se déduire directement de l'équation d'une tan-
gente qui est 

2 ( xx' + y y' + ) = A- ( a <' p -+- «p' ). 

La forme de celte équation montre que la tangente en un 
point quelconque se construit en joignant ce point au point 
d'intersection de sa polaire (xx ' -+- y y' -+• zz' = o, voirn0 241) 
avec a'(3 + a[3 '= o, qui est conjugué harmonique, par 
rapport à a et [3, de l'arc cpii joint le point donné à leur 
point d'intersection. Or, comme le point donné est distant 
de 90° de son conjugué harmonique par rapport aux deux 
points où la tangente en ce point rencontre les arcs cycliques, 
il est équidistant deces deux points n°241) . 

Réciproquement, les droites qui joignent un point quel-
conque d'une conique sphérique à ses deux foyers font des 
angles égaux avec la tangente en ce point. 

S. — Géom. à trois dim. I. 21 



428. En utilisant cette propriété que le segment intercepté 
sur une tangente par les arcs cycliques est divisé en deux 
parties égales au point de contact, on en peut conclure par la 
méthode infinitésimale (voir Sections coniques, n° 396) que 
toute tangente à une conique sphérique forme avec les arcs 
cycliques un triangle dont l'aire est constante, ou dans 
lequel la somme des angles à la base est constante. On peut 
aussi déduire trigonométriquement cette proposition de ce 
théorème que le produit des sinus des perpendiculaires 
abaissées d'un point de la conique sur les arcs cycliques est 
constant. En effet, soient c le segment que ces arcs interceptent 
sur la tangente, A et B les angles que fait cette dernière avec 
les arcs cycliques; les sinus des perpendiculaires abaissées 
sur a et sont respectivement 

s in |cs inA, sin^csinB. 

Mais si nous considérons le triangle dont la base est c et 
les angles à la base A et B, la Trigonométrie sphérique nous 
donne 

sin2 |c sin A sinB = — cosS cos(S — G). 

Or G est donné, donc la demi-somme S des angles du 
triangle est aussi donnée. 

Réciproquement, la somme des arcs qui joignent un 
point quelconque d'une conique sphérique à ses deux 
foyers est constante. La méthode infinitésimale (voir 
Sections coniques, n° 392) permet de déduire cette propriété 
de ce théorème établi plus haut, à savoir que les rayons 
focaux sont des angles égaux avec la tangente ( ' ) . 

( ' ) Ici encore il est facile de voir qu'on peut considérer une conique 
sphérique comme une ellipse ou une hyperbole. Il est évident que les 
droites focales rencontrent chacune la sphère en deux points diamétrale-
ment opposés. Si nous prenons pour foyers deux de ces points à l'intérieur 
de l'une des courbes fermées, la somme des distances focales est constante. 
Mais si, au lieu d'une de ces distances focales FP, nous prenons la dis-
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249. Réciproquement, nous pouvons aussi trouver le lieu 
d'un point de la sphère tel que la somme de ses distances à 
deux points de cette sphère soit constante. L'équation 
cos(p -f- p ' ) = cosa peut s'écrire 

cos2 p 4- cos2 p' — 2 cos p cos p' cos a — sin2 a 

Soient a et [3 les plans qui sont les plans polaires des deux 
points donnés; comme nous avons cosp = «, l'équation du 
lieu est 

a2 + p2 — 2ap cos a = sin2«(ic2 4- y2 4- s2) . 

Pour démontrer que les plans a et (3 sont perpendiculaires 
aux droites focales de ce cône, il suffît de faire voir que les 
sections, parallèles à l 'un ou l'autre d'entre eux, ont un 
foyer sur la droite qui leur est perpendiculaire. Soient a', a" 
deux plans perpendiculaires l 'un à l'autre et aussi perpendi-
culaires à a, et passant par conséquent par la droite que nous 
allons démontrer être une ligne focale. Comme alors 

ÎC2 4 -y 2 4- z2 = a2 4- a'2 4 - a"2, 

l 'équation du lieu devient 

sin2 a ( a'2 4- a"2) = ( (3 — a cos a)2. 

Si maintenant nous coupons ce lieu par un plan parallèle 
à a, la quantité a'2 4- a"2 est le carré de la distance d'un point 
de la section à l'intersection de a'a", et nous voyons que 
cette distance est dans un rapport constant avec sa distance 
à la droite suivant laquelle ce même plan coupe p — a c o s a . 

tance comptée à partir du point diamétralement opposé F ' ; comme 
alors F ' P = 180°— FP, c'est la différence des distances focales qui est con-
stante. 

De même, nous pouvons dire qu'une tangente variable fait avec les arcs 
cycliques des angles dont la différence est constante, si nous remplaçons 
l'un des angles considérés au commencement de ce numéro par son supplé-
ment. 
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Cette droite est donc la directrice et le point a'a" le foyer de 
la section. 

D'après cela, nous voyons aussi que l'équation générale 
d'un cône qui a la droite xy pour ligne focale est de la 
forme 

x1 -H y2 =(ax + by -+• cz )2, 

et nous en déduisons que le sinus de la distance d'un point 
d'une conique sphérique à un foyer est clans un rapport 
constant avec la distance du même point à un certain arc 
directeur. 

250. Deux tangentes variables coupen t les arcs cycliques 
en quatre points situés sur un cercle. 

En effet, soient L et M deux tangentes et R leur corde de 
contact; l'équation de la conique sphérique peut être écrite 
sous la forme LM = R3 , et elle doit être identique avec 
l'équation aj3 = x2 -hy2 + z2. Donc a{3 — LM est identique 
avec x2 -+- y2 + z2—• R2 . Cette dernière quantité représente 
un petit cercle qui a le même pôle que R, et la forme de la 
première quantité fait voir que ce cercle est circonscrit au 
quadrilatère aL[3M. 

Réciproquement, les rayons focaux de deux points d'une 
conique sphérique forment un quadrilatère sphérique dans 
lequel on peut inscrire un petit cercle. On peut aussi conclure 
de cette propriété que la somme ou la différence des rayions 
focaux est constanle, puisque la somme ou la différence de 
deux côtés opposés d'un pareil quadrilatère est égale à la 
somme ou la différence de deux autres côtés. 

251. Des propriétés que nous venons de démontrer pour 
les cônes, on peut déduire des propriétés de quadriques en 
général. Par exemple, le produit des sinus des angles qu'une 
génératrice d'un hyperboloïde fait avec les plans de sec-
tion circulaire est constant. En effet, la génératrice est 
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parallèle à une arêle du cône asymptotique dont les sections 
circulaires sont les mêmes que celles de la surface. De 
même, comme les droites focales d'un cône asymptotique 
sont les asymptotes de l'hyperbole focale, on déduit du 
n° 248 que la somme ou la différence des angles qu'une 
génératrice d'un hyperboloïde fait avec les asymptotes de 
l'hyperbole focale est constante. 

Etant donné un axe d'une section centrale d'une cjua-
drique, la somme ou la différence des angles, que son plan 
fait avec les plans de section circulaire est donnée. En 
effet (n° 102), étant donné un axe d'une section centrale, 
le plan de celle-ci est tangent à un cône concyclique avec la 
quadrique donnée, et par conséquent le théorème actuel 
résulte immédiatement du n° 249. 

Nous obtiendrons une expression de la somme ou de la 
différence de ces angles, en fonction de l'axe donné, en con-
sidérant la section principale qui renferme le plus grand et 
le plus petit axe de la quadrique. Les plans cycliques se 
déterminent en prenant dans 
cette section des demi-diamètres 
OB, OB', dont chacun soit égal 
à b. Les plans qui contiennent 
ces droites et qui sont perpen-
diculaires au plan de la figure 
sont les plans cycliques. Si main-
tenant nous menons un demi-diamètre quelconque faisant 
un angle a avec OC nous avons 

15' 

f \ 

Mais a! est manifestement un axe de la section qui passe par 
cette droite même et qui est perpendiculaire au plan de la 
figure. En supposant a! plus grand que b, a est évidemment 



3 2 6 C H A P I T l l E X . 

la demi-somme des angles BOA', B'OA' que le plan de la 
section fait avec les plans cycliques. Si au contraire a! esl 
moindre que b, OA' tombe entre OB et OB' et a est la demi-
différence de BOA', B'OA'. Or cette somme ou cette diffé-
rence est la même pour toutes les sections qui ont le même 
axe. Si donc a! et b' sont les axes d'une section centrale quel-
conque qui fait des angles Q et 0' avec les plans cycliques, 
nous avons 

Retranchons ces relations membre à membre, il vient 

ou la différence des carrés des inverses des axes d'une 
section centrale est proportionnelle au produit des sinus 
cies angles qu'elle fait avec les plans cycliqacs. 

252. Nous avons vu (n° 246) que, étant données deux co-
niques sphériques qui ont les mêmes arcs cycliques, le segment 
que la courbe extérieure intercepte sur une tangente à l'autre 
courbe est divisé en deux parties égales au point de contact; 
nous en concluons par la méthode infinitésimale que la tan-
gente détermine dans la courbe extérieure un segment dont 
l'aire est constante (Sections coniques, n° 396). 

De même, si deux coniques sphériques ont les mêmes foyers 
et si d'un point de la conique extérieure on mène des tan-
gentes à la conique intérieure, ces tangentes sont également 
inclinées sur la tangente menée à la conique extérieure au 
point considéré. On déduit de là, par la méthode des infini-
ment petits (voir Sections coniques, n° 399), que l'excès de 
la somme des deux tangentes sur l'arc qu'elles embrassent sur 

b'2 
cos2; (9 — 0') sin2-|(0 — 0') 

c2 + a 2 

cos2-|(6-t- 0') ^ sin2i(6 -t-6') 
c2 a2 
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la conique intérieure est constant. Ce théorème est le réci-
proque du premier théorème de ce numéro, et c'est ainsi qu'il 
a été trouvé par le D r Graves (voir sa traduction du Mémoire 
de Chasles, p. 7 7 ) . 

253. Trouver le lieu de l'intersection de deux tangentes 
d'une conique spliérique qui se coupent à angle droit. 

En d'autres termes, ceci revient à trouver le cône engendré 
par l'intersection de deux plans tangents rectangulaires d'un 
cône donné 

Soient (a', (3', y'), (a", [3", y")' les angles de direction des 
perpendiculaires aux deux plans tangents; ils vérifient les re-
lations 

A cos2 a' -4- B cos2 p' + C cos2 y' = o, 
A cos2 a" -+- B cos2 p" -t- C cos2 y" = o. 

Soient a, [3, y les angles de direction d'une droite perpen-
diculaire aux deux précédentes; nous avons alors 

cos2 a = 1 •— cos2 a' — cos2 a" — . . . , . . . . 

Si donc nous ajoutons les deux équations précédentes, nous 
trouvons pour équation du lieu 

Ace2 -+- B j 2 -+- C; 2 = ( A 4- B -t- C)(.»2 H-y"- 4- s2). 

C'est un cône concyclique avec le cône réciproque du cône 
donné. 

Réciproquement, l'enveloppe d'une corde dont la longueur 
est de go° est une conique sphérique homofocale avec la 
conique réciproque de celle qui détermine le cône contenant 
la première. 

254. Trouver le lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées d'un foyer d'une conique sphérique sur les tan-
gentes à cette courbe. 
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Cette question se traite exactement comme le problème 
correspondant des coniques planes; la seule différence con-
siste dans l'interprétation du résultat. Soit 

a,*2 4 - f - — e-

l'équation de la conique sphérique, dans laquelle on a 

t — ax 4 - by 4- cz. 

L'équation d'une tangente à cette courbe est 

xx'yryy' — tt', 

et celle d'une perpendiculaire passant par l'origine est 

(x' — at') y —(y' — bt')x — o . 

Résolvons ces équations par rapport à x', y' et t\ et portons 
les valeurs ainsi trouvées dans la relation x ' 2 y ' 2 = t'2, 
nous avons pour le lieu cherché l'équation 

(x2 4 - J 2 ) [ ( « 2 4 - b2 — i ) (x2 4 - y 2 ) 4 - 2cz(ax 4 - by) 4 - c 2 . s 2 ] = o . 

La quantité entre parenthèses représente un cône dont les 
sections circulaires sônt parallèles au plan z — o. 

2o5. On peut conclure du n° 242 que la quantité 

a sin A 4 - P sin B 4- V sin C 

n'a pas, comme dans le plan, une valeur fixe pour les perpen-
diculaires abaissées d'un point quelconque sur les côtés du 
triangle sphérique de référence. On peut donc se demander 
quelle est la relation qui lie entre elles les perpendiculaires 
abaissées d'un point sur trois grands cercles. Nous avons déjà 
implicitement répondu à cette question. En effet, les perpen-
diculaires dont il s'agit sont chacune le complément de la dis-
tance qui sépare le point du pôle de chacun des côtés du 
triangle de référence. Soient donc a, b, c les côtés et A, B, C 
les angles du triangle de référence, les sinus a, [3, y des per-


