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AVERTISSEMENT

DE LA PREMIERE EDITION.

L’accueil favorable qu’ont rencontré en France les traduc-
tions du Traité des Sections conigues et des Lecons d’Al-
gebre supérieure de M. G. Salmon a justifié les espérances
que I'on avait pu concevoir sur leur succes.

Fidele au programme que nous nous étions tracé dés le prin-
cipe, nous publions aujourd’hui la premiére Partie du 7raité
de Géométrieanalytique a troisdimensions du méme auteur.
Les mati¢res contenues dans ce Volume en font pour notre
enseignement classique la suite directe et nécessaire du
Traité des Sections coniques. On y trouvera la théorie gé-
nérale du point, de la ligne droite et du plan, celle des sur-
faces du second ordre et des coniques sphériques; en un
mot, toutes les questions développées dans les cours de Ma-
thématiques spéciales. Il est a peine besoin de dire que ces
sujets sont traités avec cette clarté d’exposition, cette hau-
teur de vues et ce mélange heureux et habile de Géométrie et
d’Analyse qui caractérisent si bien tous les écrits de I’éminent
professeur de Dublin.

La Table des matiéres montrera mieux que ne pourrait le
faire une séche énumération la richesse des matériaux conte-
nus dans cette premiére Partie. Ajoutons seulement que des
Exercices nombreux et choisis accompagnent les théories les

plus importantes, pour en bien faire comprendre 'esprit et les

ressources.
Le Volume que nous publions est presque une primeur ; car,
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VI AVERTISSEMENT DE L'EDITEUR.

la troisieme édition anglaise étant épuisée depuis quelque
temps, M. Salmon a bien voulu nous adresser, au fur et & me-
sure de leur tirage, les feuilles de la nouvelle édition qu’il pré-
pare, et c’est sur cette nouvelle rédaction que la traduction a
¢été faite.

Elle contient de nombreuses et importantes additions.

Les coordonnées de droites, imaginées par Plucker, y
tiennent une large place, bien en rapport avecleur importance.
En traitant par leur moyen un assez grand nombre de ques-
tions, I'auteur a mis nettement en évidence le role, pour ainsi
dire nécessaire, qu’elles jouent dans 1’étude des surfaces. La
théorie des invariants et covariants des quadriques a été aussi
notablement améliorée et augmentée.

Le traducteur, en interpréte respectueux, n’a eu qu’un seul
objet en vue : rendre avec la plus giande exactitude une
ceuvre dont la concision et la correction peuvent étre citées
comme un modele. Ils’estimera heureux si ce nouveau Volume
recoit le méme accueil et rend les mémes services que ses

A
alnes.

La deuxi¢me Partie de la Géométrie analytique a trots

dimensions, comprend la théorie générale des coirbes et
surfaces.

G.-V.
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TRAITE

GEOMETRIE ANALYTIQUE

A TROIS DIMENSIONS.

PREMIERE PARTIE.

CHAPITRE PREMIER.

LE POINT.

1. Nous avons vu, dans la Géométrie analytique & deux
dimensions, comment on fixe la position d'un point dans un
plan, en le rapportant a deux axes de coordonnées OX, OY
tracés dans ce plan. Pour déterminer la position d'un point
quelconque P dans I'espace ( fig. 1), nous n’avons qu’a ad-
joindre au systéme précédent un troisitme axe OZ, qui ne
soit pas situé dans le plan des deux premiers. En effet, si
nous savons quelle est la distance, mesurée parallélement a
'axe OZ, du point P au plan XOY, et si de plus nous con-
naissons les coordonnées du point G ou la droite PC, paral-
lele & OZ, rencontre ce méme plan, il est évident que la posi-
tion de P sera complétement déterminée.

S. — Géom. a trois dim 1. I




CHAPITRE I.
Par exemple, soient données les trois équations
xr=a, y:b, S —=1C}
les deux premiéres détermineront le point C dans le plan XOY.

En menant par ce point une paralléle & OZ et en prenant sur
cette droite une longueur PC = ¢, nous aurons le point P.

Fig. 1

Nous savons aussi quel effet un changement de signe de a
ou de b produit sur la position de C. Le signe de ¢ indiquera
de méme de quel c6té du plan XOY il faut mesurer la distance
PC. Si nous imaginons que le plan XOY soit horizontal, il est
d’usage de considérer comme positives les longueurs mesurées
de bas en haut et comme négatives celles qui sont mesurées
en sens contraire, de haut en bas. Dans cette hypothése, le z
de tout point situé au-dessus de ce plan est affecté dusigne +;

le z de tout point placé en dessous a le signe —. Il est évident
que tout point situé dans le plan aura son z égal a zéro.

Les angles compris entre les axes peuvent étre quelconques ;
mais on dit que ces axes sont rectangulaires, quand les lignes
OX, OY forment entre elles un angle droit et que la ligne OZ
est perpendiculaire au plan XOY.

2. Le mode de représentation d’un point dans ’espace, que

cm 1 2 3 4 5 © unesp® 8 9 10 11 12 a3



cm

"

LE POINT. 3
nous venons d'indiquer, est celui qui nous paru le plus simple
pour des lecteurs déja familiarisés avec la Géométrie analytique
plane. Nous allons maintenant traiter la méme question d’une
maniére plus symétrique. Notre systéme se compose de {rots
axes coordonnés OX, OY, OZ (fig. 1), issus d’un point O
qui est appelé origine, comme dans la Géométrie plane. Les
trois axes portent les noms respectifs d’azes des z, des y el
des z. Ces axes déterminent trois plans coordonnés, qui sont
les plans XOY, YOZ, ZOX et auxquels nous donnerons
respectivement les noms de plans des xy, des yz et des zz;
et, comme il est bien évident que PA=CE=a ect que
PB=CD =0, nous pouvons dire que la position d'un point P
est connue si l'on nous donne ses trois coordonnées, savoir :
PA menée parallélement a Paxe des z jusqu’a la rencontre
du plan des yz, PB menée parallelement a I'axe des y jusqu’a
larencontre du plan des zz, et enfin PC menée parallélement

a I’axe des z jusqu’a la rencontre du plan des zy.

it, puisque OD = @, OE = 0, OF = ¢, le point donné par
les équations £ = a, y —= b, z=c¢ pourra se déterminer par
la construction symétrique qui suit : on prendra surl'axe des 2
la longueur OD = a, et par D 'on ménera un plan PBCD
paralléle a celui des yz; sur P’axe des y on prendra OE = 0,
et par E l'on fera passer un plan PACE paralléle a celui des zz;
enfin sur I'axe des z on mesurera une longueur OF = ¢, el
par F on ménera le plan PABEF paralléle a celui des zy;
I'intersection de ces trois plans sera le point P qu'il s’agissait
de construire.

3. Les trois points A, B, G sont appelés les projections du
point P sur les trois plans coordonnés. Si les axes sont rectan-
gulaires, ces projections sont dites orthogonales. Dans la
suite,nous ferons presque exclusivement usage des projections
orthogonales; aussi, quand nous parlerons de projections sans
aulre désignation, il s’agira toujours de projections orthogo-
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4 CHAPITRE I.

nales, & moins que nous ne spécifiions expressément le con-
traire. Les projections orthogonales jouissent de propriétés
que nous aurons souvent occasion d’employer; nous les
rappelons ici, bien que nous les ayons déja démontrées ailleurs
(Sections coniques, 368).

La longueur de la projection orthogonale d’une droite
Jinte sur un plan quelconque est égale au produit de la
longueur de la droite par le cosinus de Uangle que sa
direction fait avec le plan ().

Abaissons les perpendiculaires PC, P'C/ sur le plan XOY

Fig. 2.

(fig.2);CC est la projection orthogonale de la ligne PP’ sur ce
plan. Complétons le rectangle en menant la droite PQ paralléle

(') L’angle que fait une droite avec un plan est mesuré par I'angle que .
fait la droite avec sa projection orthogonale sur le plan.

L’angle de deux plans est mesuré par I'angle compris entre les perpen-
diculaires élevées dans les deux plans par un méme point de leur droite
d’intersection. Il peut étre également mesuré par 'angle que font entre elles
les perpendiculaires abaissées d’un point quelconque sur ces plans.

L’angle de deux droites qui ne se' rencontrent pas est égal a l'angle
compris entre les paralléles a ces droites menées par un point quelconque.

Lorsqu’il s’agit de I'angle de deux droites, 1l est nécessaire d’exprimer
sans ambiguité s'il s’agit de l'angle aigu ou de l'angle obtus qu’elles
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LE POINT. 5
A CC'; PQ sera aussi égal a CC'. Mais PQ = PP cosP'PQ:
donc CC' = PP’ cosP'PQ.

4. La projection sur un plan quelconque d’une aire
plane située dans un autre plan est égale au produit de
Uaire donnée par le cosinus de U'angle des deux plans
(Sections coniques, 368).

Car si 'on méne, dans les plans des deux figures, des
ordonnées perpendiculaires a l'intersection des deux plans,
d’aprés le dernier numéro, chaque ordonnée de la projection
est égale a I'ordonnée correspondante de la figure donnée,
multipliée par le cosinus de I'angle des deux plans. Mais on a
démontré (Sections coniques, 368) que, si deux figures sont
telles que les ordonnées correspondant a des abscisses égales
soient dans un rapport constant, les aires des figures sont entre
elles dans le méme rapport.

5. La projection d’un point sur une ligne droite quel-
conque estle point ot cette droite est rencontrée par le plan
mené par ce point perpendiculairement a la droite. Si par
exemple, dans la fig. 1, les axes sont rectangulaires, D, E, I
sont les projections du point P sur les trois axes.

La projection d’une droite de longueur finie sur une
autre droite est égale au produit de la premiére droite
par le cosinus de U’angle des deux droites.

forment entre elles. Ainsi, quand nous parlerons de I'angle de deux lignes,
par exemple de PP’ et CC' (fig. 2), nous entendrons que ces lignes sont
mesurées dans les directions de P a P' et de C a C', et que PQ, paralléle a
CC', est également mesuré suivant la méme direction. Ici ’angle en question
est aigu. S’il s’agissait au contraire de ’angle de PP avec C'G; nous méne-
rions PQ' dans la direction opposée, et c’est alors I’angle obtus que font
cntre elles ces lignes que nous désignerions de la sorte.

Quand il sera question des angles que fait une droite OP avec les axes, il
s'agira toujours des angles compris entre OP et la direction positive des
axes, c'est-a-dire OX, OY, OZ.
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6 CHAPITRE I.

Soient PP’ (fig. 3) la droite donnée et DD’ sa projection
sur OX. Par P menons la paralléle PQ a OX jusqu’a ce qu’elle
rencontre le plan P'C'D’. Puisque la droite PQ est perpendi-
culaire a ce plan, 'angle PQP" est droit et PQ =PP’ cos P'PQ.
Mais PQ et DD’ sont égales comme portions de paralléles com-
prises entre deux plans paralléles ; donc DD' = PP’ cosP'P Q).

Fig. 3,

,n:’u'

e

ol el s

Y
6. S¢ P, P, P" sont trois points quelconques, la projec-
» &y / q JUES, LA DEO].
tion de PP" sur une droite quelconque est égale & la somme
des projections de PP et P'P" sur cette ligne.

Soient D, D/, D" les projections des trois points. Si D' se
trouve entre D et D”, DD” sera évidemment la somme de DD’
et D'D". Si D” se trouve entre D et D', DD” sera la différence
de DD’ et D'D”. Mais, comme la direction de D’ a D" est

opposée a celle de D a D', DD" est encore la somme algébrique
de DD’ et D'D". D’ailleurs, on peut voir autrement que la pro-
jection de P'P” doit étre prise avec le signe — dans ce dernier
J¢ I 8

cas; il suffit, en effet, de remarquer que la longueur de la pro-
jection s’obtient en multipliant P'P” par le cosinus d’un angle
J I 8

obtus (voirla note dela p. 4). En général, si 'on aun nombre
quelconque de points P, P', P, ..., P, la projection de PP
sur une droite quelconque est égale a la somme des projections

de PPLPIPRY i, Plnstl P,

7. Nous aurons fréquemment I'occasion de faire usage de la
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proposition suivante, qui n’est qu’un cas particulier de celle

qui précéde :

Si lon projette sur une droite arbitraire les coordonnées
d’un point quelconque P, la somme des trois projections
est égale a la projection sur celte droite du rayon vecteur
qui joint le point P a Uorigine des coordonnées.

Considérons en effet les points O, D, C, P (fig. 1); la
projection de OP doit étre égale a la somme des projections
de OD =z, DC=y et CP = 3.

8. Aprés avoir établi ces principes relatifs aux projections
que nous aurons constamment 'occasion d’employer, nous
revenons & l'objet principal de ce Chapitre.

Le point qui divise dans le rapport de m & n la distance
de deux points (x',y',5") et (&', y",3") a pour coordonnées

max” +nax'  my"+ny msz"+4+ nz'

n j}:’T 4 ! m —-n ? T m—+n

La démonstration est exactement la méme que celle qu’on
a donnée (Sections coniques, T) pour le théoréme corres
pondant de la Géométrie plane. Les lignes PM, QN, dans la
figure donnée dans cet Ouvrage, représenteront ici les ordon-
nées menées des deux points a I'un quelconque des plans
coordonnés.

Si nous regardons le rapport 72 : n comme indéterminé, les
expressions précédentes nous fourniront les coordonnées d’un
point guelconque situé sur la droite qui joint les deux points

donnés.

9. Un cété quelconque d’un triangle est divisé par un
point dans le rapport de m a n, et la ligne qui joint ce
point au sommet opposé est partagée a son tour dans le
rapport m—-n a l; trouver les coordonnées du second point
de division.
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CHAPITRE I.
Réponse :
l' +~mx" + nx"

o 4w
l+m-+n

i Ly'+ my"+ ny"

F% 4+ m—+n
U+ ms'& nz"”
3 eSS

Ces formules se démontrent comme dans la Géométrie
analytique a deux dimensions (.Sections coniques, T, ex. VI).
En considérant /, m, n comme des quantités indéterminées,
on aura les coordonnées d’un point guelconque du plan
déterminé par les trois points.

Exercice.

Les droites qui joignent les milieux des cotés opposés d’un tétraédre
se coupent en un méme point.

Les z de deux de ces milieux sont 4 (2'+ 2"), (2" 4+ 2'Y), et 'z du
milieu de la droite qui les joint est de méme 4 (&' + 2"+ 2"+ 2™).
On trouve les autres coordonnées de la méme maniére, et leur symé-
trie montre que ce point est aussi le milieu des droites qui joignent
les milieux des autres arétes opposées.

Par ce méme point passent encore les droites qui joignent les som-
mets aux centres de gravité des faces opposées; car I’z d’'un de ces
centres de gravité est 3(#'-+ 2"+ "), et, si la ligne qui joint ce
centre au sommet opposé est partagée dans le rapport de 3 a 1, on
obtient pour le point de division les mémes valeurs que ci-dessus.

10. Trouver la distance entre deux points P, P' dont
les coordonnées rectangulaires sont (', y', z') et (2", y", z").

On a évidemment ( fig. 3) PP — [”_Qz—i— m Mais
P O—3 — 3"

)

ct, d'aprés la Géométrie plane,

T’Q: LC’Q: (' — &")? + (y' — y")%
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LE POINT.
Done
]y])/':,_ (1,./__ ‘,).r/)z ST ( gelycicd ),//)2 e (3'-— :N)g.
Corollaire. — La distance d’un point quelconque (2, 5/, &'
a l'origine O est donnée par I'équation

—2
OP = 22 + y'2 + 32,

11. La position d’un point se détermine quelquefois au
moyen de son rayon vecteur par rapport a 'origine et des angles
que celui-ci fait avec les axes coordonnés. Soient a, 3, v ces
angles, p le rayon vecteur. Puisque les coordonnées z, y, z sont

les projections du rayon vecteur sur les trois axes, nous avons
x—p cosa, y—pcosB, z—p cosy,

et, comme 224 %4 z2= p2, les trois cosinus (que 'on ap-
pelle quelquefois les cosinus de direction du rayon vecteur)
sont liés entre eux par la relation

cos?a + cos*ff + cos?y =1 (!).

(*) En fixant la position d’une droite au moyen de ces angles, j’ai suivi
I'usage habituel; mais, & un certain point de vue, il y aurait avantage &
leur substituer les angles complémentaires, c’est-a-dire les angles que fait
la droite avec les plans coordonnés, On s’en rend compte en examinant les
formules correspondantes pour les axes obliques. Je n’ai pas jugé utile de
les donner dans le texte, parce que nous n’aurons pas l'occasion d’en faire
usage dans la suite. Soient a, §, v les angles qu’une droite fait avec les
plans des ¥z, des zz et des &y, et A, B, C les angles que font respective-
ment les axes des z, des y et des z avec ces mémes plans. Les formules qui
correspondent a celles du texte sont alors

xsinA=psina, ysinB=psinf, zsinC=psinf.

Elles s’établissent & I’aide des principes exposés au n° 7. Si nous projetons
tout le systéme sur une droite perpendiculaire au plan des yz, les projec-
tions de y et de z sur cette droite sont nulles; par suite, la projection de z
doit étre égale a celle du rayon vecteur du point, et les angles que font
2z et p avec la droite sur laquelle on projette sont les compléments des
angles A et a.




o CHAPITRE TI.

La position d’un point s’exprime aussi quelquefois au
moyen des coordonnées polaires suivantes : le rayon vecteur p,
I'angle ¥ que ce rayon vecteur fait avec un axe fixe OZ, et
I'angle COD = ¢ que la projection OC du rayon vecteur sur
un plan perpendiculaire a OZ ( fig. 3) fait avec une droite
fixe OX tracée dans ce plan. Puisque OC =p sinvy, les for-
mules pour passer des coordonnées rectangulaires a ces coor-
données polaires sont

X — psiny COS’T’l, v)’:PSlll‘{ Sll]%’a, S:PC()S‘{.

12. Le carré de Uaire d’une figure plane est égal a la
somme des carrés des projections de cette aire sur trois
plans rectangulaires.

Soient A 'aire en question et o, 8, v les angles que fait avec
les axes coordonnés une perpendiculaire a son plan. Les pro-
jections de celte aire sur les plans )z, zz, 2y sont respective-
ment égales (n° 4) & A cosa, Acosf3, Acosy, et lasomme de
leurs carrés est égale a A2, puisque

c0s%2 -+ cos?f + cos?y = 1.

13. Ezprimer le cosinus de U'angle | de deuz droites
OP, OP' en fonction des cosinus de direction de ces droites.

Nous avons démontré (n° 10) que

pp’ =(x— 22+ (y—y)?+(s—3);

mais nous avons ill]SSi

i
PP’ = p? + p'2 — 2pp' cos0,

€t, comme
pl=a+)t + 2,

1l nous reste
pp'cos0 = xa' + yy'




LE POINT,

cos0 == cos« cos«’ + cosf cosB'+ cosy cosy'.

Corollaire. — La condition pour que deux droites soient
perpendiculaires est

cosa cosa’ -+ cos B cos B+ cosy cosy'=o.
14. Laformule suivante,

sin0 — (cos B cosy' — cosy cos f')?
~+ (cosy cosa’ — cosaz cosy’)?—+ (cosa cosf' — cos B cosa’)?,

est aussi utile dans quelques circonstances. On peut la déduire
d’un théoréme élémentaire connu sur la somme des carrés de
trois déterminants (A /gebre supérieure, p. 24 ); mais on peut
aussi la vérifier en développant la relation

(b — b )? + (cal — ac')? + (ab — ba')?
= (a®+ b0+ ) (a? + b2+ *)—(ad + bb' + cc')?,

car, si (a, b, ¢), (&, U, ¢') sont les cosinus de direction de
deux droites, le second membre se réduit & 1 — cos*0.

Exercice.

Trouver la longueur de la perpendiculaire abaissée d’un point
(2, ', ') sur une droite passant par l'origine et dont les angles de
direction sont a, {3, v.

Soient P le point (2, y', 5'), OQ la ligne donnée, PQ la perpendi-
culaire sur la droite.

Il est évident que PQ = OP sin POQ. Remplacons sin POQ par la va-
leur trouvée ci-dessus, et remarquons que ' = OP cosa’, ' = OP cos ',
5 = OP cos¥y’; nous avons alors

—2
PQ =(y'cosy—z'cosf)2+ (&' cosa — &' cosy )2+ (2 cos 3 —y cosa)?.

18. Déterminer les cosinus de direction d’unedroite per-
pendiculaire a deuz droites données, et par suite perpen-
diculaire a leur plan.
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Soient (o, 8, ') et (o', B, ¥") les angles de direction des
droites données, (a, 3, 7) ceux de la droite cherchée. Nous
avons a calculer ¢, §, v au moyen des trois équations

cosa cosa’ + cosf cosf’ + cosy cosy' =o,
cosa cosa” + cosf cosB” + cosy cosy" = o,

cos?a —+ cos?f + cos*y =1.

En éliminant successivement cosa, cos{3, cosy entre les
deux premiéres équations, nous obtenons aisément les trois
relations

hcosa — cos P’ cosy” — cosy'cos B’
)cosf — cosy'cosa” — cosa’ cosy’,

hcosy = cosa' cos B — cosB'cos 2’

ou A est une indéterminée. Si nous substituons ces valeurs
dans la troisiéme équation, nous avons (n° 14)

N = Si112 0
b

6 étant V’angle des deux droites.

Ce résultat peut aussi s’obtenir de la maniére suivante. Sur
les deux lignes données prenons deux points P et Q, ou
(', ), 3') et (2", p", 2"). lia double surface de la projection du
triangle POQ surle plan des zy est ( Sections coniques, p. 36)
2'y" —y' 2" ou bien p'p"(cosa' cosf’— cosf cosa”). Mais le
double de la surface du triangle POQ est ¢'o"sin §; par suite,
sa projection sur le plan des zy est p'o" sinfl cosy. On a donc,
comme plus haut,

sinf cosy = cosa’ cosB” — cos B’ cosa”,
et de méme

sin® cosa= cosfcos+y” — cosy' cosB’,

sin6 cos = cosy'cosa” —cosa’ cosy”.
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LE POINT.

TRANSFORMATION DES COORDONNEES.

16. Translation des axes, parallélement a eux-mémes,
@ une nouvelle origine dont les coordonnées par rapport
aux anciens axes sont ', y', 3.

Les formules de transformation sont, comme dans la Géo-
métrie plane,

z=X+a, y=Y+y, z3=72+73.

Si en effet une droite, menée par le point P(z,y,3) paral-
¢lement a 'un des axes (celui des 3z, par exemple) rencontre
1el tal'un d lui des z, p ple) t
I'ancien plan des zy en un point C et le nouveau en un

point C/, on a
PC = PC’'+ C'C.

Mais PC est l'ancien z, PC/ le nouveau z, et, comme des
plans paralléles interceptent des segments égaux sur des droites
paralléles, CC’ doit étre égal a la ligne menée par la nouvelle
origine O’, parallélement a I'axe des z, jusqu’a la rencontre de
'ancien plan des zy’.

17. Passer d’un systéme d’axes rectangulaires a un
autre systéme d’axes ayant méme origine.

Soient (o, 3, v), (¢, B, ¥') et (¢, B, ¥") les angles que font
respectivement les nouveaux axes des z, des y et des z avec les
anciens axes. Si nous projetons les nouvelles coordonnées
d’un pointsur I'un des anciens axes, la somme des trois projec-
tions sera égale (n° 7) a la projection du rayon vecteur,
c’est-a-dire a4 'ancienne coordonnée correspondante.

Nous obtenons ainsi les trois équations

5 x=Xcosaz + Y cosa’ + Z cosa’,

(A)

y—=XcosB + Y cosf’ + Zcosf’,
z = X cosy + Y cosy' + Z cosy".
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Nous avons aussi (n° 11)

9

S cos?a + cos?f + cos’y =
cos?*a’ -+ cos? B’ + cos?y =

(B)

cos?a”+cos? 8" + cos?y" =

Soient X, w, v les angles qui sont respectivement compris
entre les nouveaux axes des y et des z, des z et des z, des = et

des y; alors (n° 13)

cosA = cosa’ cosa’—+ cos B cos "+ cosy’ cosy”,
(C) cos == cosa” cosa + cosfB’cos B - cosy"cosy,

cosv == cosz cosa ~ cosf cosf +cosy cosy'.

18. Si les nouveaux axes sont-rectangulaires, les relations
tel )
yrécédentes deviennent
I

5 cosa cosa” + cos B cos 8"+ cosy' cosy"=o,

cosa’cosa + cosfB’cosf —+ cosy”cosy = o,

(D)

cosz cosa' —+ cosf cos B3’ + cosy cosy' = o.

Les nouveaux axes étant rectangulaires, «, o/, «” sont les
angles que I'ancien axe des « fait avec les nouveaux axes, etc.
Nous devons donc avoir ;

S cos?a -+ cos?a/ 4 cos?a’ —1,
{ cos?B + cos?f' + cos? B =1,

cos?y + cos?y 4 cos?y" =1,

g cosa cosf —+ cosa cos '+ cosa’ cos B’ = o,

cos B cosy + cos B cosy’ + cosf”cosy" = o,

(F)

( cos 7y cosa -+ cosy' cosa’ + cosy” cosa’ = o,

.et les nouvelles coordonnées, exprimées en fonction des an-
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ciennes, sont
( X==x cosa —+ ycosB + zcosy,
(G) [ = & cosd’ + y cosf + zcosy,
7, = 2 cosa” + y cosB" + z cosy”.
Les deux systémes d’équations (A) et (G), qui se corres-
pondent, peuvent étre représentés d’une maniére abrégée par
le diagramme suivant :

Il n’est pas difficile de déduire analytiquement les équa-
uons E, F, G des équations A, B, D; mais nous ne nous
arrélerons pas a chercher ces relations, qui sont évidentes géo-

mél,ri(:luemcnt.

19. Ajoutons les équations (A) du n°® 17, aprés les avoir
élevées au carré. En ayant égard aux équations (C), on a

2242422 =X>+ Y2+ 72+ 2YZ cos A+ 2ZX cosp.+2XY cosv.

Nous obtenons ainsi le rayon vecteur mené de 'origine a un
point quelconque en fonction des coordonnées obliques de ce
point (*). On démontre de la méme maniére que la distance

(*) Comme, dans la pratique, nous n’aurons jamais besoin des formules
qui servent a passer d’'un systéme d’axes obliques a un autre systéme de
méme nature, nous les donnons seulement en note.

A, B, Cayant la méme signification que dans la note au bas de la page o,
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de deux points, en coordonnées obliques, a pour carré

2

(w/_$//)2+(yf_y//)2+(3/_3/!>_
“+ 2(y' —y") (5 — z") cos:
~+2(5 —3")(2'— 2") cos
+ 2 (2’ — 2") () — y") cosv.

20. Le degré d’une équation quelconque entre les coor-
données n’est pas altéré par une transformation de coor-
données.

On démontre cette proposition comme dans le Traité des
Sections coniques (n°11), en remarquant que les expressions
données pour z, y, z (n° 16 et 17) ne contiennent les nou-
velles coordonnées qu’au premier degré.

soient «, B, v; &/, B, v'; ", B”, ¥" les angles que font les nouveaux axes
avec les anciens plans coordonnés. Si, comme dans la note précitée, nous
projetons tout le systéme sur des droites perpendiculaires aux anciens
pians coordonnés, nous avons

xsinA = X sina + Ysina'+ Z sina”,

¥ sinB = X sin 8 + Ysin '+ Z sin ",

5ssinC = Xsiny + Ysiny' - Zsiny”,

ecm 1 2 3 4 5  6Gunesp* 8 9 10 11 12 13
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CHAPITRE II

INTERPRETATION DES EQUATIONS.

21. De la construction indiquée au n° 1 il résulte que, si
I'on nous donne seulement les deux équations x == a, y = 0,
et si le z reste arbitraire, ces deux équations détermineront le
point C, et nous saurons qué le point P se trouve quelque part
sur la droite PC. On considére ces deux équations comme
représentant la droite PC, lieu de tous les points dont les coor-
données x et y sont respectivement égales a @ et b. Nous
voyons ainsi-que deux équations de la forme z =a, y =0
représentent une droite paralléle a ’axe des z. En particulier,
les équations 2 = 0, ¥ — o sont celles de ’axe des z lui-méme.
[l en est de méme pour les autres axes.

Si maintenant on ne donne qu'une seule équation z = «,
nous ne porrrons déterminer que le point D. Un raisonnement
analogue a celui de la fin du n°2 nous montrera que le point P
se trouve quelque part dans le plan PBCD, mais que sa posi-
tion dans ce plan est indéterminée. Ce plan, étant ainsi le lieu
de tous les points dont la coordonnée z est égale a @, est repré-
senté analytiquement par I'équation z = @. En particulier,
I’équation 2 = o représente le plan des vz lui-méme. Il en
sera de méme pour les deux autres plans coordonnés.

22. En général, une seule équation entre les coordonnées
représente une surface d’un certain genre; deux équa-

tions simultanées entre ces coordonnées représentent une

S. — Géom. a trois dim. T.. 2
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ligne d’espéce déterminée, droite ou courbe; enfin trois
équations représentent un ou plusieurs points de l’espace.

I. Si ’on ne nous donne qu’une seule équation, nous pou-
vons attribuer & x et » des valeurs arbitraires; I'équation
donnée, résolue par rapport a z, fournira pour cette quan-
tité une ou plusieurs valeurs correspondantes. En d’autres
termes, si nous prenons & volonté un point C dans le plan
des zy, nous pourrons toujours trouver sur la ligne PC un ou
plusieurs points dont les coordonnées satisferont a I'équation
donnée. L’ensemble des points ainsi obtenus sur les lignes
telles que PC formera une surface qui sera la représenta-
tion géométrique de 1’équation donnée (Sections coniques,
n® 16).

II. Soient données deuz équations; en éliminant successi-
vement z et ) entre elles, nous pourrons les ramener a la forme

=) s =i () s

Si maintenant nous donnons a 2z une valeur arbi-
traire quelconque, les équations ci-dessus fourniront les
valeurs correspondantes de » et z. En d’autres termes,
nous ne pouvons plus choisir le point C d’une maniére
arbitraire dans le plan des zy ; mais la position de ce point
est limitée & un certain lieu représenté par I’équation

s — ®(z). En prenant le point C quelque part sur ce lieu,
J ) I I juelque |

nous trouverons, comme plus haut, surlesdroites PG, un certain
nombre de points P, dont I'ensemble constitue le lieu repré-
senté par nos deux équations; et, comme les points C, qui
sont les projections des points P, sont situés sur une certaine
ligne, droite ou courbe, les points P appartiendront évidem-
ment & une ligne d’une certaine espéce, quoiqu’ils ne soient

pas tous nécessairement dans un méme plan.
Autrement, soient données deux équations ; nous avons vu,
dans la premiére partie de ce numéro, que le lieu des points

3 4 5  Gunesp* 8 9 10 11 12
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INTERPRETATION DES EQUATIONS. 19
dont les coordonnées satisfont a 'une ou a 'autre des équa-
tions constitue séparément une surface. Par conséquent, le
lieu des points, dont les coordonnées vérifient en méme
temps nos deux équations, est 'ensemble des points communs
aux deux surfaces qui sont représentées par ces équations,
considérées séparément. Le lieu est donc la ligne d’intersec-
tion de ces deux surfaces.

III. Si 'on nous donne ¢rois équations, il est clair qu’elles
suffiront pour déterminer d'une maniére absolue les valeurs
des trois inconnues 2, ¥, z; par suite, les équations données
représenteront un ou plusieurs points. Comme chaque équa-
tion, prise isolément, représente une surface, il s’ensuit que
trois surfaces quelconques ont en commun un ou plusieurs
points d’intersection, réels ou imaginaires.

23. Les surfaces, comme les courbes planes, se classent
d’aprés le degré des équations qui les représentent. Chaque
point du plan des zy a son z égal a zéro; si donc dans une
équation nous faisons z=o0, nous obtiendrons la relation
qui existe entre les coordonnées x et y des points suivant
lesquels le plan des zy rencontre la surface représentée par
I'équation; c’est-a-dire que nous aurons l’équation de la
courbe plane d’intersection, et il est évident que 1'équation de
cette courbe sera en général du méme degré que I'équation de
la surface.

Par le fait, il est clair que 1’équation de la section ne peut
étre d’un degré plus élevé que celui de la surface; mais il
semble tout d’abord qu’elle puisse étre de degré moindre.
Ainsi, I’équation

22+ ayr+ b*x —=c?

est du troisieme degré; si nous y faisons s = o, nous obte-
nons une équation du second degré. Mais, comme I’équation
proposée n’aurait pas de sens si elle n’était pas homogene,
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chacun de ses termes doit étre de la troisiéme dimension par
rapportaunecertaine unité linéaire ( Sections coniques,n® 69).
Sinous faisons z = o, les termes qui nous restent doivent tou-

jours étre considérés comme étant de la troisiéme dimension.

Ils forment ainsi une équation du second degré multipliée par
une constante et représentent (Sections conigques, n° 67 ) une
conique et une droite a I'infini. Si donc nous tenons compte
des lignes a l'infini, nous pouvons dire qu'une surface du
n*™* degré est toujours coupée par le plan des zy suivant une
courbe du " degré. Comme nous pouvons prendre un plan
quelconque pour plan des zy et comme le degré d’une équa-
tion n’est pas altéré par une transformation de coordonnées,
nous voyons que ltoute section plane d’une surface du
niéme deoré est une courbe du niéme degré.

On démontre de la méme maniére qu'une droite quel-
conque rencontre une surface du nime degré en n points.
On peut prendre la droite pour axe des z. Les points ou elle
rencontre lasurface s’obtiendront alors en faisantz = 0,y = o
dans I’équation de la surface, et 'on a en général une équation
du n'*™ degré pour déterminer z. S’il se trouve que le degré
de I’équation soit moindre que 7, ce fait indique seulement
que quelques-uns des n points de rencontre sont a I'infini
(Sections coniques, n° 135).

24. Les courbes dans I'espace se classent d’aprés le nombre
de points ot elles sont rencontrées par un plan.

Deux équations, l’une du degré m et l’autre du degré n,
représentent une courbe du degré mn. Car les surfaces

représenlées par ces équations sont coupées par un. plan
quelconque suivant des courbes dont les degrés sont res-
pecl,ivcmcnt m el n, et ces courbes se rencontrent en mn

points,
Réciproquement, si le degré d’une courbe peut se décom-
poser dans les facteurs m et n, la courbe peut étre considérée
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comme l'intersection de deux surfaces dont les degrés sont
respectivement m et n, et, dans ce cas, on dit qu’elle est I'in-
tersection compléte des surfaces. Mais toute courbe n’est pas
une intersection compléte de surfaces. Ainsi nous avons, en
particulier, des courbes dont le degré est un nombre premier

el qui ne sont pas planes.

Trois équations des degrés respectifs m, n et p repré-
sentent mnp /701'11[.\‘.

Cette proposition découle de la théorie de 1'élimination;
car, si nous ¢liminons y et z entre les équations, nous obte-
nons une équation du degré mnp pour déterminer z (Algeébre
supérieure, p. 55-58). 1l en résulte que trois surfaces des
degrés l'especllfs m, n et p se coupent en mnp points.

25. Quand une équation ne contientque deux des variables,
comme ®(z, )= o, le lecteur pourrait, & premiére vue, sup-
poser qu’elle représente une courbe dans le plan des zy et
que, par suite, elle fait exception a la régle qui exige deux

équations pour représenter une courbe. Mais on devra se rap-
peler que I’équation @ (2, y ) = o sera vérifiée non seulement
pour un point quelconque de cette courbe situé dans le plan

des 2y, mais aussi pour tout autre point qui aura le méme z et
le méme y, mais un z différent; elle sera donc satisfaite par
les coordonnées de tous les points de la surface engendrée par
une ligne droite qui se meut le long de cette courbe, tout
en restant toujours paralléle & I'axe des z ('). La courbe
située dans le plan des zy ne peut étre représentée que par
deux équations, qui sont

2—0O0

02z y)=—o:

(*) Une surface engendrée par une droite qui se déplace en restant paral-
l¢le & elle-méme s’appelle une surface cylindrigue.
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Quand une équation de degré n ne contient qu’une seule
des variables z, on sait par la théorie des équations que son
premier membre peut se décomposer en n facteurs de la forme
z — a. Elle représente donc n plans paralleles 2 'un des plans
coordonnés (n® 21).




LE PLAN ET LA LIGNE DROITE.

CHAPITRE III

LE PLAN ET LA LIGNE DROITE.

26. Dans la discussion des équations, nous commencons
naturellement par celle des équations du premier degré, et
nous allons démontrer tout d’abord que toute équation du
premier degré représente un plan, et réciproquement que
U’équation d’un plan est toujours du premier degré. Nous
traiterons d’abord la seconde proposition, qui peut s’établir
de deux ou trois maniéres différentes.

En premier lieu, nous avons vu (n° 21) que le plan des zy
est représenté par I'équation du premier degré z = o; et, en le
rapportant & d’autres axes d’ailleurs quelconques, nous ne
changerons pas le degré de cette équation (n°20).

Nous arriverions au méme résultat en formant 1'équation
du plan déterminé par trois points donnés. Il suffit d’éliminer
[, m, n entre les trois équations du n° 9. On obtient ainsi
une équation du premier degré. Mais la méthode suivante
pour former I'équation d’un plan conduit & une des formes
les plus utiles dans les applications.

27. Trouver l’équation d’un plan tel que la perpendi-
culaire abaissée de l’origine sur ce plan ait une longueur
p et fasse avec les axes les angles o, {3, v.

La longueur de la projection du rayon vecteur d'un point

A

quelconque du plan sur la perpendiculaire a ce plan est évi-

demment p ; mais elle est aussi égale a la somme des projec-
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tions des trois coordonnées sur cette méme ligne (n° 7).
D’aprés cela, nous obtenons

& cosa+ ycosf 4+ scosy=p (})

pour I'équation du plan.

28. Réciproquement, toute équation du premier degré
Az +By+Cz+D=o0
peut étre ramenée a la forme précédente en divisant celte
équation par un facteur R. Nous devons ainsi avoir
A =Rcosa, B=Rcosp, C=Rcosy;

on en conclut que

DPonc I'équation Az + By + Cz + D = o peut étreidentifiée
avec celle d'un plan pour lequel la perpendiculaire abaissée

de T'origine a pour valeur ————-—— et fait avec les axes
VAT Biy C?
des angles dont les cosinus sont respectivement égaux a A,

B, C divisés par la racine carrée VA2 B2 C2, Nous pou-
vons donner au radical le signe qui rendra la perpendiculaire

positive; les signes des cosinus nous feront ensuite connaitre
si les angles que cette perpendiculaire fait avec les directions
positives des axes sont aigus ou obtus.

29. Trouver Uangle de deux plans

Az+By+Cz+D=o0, AMz+By+Cz+D'=o.

(*) Dans ce qui suit, nous supposons les coordonnées rectangulaires;
mais cette équation est vraie quels que soient les axes.
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L’angle des deux plans est le méme que celui des perpen-
diculaires abaissées de I'origine sur ces plans. Le dernier nu-
méro nous donne les angles que ces perpendiculaires font
avee les axes ; nous avons, par suite (13, 14),

5 AA’ + BB + CC/

V(A B'x ) (A2t B 1. )

(BC'— CB')?+ (CA’ — AC')*+(AB' — BA/)?
(A2 B2+ C2)(A2+ B2 1 C?) ;

cosf

sin?f —

Il s’ensuit que la condition de perpendicularité de deux
plans est AA’ + BB’ +- CC' = o.

lls seront parall¢les si nous avons les relations
AB' = A’ B, BC/ == B/C, CA’ G C’A,

c’est-a-dire si les coefficients A, B, G sont proportionnels a
A, B, C'. D’aprés le numéro précédent, il est évident que,
dans ce cas, les perpendiculaires abaissées sur les deux plans
auront méme direction.

30. Exprimer l’équation d’un plan en fonction des seg-
ments a, b, ¢ qu’il détermine sur les axes.

Le segment a intercepté sur 'axe des z a partir de I'origine
par le plan
Az +By+Cz+D=o

s’obtient en faisant a la fois y = 0, z= 0 dans I'équation,
ce qui donne Aa + D = o. On trouverait d'une maniére ana-
logue B6 4 D = o, Cc+ D =o0.En portant dans I’équation
les valeurs ainsi trouvées pour A, B, C, elle devient

>

SR
a b >

En général, si un terme manque dans 1’équation, par




26 CHAPITRE III.

exemple si A = o, le point ot le plan rencontre I'axe des z se
trouve a l'infini, c’est-a-dire que le plan est parallele a I'axe
des 2. Si nous avons a la fois A = 0, B = o, les axes des 2 et
des ¥ rencontrent & l'infini le plan donné, qui par suite est
paralléle au plan des zy (voir aussi n®21). SiA=o, B=o,
C = o, les trois axes rencontrent le plan a l'infini, et nous
voyons ainsi (Sections conigues, n°® 67) qu'une équation de
la forme

o.x+o0.y+0.5+D=o0

doit étre considérée comme représentant un plan situé a
I'infini.

1. Trouver Uéquation d’un plan déterminé par trois
points.

Seit Az + By + Cz + D = ol'équation du plan cherché.
Comme elle devra étre vérifiée par les coordonnées de chacun
des points donnés, les coeflicients A, B, C, D devront satis-
faire aux équations

Az +~By +Cz +D =o,
Az’ +By"+ Cz"+ D =o,
Az"+By"+ Cz"+D =o.

Eliminant A, B, C, D entre ces trois équations et la précé-
dente, le résultat est le déterminant égalé a zéro

En développant le premier membre suivant la régle ordi-
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" naire, 'équation cherchée est

z [),r(sll ¥ ZN/) e L),//(sw P ;/) £ yw< U ;//)]
+y [;r( Dy .’L‘”’) 45 s”(:L‘W S x/) g s”’(x’ s :L.”)_I
43 [‘Z./(‘),u__ .),,w) e .’IT”(‘)’W k2 ),r) e ~’1/'W(_}/l S (),r/)]
o .'L"(]’”Z’” — ,),w) + 2" ( ),m:’/ 40 ;/r/),/) 4z ( Vg — g ‘.//)'

Si nous considérons z,y,z comme les coordonnées d’un
(uatriéme point, I’équation précédente exprime la condition
pour que quatre points soient dans un méme plan.

32. Dans cette équation, les coefficients de z, y, z sont
évidemment les doubles surfaces des projections sur les plans
coordonnés du triangle formé parles trois points.

Soit A Taire de ce triangle. Si nous prenons l'équation
(n° 27)

x cosa —+ ¥y cosf + z cosy = p,

et que nous la multipliions par 2 A, cette équation deviendra

identique avec celle du numéro précédent; car A cosc,
A cosf3, A cosy sont les projections du triangle sur les plans
coordonnés (n°4). Le terme absolu sera donc le méme dans
les deux cas. Donc la quantité

£ ;”VYW) _f— -2;”( ),W ;I 30 :f//),/) + x/l/ (t),l :/l i Z’)/”) (1 )

représente le double produit de la surface du triangle par la
longueur de la perpendiculaire abaissée de 'origine sur son
plan, ou bien, en d’autres termes, siz fois le volume de la

(*) Dans les valeurs précédentes, remplacons respectivement z', y', z’
par p'cosa’, p'cosf’, p'cosy’, .... Nous trouvons que six fois le volume de

o _m

cette pyramide est égal au produit de p'p”p" par le déterminant
cosa’ cosf’ cosy'
cosa” cosP” cosy” |.

cosa” cosB"” cosy"

Imaginons maintenant que de l'origine comme centre, avec un rayon égal
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pyramide triangulaire qui a pour base ce triangle et dont
le sommet est a Uorigine.

Nous pouvons immédiatement exprimer A lui-méme en
fonction des coordonnées des trois points (n®12). Nous trou-
vons que 4A* est égal 4 la somme des carrés des coefficients
de z, y, z dans I'équation du numéro précédent.

a l'unité, on ait décrit une sphére. Les trois rayons vecteurs la rencontreront
, p Y

aux sommets R’, R", R” d’un triangle sphérique. Soient @ le coté R'R" et

p’arc abaissé de R” perpendiculairement sur ce coté. Le sextuple du volume

de la pyramide sera égal a

1o m

p'p"p" sina sin p,

car p'p"sina est la double surface d’une face de la pyramide, et p"sinp
est la perpendiculaire abaissée du sommet opposé sur cette face. 1l s'en-
suit que le déterminant écrit ci-dessus est le double de la fonction

\/sins sin (s — a)sin (s — &) sin(s — c)

des cotés du triangle sphérique en question. On arrive au méme résultat
en formant le carré du méme déterminant suivant la régle ordinaire. Car
si nous posons

cosa”cosa” + cosB"cosB” 4 cosy"cosy” = cosa@, ...,
nous obtenons pour le carré du déterminant
I cosc cosb

cosc 1 cosa

cosb cosa 1 ]
Celte quantité, développée, est

1+ 2¢0s@ €0s bcosc — cos*a — cos*b — cosc,

ou la valeur en question.

Il est utile de faire remarquer que, si trois lignes sont perpendiculaires
entre elles, le déterminant

cosa' cosf' cosy'
cosa” cosfB” cosy”

m

cosa” cosB” cosy”

a pour valeur 'unité; car nous voyons effectivement que son carré est

[}
0
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33. Trouver la longueur de la perpendiculaire abaissée
d’un point donné (z', y', ') sur un plan donné

& cosa —+ y cosf + 5 cosy =p.

Menons par (2, ', ') un plan parallé¢le au plan donné, et
de I'origine abaissons la perpendiculaire commune a ces deux
plans. Le segment intercepté sur cetle ligne sera égal a la
longueur cherchée, puisque des plans paralléles interceptent
des longueurs égales sur des droites paralléles. Mais la lon-
gueur de la perpendiculaire abaissée de I'origine sur le plan
qui passe par (z/, »/, ') est, par définition (n°5), la projec-
tion sur cette perpendiculaire du rayon vecteur de (&', y/, 7');

elle est donc égale (n°27) a
’ & ’ n ’ .
2’ cosa + y' cos B + 3’ cosy.
Ponc la longueur cherchée est

x'cosa + y'cosf + 5’ cosy — p.

Lemarque. — Ce résultat suppose que.la perpendiculaire
abaissée sur le plan qui passe par (', »/, ') est plus grande
que p, ou, en d’autres termes, que l'origine et le point
(2, ', ") sont situés de part et d’autre du plan. S’ils étaient

du méme coté, la longueur de la perpendiculaire serait

p — (x'cosa + y'cosB + z5'cosy).
Si I'équation du plan nous avait été donnée sous la forme
Az +By+Cz+ D=0,

on la raménerait, comme au n°28, a la forme que nous consi-
déronsici, et I'on trouverait que la longueur de la perpendicu-

laire est
Az + By + Cz'+D

VAL B+ &
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Il est évident que tous les points pour lesquels
Az'+By' + Cz'+D

a le méme signe que D sont situés du méme c6té du plan
donné que l'origine, et que le contraire a lieu quand le signe
est différent.

34. Trouver les coordonnées de [’intersection de trois
plans.

Il suffit de résoudre trois équations du premier degré a
trois inconnues (Algebre supérieure, n°28). Les valeurs des
coordonnées seront infinies si le déterminant (AB'C") est

nul, ou si

A(B'C"— C'B")+ B(C'A”— A'C") + G(A'B"— B'A") — o.

Cette relation est donc la condition pour que les trois plans

soient paralléles & une méme droite; car, dans ce cas, la ligne
d’intersection de deux quelconques d’entre eux sera aussi
parallele a cette méme droite et ne pourra pas rencontrer le
troisi¢cme a une distance finie.

35. Trouver la condition pour que quatre plans se
coupent en. un méme point.

Elle s’obtiendra évidemment en éliminant z, y, 5 entre les
équations des quatre plans; elle s’exprimera donc en égalant
a zéro le déterminant (AB'C"D"), ou en posant

[EATRER S @
A B O D \
‘ == {0}

1‘ AI/ 13 " C " I) n
’ AW B m C mn D m

36. Evaluer le volume du tétracédre dont les sommets
sont quatre points donnés.
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Si nous multiplions la surface du triangle déterminé par
trois points par la perpendiculaire abaissée du quatriéme
point sur le plan de ce triangle, nous aurons trois fois le volume
cherché. La longueur de la perpendiculaire abaissée sur le
plan dont I’équation a été donnée (n° 31) s’obtient en intro-
duisant dans cette équation les coordonnées du quatriéme
point et en divisant le résultat par la racine carrée de la
somme des carrés des coefficients de z, y, z. Mais (n°32)
cette racine carrée estle double de la surface du triangle formé
par les trois points.
Donc le sextuple du volume du tétraédre en question est
égal au déterminant

1

1

of 3t
'

37. Soient S, S/, S” les équations de trois surfaces quel-

conques. 1l est évident, comme dans la Géométrie plane (Sec-

tions conigues, n° 40), que, si a et b sont des constantes
quelconques, I'équation @S + bS' représentera une surface
passant par l'intersection de S et de §', et que @S + 68"+ ¢S
représentera une surface passant par les points d’intersection
de S, S' et §". Si donc L, M, N sont les équations de trois

(*) Le volume du tétraédre formé par quatre plans dont les équations
sont données peut s'obtenir en calculant les coordonnées de ses sommets et
en les introduisant dans la formule qu’on vient de trouver. On arrive a ce
vésultat (Algébre supérieure, n° 29) que le sextuple du volume cherché
est égal a o

(AB'C")(A'B"C")(A"B"C) (A"'BC')’

ot R est le déterminant (AB'C"D") (vour n° 35) et ou les facteurs qui
enlrent au dénominateur sont les déterminants qui, égalés a zéro, expriment
les conditions (n° 34) pour que trois quelconques des quatre plans soient
parall¢les & une méme droite.
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plans quelconques, a L. +- bMreprésentera un plan passant par
la droite d’intersection des deux premiers, et aL + 6M + ¢N
un plan passant par le point commun aux trois premiers
plans. Comme cas particulier de ce qui précede, al.+ b
représente un plan parallele a L, et al. 4 6M + ¢ un plan
parallele ala droite d’intersection de L et M (n°30).

De méme aussi, quatre plans L, M, N, P passeront par le
méme point si leurs équations sont liées par une relation
1lentique, telle que

ali+ OM + ¢cN + dP —=o;

car les coordonnées qui satisfont aux trois premiéres équa-
tions vérificront nécessairement la quatriéme. Réciproque-
ment, étant données les équations de quatre plans qui se
coupent en un méme point, il est facile d’arriver a une identité
analogue. En effet, multiplions la premiére équation par le
déterminant (A'B"C"), laseconde par— (A”B”C), la troisieme
par (A”BC') et la quatriéme par — (AB'C’), puis ajou-
tons les résultats. Les coefficients de z, y, z seront identique-
ment nuls (Algebre supérieure, n® 7). Le terme restant est
le déterminant (AB'C’D"), qui s’annule (n°® 35), puisque les
plans se coupent en un méme point. Leurs équations sont
donc liées par l'identité

_[4(.‘\/ BI/C///) o3, R,I(AI/BWC) + N(f\ll/ L)'C’) SR I)(A;\B’C”) — 0.

38. Etant donnés quatre plans L, M, N, P quine se coupent
pas en un méme point, il est facile de voir, comme dans les
Sections coniques (n°60), que I'équation d’un autre plan
quelconque peut se mettre sous la forme

al+ bM + ¢N + dP = o.

En général, I'équation d’une surface quelconque du degré n
peut s’exprimer sous forme d'une fonction homogéne de




cm

LE PLAN ET LA LIGNE DROITE. 33
degré n entre L, M, N, P (Sections coniques, n°289); car
une équation compléte du n'*™ degré entre ¢rois variables a
le méme nombre de termes qu'une équation homogéne du
n®™ degré entre quatre variables.

En conséquence, nous nous servirons, dans la suite, de ces
coordonnées quadriplanaires (') toutes les fois que leur
emploi nous permettra de simplifier matériellement nos équa-
tions. Ainsi nous 1'(‘1)1'(35(:11 terons une surface parune équalion
honmg(‘rnc entre quatre coordonnées T, Y, %, W.

Celles-ci pourront étre considérées comme étant les lon-
gueurs des perpendiculaires abaissées d’un point de la surface
sur quatre plans donnés

X =0, yYy=0, 5=0, W=—/O0,

ou bien des longueurs proportionnelles a ces perpendiculaires
(ou encore des multiples donnés de ces perpendiculaires).
On voitimmédiatement, comme dans les Sections coniques
(n°70), que nos équations sont susceptibles d’étre interprétées
d’'une seconde maniére. Dans ce nouveau systéme, une
équation du premier degré représéntera un point et les
variables seront les coordonnées d’un plan. En effet, soient
L/, M'; N, P' les coordonnées d’un point fixe. Le plan
dont on a écrit I'équation plus haut passera par ce point, si

al! + bM' + cN' + dP' =o,

et les coordonnées d’'un plan quelconque passant par ce

point ne seront assujetties qu’a vérifier cette seule relation.

Les quantités @, b, ¢, d peuvent étre regardées comme repré-

sentant les longueurs des perpendiculaires abaissées sur le
plan de quatre points donnés @ =0, b—=o0, ¢ == 0, d = o, ou
bien des quantités proportionnelles & ces longueurs (ou a des
multiples donnés de ces mémes perpendiculaires).

(*) On les nomme aussi coordonnées tetracdriques.

S .— Géom. a trois dim. I.
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Exercices.

. Trouver U’équation du plan qui passe par (x', y', 5') et par
Uintersection des deux plans
Az +By+Cs+D =0, Alz+By-+Czs-+D =o.
(Sections coniques, n° 40, ex. 3.)
Réponse :
(A2 +By'+C5+D)(Az+By +Czs+D)
= (Az'+By +Cz' +D)(A'z+ By + Czs+ D).

2. Trouver Uéquation du plan passa.t par les points A, B, G
(feg. D).

Les équations de la droite BC sont évidemment

par suite, I’équation du plan cherché est nécessairement

x P
— 4= =2

a b c :

puisqu’il passe par chacune des trois droites qui joignent les trois
points. %

3. Trouver U’équation du plan PEF dans la méme figure.

Les équations de la droite EF sont
=10,

En formant comme ci-dessus I’équation du plan qui joint cette
droite au point (a, b, ¢), nous obtenons I'équation

xr
-4 ey

L
DR g, T

39. S¢ quatre plans qui se coupent suivant une méme
droite sont rencontrés par un plan quelconque, le rapport
anharmonique du faisceaw ainsi formé est constant.

Nous pouvons, a l'aide d'une transformation de coordon-
nées, prendre le plan transversal pour plan des zy. Nous
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obtiendrons alors les intersections de ce plan avec les quatre
plans donnés en faisant z = o dans les équations de ces plans.
Les équations résultantes seront de la forme al - M,
OL +M, cL+ M, dL + M; leur rapport anharmonique
(Sections coniques, n® 59) dépend seulement des constantes
a, b, ¢, d. ll ne changera donc pas si, par une transformation
de coordonnées, nous amenons L et M a représenter d’autres

droites.
LA LIGNE DROITE.

4). Les équations de deux plans, considérées simultané-
ment, représenteront leur droite d’intersection, laquelle con-
tient tous les points dont les coordonnées vérifient & la fois
les deuz équations. En éliminant successivement z et j entre
ces équations, nous les ramenons a la forme ordinairement
employée

x—=ms+a, y—=ns—+b.

La premiére représente la projection de la droite sur le plan
des 2z, la seconde la projection de cette méme ligne sur le plan
des yaz.

Le lecteur remarquera que les équations d’une ligne drotte
renferment quatre constantes indépendantes.

Nous pouvons former d’une autre maniére les équations de
la droite qui joint deux points. Prenons les valeurs don-
nées (n°8) pour les coordonnées d'un point situé sur cette
droite, résolvons chacune des trois équations données dans ce

numéro par rapport & m:n et égalons les résultats. Nous

obtiendrons

pour les équations que nous cherchons. Nous voyons ainsi que
leséquations des projections de la droite sont les mémes que
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les équations des droites qui joignent les projections de deux
points appartenant a la droite, ce qui est d'ailleurs évident.

41. En général, deux lignes droites de I'espace ne se ren-
contrent pas.
Supposons que la premiére soit représentée par les deux
équalions
Ti=—os=Mc—/o

et la seconde par les deux autres équations
N =0, Ri— O.

Si les deux droites se rencontrent, chacun de ces quatre
plans doit passer par leur point d’intersection, et la condition
pour que les lignes se coupent est la méme que celle qu’on a
déja donnée (n°33).

Deux droites qui se rencontrent déterminent un plan dont
on trouve facilement I'équation. En effet, nous avons vu (n° 37)
que, si quatre plans passent par le méme point, leurs équa-

tions satisfont & une identité telle que
al+ bM +¢N +~dP = o.

Donc les équalions alL - -0M=o0etcN -+ d P = o doivent
étre 1dentiques et représenter le méme plan. Mais la forme de

la premiére équation montre que le plan qu’elle représente
passe par la droite LM, et celle de la seconde fait voir qu’il

passe aussi par la ligne NP.

Exercice.

Si les deux droites données sont représentées par des équa-
tions de la forme

x=ms+a, y=nsz+b, x=mz+a, y=nzs+0,
il est facile de trouver la condition pour qu’elles se coupent.

Résolvons la premiére et la troisiéme équation par rapport a s, et
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¢galons la valeur ainsi trouvée a celle que fournit la résolution de la
deuxiéme et de la quatriéme équation; nous obtenons la condition

a—a b —"b

M =1
Si cette égalité est satisfaite, les quatre équations sont liées par la
relation identique
(n—n)[(x—mz—a)—(z—m'z—a)]
=(m—m)[(y —nz—0)—(y —nz' —10)];
par conséquent,
(n—n')(x—mszs—a)=(m—m')(y—nz—D0)

cst 'équation du plan qui contient les deux droites.

42. Former les équations d’une droite qui passe par le
point (&', y', 3') et qui fait avec les axes les angles o, 3,%.

Les projections sur les axes de la distance du point
(2, o', 2') a un point-quelconque (z, y, ) de la droite sont
respectivement x — &', vy — 9!, z— z'. Comme chacune de
ces quantités est égale au produit de la distance en question
par le cosinus de I’angle compris entre la droite et ’axe corres-
pondant, nous avons

z—ax  y—y z—3

cosa cosf ~ cosy

Sous cette forme, les équations de la droite renferment
deux constantes superflues. Malgré cela, on les emploie
souvent de préférence a celles du n° 40, a cause de leur symé-
lrie en z, ¥, 3.

Réciproquement, si nous voulons connaitre les angles que
fait une droite avec les axes, nous n’aurons qu’a mettre ces
¢quations sous la forme

b iyl

A
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Les cosinus de direction de la droite seront respectivement

égaux aux quantités A, B, G divisées chacune par la racine

carrée de la somme des carrés de ces trois quantités.

Exercices.
1. Trouver les cosinus de direction de la droite
x=mszs—+a, y=ns-+ 0.

Si nous mettons ces équations sous la forme

I

9. Trouver les cosinus de direction de - =

Liéponse :

3. Trouver les cosinus de direction de la droite
Az+By+Czs+D=o0, Az+By+Csz+D=o.

Eliminons successivement y €t 5; nous ramenons ces équations a
la forme précédente et nous trouvons que les cosinus de direction
sont

BC'— CB’ GA —AC " AB.— BA!

Y T i) SR R 4 SR ]

R R R
R2 étant la somme des carrés des trois numérateurs.

4. Trouver les équations du plan passant par les deuz droiles
qui se coupent

z—x / g =z 2

- = = - :
COS % CcoSY cosS%

Le plan cherché passe par le point (2, y/, 5'); sa normale est per-
pendiculaire aux deux droites dont les cosinus de direction sont

3 4 5  Gunesp* 8 9 10 11 12
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donnés; I'équation cherchée est donc (n° 153)
(@ —z')(cos  cosy!— cosy cos )
~+(y — ') (cosy cosa’ — cosz cosy')
~+(5—z")(cosa cos ' — cosf3 cosa’) = o.

8. Trouver U’équation du plan qui passe par les deux paral-

Yims ioeens

cosf

Le plan cherché contient la droite qui joint les deux points donnés
et dont les cosinus de direction sont proportionnels a z'— 2’

'

— &". Les cosinus de direction de la normale au plan sont
donc proportionnels a

(' ") cosy (sl — 5"

(' —3")cosa-

(' — ") cosB — (y' —y") cosa.

On peut ainsi prendre ces quantités pour les coefficients de z, y, 5
dans I'équation cherchée; le terme absolu se déterminera en rem-
placant dans le premier membre (2, , 5) par (2',y',5"); il a pour
valeur

(¥y'5"—5'y") cosa+ (52" — z'5") cos B+ (&'y" —y' «") cosy

43. Déterminer les équations de la perpendiculaire
abaissée du point (z', y', ") sur le plan

Az +By-+Cz+D=o.

Les cosinus de direction de lanormale au plan sont propor-
tionnels (n° 28) a A, B, C. Les équations cherchées sont

donc

pl—=ipt v — Pt !

A LIRS

44. Calculer les cosinus de direction de la bissectrice de
Uangle de deux droites.

Comme 1l s’agit seulement de directions, il suffit évidem-
ment de considérer des droites passant par I'origine. Si nous
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prenonsrespectivement sur chaque droite les points (2/, y/, ')
et (', y", ") équidistants de 1’origine, le milieu de la droite
qui les joint est évidemment un point de la bissectrice ; les
¢quations de celle-ci sont donc

x YV

.Z',+ Tl ‘),r —i—")’” e
et ses cosinus de direction sont proportionnels &

’
z +;I;”, }’l"*‘)/”y 2+ 3",

Mais, comme 2/, 3/, 5" et 2", y", 5" sonl évidemment propor-

tionnels aux cosinus de direction des droites données, les
cosinus de direction de la bissectrice sont égaux aux quo-
tients de

cosz' + cosa”, cosP’+ cosP”, cosy'+ cosy”

par la racine carrée de la somme des carrés de ces trois quan-
Lités.

La bissectrice dusupplément de ’angle des droites s’obtient
en remplacant le point (2", 5", ") par un point équidistant
de I'origine, mais dans une direction diamétralement opposée.
Ses coordonnées seront — z", — ", — 5", et, par suite, les
cosinus de direction de cette nouvelle bissectrice seront égaux

aux quotients de

cosa' — cosa”, cosf'— cosf’, cosy'— cosy”
parlaracinecarréedela somme des carrés de ces trois quantités.
Si © est 'angle compris entre les deux droites, les deux
racines carrées dont il vient d’étre question sont évidemment

’

égales a\/(2 == 2 cos3) ou 2€0s18 et 2sintsd.

Remarque. — 1’équation du plan bissecteur de 'angle de
deux plans donnés s’obtient par un procédé semblable a celui
qui a été indiqué dans les Sections coniques (n° 35). Son
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équation est
(2 cosa -y cos -z cosy—p)=—==(x cosa' -y cos '+ z cosy'—p').
45. Calculer angle compris entre deux droites

e Dl Bl

e 5 it

m n !

Cet angle 0 est évidemment donné par la formule (n® 43
el 42)

U+ mm!' + nn'
cos —

Ve m2+ 224 m2+ n

Corollaire. — Les deux droites seront perpendiculaires
entre elles si
'+ mm! + nn' = o.

Exercice.

Trouver U’angle compris entre les deuz droites

&

‘73;::}/, S =0,

Réponse : 30°.

46. Trouver Uangle que forme la droite

x—a y—b z—c

{ m n
avec le plan
Az+By+Cs+D=o.
L’angle de la droite et du plan est le complément de 1'angle
8 I I 8
que fait la droite avec la normale au plan. Nous avons donc

Al —+—_BL)} -+ C n

SIN0 — ——— .

V& + m?* 4 nt \/;\‘-’ + B2 G2
Corollaire. — SiAl-+Bm + Cn= o, la droite est parall¢le
au plan, car elle est alors perpendiculaire 4 une normale au

plan.
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47. Trouver les conditions pour qu’une droite
z—=mzE a,
solt située tout entiere dans un plan
Az B)' +-Cz+D=o.

Dans I'équation du plan, remplagons z ety par leurs valeurs

déduites des équations de la droite, et résolvons par rapport

a 5; nous avons
Aa+Bb-+D
Am—+Bn—+G

Si le numérateur et le dénominateur sont nuls en méme
temps, la valeur de z est indéterminée et la ligne est tout
entiére dans le plan. Nous avons vu que la réduction a
zéro du dénominateur exprime la condition pour que la droite
soit parallele au plan, tandis que 'annulation du numérateur
indique qu’un des points de cette droite est situé dans le plan :
ici ¢’est le point (@, b) ou la droite rencontre le plan des zy.

Nous procéderons d’une maniére analogue pour déterminer
les conditions pour qu’une droite soit située tout entiére sur
une surface. Dans I’équation de cette surface, nous remplace-
rons z et ¥ par leurs valeurs déduites de I’équation dela droite
et nous égalerons a zéro les coefficients de toutes les puissances
de z dans I'équation résultante. Il est clair que le nombre de
conditions qu'on obtient ainsi est supérieur d’une unité au
degré de la surface (').

(') Les équations d'une droite renfermant quatre constantes, on peut
déterminer une droite qui satisfasse a quatre conditions quelconques. D'apreés
cela, une surface du second degré doit contenir une infinité de droites,
puisque nous n’avons que trois conditions a remplir et que nous avons
(uatre constantes a notre disposition. Une surface du troisiéme degré ren-
fermera un nombre fini de droites, puisque le nombre des équations de con-
dition est égal au nombre des constantes disponibles. Une surface de degré
plus élevé ne contiendra pas nécessairement de droites situées tout entiéres
sur la surface.
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48. Trouver Uéquation d’un plan passant par une
ligne droite donnée et perpendiculaire ¢ un plan donné.

Soient
Az+By+Czs+D=o0, AMNaz+By+Cs+D'=o
les équations de la ligne donnée et
A +DB"y+4+C'z+D"=o0

celle du plan donné. L’équation d’un plan passant par la droite
sera de la forme

MAz+By+Cz+D)+ p(A'e+B'y+ Cz+D')=o.

Pour que ce plan soit perpendiculaire au plan donné, il faut
qu’on ait

(AA + pAHA"+ (AB + BB+ (A C + pC)C" = 0.

Cette équation détermine X : ., et I'équation du plan cherché
est
(A'A" +-B'B"+-C'C")Y( Az +By+ Cz-+D)
— (AA” 4+ BB" 4 CC") (A’ % + Bly + C'5 +D/).

Si les équations de la ligne et du plan données se présentaient
sous la forme

/ !
T — / % — &
x cosa + y cosf + 3 cosYy —=p, ——Fr == CLL it i
b COS COSY

nous pourrions facilement obtenir d’une autre maniére I’équa-
tion du plan cherché. En effet, ce plan contiendra a la fois la
droite donnée, dont les angles de directionsont o/, ', ¥, et une
normale au plan donné, dont les angles de direction sont a, 3,

v- Donc (n° 15) les cosinus de direction d’une perpendiculaire
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au plan cherché sont proportionnels a

.nl 4 Q r
cos 3'ensy — cosfcosy,
cosy'cosa — cosy cosa’,

cosa' cos3 — cosxcos@;

et, comme ce plan doit aussi passer par (z', 3/, 5'), son équation
sera
(x— ') (cosBcosy — cosfB' cosy)
-+ (¥ — ') (cosy cosa’ — cosy' cosa)
—~+ (5 — g')(cosaz cos B’ — cosa’ cosB) = o.

49. Etant données deux lignes droites, trouver I’ équation
du plan mené par Uune d’elles parallélement a U’ autre.

Supposons d’abord que les lignes données soient les inter-
sections des plans LM et NP, dont les équations sont expri-
mées par la forme la plus générale. En procédant exactement
comme au n° 37, nous obtenons la relation identique

L(A’B"C")— M(A"B" C) -+ N(A"BC') — P(AB'C")= (A'B" C" D).

Le second membre de cette équation est le déterminant dont la
réduction a zéro exprime que les quatre plans se coupent en
un méme point. Il est évident alors que les équations

]A ( f\, l;l/ C///) Hois A[ (r\”BW (j) — O, N(:\.I// l; C/) Ty I)(L\ Ig! C//\) —o0

représentent des plans paralléles, puisqu’elles ne différent que
d’une quantité conslante, et chacun de ces plans passe par
'une des droites données.

Supposons en second lieu que les équations des droites
soient de la forme

ey " W
g~z 7 — y—y" z—=3

< . — - 5 —— L —
CcoS 4 208 3 cosy cos ' cos ! cosy'

Une normale au plan cherché est perpendiculaire a la direction
de chacune des lignes données ; ses cosinus de direction (n°15)

3 4 5  Gunesp* 8 9 10 11 12

143



cm

LA LIGNE DROITE. 45
sont donc les mémes que ceux qu’on a trouvés dans le numéro
précédent, et les équations des plans paralléles cherchés sont

(x— 2’ )(cosB cosy’ — cosycosfB’)
P

~+ (5 — 5’ )(cosa cosf'— cosf cosa') =0

)
y" ) (cosy cosa’ — cosa cosy')

(x — ") (cos B cosy' — cosy cosf)
~+(y — ") (cosy cosa’ — cosxcosy)

Y

—+ (5 — 3")(cosa cosf'— cosB cosa') = o.

La distance de deux plans paralléles est égale a la différence
des perpendiculaires abaissées de 'origine sur ces plans; ici
elle est égale a la différence des termes absolus des équations
divisée par la racine carrée de la somme des carrés des coeffi-
cients de z, y, 5. Si donc 6 est (n° 14) 'angle que forment
entre elles les droites données, la distance des deux plans qu’on

vient de trouver est égale au quotient de

(@' — ") (cos B cosy’ — cosycosB)

el
4 (5 — 3" )(cosa cos i —

— ") (cosy cosa’ — cosx cosy')
cosficosa’)
par sin 0.
Il est évident que la longueur ainsi déterminée est plus
courte que toute autre ligne menée d’un point de I'un des plans

a un point situé sur 'autre plan.

50. Trouver les équations et la grandeur de la plus
courte distance de deux lignes droites qui ne se ren-

contrent pas.

La plus courte distance de deux droites est la perpendiculaire
commune a ces lignes. On la détermine de la maniére suivante.
Par chacune des droites, menons (n° 48) un plan perpen-
diculaire & I'un des plans paralleles trouvés (n° 49). L'inter-
section des deux plans ainsi définis sera perpendiculaire aux
deux plans paralleles dont il vient d’¢tre question, et par
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suite perpendiculaire aux droites données, qui sont situées
dans ces plans. D’aprés la construction méme, il est clair que
cettedroited’intersection rencontrera les deux droites données ;
sa grandeur est évidemment celle qui a été trouvée dans
Particle précédent. Si nous calculons (n°® 48) I'équation d'un
plan qui passe par une droite dont les angles de direction sont
o, 3, y et qui soit perpendiculaire au plan dont les cosinus de
direction sont proportionnels a

cosf/ cosy — cosf cosy/,

cosy' cosa — cosy cosa’,

cosa' cosf — cosz cos

nous trouvons que la droite que nous cherchons est l'inter-
section des deux plans

(z — &'") (cosa’ — cosO cosa )
- ¥ (cos ' — cos0 cosB)

- ') (cosy' — cosb cosy ) =o,
") (cosa — cosl cosa’)

+(y — ") (cosB — cosl cosf)

4+ (5 — 5’ )(cosy — cosO cosy')=o.

Les cosinus de direction de cette plus courte distance sont

¢videmment proportionnels a

cos ' cosy — cosf cosy/,
cosy/cosa — cosy cosa,

cosa’ cos — cosa cosf.

Exercice.

Trouver la plus courte distance S de la droite
e, - T ' crrneR o N
Z Cosa -~ ) COS P ~+ 5 COSY =P,
2 cosa' + y cos B —+ 5 cosy' = p,
o

et de celle qui joint les deux points P'(2', y', 3') et P"(2", »", 5").

Représentons par L et M les perpendiculaires abaissées d’un point
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quelconque (2, y, &) sur les deux plans donnés, et par L', M' ct
L”, M” celles qui sont issues des points P’ et P"; L+ 2M = o est

. ; : L
Péquation d’un plan passant par la premicre droite, et —

sont les coordonnées d’'un point de la seconde. Si donc nous sup-
posons que le point ou cette seconde droite rencontre L--AM=o0
est situé a l'infini, ce qui donne la condition /- m = o, nous pour-
rons déterminer A de maniére que le plan qui passe par la premiére
droite soit paralléle a la seconde. Cela nous conduit a I'équation

L'+AM = L"+ AM".
Par suite,
LM"—L'M = LM —L'M

est le plan cherché, qui passe par L, M.
L’équation

LM"—L'M =LM'—L'M + L'M" — L"M'

ne différe de la précédente que d’une quantité constante; le plan
qu’elle représente est donc paralléle a celui dont on a formé I'équa-
tion. Comme son équation est vérifiée par les coordonnées de P’ et P’
il passe par cette seconde droite.

Par conséquent, en divisant L'M”— L”"M’ par la racine carrée de la
somme des carrés des coefficients de #, y et z dans 'une ou 'autre
de ces équations, nous aurons I’expression de la plus courte distance
cherchée.

Nous pourrions encore arriver au résultat que donne la réduction
de cette expression en procédant de la maniére suivante. L' et M’
sont les longueurs des perpendiculaires abaissées de P’ sur les deux
plans donnés. Ces droites sont contenues toutes les deux dans un
plan mené par P’ et perpendiculaire a la droite LM. De méme, les
droites L”, M" sont dans un plan paralléle au précédent et passant
par P”. Considérons maintenant les projections faites sur l'un ou
Yautre de ces plans, et soit ¢ 'angle compris entre L et M. Le double
produit de sing et de l'aire du triangle qui a pour base la projection
de P'P” et pour sommet le point de rencontre de LM avec le plan
sur lequel on projette est égal a L'M"—L"M'. Or, ce double
produit est évidemment le produit de la plus courte distance
cherchée ¢ des deux droites par la projection de P'P”. Donc, en
appelant 0 'angle des deux droites, nous voyons que

L'M"— L"M' = (P'P").¢.sin0 sino.
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51. Quand les équations d'une droite rapportée a un
systéme quelconque d’axes coordonnés sont mises sous la
forme

x—x y—y z—37

At e e S e—e )

[ . on

elles semblent au premier abord renfermer cing quantités
indépendantes, qui sont les trois coordonnées &/, y/, ' el
les rapports /:m :n. Mais il est facile de voir que 2/, »/, 7'
font partie de groupements qui ne sont pas indépendants
les uns des autres et que le nombre total des constantes
indépendantes se réduit & quatre, ainsi que nous I'avons déja
vu dans le n° 40. En effet, si nous représentons respective-
ment par «, b, c les quantités

mz' —ny', na'—1s, lyl—ma,
nous obtenons immédiatement la relation
la+mb-+nc—=o;

et, enayant égard a cette condition, la droite sera représentée

par deux quelconques des quatre équations qui suivent,

; ny —msz--a-==o,
—nx . +ls +b=o,
ma — ly . +c=o,
ax +by +cz =100

car, a l'aide de la relation précédente, les deux équations
laissées de cOté peuvent dans tous les cas se déduire des
deux qu’on a choisies.

Nous avons donc six quantités @, b, ¢, {, m, n qui

serviront a déterminer la position d'une droite, pourvu
qu’elles vérifient la relation

al + bm + cn = o;

nous les appellerons les siz coordonnées de la droite.
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Si nous recherchons, comme au n° 47, les conditions pour
que cette droite soit conlenue tout entiére dans le plan

Az +By+Cz+D=o,

nous trouvons qu’elles nous sont fournies par deux quel-
conques des quatre équations

Be —Cb+DIl —o,

—Ac . +Ca+Dm =o,
Ab—Ba . +Dn =o,
Al +~Bm—+Cn =0

et, a l'aide de la relation universelle al -bm - cn = o,
nous pourrons dans tous les cas en déduire les deux autres. 1l
importe de remarquer que les quantités @, b, ¢, qui sont les
fonctions mz — ny, nx — lz, ly — ma des coordonnées
d’un point guelconque de la droite, conserveront les mémes
valeurs pour tous les points de cette ligne. Nous pourrons
donc exprimer de la sorte, au moyen des coordonnées z, y, z,
la relation qui sera équivalente a une relation quelconque
donnée en fonction de @, b, c. Si, par exemple, nous suppo-
sons que les axes des z, ), 5 soient rectangulaires, de telle
sorte que [=cosx, m=cos{3, n = cosy, il est facile de
voir, d’aprés le n° 15, que @, b, ¢ sont les coordonnées d’un
point qui appartient a la perpendiculaire élevée par I'origine
sur le plan passant par I'origine et la droite donnée, et qui
est situé a une distance de l'origine égale a celle de la droite

donnée au méme point.

Exercice.

Ezprimer la plus courte distance de deux droites aw moyen de
leurs coordonnées.

L’expression a laquelle nous sommes arrivés a la fin du n°® 49, et
qui exprime le produit de la plus courte distance & de deux droites

S. — Géom. a trois dim. 1. h
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par le sinus de leur angle 0, peut étre écrite sous la forme

cosa cosa

cosf3 cosf3 ’

cosy cosy'
Si nous remplagons cosz, ... par /, ... ct cosa’, ... par ', ..., cette
[/ /H
m' m’ \

’ ”

x
nt Al

expression devient

Iln employant les notations du présent numéro, et en n’ayant pas

l':_’ill'(l au Sigll(‘. nous trouvons

osind =la"-+md +n'c'+ U"a +~m"b + n'c.

M. Cayley a donné a cette expression le nom de moment des
deux droites (7rans. Cambridge Phil. Soc., t. XI, 11° Partie, 1868).

52. Avant d’aller plus loin dans I'étude des coordonnées
d’une droite, nous allons faire connaitre quelques propriétés
du tétradédre, obtenues par diverses méthodes, et qui nous

seront utiles par la suite.
Trouver la relation qui existe entre les six droites qui
joitgnent quatre points quelconques situés dans un plan.
Soient a, b, ¢ les cotés du triangle ABC déterminé par trois
des points en question et d, e, f les droites qui joignent le
quatriéme point D aux trois premiers. Soient «, §3, v les
angles sous-tendus en D par les cotés «, b, ¢. Nous avons
cosa = cos (B *xv),

d’ott nous tirons

cos?a —+ c0s*B —+ cos?y 2€08% COS {3 cosy = I.

Cette relation est vraie quelle que soit la position du
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point D, soit en dedans, soit en dehors du triangle ABC. Mais

> (,‘.7 =1 ‘/'2 = (l“)

AT

Sr-dr— b?
o

d*—+ e*— c?

. 3
cosf} = 5

COSYiT— —
2 ade

Substituons ces valeurs dans I'équation précédente et effec-
tuons les réductions; nous obtenons, pour la relation de-
mandée, ‘
a*(d?— e?) (d? — f*)
+ b*(e*— f*)(e* — d?)
+ c2(f*—d?)(f*— e?)
+ a*d?(a®*— b2 — c?)

~+ b*e? (D?- — a?)

L
+ c*f2(c* —a*— b*)+ a*b*c*—o.

53. Ezprimer le volume d’un tétraédre en fonction de
ses six aréles.

Soient @, b, ¢ les c6tés du triangle ABC formé par une
face du tétraédre, p la perpendiculaire abaissée du quatriéme
sommelt sur cette face et d, ¢, [ les distances du pied de
cette perpendiculaire aux sommets A, B, C. Les quantités
a, b, c,d, [, g sontliées par la relation donnée au numéro
précédent. Mais, si d, e, f sont les trois autres aréles du
tétrac¢dre, nous avons

d*—=d'* +- pitivet— e'? P f‘-Z = L JES Dk

par suite, 2
a:—et=d'?— e,

Substituons ces valeurs dans la relation indiquée et désignons
par I la quantité qui figure dans le premier membre de
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Iéquation du numéro précédent; nous aurons
—F=p*(2a?b*+ 20*c*+ 2c?a?— a*— b*— c*).

La quantité qui multiplie p? est égale a seize fois le carré de la
surface du triangle ABC, et, comme le produit de cette surface
par p est le triple du volume V de la pyramide, nous obtenons

144 V2= —F.
54. Déterminer la relation qui existe entre les six arcs

qui joignent quatre points sur la surface d’une sphére.

Nous procéderons exactement comme au n° 54, en rem-
placant seulement les formules que nous y avons employées
par les formules qui leur correspondent dans les triangles

e : N ; ;
sphériques. Soient donc o, 3, v, 0, ¢, ¢ les cosinus des six

arcs en queslion; nous aurons

@ B2t yPp 34 24 02— 282 — f2e?— 42
~+ 2838 + 2 Byep + 2y280 — 2afy — 2as0 — 2 (30
Cette relation peut aussi s’établir de la maniére suivante.
Soient
cosaz, cosfB, cosy,
cosa/, cosf, cosy/,
cosa”, cosf”, cosy”,

R

cosa”, cosf”, cosy”

les cosinus de direction des rayons des quatre points sur la
sphére. Avec ces éléments nous pouvons, a I'aide de la
méthode indiquée (Algébre supéricure, n° 25), former un
déterminant qui s’annulera identiquement. En posant

cos?a—+ cos?f + cos?y =1,

cosa cosa’ -+ cos 3 cos B’ + cosy cosy' = cosabd,
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ce déterminant devient

I cosab cosac cosad

| cosba I cosbe cosbd
| cosca cosch 1 Boscdl e

! cosda cosdb cosdc 1 l

En le développant, on obtient la relation écrite ci-dessus.

Cette relation aurait pu se déduire des propriétés du
tétracdre de la maniére suivante.

Soient A, B, C, D les aires des quatre faces d'un tétraédre,
et représentons par AB langle intériear des deux plans
A et B, etc. Il est clair qu'une face quelconque est égale a la
somme des projections des aulres faces sur son plan. Nous
pouvons donc poser les relations

—A +BcosAB + CcosAC + D cosAD —o,
AcosBA— B ~+ C cosBC -+ D cosBD —o,
A cosCA +~BcosCB— C + D cosCD =o,
A cosDA -+ BcosDB -+ C cosDC — IS ——0%

Eliminons les aires A, B, G, D entre ces équations; nous

obtenons, sous forme de déterminant, une relation entre les
six angles que font entre eux quatre plans qui se coupent.

Or, ces quatre plans sont quelconques; les perpendiculaires
abaissées sur eux d’un point quelconque rencontreront une
sphére, décrite de ce point comme centre, en quatre points
entierement arbitraires, par exemple a, b, ¢, d, et chaque
angle, tel que ab, sera le supplément de l'angle corres-
pondant AB compris entre les plans; on déduit de la la
relation précédente.

Remarque. — L’annulation d’'un déterminant (voir A4{-
gébre supérieure, n° 33, Ex. 1) fait voir que les premiers
mineurs d’une colonne quelconque sont respectivement
proportionnels aux premiers mineurs correspondants d’une
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autre colonne. Les résultats trouvés dans le numéro présent
nous montrent ainsi que les mineurs du second déterminant
sont proportionnels aux aires des faces du tétraédre.

Le lecteur démontrera sans difficulté que, quatre points
étant donnés sur la sphére, chacun des premiers mineurs du
déterminant correspondant est cette fonction des éléments
d’un des quatre triangles sphériques formés par les points
que nous avons signalée dans la note du n° 32 et a laquelle
Von Staudt (Journal de Crelle, t. 24, p. 252) a donné le
nom de sinus de U’angle solide sous-lendu au centre de la
sphére par le triangle en question.

55. Zrouver le rayon de la sphére circonscrite au
tétracdre.

Puisqu’une aréte quelconque @ du tétraédre est la corde
de I'arc dont le cosinus est «, nous avons

el des expressions semblables pour 3,v, . ... Substituons ces
valeurs dans la formule du numéro précédent; elle devient

I

F . a@2d?b?e®+2 b2 2+ 2 f2a?d? — atdt — D' et — ctf*
D - = — e O)
Al.u

ou bien, en posant

ad + be + cf = 285,
nous obtenons

2

ab S(8—ad) (5= be) (S —icf)

30 V?

Celte relation a été trouvée d’une autre maniére dans

Pdlgebre supéricure, n® 26.
Comme exercice, le lecteur pourra démontrer que la plus
courtedistance entre deux arétes opposéesd’un tétracdre est

cm 1 2 3 4 5 © unesp® 8 9 10 11 12 a3



cm

LA LIGNE DROITE. Do
égale au sextuple du volume, divisé par le produit de ces
deux arétes et du sinus de leur inclinaison mutuelle.

Cette inclinaison peut elle-méme s’exprimer en fonction

des arétes a 1’aide de la relation
2'ad cosd — b2+ e — c?— f2.

56 ('). Nous pouvons établir les formules générales de la
transformation des coordonnées tétraédriques en allantun peu
plus loin, dans la recherche du centre des moyennes distances,
que nous ne 'avons fait dans le n° 9. Soit un tétraédre dont
les sommets sont Py, Py, Py, P;. Sila droite qui joint P & P,
est partagée en P’ dans le rapport de n a m, si celle qui unit
P’ a P, est divisée en P’ dans le rapportde /a m + n, et enfin
si de méme la droite P"P, est partagée en P dans le rapport
de &k & [+ m + n, la perpendiculaire abaissée d’un point P
sur un plan tel que les perpendiculaires abaissées sur lui des

points Py, Po, Py, P, solent respectivement égales a &, 2.,

Z3, Z; aura pour expression

__kxy+lxy - mas; - na,

k+Ll+m-+n

Or, il est évident que le rapport de & a & -~ [ -~ m + n est
égal an rapport de la pyramide, qui a pour base P,P; P, et
pour sommet P, a lapyramide de méme base qui a son sommet
en P, ; ou encore que ce rapport est égal a celui des perpen-
diculaires abaissées de ces mémes points sur le plan P, P, P;.
Nous aurions des valeurs semblables pour les coefficients de
Xoy X3 €L Zy.

Supposons maintenant que nous appelions £ la perpendi-
culaire abaissée de P sur le plan P,PyP;, 5 celle qui est
abaissée du méme point sur le plan PP, P, { celle qui se

(') A une premiére lecture, les éléves peuvent passer le reste de ce
Chapitre.
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rapporte au plan P,P;P; et o celle qui est relative au plan

P, P, Py; notre équation peut étre écrite sous la forme

02y Cas W,

Mo % Wo

11 est clair que des équations semblables nous donneront
les perpendiculaires abaissées de P sur les autres plans de
référence; par exemple, nous aurons

y= 400
So Mo

En écrivant ces quatre équations, nous avons de la sorte le
systéme complet qui est nécessaire pour la transformation des
coordonnées, c’est-a-dire pour passer des anciens plans
x, ¥, 3, w aux nouveaux plans &, 7, {, o.

Il sera quelquefois commode de n’employer qu'une seule
lettre pour représenter les rapports £: &, .... Nos expressions
y gagneront en concision, mais elles y perdront au point de
vue de ’homogénéité apparente.

Il est évident que la transformation de coordonnées est
tout a fait semblable ici a celle qu'on emploie dans le cas des

plans coordonnés ordinaires.

57. Soient x,, ¥¢, 5, W, les perpendiculaires abaissées des
sommets du tétracdre original sur les faces opposées; soient
A, B, G, D les aires de ces faces et 'V le volume de ce tétracdre;
nous avons évidemment la suite d’égalités

Azy=By,=Cs5,=Dw,=3V.

A T'aide de cette relation, nous pouvons écrire les solutions
des équations du numéro précédent sous la forme

E___xi.l y& sk wh

o AT )

&y Yo =) Wo
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ici, &, £, &, & sont les perpendiculaires abaissées des
sommets du tétratdre original sur le plan &.

De méme la relation qu’on obtient en égalant le volume du
tétraédre de référence a la somme des quatre tétracdres qui
ont ses faces pour bases et un point quelconque pour sommet,
c’est-a-dire la relation

Az +By+Cszs+Dw=3YV,
peut étre mise sous la forme

@ ¥ 3 W
+ D =,
&y Yo %o o

et, d’une maniére analogue, la relation qui lie chaque systéme
de coordonnées homogeénes avec une quantité constante sera

7 4 (2

i3 o
& Mo ) Wo
(comparer avec le n° 63 des Sections coniques).

Exercice.

Ezprimer le volume d’un tétraedre en fonction des coordonnées
homogenes de ses sommets.

Dans le n° 36 nous avons trouvé, sous forme de déterminant, une
expression pour le sextuple du volume W. Multiplions-la par le
déterminant

| cosa cosfl cosy

an >

cosz” cosf3

0
cosa' cosB' cosy o
0

cosy”

o (o] o I

qui est le méme que celui de la note du n° 32, et servons-nous des
transformations (G)dun® 18; nous trouvons que le sextuple produitde
W par la quantité que nous appelons le sinus de Uangle solide (XYZ)
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est égal a
XU vl 7
Xy g
‘w l'w r/w
Xl\' \'IV Zl\
Mais ces coordonnées sont mesurées le long des axes, et il nous
faut rapporter le systéme aux perpendiculaires abaissées sur les

plans coordonnés. Or, nous pourrons écrire les nouvelles coor-
données sous la forme

x = Xsinp, ¥ =7Ysing z=7Zsinr
]7 o ) )

P> ¢, r étant les angles que les axes des X, des Y et des Z font res-
pectivement avec les plans des YZ, .... En conséquence,

z!

= 6 Wwsinp sing sinr sin(XYZ).

Nous pouvons mettre cette égalité sous une autre forme, en remar-
quant que, pour le tétraédre de référence, le déterminant se réduit au
produit qui constitue son terme principal générateur, ce qui nous
donne

20¥050wo = 6V wysinp sin g sinr sin(XYZ).

En divisant membre & membre l'équation ci-dessus par cette

derniére, nous avons la relation

(z'y"z"w) W

&0y 03 Wo Vi
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57 a. Si, dans le n° 40, nous avions fait usage des coor-

données tétraédriques, nous aurions eu, pour les coordonnées

d’un point quelconque P de la ligne qui joint les points P,

et P, les expressions

z=lx  + ma,,

y=1ly,+my,,

5z =1z, + mz,,

w=1lw, + mw,.

Eliminons / et m entre ces équations; nous obtenons
pour résultat chacun des déterminants que fournit la matrice
|z
Zy N
| Z2 Y2 32
(les quatre déterminants ne renferment les coordonndées des
|
points P, et P, que dans les groupements
(y152), (51 22), (21 ya),

(Zyw), (Y1wa), (5102),

et ces derniéres quantités sont lides entre elles par I'identité

(,)’133.)(x1ﬂ’g)—!—(:11’2)(()’1("3) +(21)a) (515) = 0.

2

On voit ainsi que ces six quantités équivalent a quatre
rapports indépendants qui déterminent les équations; ce sont
les coordonnées homogenes de la droite. Pour abréger, nous
les représenterons souvent par les lettres

P9 T

s, &, u;

elles pourront étre ou ne pas étre affectées des deux indices
qu’il peut étre nécessaire d’ajouter dans certains cas pour
spécifier les points qui déterminent la droite. Dans tous les
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cas, elles sont assujetties a vérifier la relation
ps+qt+rae—o.

Nous avons trouvé dans le n° 530 (Exercice) la signification
géométrique de ces coordonnées. Nous avons vu que chacune

d’elles, par exemple () 3.), est le produit de la distance P, P,

par le sinus de I'angle compris entre les plans qui figurent
dans ’expression, multiplié par le produit de la plus courte
distance de P,;P, a l'aréte suivant laquelle ces plans se
coupent et du sinus de I'angle que fait cette aréte avec P, P,.

Les équations qui lient les coordonnées d’un point avec
les coordonnées d’une droite passant par ce point nous sont
donc fournies par deux des quatre relations suivantes :

. yu—zt+wp=o,
—u . 58 +—wqg=0o0,
xt —ys . +—wWr—o,
zp +yq +sr =10

sy

A Taide de la condition générale
ps +-qt +ru—=—o,

deux quelconques d’entre elles peuvent toujours se déduire
des deux autres. Ce sont les équations de la droite considé-
rée comme liew de points ou comme rayon.

57 b. De méme (n° 38), soient

(@, by, ¢, dy), (as, by, Cyy dy)
les coordonnées de deux plans II;, I, ; les coordonnées d'un

plan quelconque passant par leur intersection sont

@ = \a, + p.ay,
b =210y + p.b,,
¢ =Ac¢y + pco,
d=2\d, + pd,.
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Par suite, si nous considérons la droite comme enveloppe
de plans ou comme axe, et si nous éliminons A et ., nous
avons pour résultat le systeme d’équations

e

|
{_4- :
I

Nous adopterons les notations suivantes, par analogie avec

bissic. id

“ ait biwic)s d

| @z by ¢y do

celles que nous avons choisies précédemment :

(bicy) =mya, (C1@2) =215, (a;bs)=pys,

(ardy) =015, (bydy) =713, (c1dy) =vys.

Les équations de la droite peuvent alors étre écrites comme il
suit, en négligeant les indices,

: bv —ct +dr=o,
— av . +co+dx—=o,
at —bs . +dp—=o,
aw + bx+ cp M—10}
avec la condition
nc+zt+p'):0.
Si le point Py est situé sur la droite que nous considérons,
nous avons
axy—+ by, +cz +dwy—=o.
Nous pouvons alors remplacer @ et b par leurs valeurs en
fonction de ¢ et d et égaler & zéro les coefficients de ¢ et d.
Nous procéderions de méme pour les deux autres coor-
données. Nous en déduisons, dans ce cas :

Yip — 5% =W a—0,
— &4 P o =TT —0,
Zyt— YT . W

X410+ YT 1+ 510 .
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De méme, si dans le numéro précédent nous avions cherché
les conditions pour que le rayon soit contenu dans le plan
(a, b, ¢, d), nous aurions trouvé les équations

br —cq + ds —o,
—ar . +cp-t+dt —o,
ag— bp . +du =o,

as + bt + cu =0

Si de plus le point P, est également situé sur 'axe, nous
trouvons les relations
/;;v/:/':.\':t:l/:c:::u:::x:p,
ou, en d’autres termes, si la droite qui unit Py a P, est iden-
tiqueavec la droite suivant laquelle II; et I, se coupent, chacun
des déterminants de la matrice suivante,

[ (1%2) (s1@a) (21ye) (24w5)  (yaiws)  (51s) ’I
il I

(aydy) (bidy) (eydy) (byes) (cras) (@ by \‘J

sera nul.

Nous voyons de la sorte que les équations d’une droite en
coordonnées homogénes peuvent étre exprimées a 'aide de
I'un ou I'autre de ces systémes. On passe de 1'un a 'autre en
échangeant entre elles les coordonnées p ets, ¢ et ¢, r et w.

Remarque. — Ces résultats sont tout simplement une
autre maniére de présenter le systeéme des quatre équations
simultanées

a2+ by yy + ¢35 +dyw,—o,
A&y + by ¥s+ €55+ dyws =0,
Ay Xy —+ [)29‘1 -+ C95y + (Zg(\'1 =0}

A &3+ by ya + €255 +- dywya — 0.

57 c. Le déterminant des coordonnées homogénes de quatre
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points

dont nous avons trouvé la valeur géométrique au n® 57
(Exercice), peut étre développé comme dans 1’Algeébre
supérieure (n° T). 1l est facile de s’assurer que ses termes
se composent de groupements constituant des seconds
mineurs, qui sont les coordonnées homogénes de droite
auxquelles nous sommes- parvenu dans le n® 57 a.

Si la droite qui joint les points 1 et 2 rencontre celle que
déterminent les points 3 et 4, ces quatre points sont dans un
méme plan et le déterminant ci-dessus est nul.

On en conclut ainsi que, pour que les deux droites

('/;, q, 1'\)’ (/[:’, gl )

sy 0, Sl
se coupent, il faut que leurs coordonnées vérifient la relation
I ’
ps' —+sp' - qt’ + tq' + ru’ + wr' == o.

5T d. D’aprés ce qui précéde, nous voyons comment
on peut déterminer les droites qui rencontrent quatre droites

données.

\

. Dy (2L 5 ; 3
Soient (/97 1/ ”) les coordonnées de la droite cherchée et
e Bt ]

/ S
P91 71\
A5

Kok - celles des droites données. Les coordonnées
\ 1y by Uy

de la droite inconnue doivent vérifier les relations
Psy+ qt + ruy + spy + tgy + ury — o,
PSa—+ qls —— rus —- Sps + Lgs + urs — o,
PSs -+ qly + rus + sps -+ lgs —+ urs=—o,

PSe + qty + ru, = sp, + tq, -+ ur, = o,

9 10 11
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qui permettent d’exprimer p, ¢, r, s linéairement en fonction
de t et u. En portant les valeurs ainsi calculées dans I’équation

universelle
psS +qt +ru=—o,

nous obtenons une équation du second degré en ¢:u qui
détermine les droites cherchées; elles sont au nombre de

deux.

57 e. Pour trouver les formules de transformation des
coordonnées de droite, 1l suffira de considérer les relations
a l'aide desquelles on transforme les coordonnées de deux
points ou de deux plans.

Soient, par exemple,

z =z, X +2,Y + 232 + 2, W,
X +2Y +y3Z + 7W,

nous avons

¥ ¥ y,,l‘x Y Z. W
X W \\"”

'y’ 3 =g Zy
ou hien

p = pauP + ps; Q + paR -+ pS + pa, T + ps, U,
q = q2P + ¢ Q + g2 R + ¢S + ¢ T + g3, U,
r=ruP + r5 Q-+ r R+ ryS + ry T+ r U,
§ = $93P + 55, Q + s;2R + 5,5 + 8, T + 53, U,
t = ty3P + 3, Q+ ¢ R+ ¢S + 6, T+ &,

=y P + w3 Q + up R+ 1), S + 1, T + uy, U.

Les coefficients de transformation sont évidemment les
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coordonnées des arétes du nouveau tétraédre rapporté a
I'ancien.

Si nous ajoutons ces équations membre & membre, aprés les

avoir respectivement multipliées par s, t4, wis, Piay Gia,
7141, nous obtenons évidemment la valeur de P en fonction
des anciennes coordonnées, et le facteur qui multiplie P
(n° 57 ¢) est le module de la transformation. Il est facile de
compléter la solution.

S. == Géom. a trois dim. .
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CHAPITRE IV.

PROPRIETES COMMUNES A TOUTES LES SURFACES
: DU SECOND DEGRE (1).

58. Nous écrirons I’équation générale du second degré sous
la forme

(@5ibyic, sty eyl it )z, 50,%, T) =0

ou
ar?+ by*+ cz2+4-d+ 2fys
+2gsx + 2hay + 2l +2my—+ 2anz=o.

Cette équation contient dix termes; mais, comme sa signi-
fication ne change pas, si nous rendons I'un des coefficients
égal a I'unité en divisant tous les termes par ce coefficient,
nous voyons que neuf conditions suffisent pour déterminer
une surface du second degré, ou, comme nous 'appellerons
par abréviation, une quadrigue (*).

Ainsi, ¢tant donnés neuf points appartenant a la surface, si
dans 'équation générale nous remplacons les variables par
les coordonnées correspondantes de chacun d’eux, nous
obtiendrons neuf équations qui suffiront pour déterminer les

2 b ¢ d
neuf Inconnues —, —, —y -
a a a

(') En comparant notre maniére de procéder ici a la discussion corres-
pondante de I’équation du second degré (Sections coniques, chap. X), le
lecteur verra que les méthodes employées sont identiques dans les deux cas
et que beaucoup des résultats que 'on en déduit sont semblables.

(*) Dans leur 7raité de Géometrie de l’espace, MM. Frost et Wolsten-
holme donnent aux surfaces du second degré le ~om de conicoides.
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On verrait de méme que le nombre des conditions néces-
saires pour déterminer une surface de degré n est inférieur
d’une unité au nombre des termes que renferme I'équation
générale.
L’équation d'une quadrique peut aussi (n°® 38) s’exprimer
par une fonction homogéne des équations de quatre plans
donnés z, y, z, w, telle que

(a,b,c,d, f, g h,l,m, n)(z,y, 5 w):—0

ax*+ by*+ cz* - dw?+ o fyz + 2gz2
+2hzy + 2lxw 4 2myw + 2nzw = 0;

car les neuf constantes qui figurent dans la derniére équa-
tion que I'on vient d’écrire peuvent étre déterminées de
telle sorte que la surface passe par neuf points donnéset, par
suite, coincide avec une quadrique donnée. On peut de méme
(Sectionsconiques,n® 69 )rendre homogeéne une équation ordi-
naire en x, ¥, %, en y introduisant 'unité linéaire (que nous
appellerons ). Nous ferons fréquemment usage des équa-
tions écrites sous cette forme, afin de donner plus de symétirie
aux résultats. Cependant, pour plus de simplicité, nous ne
nous servirons, en commencant, que des équations en z, ¥, 5.

59. On passe d’un systéme de coordonnées a un autre,
dont les axes sont paralléles & ceux du premier systéme et
sont issus d’un point donné (&, »', z'), en remplacant res-
pectivement x, y, s par z + &', y +»', z + z'. En opérant
ici cette substitution, on trouve que les coefficients des puis-
sances les plus élevées des variables a, b, ¢, f, g, I ne
changent pas, que le nouveau terme absolu est U' (U’ dési-
gnant ce que devient U quand on remplace z, y, 5 par 2/,
), &' dans I'équation donnée), que le nouveau coefficient de

!

: dU A
z est 2(ax'+ hy'+ g5’ + 1) ou 770 etque de méme ceux
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dU’ dU’
de y et z sonl —— et

——- 11 v a ayantage a faire usage des
dy' dz’ y T 2

AEaE : dU dU dU

abréviations U,, U,, U, au lieu de ——;, —, ——.

dx " dy  ds
60. Nous pouvons exprimer I'équation générale en coor-
données polaires, en remplacant respectivement z, y, z par
Ap, o, vp. Si les axes sont rectangulaires, A, ., v sont respec-
tivement égaux & cos, cos (3, cosy. S'ils sont obliques (voir
la note de la page g), A, 11, v sont encore des quantités qui
ne dépendent que des angles que le rayon vecteur fait avec

les axes. L’équation devient alors

p2(al+ bp2+cvi—+ 2 fpv + 28vh + 2 adp)
“+ 2p({k -+ mp. 4+ nv) +d=o.

Cette relation, étant du second degré en p, donne deux
valeurs pour la longueur du rayon vecteur qui correspond &
une direction donnée. Ce résultat s’accorde avec ce que l'on
a déja démontré (n° 23), que toute droite rencontre une
quadrique en deux points.

61. Considérons d’abord le cas ou l'origine des coordon-
nées se trouve sur la surface (et ou, par suite, d =0). L'une
des racines de ’équation ci-dessus est alors p = 0. Cherchons

{ P
la condition pour que le rayon vecteur soit tangent a la sur-
face a 'origine. Dans ce cas, la seconde racine de ’équation
8 )
sera évidemment aussi égale a zéro; par suite, la relation

cherchée sera
L+ mp~+ nv=o.

Si nous multiplions cette équation par p et si nous rempla-

¢ons Ap, 1, Vp par z, ¥, 3, elle devient

lx 4+ my—+ nz=o.

Elle exprime évidemment que le rayon vecteur se trouve
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dans un certain plan fixe, et, comme A, 1, v ne sont assujeltis
a aucune autre restriction que celle que nous venons d’écrire,
tout rayon vecteur, qui passe par l'origine et se trouve
tracé dans ce plan, est tangent a la surface.

D’aprés cela, nous voyons qu’en un point donné d'une qua-
drique on peut mener une infinité de tangentes, que ces
tangentes sont toutes situées dans un méme plan, appelé le
plan tangent au point, et que, si’équation de la surface est
mise sous la forme U, + U, = o, I’équation du plan tangent
a I'origine sera U, = o.

62. Au moyen d’une transformation de coordonnées, nous
pouvons trouver I’équation du plan tangent en un point quel-
conque (&', y', &') pris sur la surface; car, en déplacant les
axes de maniére a prendre ce point pour origine, le terme
absolu de la nouvelle équation s’annule, et I'équation du plan
tangent est (n°59)

22U + yU', + sU, = o,
ou bien, en relournant aux anciens axes,

(2 — YU, + (y — YU, + (5 — #) U, =o.

Cette équation peut se mellre sous une forme plus symé-

trique par l'mtroduction de I'unité linéaire w. U devient
alors une fonction homogéne de quatre variables, et, comme le
point(z', ', z, w')satisfaital’équation delasurface, nousavons

2 U, + Y U, + MU, + w' U, = o.

En ajoutant cette équation a la derniére que nous avons
trouvée, nous obtenons1’équation du plan tangent sous la forme

U + yU, + sU; +wU, =20 —o;
ou bien, en développant,

z(az' + hy + g3+ ') + y(ha'+ bw' + fz' + my')
+3(gx'+ hy 4+ c3'+ nw') + w(lax' + my' + n3' + dw')=o.
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On remarquera que cette équation est symélrique en
(z,y,5,w)et(x,y,3,w), et qu'elle peut également s’écrire

x’Ul—f—)/IUQ_i_ :lL'v;;“f—(VlU/,:O.

63. Trouver le point de contact d’une tangente ou d’un
plan tangent mené par un point (z', y', ', w') qui n’est pas
sttué sur la surface.

La derniére équation que I'on vient de trouver établit une
relation entre les coordonnées z, y, z, w d'un point quel-
conque du plan tangent et celles de son point de contact,
z', y', ', w'. Puisque nous voulons exprimer, actuellement,
que les premiéres sont données et que nous cherchons les
secondes, nous n’aurons qu’aenlever les accents a ces derniéres
et a les mettre aux premiéres. Nous trouvons alors que le point
de contact cherché doit étre situé dans le plan

22U, + yU,+ zU,+wU, =o,

que l'on appelle le plan polaire du point donné. Comme le
point de contact n’est soumis qu’a cette seule condition, le
plan tangent en I'un quelconque des points ou le plan polaire
rencontre la surface passera par le point donné, et la droite
qui joint le point de contact au point donné sera une tangente
ala surface. L’ensemble de toutes ces lignes droites forme une
surface que I'on appelle le cdne tangent (') a la surface issu du
point donné.

Remarque. — Fn général, toute surface qui est engen-
drée par des droites qui passent toutes par un méme point

s’appelle un céne, et le point par lequel passent toutes ces

droites prend le nom de sommet du cone. Un cylindre (voir

(*) Ou le cone circonscrit.
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n°23, note) est le cas limite d’'un cone dont le sommet est infi-

niment éloigné.

64. On peut aussi considérer le plan polaire comme le lieu
des moyennes harmoniques des rayons vecteurs qui passent
parlepole. Déterminons en effet le lieu des points qui divisent
harmoniquement les rayons menés par lorigine. Soient

' et " les racines de I’équation du second degré trouvée au

n°60, et p le rayon vecteur d'un point du lieu. Nous devons

avoir
2(Al+ p.m —+vn)
— L

ou bien, en revenant aux coordonnées z, v, z,
lx +~my—+ nz+d=o,

et cette équation est celle du plan polaire de Dorigine,
comme on peut s’en assurer en faisant 2'=o0, ' =0, =0
dans I'équation développée (n°62).

65. S¢ le plan polaire d’un point A passe par B, le plan
polaire de B passera par A.

En effet, I'équation du plan polaire étant symétrique par
rapport a (z, y, z) et (&', 5/, 5'), nous obtiendrons le méme
résultat en portant les coordonnées du second point dans
'équation du plan polaire du premier, ou en faisant 'opéra-
tion inverse.

L’intersection des plans polaires de A et B est une droite
que nous appellerons la droite polaire de la droite AB par
rapport a la surface considérée.

Il est facile de voir que la droite polaire de la droite AB est
le lieu des péles de tous les plans qu'on peut mener par la

droite AB.

66. Si dans I’équation primitive nous avons non seulement
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d == 0, mais aussi = 0, m = 0, n = o, l'équation trouvée
pour le plan tangent a l'origine (n°61) devient illusoire,
puisque chacun de ses termes s’annule séparément, et il
n’existe pas de plan auquel on puisse donner le nom de plan
tangent a l’origine. En effet, le coefficient de p (n°60) s’an-
nule quelle que soit la direction du rayon vecteur, et par suite
toute droite menée par I'origine rencontre la surface en deux
points consécutifs. On dit alors que l'origine est un point
double de la surface.

Dans le cas actuel, I'équation représente un céne dont le
sommet est a I'origine, et il en est de méme pour toute équa-
tion homogeéneen z, ¥, z. En effet, si une équation de ce genre
est satisfaite par les coordonnées 2/, 3/, 7/, elle sera aussi
vérifiée par les coordonnées ka', ky', kz' (k étant une con-
stante quelconque), c’est-a-dire par les coordonnées de tous
les points de la droite qui joint (2, /, ') a l'origine. Cette

droite est donc située tout enticre sur la surface, qui doit,

par conséquent, se¢ composer d'une série de droites mendées
par l'origine.

L’équation du plan tangent en un point queleonque du
cone que nous considérons en ce moment peut se mettre sous
I'une des deux formes

2U| +yU,+sU =0, 2'U,+ ' U,+3'U;=o.

La premiére (qui ne renferme pas de terme absolu) montre
que le plan tangent en un point quelconque du cone passe par
I"origine; la seconde fait voir que le plan tangent en un point
quelconque (&', »', ') est tangent a la surface en chaque
point de la droite qui joint (', »/, z’) au sommet; car I'équa-
tion continuera a représenter le méme plan, si nous rempla-
cons (x', ¥, &) par (ka!, ky', k3').

Sile point (', »/, 2’) n’est pas sur la surface, la derniére
équation que nous venons d’examiner représente le plan
polaire de ce point. On voit ainsi que le plan polaire d’un
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point quelconque passe par le sommet du cone et que tous
les points situés sur une méme droite passant par ce sommet
ontle méme plan polaire.

Pour trouver le plan polaire d’'un point quelconque par
rapport & un céne, il nous suffit de considérer une section
passant par ce point et de déterminer la polaire du point par
rapport a cette section. Le plan polaire cherché s’obtient
alors en joignant cette polaire au sommet du céne. On a
démontré en effet (n° 64) que le plan polaire doit contenir
cette polaire, et on vient de faire voir qu’il doit passer par
le sommet.

67. 1l nous est facile de trouver la condition pour que
I’équation générale du second degré représente un céne, car
sil en est ainsi, il sera possible, au moyen d’une transfor-
mation de coordonnées, de rendre les nouveaux coefficients
l, m, n,d égaux A zéro. Les coordonmées du sommet de-
vront donc satisfaire (n° 59) aux conditions

Wh=my =0y U=, (Uf'=0x

La derni¢re, combinée avec les trois précédentes, équi-

vaut a U, = o. Ainsi, si nous éliminons 2, ', z’ entre les
quatre équations
ax' + hy + g3+ 1
ha' +— by + f3' +m
gx' + fy +c3 +n
lz' +~my' +n3 +d
nous obtiendrons la condition demandée sous la forme du
déterminant
h
b

S
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ou bien, en développant,

abed + 2afmn + 2bgnl + 2chlm + 2dfgh
— belr— cam® — abn®*— adf* — bdg? — cdh?+ f> 2
+ &*nmP+ hPn*—aghmn —2hfnl — 2fglm =o.

Nous mettrons souvent cette équation sous la forme A = o,
et nous dirons, comme dans les Sections coniques, que A
est le discriminant de la quadrique donnée.

Nous verrons, dans ce qui suit, qu'il est commode de se
servir des abréviations A, B, G, D, oF, 2G, oI, 2L, 2M,
2N pour représenter les dérivées de A prises respectivement
par rapport a a, b, ¢, .... Nous aurons ainsi

A =bed + ofmn— bn* — cm* — df?,
=cda +2gnl —cl? —an®* —dg?,
—dab —+ 2hlm — am® — bl> — dh?,
-abc +2fgh —af* — bg® — ch?,
—amn +dgh — adf + fI* — hnl — glm,
onl —+dhf —bdg + gm*— flm -- hmn,
-clm +dfg —cdh + hn®* — gmn - - fnl,
L =bgn +~chm —bcl +1{f* —hfn — gfm,
M—=chl +afn -—cam—+ mg*— fgl — ghn,
N=afm-+bgl —abn + nh*® — ghm — LfL

68. Revenons maintenant & Péquation du second degré

du n°® 60, ot nous supposerons que ¢ n’est pas nul, et cher-
chons la condition pour que P'origine divise le rayon vecteur
en deux parties égales. Il est nécessaire el suffisant que le
coefficient de p dans cette équation soit ¢gal a zéro; car nous
aurons alors pour o deux valeurs égales et de signes con-
traires. La condition cherchée est donc

I+ mp + nv=o.

En la multipliant par p, nous voyons que le rayon vecteur
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doit se trouver dans le plan
lx 4+~ my—+ nz—=o.

Donc (n° 64) toute droue menée par lorigine dans
un plan paralléle aw plan polaire de ce point est divisée
en deux parties égales par Uorigine.

69. Mais, si nous avons [ =0, m = 0, n = o, toute droite
menée par lorigine sera divisée en deux parties égales par
ce point. On dit alors que 'origine est le centre de la surface.

In général, une quadrique n’a qu’un centre; car, si par
une transformation de coordonnées nous cherchons a rendre
les nouveaux coelficients /, m, n égaux a zéro, nous obtenons
les trois équations

U, —=o0 ou aa' +hy +g3s+1 =o,
U,=o0 ou ha' + by +f3 +m =o,
U —"0or on" oz +fy' +c3 +~n =o,

qui sont suffisantes pour déterminer les trois inconnues
', ', 7. Les valeurs que I'on en déduit sont

i L ey M N
L= “) Yy = ‘)*7 by _1)’

L, M, N, D ayant la méme signification qu’au n°67.

Si 'on a D = o, les coordonnées du centre deviennent
infinies et la surface n’a pas de centre a distance [inie. Si
nous mettons 1’équation générale sous la forme

U, + U, +U,=o,

il sera évident que D est le discriminant de U, (').

(*) 1 se peut que les numérateurs de ces fractions s'annulent en méme
temps que le dénominateur; dans ce cas, les coordonnées du centre de-
viennent indéterminées et la surface a une infinité de centres. Ainsi, si les
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76 CHAPITRE IV.
70. Trouver le lieu des points milieuz des cordes paral-
léles a une droite donnée

Opérons une transformation de coordonnées, de maniére a
prendre pour origine un point du lieu cherché; les nouveaux
coefficients /, m, n doivent vérifier la condition (n°68)

N+ mp.—+ nv—o,
donc (n° 59) I'équation du lieu est
AU+ pUy vU; = 0.

Elle représente un plan qui passe par lintersection des
trois plans U; = o, U, = o, U; = o, c’est-a-dire par le centre
de la surface. On Pappelle le plan diamétral conjugué de
la direction des cordes données.

Soit (z', y', ') un point quelconque du rayon vecteur
mené par I'origine parallelement a la direction donnée ; I’équa-
tion du plan diamétral conjugué de cette direction peut s’écrire

2'Uy + y' Uy + 5’ Uy = o.

Prenons maintenant I’équation du plan polaire du point

(kz!, ky', k3')

kz' Ui+ ky' Uy+ k3’ U+ U, = o.

trois plans U,, U,, U, passent tous par la méme droite, tout point de cette
ligne sera un centre. Les conditions pour qu’il en soit ainsi peuvent
s'écrire

zx 7k S el

h & f m| =o.

Zaiadie fn
Cette notation indique qu’on doit égaler a zéro les quatre déterminants
qu’on obtient en laissant successivement de coté chacune des colonnes du

systéme précédent. Nous nous réservons de discuter ces cas d’une maniére
plus compléte dans le Chapitre suivant.
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e
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Divisons par £, et puis faisons & infini. Nous voyons alors que

le plan diamétral est le plan polaire du point qui est situé a
I'infini sur une droite menée parallelement a la direction don-
née. Nous aurions pu arriver au méme résultat al’aide de consi-
derations géométriques ( Sections coniques, n® 324). De méme,
le centre est le pole du plan a 'infini; car, si nous prenons le
cefitre pour origine, son plan polaire (n° 64) est d = o, et cette
équation représente (n° 30) un plan situé a une distance infinie.

Dans le cas ou la surface donnée est un cone, il est évi-
dent que le plan, quidivise en parties égales les cordes paral-
leles & une droite menée par le sommet, est le méme que le
plan polaire d’'un point quelconque situé sur cette droite. En
effet, on a démontré que tous les points de la droite en ques-
tion ont le méme plan polaire ; done le plan polaire du point
situé a l'infini sur cette droite est le méme que celui d’un
point quelconque de la droite.

71. On obtient I'équation du plan qui divise en deux par-
ties égales les cordes paralleles a I'axe des z en faisant
=0, v=o0 dans I'équation du n°70. On trouve ainsi que
celte équation est

U =0 ou azx+hy+gzs+Ll=o0 (1).

Ce plan sera parallele & 'axe des y, si 2= o. Mais telle
est aussi la condition pour que le plan conjugué a la direction
de P'axe des y soit parallele a 'axe des z. Donc, s¢ le plan
conjugué a une direction donnée est paralléle a une se-
conde droite donnée, le plan conjugué & la direction de
cette derniére droite est paralléle a la premicre.

(') Il en résulte que le plan z = o divisera en parties égales les cordes
paralléles a 'axe des @, si 4 =0, g =0, { = 0; ou, en d’autres termes, si
I'équation ne renferme pas de termes de degré impair en . Il est d’ailleurs
évident qu’il doit en étre ainsi pour que nous ayons des valeurs de z égales
et de signes contraires pour des valeurs déterminées, mais d'ailleurs quel-
conques, de y et de z.

cm 1 2 3 4 5 © unesp® 8 9 400 1L 12 A3



cm

78 CHAPITRE 1IV.

Si /i = o, les axes des & et des p sont évidemment paral-
leles a un couple de diamétres conjugués de la section faite
dans la surface par le plan des zy. Et d’ailleurs il est évi-
dent que le plan conjugué a I'un des deux diamétres conju-
gués d’une section passe par I'autre; car le lieu des points
milieux de toutes les cordes de la surface qui sont paralléles
a une droite donnée doit renfermer le lieu des points mi-
lieux de toutes ces cordes qui sont situées dans un plan
donné.

On dit que trois plans diamétraux sont conjugués, si cha-
cun d’eux est conjugué a lintersection des deux autres; et
que trois diamétres sont conjugués, si chacun d’eux est con-

jugué au plan des deux autres. Ainsi, nous aurons un sys-
Jug I ) ]

teme de trois diamétres conjugués en prenant deux dia-
metres conjugués d’une section passant par le centre et le
diamétre conjugué au plan de cette section. Si dans I'équa-
tion générale nous avems f=o, g=o0, h=—o, il résulte
du commencement de ¢e numéro que les plans coordonnés
sont trois plans diamétraux conjugués.

Si la surface est un cone, il est évident, d’aprés ce qu’on a
dit (n* 66 et 70), qu’'un systéme de trois diameétres conjugués
rencontrera une section plane quelconque en des points tels

que chacun d’eux sera le pdle, par rapport a la section, de la

ligne droite qui joint les deux autres.

72. Un plan diamétral est appelé plan principal, quand
il est perpendiculaire aux cordes auxquelles il est conjugué.

Supposons les axes rectangulaires, et soient A, u, v les cosi-
nus de direction d’une corde. Nous avons vu (n°70) que
I’équation du plan diamétral correspondant est

Max +hy +g5+ 1)+ p(hx+ by + fz+ m)
+v(gx + fy +c5+ n)=o.

Ce plan sera perpendiculaire a la corde, si (n°43) les coel-
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ficients de 2, ¥, z sont respectivement proportionnels a A, u, v.

Cette relation nous donne les trois équations suivantes :
Aa + ph+vg=k),
Ao+ p.b -+ v‘/' — k -,
Ag+ wf+ve =kv.

Si nous éliminons A, ., v entre ces trois équations, qui sont
linéaires par rapport a A, 1, v, nous obtenons le déterminant

o

5

o}

C—/.‘l

En le développant, nous trouvons, pour déterminer A,
I'équation du troisieme degré

B3 —Fk(a+ b—+c)+ k(bec+ ca~+ ab— f2— g* — h?)
— (abc+ofgh—af*— bg*— ch®)=o.

En substituant successivement dans les équations précé-
dentes les trois valeurs de & que donne cette derniére équa-
tion, nous pourrons déterminer les valeurs correspondantes
de ), p, v. Donc, en général, une quadrique a trois plans
diamétrauzx principauzx. Les trois diamétres qui leur sont
perpendiculaires s’appellent les axes de la surface. Nous
discuterons cette équation d’une maniére plus compléte dans
le Chapitre suivant.

Exercice.
Trouver les plans principauz de la surface
722+ 6%+ 552 — fay — 4y5 = 6.
L’équation du troisiéme degré en £ est
k3 —18k2 + g9k — 162 = o,
dont les racines sont 3, 6, 9. Mais nos trois équations en A, p, v sont

JA—op=4kX, —oA4+6p=1rp, —op-+5v=rhky.
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Si nous y faisons & =3, nous trouvons 2 = p. =v. Multiplions
par p et remplacons Ap, ip, vp par z, ¥, 5; nous avons, pour les
équations de l'un des axes, 22 =y = 5. Le plan mené par l'origine
(qui est le centre) perpendiculairement a cette droite a pour équa-
tion  + 2y + 2.5 = 0. On trouverait de méme que les équations des
deux autres plans principaux sont

2 — 2y +35=0, 22+y—235=0 (1)
73. Les sections d’une quadrique par des plans paral-
leles sont des courbes semblables entre elles.

Comme nous pouvons prendre un plan quelconque pour
plan des zy, il nous suffit de considérer la section faite par
ce plan et que I'on obtient en faisant s = o dans I'équation
de la surface. Mais nous aurions la section que détermine un
autre plan paralléle quelconque, en rapportant I'équation de
la surface 4 de mouveaux axes, paralleles aux premiers et
passant par une nouvelle origine, et en faisant z = o dans
I’équation transformée.

Si nous conservons les plans des yz et des zz, et sinous
déplacons le plan des zy parallelement a lui-méme, nous
obtiendrons la section qu’il détermine dans la surface en

posant z = ¢ dans I'équation; car il est bien évident qulil

revient au méme de remplacer z par z —+ ¢, puis de faire
5=o0, ou de poser de suite z = c.

Comme cette transformation n’altére pas les coefficients
de 22, zy et y2, les courbes obtenues sont semblables.

(*) Soit U l'ensemble des termes du degré le plus élevé dans I'équation,
et soit S la quantité
(bc — f*)z*4-(ca — g*)y*+ (ab — A*) 5°
+2(gh —af)yz+2(hf—bg)zx +2(fg — ch)zxy.
En prenant lorigine pour centre, 'équation des trois plans principaux est
donnée par le déterminant
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Il est facile de démontrer algébriquement que le lieu des

centres de sections paralleles estle diamétre conjugué aleur
plan, ce qui est d’ailleurs géométriquement évident.

T4. Si ¢’ et p" sont les racines de I'équation du second
degré trouvée au n° 60, leur produit ¢'o" est égal au quo-
tient de d par le coefficient de p®. Mais, si nous rapportons
la surface a de nouveaux axes paralléles aux premiers et si
nous considérons un rayon vecteur issu de l'origine et paral-
lele au précédent, le coefficient de p* n'aura pas changé et le
produit des racines sera proportionnel au nouveau d. Si done,
par deux points donnés A et B, on méne des cordes paral-
leles, rencontrant la surface aux points R, R’ et S, S/, les
deux produits RA >< AR’ et SB >< BS' seront entre eux dans
le rapport constant de U" a U", U’ et U" étant les résultats
qu’on obtient en portant les coordonnées de A et B dans

I’équation donnée.

75. Nous terminerons ce Chapitre en montrant comment les
résultats que nous avons trouvés, en considérant des droites
passant par l'origine, auraient pu se déduire d’un procédé
plus général, analogue a celui que nous avons employé
(Sections coniques, n°91). Par raison de symétrie, nous

ferons usage d’équations homogénes a quatre variables.

Déterminer les points ot une quadrique donnée est
rencontrée par la droite qui joint deux points donnés

(et e alyeoayiet (sl al it

Prenons comme inconnue le rapport p. : A, suivant lequel la

ligne droite en question est divisée par le point ou elle ren-
contre la quadrique.
Les coordonnées de ce point (n°8) sont proportionnelles a

N s et
A+ pa’, Ay +py', A3+ ps’, A4+ pel

S. — Géom. a trois dim. 1.
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82 CUAPITRE IV,
Substituons ces valeurs dans I'équation de la surface ; nous
arrivons, pour déterminer 2:p, a V'équation du second

degré
AU~ 22pnP + p2U” —o.

On voit aisément que les coefficients de 22 et u2 sont les
vésultats que I'on obtient en remplagant dans I'équation de
la surface les coordonnées courantes par celles de chacun des
points; on reconnait de méme (a l'aide du théoréme de
Taylor ou autrement) que le coefficient de %p. peut se mettre
sous l'une des deux formes suivantes :

2 U+ y U+

" U+ y"U,+ 3" U+ " U,

L’équation du second degré ci-dessus nous donnant deux
valeurs pour le rapport %: 1, portons chacune d’elles dans les

px -+ Az
expressions Lf ———, -..; nous obtiendrons les coordon-

\
nées des points ot la quadrique est rencontrée par la droite

donnée.

76. Supposons que le point (2',)', 7', w') soit sur la surface.
Alors U’ = o, et I'une des racines de I’équation ci-dessus est
u. = o; elle correspond au point (2', 3/, &/, '), ainsi que cela
doit étre. Pour que I'autre racine soit aussi p. = o, il faut que
nous ayons P = o. Si done la droite qui joint (2,5, &, ') a
(", 9", 5", @") est tangente a la surface au premier point,
les coordonnées du second point devront vérifier I'équation

a2U| + yU,+ sU, +wlU,=o;

et, comme le point (2",»”,z", w") peut étre un point quel-
conque pris sur .une tangente quelconque passant par
(2, ', 5, w'), il s’ensuit que toute tangenle passant par ce
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SURFACES DU SECOND DEGRE. 83
point se trouve contenue dans le plan dont nous venons
d’écrire I'équation.

T7. Supposons que le point (z/,y', z/, @) n’appartienne
pas ala surface et que cependant la relation P = o soit satis-
{aite. L'équation du n° 735 prend alors la forme

| I

U + p2U" = o,

qui nous donne pour le rapport A:p deux valeurs égales

et de signes contraires. La droite qui joint les points
donnés est donc divisée intérieurement et extérieurement
par la surface suivant le méme rapport, ce qui revient a dire
qu’elle est divisée harmoniquement. Il en résulte que le lieu
des points de division harmonique, qui sont situés sur les
rayons issus de (z', 3/, 7', '), estle plan polaire

22U+ yU,+ sU, +wU,=o.

78. D’une maniére générale, si la droite qui joint deux
points est tangente a la surface, I'équation du n° 75 doit avoir
ses racines égales; les coordonnées des deux points doivent
donc étre liées entre elles par la relation

Uyl —= 2
Le point (&, y/, 2/, &') étant fixe, cette relation devra étre
vérifiée si 'autre point se trouve sur I'une quelconque des

tangentes mencées par le premier point. Le cone engendré par
loutes ces tangentes aura donc pour équation

UU' = P2,
P représentant la quantité

22U\ + y U, + U, + wU,.
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CHAPITRE IV,

Exercice.

’

Trouver Uéquation du cone tangent mené du point (', ', 3')
a la surface

Réponse :

TRt ek ey ]
— _‘_ 5 + 52 —

w2 2

79. Trouver la condition pour que le plan
ax+ By +v5-+0w=o
soit tangent a la surface représentée par [’équation
o]
générale.
Soient , ¥, z, v les coordonnées du point de contact ei /&
M) ) ) p
un multiplicateur indéterminé. Nous avons (n°62)
ke —=ax+ hy+ gz+lw, kf=hx+by + [z + mw,
ky=gx+ fy +cz+nw, ki=Ilx +my-+ ns—+dw.
Ils’agit d’éliminer z, y, z, w entre ces équations auxquelles
on devra adjoindre az + By -+ vz + 6w = o. Résolvons ccs
é(lualions par rapport Az, Y, %, w;nous trouvons
Ax — k(Aa+ HE + Gy -+ L3),
Ay = k (Hz + BB + Fy + M3),
Az = k(Ga+ F@8 + Cy + N3),
Aw — k(Lz +-MB+ Ny+D3) ('),
A, B, G, ... ayant la méme signification qu’au n° 67.
Sinous portons ces valeursdans oz + 3y + vz + dw =o,
nous trouverons que la condition cherchée est

Aa? + B3+ Gy + D& + aF By + 2Gyax + 2
~+2Load +2MB8 4+ 2Ny

’

(") Ces équations fournissent aussi la solution du probléme : Zrouver les
coordonnées du pole d’un plan donne.
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SURFACES DU SECOND DEGRE. 85
Le résultat de I'élimination de A, z, », z, w entre les
quatre équations écrites ci-dessus et I'équation

ax +By+vz+8w=o0

peut évidemment se mettre sous la forme du déterminant
suivant :

4

n

Chacune de ces relations est!’une d_s formes sous lesquelles
on peut écrire la condition que doivent vérifier les coor-
données d’un plan pour que ce plan soit langent a la surface

(voir n® 38); c’est donc I'équation tangentielle de la surface,
ou I’équation de la surface considérée comme enveloppe de

plans.
80, Frormer la condition pour qu’une droite

ax + By +v5 + Sw —o,
dax+By+ys+8w=o
sott tangente a la surface.

Si la droite est tangente a la surface, I’équation du plan
tangent au point de contact sera de la forme

(a+ 2y 4+ (B +2B)y +(y+ M) 5+ (8 +28)w —o.

Si dans les quatre équations du numéro précédent nous
remplacons respectivement o par « + A%, etc., et si entre ces
équations et celles de la droite nous éliminons les six quan-
tités k, kX, x, v, z, w, nous obtenons le résultat sous la
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forme du déterminant suivant, égalé a zévo :
@ f

Al

o a h
B 2 /l /) !
i Ftig n

0 lseans niid

Cette relation est manifestement du second degré par
rapport aux coefficients de la quadrique; c’est aussi une
fonction du second degré des déterminants af3’ — Bo/, ...,
c’est-d-dire des six coordonnées de la droite.

Si dans I'équation trouvée au n® 79 nous remplagons « par
@~ hd/, etc., et si nous formons ensuite la condition pour que
I'équation en A ait ses racines égales, nous aurons pour
résultat le produit de I'équation que nous venons d’écrire par
le discriminant de la surface (Algébre supérieure, n° 33,

En effet, les deux plans tangents qu’on peut mener a unc
quadrique par une droite donnée coincideront si cette droite
est tangenle a la quadrique ou si cette surface a un point
double.

80 a (). Etant données les sixz coordonnées p, q, r,
8, ¢, u d’une droite, déterminer les coordonnées de sa droite
polaire (n° 65).

LLa droite polaire est I'intersection des plans polaives des
deux points qui déterminent la droite donnée, considérée
comme rayon (n° 57 a) :

Uzt gt U5 il 9 = 0,
"

Ulxe + U,y + Uiz -+ Ulw—=o.

(") On peut passer le reste de ce Chapitre 4 une premiére lecture.
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Si on la considére comme un axe (n°57 b), ses coordonnées sont

o= (UULY), «=(ULUY), p'=(U,UY),

I

ol — (AU =l — AT TR =S )
En développant la quantité

! =~

h b f m| ki sl e H
2 12
: I

il !
il
| 2

LU=
( ZU‘J oI C e |

" o)) "

‘)/ g W

comme dans le n° 37 e, et en effectuant la méme opération
pour les quantités similaires, une trans(ormation de coor-
données de droite nous permetira de passer des coor-
données radiales d'une droite aux coordonnées axiales de sa
polaire, puisque tous les coeflicients sont les mineurs du
second ordre d'un déterminant du quatriéme ordre; dans le
cas actuel, ce déterminant est symétrique : ¢’est le discriminant
de la quadrique.

Il est souvent commode d’avoir des notations abrégées
pour représenter les mineurs du second ordre du discrimi-
nant mis sous la forme de déterminant (n° 67); a cet effet,
nous adopterons une notation a double indice et nous
écrirons les coordonnées axiales, ou les coordonnées radiales
qui leur correspondent, sous la forme suivante :

m=anp g +apr 4+ ans + apst 4 au=—=s',
2 = Ag P+ Aaa @ + Aozl - Qs S + Aazl + Ayt =,
o = Ay P+ @G + Azl - Az S + Azl + agou = u,
¢ =@y P+ WG+ Ayl Ay S + sl + aggu = p',
v = @y p - A q - Ay - @S+ assl + aggu=—q',

! 1 -
O = @ P Qg - QT QS+ Qg t + agoue =1 ().

(') Voici les valeurs des coefficients a,,, @,,, ..., dans 'ordre ou ils figurent

dans les équations précédentes : ;
bc —f*, fg—ch, Lf —bg, hn —gm, bn — fm, [n cm,
fg —ch, ca—g* gh—af, gl —an, fl —hn, gn,
hf —bg, gh—af, ab —N*, am —Nhl, hm — Dbl S,
hn—gm, gl —an, am — hi, ad — B, hd — ml, nl,
on — fm, fl —hn, hm—0bl, hd —ml, bd —m? | nm,
fm—cem ¢l —gn, gm—fl, gd —nl, fd —nm, ni.
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Si maintenant nous ajoutons ces équalions membre a
membre, aprés les avoir respectivement multipliées par p, ¢,
ry 8, &y u, la quantité qui figure dans le second membre sera
nulle si la droite rencontre sa polaire (n° 57 ¢). Or cela
n'aura lieu que si la droite donnée est tangente a I'une des
sections planes qui la contiennent, c’est-a-dire si elle est
tangente & la surface. Dans ce cas, chacune des deux droites
est tangente a la surface en leur point commun.

D’apres cela, la condition pour qu’une droite soit tangente
a la surface est

ayp? ...+ QP+ 2a,.pq ...+ 2a5lue=o0,

ou, pour abréger,

Celte relation peut aussi se déduire de la condition

n° 78 qu’on peut écrire

"

H e U lia T Uk (l z!
I

/0L gl

|

En la réduisant comme on vient de le faire plus haut,
trouve que la quantité qui figure dans le premier membre
égale a W,

80 4. Si la droite nous était donnée comme inlerseclion
de deux plans, c’est-a-dire comme axe, le méme probléme
pourrait étre traité de la maniére suivante.

Soient

ax + By +v5 +0w ==o0,
adz+By+yz+dw=o
les équations des deux plans donnés. Formons les coor-
données de la droite qui joint leurs poles (n° 79). En laissant
de coté un facteur commun, nous aurons, par exemple,

]IIBFM] g A0

e ke | P ey
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que nous pourrons écrire sous la forme

! = s - = . 5 -— g
P =% T+ djp% —+ %30 -+ %4, 0 + %5T - %)g0 =0,

== % T - Gy%

>
05
(Algébre supérieure, n°33) est égale a A (ad — 1) = Aay,.

Dans ces égalités, oy = BC —TF . Mais cette quantité
On Lrouverait de méme les valeurs des autres coefficients.
Nous voyons de la sorte comment on peut résoudre les six
¢quations du numéro précédent. Par exemple, pour obtenir p,
nous ajoulerons les six équations membre & membre, apres
les avoir respectivement multipliées par a;;, a@si, @gi, a4,

sy, 3, Nous trouvons ainsi

/ ! ! ! !
A, 4+ Ayt - Ay v+ @y + ap ' + agp’ = Ap

=aup + Auq' + agr + a, s + azt' + ag, u'.

On voit, comme dans ce qui précéde, que celte droite (consi-
dérée comme axe) rencontrera sa droite polaire quand toutes
deux seront tangentes a la surface, et la condition pour qu’il

en soil ainsi peut étre mise sous I'une des formes suivantes :

o2 e U022, TR ...+ 2U5TO — O,
anp?-+aus?+.....4+20,p ¢ +. ..+

AT+ a2+ ..+ 2050 ... +.......=0.

80 c. Déterminer les points de contact des plans tangents
mencés a la quadrique par la droite (p, g, r, s, t, w).

On obtient les coordonnées du plan déterminé par trois
points (2,5, 5, %), (&1, ¥ 1,51, 1), (Z2,2, 52, Ws) en résol-
vant les équations

ax +by +cz +dw —o,
ax,+ by, + cz +dw, = o,

ax,+ by, + czy + disyia =103
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Soient § un facteur indéterminé et p, ¢, r, s, ¢, wles coor-
données de la droite 1-2. Nous pouvons alors écrire les
coordonnées du plan sous la forme

yu—szt+wp= fa,
—zU . +35s+wg= 080,
xt — ys . +wr—= 0Oc,

xp +yq—+ sr 0

Nous pouvons regarder ces expressions comme les équations
qui déterminent les coordonnées d’un plan quelconque pas-
sant par la droite 1-2 au moyen des coordonnées d’un point
défini, non situé sur la droite par laquelle le plan doit passer.

Dans les équations que nous venons d’écrire, supposons que
a:b:c:dsoient les valeurs de U, : Uy : Uy : U, pour le point
en question; cela reviendra a chercher le point dont le plan
polaire passe par ce point lui-méme et par la droite donnée;
ou, en d’autres termes, le point de contact d’'un plan tangent
mené par la droite donnée.

Eliminons z, y, z, w; nous aurons pour déterminer 0

I'équation du quatrieme degré

I 0a 0h —u 0o+t
i 0+ u 00 0/ —s
0g—¢t Of -5 0c
0l +p Oin+q On—+4r

qui se réduit évidemment a une équation ordinaire du second
degré. On trouve que cette équation est 024 4+ W = o.

Calculons 9 au moyen de cette équation, et nous obtien-
drons les coordonnées z, ¥, 3, w du point de contact en
résolvant le systéme formé par trois quelconques des quatre
équations suivantes :

bax+ (0h—u)y+(0g+t)s+ (0l —p)w—=o0,
Ol +uw)x+.....
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Les deux points de contact proviennent du double signe

0 \ _{ — =i \'i: p,

Sinousrésolvions I'équation dusecond degré du n® 75, nous

trouverions sous le radical la quantité — W sous la forme
indiquée dans le n° 80 @. Nous pouvons tirer de la les conclu-
sions suivantes pour ce qui regarde la réalité des intersections
d’une droite avec une quadrique et des plans tangents qu’on
peut mener a la surface par cette droite. Ainsi nous aurons :

Intersections. Contacts.
Pour A positif, W positif Imaginaires. Imaginaires.
Pour A positif, W négatil Réelles Réels.
Pour A négatif, W positif Imaginaires. Réels.

Pour A négatif, W négatif...... Réelles. Imaginaires.

Les points de contact coincidant si W' = o, nous retrou-
vons de nouveau ici la relation qui exprime que la droite est

tangente a la surface.

80 d. Ainsi, qu’une droite soit considérée comme rayon ou
comme axe, nous venons de trouver que, si elle est tangente
a une surface du second degré, ses coordonnées satisfont a
une relation du second degré. Nous avons déja vu aussi
(n° 37 ¢) que les coordonnées d’une droite qui rencontre une
droite donnée sont liées par une relation du premier degré.
Mais nous n’avons, ni dans I'un, ni dans I'autre de ces cas, la
relation la plus générale qui puisse exister entre ces six
coordonnées. En effet, nous avons vu que les coordonnées
deladroite fixe, au lieu d’étre parfaitement arbitraires, doivent
vérifier I'équation universelle qui existe nécessairement entre
lescoordonnées de droite. De méme, larelation dusecond degré
que nous venons de trouver, au lieun de contenir le nombre com-
plet (vingt et un) de censtantes indépendantes, renferme
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bien ce méme nombre de coeflicients, mais ils sont t)yus
fonctions des dix coeflicients de I'équation de la quadrique
a laquelle la droite esl tangente.

Pliicker a donné le nom de complexe de droites au

systeme tout entier des droites qui satisfont a une seule
relation. Prenons le cas ou le complexe de droites est assu-
jetti a vérifier une seule équation homogéne du premier degré
cntre les six coordonnées radiales d’une droite; sinous suppo-
sons que I'un des points qui déterminent un rayon soit fixe,
nous obtenons évidemment I'équation d’un plan qui passe
par ce point.

Si nous remplagons les coordonnées radiales par les coor-
données axiales et si nous supposons que 'un des plans qui
définissent la droite soit fixe, nous trouvons I'équation d’un
point situé daus ce plan. De méme, si nous avons une relation
du second degré en coordonnées radiales, nous obtenons,
dans I'hypothése d’un point fixe, un céne du second degré
qui a le point en question pour sommet; en coordonnées
axiales, I'hypothése qu’un des plans passant par ’axe est fixe
nous donne une section conique contenue dans ce plan. En
particulier, si la relation dont il s’agit est celle qui exprime
que la droite est tangente & une quadrique, le cone devient
le cone circonscrit issu du point considéré et la conique est
I'intersection de la surface par le plan particulier regardé
comme fixe.

80 e. Former la condition pour que la droite soit tout
entiere sur la surface.

On sait que, dans le cas des courbes planes du second
degré, chacun des coefficients de I’équation du n° 75 ne peut
étre égal a zéro sans qu’il existe une certaine relation entre
les coefficients de la conique considérée. Dans les quadriques,
au contraire, l'annulation de ces coefficients n’entraine
aucune relation de ce genre. En effet, si nous écrivons tout au
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long les équations U' = o, P = o0, U’ = o, c’est-a-dire

U\2' + U,y + Ujs' + U’ =o,

U\ 2"+ U,y" + U,s" + U,w" = o,

U’ + Uy + Uls + Ui’ —o,

Uj2" + U,y" + Us" + Uw" = o,
nous voyons qu’elles impliquent seulement (comme dans le
n° 57 b) que la droite qui unit les deux points est identique
avec sa polaire. Or, comme I’équation du second degré
en A:u est actuellement indéterminée, la droite est située
tout enti¢re sur la surface.

Pour ce qui regarde la condition du contact, nous avons
indiqué (n° 80 @) que W=UU"— P2. Différentions W
successivement par rapport a chacun des coefficients de la
quadrique; chacun des résultats sera de la forme

0U + oU"” + 4 P.

Nous voyons alors que, si une droite est située tout cntiére
sur la quadrique, ses coordonnées vérifieront chacune des dix
5 aw dw % : e
relations g = 01 +ea F =0, et ces équations équivalent
[4

,CU

sculement a trois conditions indépendantes.
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CHAPITRE Y.

CHAPITRE V.

CLASSIFICATION DES QUADRIQUES.

81. Nous nous proposons, dans ce Chapitre, de réduire
I'équation générale du second degré a la forme la plus simple
dont elle soit susceptible et de faive la classification des sur-
faces qu’elle peut représenter.

Supposons d’abord que la quantité que nous avons appelée
Pl Pl

D (n°67) ne soit pas égale a zéro. En rapportant la surface a
un systéme d’axes paralleles aux premiers et passant par son
centre, nous ferons disparaitre les coefficients /, m, n, et
I"équation deviendra

ax?+4- by*4-c3*+ofyzs+a2gsv+2hxy +d =o,
d' étant le résultat de la substitution des coordonnées du
centre dans I'équation de la surface. Rappelons-nous que
U= 2'U, + y'U,+ z'U, +w'U,
et que les coordonnées du centre annulent U\, U,, U;. 1
est facile de voir alors que

L4+ mM + nN 4+ dD
Gl a= — =4

b b

A, D, L, M, N ayant la méme signification qu’au n°® 67.

82. Aprés avoir ainsi fait disparaitre les coelficients de z,

¥, % par une translation des axes parallelement a eux-mémes,
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réduisons aussi & zéro les coelficients de zy, yz et sz, en
changeant la direction des axes, tout en gardant la nouvelle
origine, et ramenons I'équation a la forme

a'x*+ 0y’ + '3+ d = o.

Il est facile de voir, d’aprés le n° 17, que nous avons un
nombre suffisant de constantes pour effectuer cette réduc-
tion; mais nous allons suivre ici la méme méthode que celle
quenous avonsdéjaadoptée (Sections coniques, n® 157). Nous
démontrerons qu'il existe certaines fonctions des coefficients
qui restent invariables, quand nous passons d'un systéme
d’axes rectangulaires a un autre, et, au moyen des relations
obtenues, nous trouverons les valeurs des nouveaux coeffi-
cients a, b, c.

Supposons que nous fassions usage de la transformation
la plus générale, qui est de la forme

z—=Ax —+ .“-._V -+ v},
Y = )"..1—' == IL/‘T’ = ‘/'E,
z = )\"; o= p.”'—)‘ —+= v”;.
ct que
ax®+ 0y*+cz*+-2fys + 2852 + 2hxy

devienne

—9 — —_—

2 2 =2 B , —
dx +by +cz+ofys+o2gzx+ o2l ay;

pour abréger, nous écrirons cette relation U = U. Si les deux
systémes de coordonnées sont rectangulaires, nous devrons
avoir

o LN S

el e m R e S S s

que, pour abréger, nous écrirons S =S; & étant une con-

stante quelconque, nous aurons U 4 AS = U &S, et, si le

premier membre de cette relation peut se décomposer en
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facteurs, il faudra qu’il en soit de méme pour le second
membre. Le discriminant de U - £4S et celui de U+ £S
s’annuleront donc pour les mémes valeurs de £. Mais le pre-
mier discriminant est

I —k*(a+ b+ c)+ k(be+ ca+ ab — f>— g*>— L?)
—(abc + 2 fgh — af*— bg*— ch?).

[lgalons les coefficients des différentes puissances de /&
aux coefficients des puissances correspondantes dans le
second discriminant; nous verrons que, si 'équation de la
surface est rapportée a deux systémes d’axes rectangulaires
dilférents, nous avons entre les coefllicients les relations
suivantes :

a+b+c=d+ b+,
be+ca+ab—f*—g*—*=0'c +c'd + dl — 12—
abe + 2 fgh — af*— bg*— ch?®
=adbc+of'g'h—af*—bg?*—cn (1)

83. Les trois équations que nous venons d’écrire nous per-
mettent de transformer I'équation de telle sorte que f, &, A

s‘annulent; car elles déterminent les coefficients de I'équa-

tion du troisieéme degré qui a pour racines les nouveaux coel-
{icients a, b, c. Cette équation est

a*—(a+b+c)a?+ (be+ ca+ab-
—(abe -+ 2fgh — af?

(') Il n’est pas difficile de former I'équation correspondante dans le cas
ou les coordonnées sont obliques. Nous remplacerions alors S (voir n° 19)
Ili“'

&+ Y+ 3+ 25 COSA + 23X COSP + 2ZY COSV,
et, en procédant exactemenl comme dans le texle, nous formerions une
équation du troisieme degré en k, dont les coeflicienls auraient entre eux
des rapports qui ne sont pas altérés par la transformation.

(*) Cette équation du troisiéme degré est la méme que celle que l'on a
trouvée au n° 72; le lecteur verra sans difficulté qu'il devait en étre ainsi.

3 5 6 unesp® 8 10 11 12
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et peut aussi s’écrire

(a'— a)(a'— b)(a'~c)
—f¥(a —a) —g*(@a —b) — h*(d —c)—2/gh =o.

Nous allons démontrer, d’aprés Cauchy, que toutes ses
racines sont réelles.

On trouvera dans 1’4 /gébre supérieure la démonstration
d’un théoréme plus général, qui comprend le cas actuel.

Mettons I'équation sous la forme

(al—Sa)l(aE="biila"—"0) "~ 7]

—&*(ad — b)— h*(a'—c)—2fgh=o.

Soient a et (3 les valeurs de @' qui vérifient I’équation

(¢ —b)(a—c)— f2=o0.

On reconnait facilement que la plus grande « de ces racines
est plus grande que b ou ¢, et que la plus petite 3 est moindre
que b et ¢ ('). Si maintenant, dans I’équation donnée, nous
faisons @'== =, le premier membre se réduit a

—[(«—b)g*+ 2fgh + (= — c) %],

et, comme la quantité entre crochets est un carré parfait en
vertu de la relation (a — ) (& — ¢)= /2, le résultat de la
substitution est essentiellement négatif. En faisant ensuite
a'= f, le premier membre de I’équation devient

(b—B)g*—2fgh +(c — B) 22

Cette quantité est aussi un carré parfait, et elle est positive.
Puisque les substitutions

(*) On peut s’en convaincre, soit en résolvant effectivement I'équation,
soit en y faisant les substitutions ¢'=w,a' =0, a'=c¢, a'= — . Les
résultats ont respectivement les signes --, —, —, -, ce qui monlre que
I'une des racines est plus grande que & et que I'autre est moindre que c.

S. — Gcéom. a trois dim. 1. 7
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donnent des résultats alternativement positifs' et négatifs,
P'équation a ses trois racines réelles et ces racines sont com-
prises entre les limites que l'on vient d’indiquer.

Les trois racines sont les coefficients de z2, y2, z2 dans
I'équation transformée. Mais nous pouvons évidemment
prendre arbitrairement celui qui correspondra a 22 ou a y?2,
puisque nous pouvons appeler axe des x celui des trois axes
qu’il nous plaira de choisir pour tel.

84. On fait la classification des quadriques d’aprés les
signes de I’équation du troisieme degré dont nous venons de
nous occuper. :

1. Supposons d’abord que les trois racines soient positives.
L’équation pourra se mettre sous la forme

ax?+by*+cz2=1 (!).

La surface intercepte des segments réels sur chacun des
trois axes. Soient @, b, ¢ ces segments. On voit aisément
que I’équation de la surface peut se mettre sous la forme

2 )/2 2
v ¢

Comme nous sommes libres de choisir I’axe que nous vou-
lons pour axe des x, nous admettrons que nous ayons pris les
axes de telle sorte que le segment «, intercepté sur l'axe des
z, soit le plus grand et que le segment ¢ sur I'axe des z soit le
])]us 1)(:l,it.

L’équation rapportée a des coordonnées polaires est

1 cos?a  cos?f3

SIS (PhakgA SRR
(*) On suppose dans ce qui suit que d' ou D (n° 81) est négatif. S’il était

positif, nous n’aurions qu’a changer tous les signes de I'équation. S’il était
égal a zéro, I'équation représenterait un coéne (n° 67).

cm 1 2 3 4 5 © unesp® 8 9 10 11 12 a3
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En nous rappelant que
cos*a +- cos?f -+ cos?y —1,

nous pourrons la mettre sous 'une des deux formes suivantes:

I I
Sy e
(I‘/ c? [4

/ 1 3 & ]
( — — — |cos?a— | —
Wi qs c?

Elles montrent d’'une maniére simple que @ est la valear
maximum et ¢ la valeur minimum du rayon vecteur p. La sur-
face estdonc limitéedanstous les sens ; on 'appelle ellipsoide.

Toutes ses sections planes sont nécessairement des ellipses.
Ainsi la section faite par le plan z = £ est

ct il est bien évident que nous cesserons d’avoir une section
réelle lorsque k& sera plus grand que c. La surface est donc
comlnrisc tout entiére entre les plans 5= == ¢. On arrive a
des conclusions analogues pour les deux autres axes.

Si deux des coefficients deviennent égaux (par exemple
sia = b), toutes les sections faites par des plans paralléles
au plan des zy sont des cercles et la surface est de révolu-

tion. Elle est engendrée par une ellipse qui tourne autour de

son grand ou de son petit axe, suivant que ce sont les deux
plus grands ou les deux plus petits coefficients qui sont
égaux. Ces surfaces sont aussi appelées quelquefois sphé-
roides allongés ou aplatis.

Si les trois coefficients sont égaux, la surface est une

sphére.

85. 1. Supposons en second lieu que I'une des racines de
I’équation soit négative. Nous pouvons alors mettre I'équa-
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tion sous la forme

9

x2

a*
Admettons que @ soit plus grand que 4. Il est évident que
I’axe des z ne rencontre pas la surface en des points réels.
Rapportons la surface a des coordonnées polaires; son
équation est

cos?a : cos?fl  cos?y
b2 o2

Il est clair que le rayon vecteur rencontre ou ne rencontre
pas la surface, suivant que le second membre de I'équation
est positif ou négatif. En exprimant que ce second membre est
égal a zéro (ce quicorrespond 4 p = oo ), nousobtenons un sys-
teme de rayons séparant les diamétres qui coupent la surface
de ceux qui ne la rencontrent pas. Nous avons ainsi I'équa-
tion du cdne asymptotique

Les sections faites dans la surface par des plans paralleles
au plan des 2y sont des ellipses. Celles qui sont paralléles a
I'un des deux autres plans’ principaux sont des hyperboles.
I.’équation de la section déterminée par le plan z=/k est

k2

=14t —-

C‘.l
On voit ainsi que cette section sera toujours réelle, quelle
que soit la valeur de &; la surface est donc continue. On lui
donne le nom d’yyperboloide a une nappe.
Si @ = b, la surface est de révolution autour de 'axe des z.

86. III. Supposons maintenant que deux des racines soient

BIBLIOTECA 2,

0
Rio o
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négatives. L’équation peut se mettre sous la forme

x2 2

S =1I.

Les sections paralléles & deux des plans principaux sont
des hyperboles; celles qui sont paralleles au plan des yz sont
des ellipses

Il est évident qu’elles ne seront pas réelles, tant que & sera
compris entre les limites - @ et — @, mais qu’un plan z = &
rencontrera la surface suivant une section réelle, quand A
sera en dehors de ces deux limites. La surface n’aura donc
pas de portion comprise entre les plans z = == @, mais se
composera de deux parties distinctes, situées au dela de ces
plans limites. On lui donne le nom d’hyperboloide & deux
nappes.

Elle est de révolution si b = c.

La considération des surfaces de révolution pourra per-
mettre au lecteur de se faire une idée des caractéres distinc-
tifs des deux hyperboloides.

Si, par exemple, une hyperbole tourne autour de son axe
transverse, la surface qu’elle engendre se composera évidem-
ment de deux portions séparées; mais, si la révolution s’ef-
fectue autour de 'axe conjugué, elle donnera naissance a une
surface continue et 1'on se trouvera dans le cas de I’hyper-
boloide a une nappe.

IV. Si les trois racines de l'équation du troisiéme degré
sont négatives, ’équation de la surface

ne pourra évidemment étre satisfaite par aucune valeur réelle
des coordonnées.
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V. Quand le terme absolu s’annule, nous avons le céne
comme cas limite des surfaces que nous venons d’étudier. Les
formes I et IV deviennent alors

xf’. '}/3 i z'Z

e e 0.

a‘.’. b‘l c?
Cette équation ne peut étre vérifiée par aucune valeur réelle
des coordonnées. Au contraire, les formes II et III nous
donnent le codne

Les formes que nous venons d’énumérer embrassent toutes
les variétés des surfaces a centre.

Exercices.

1. 722+ 6y%2+ 522 — 4yz3 — 4xy = 0.

L’équation cubique discriminante est

a3 —18a’? -+ gga’ — 162 =
et I'équation transformée est

24 2y2 4 3352= 2.
C’est un ellipsoide.

2: 1122+ 10y2+ 632 — 122y — 8y3 +

L’équation discriminante est

a’—a27a?+180a’ — 324 =
et I’équation transformée
xr2+2y?2+ 652 = 4.

(’est encore un ellipsoide.
3. 72%—13 y2+ 652+ 247y +12 )5 — 1252 = == 84

L’équation discriminante est

a?®—343a — 2058 = o.

cm 1 2 3 4 5 © unesp® 8 9 10 11 12 a3
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L’¢quation transformée
2242y —322 =79

représente un hyperboloide a une ou a deux nappes, suivant le signe
du second membre.

4. 222+ 3 )2+ 452+ 6y + 4 y5 + 8sx=8.
L’équation discriminante est
a’—qga?—3a -+ 20 =o.

La régle des signes de Descartes nous apprend (ue cette équation
a deux racines positives et une négative; la surface est donc un
hyperboloide a une nappe.

87. Occupons-nous enfin du cas ou D = o. Nous avons
vu (n° 69) que dans cette hypothése on ne peut plus, en
général, faire disparaitre les termes du premier degré de
Péquation au moyen d'un changement d’origine; mais il est
généralement indifférent de commencer, comme au n° 69, par
une translation des axes coordonnés & une nouvelle origine,
et de faire ainsi disparaitre les coefficients de z, y et z, ou
d’opérer comme nous I'avons fait dans ce Chapitre, c’est-a-
dire de rapporter I’équation a de nouveaux axes issus de la
méme origine et de ramener ainsi les termes du degré le plus

élevé a la forme a'z%—+ 0'y* 4 ¢'z%. Si D = o, la premiére

transformation est impossible ; nous devrons donc commencer
par la seconde. Puisque le terme absolu de I’équation du n° 83
est D, 'une des racines, c’est-a-dire I'une des trois quan-
utés o, ', ¢, doit étre égale & zéro. Les termes du second
degré peuvent donc se ramener a la forme @' z* == 0/ y2.

Ce résultat est d’ailleurs évident si I'on considére que la
relation D = o exprime la condition pour que les termes du
degré le plus élevé puissent se décomposer en deux facteurs
réels ou imaginaires; et, dans ce cas, ils doivent évidemment
s’exprimer sous la forme de la somme ou de la différence de
deux carrés. De cette maniére, ’équation se trouve ramenée
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a la forme

A2

dx*tby*+o2llz+om'y+on's+d=o.

Si maintenant nous changeons d’origine, nous pourrons

faire disparaitre les coefficients de et y, mais non pas celui

de z, et ’équation deviendra

adz*=by*+ an'z+d —=o.

I. Supposons que 'on ait n = o. L’équation ne contient
plus z; elle représentera donc (n° 25) un cylindre elliptique ou
hyperbolique, suivant que @' et &' auront le méme signe ou
des signes différents. Comme les termes du premier degré
manquent dans I’équation, 'origine est un centre; mais il en
est aussi de méme pour tout autre point de I'axe des z, que
I'on appelle 'axe du cylindre. Le numérateur et le dénomi-
nateur des expressions des coordonnées du centre, en s’annu-
lant simultanément (voir la note de la page 62), montrent
(n°69) qu’il est possible que la surface ait une ligne de centres.

Mais, s’il arrivait que non seulement 7/ fit nul, mais encore
d', la surface se réduirait & deux plans qui se coupent.

II. Si »/ n’est pas nul, on peut faire disparaitre le terme
absolu au moyen d’un changement d’origine et ramener
I'équation a la forme

axz*=b'y*+an'z—=o.

Supposons d’abord que le signe de &' soit positif. Dans ce cas,
les sections par les plans paralléles & ceux des zz et des zy
seront des paraboles, les sections planes paralléles au plan
des zy seront des ellipses, et la surface sera appelée le para-
boloide elliptiqgue. Elle ne s’étend évidemment que dans
une seule direction ; car lasection faite par un plan z = k aura
pour équation
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et ne sera réelle que si le second membre est positif. Si donc

n' est positif, la surface est située tout entiére du c6té négatif
du plan des zy; si au contraire 7’ est négatif, elle se trouve
du coté positif de ce plan.

III. Si le signe de &' est négatif, les sections faites par des
plans paralléles au plan des zy sont des hyperboles et la
surface est appelée paraboloide hyperbolique. Elle s’étend
a 'infini dans les deux directions. La section déterminée par
le plan des 2y est un couple de droites. Les sections paral-
leles, qui sont faites au-dessus et au-dessous de ce plan, sont
des hyperboles dont les axes transverses sont perpendicu-
laires les uns aux autres ; leurs asymptotes sont paralléles au
couple de droites dont on vient de parler, et la section déter-
minée par le plan des zy forme la transition entre les deux
séries d’hyperboles. Comme forme, la surface ressemble a
une selle ou & un col de montagne.

IV. Si b =o, c’est-a-dire si dewx racines de I’équation
discriminante sont nulles, ’équation de la surface prend la

forme
(s ! ! ~ —_—
ax*+om'y+on'z+d=o.

Mais, en changeant les axes des ) et des z dans leur propre
plan, et en prenant pour nouveaux plans coordonnés le plan
m'y +4-n'zet le plan qui lui est perpendiculaire et qui passe
par I'axe des x, I’équation se met sous la forme

adx?+am'y—+d=o;

elle représente un cylindre. (n° 25) ayant pour base une
parabole.

V. Enfin si nous avions en méme temps m'— o, n'= o,
Péquation @'z*+ d = o serait décomposable en facteurs et
représenterait évidemment un couple de plans paralléles.

88. Les opérations qu’il faut effectuer pour ramener Iéqua-
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tion d’un paraboloide a la forme

a'z* -+ ])l‘:’"z S s — 0

peuvent s’abréger, si 'on remarque que le discriminant est
un invariant, c’est-a-dire une fonction des coefficients que

n’altére pas une transformation de coordonnées (Algebre

supérieure, p. 88). Le discriminant de & z* +- b'y* 4 21’5,
qui est simplement — &' &' 2, estdonc égal au discriminant de
’équation donnée. Mais & et &' sont connus; ce sont les deux
racines de I'équation discriminante, qui ne s’annulent pas;
n est donc aussi connu. Le calcul du discriminant se sim-
plifie en remarquant que, dans ce cas, il est un carré parfait
(Algébre supérieure, n®36 de I'é¢dition anglaise).
Prenons, par exemple, I’équation

52— 2432+ 6sx + fay + 22 + 4y + 65 =8.
[’équation discriminante du troisieme degré est alors
M —52—14)k=o0;
elle a pour racines o, 7 et — 2. Nous avons donc
a’ — 7, l)’ —

Dans ce cas, le discriminant est (/- 2m — 3n )*; en rem-
placant /, m et n par leurs valeurs { =1, m = 2, n =3, on
réduit sa valeur a 16. Nous en tirons la relation

14n'2=—160,
d’ou

3 4 5 © unesp® 8 9 10 11 12

L3



cm

CLASSIFICATION DES QUADRIQUES. 107

Si nous ne nous étions pas servis du discriminant, nous
aurions cherché, comme au n° 72, les plans principaux cor-
respondant aux racines o, 7, — 2 de I’équation discriminante,
et nous aurions trouvé que les équations de ees plans sont

==10%
== (0}

— O.

Puisque les coordonnées nouvelles sont les perpendicu-
laires abaissées sur ces plans, nous devrons prendre
-y 4 2z3=X\/a1,
x—o2y— 5=Y \’,(i,

z 42y —35="2Z\/14.

Ces relations nous permettent d’exprimer z, 7, 5 en fonc-

]1

tion des nouvelles coordonnées, de sorte que I’équation
transformée devient

S S e
&t — 2% 4

Rapportée a des axes paralléles passant par une nouvelle
origine, cette équation se raménerait a la méme forme que
ci-dessus.

S1, dans ’exemple précédent, nous avions choisi les coeffi-
cients /, m, n de maniére qu’ils vérifient la relation

l+2m—3n=—o,

le discriminant se serait annulé; mais la réduction aurait pu
seffectuer d’une maniére encore plus facile, parce que les
termes en &, y, 5 auraient pu se mettre sous la forme

(fx+y—+25)+r(a—2y—1)

2 3 4 5 © unesp® 8 9 DOr L
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Ainsi I’équation
S22 — Y2+ 22+ 6sx + oy 22 +2y+25=38
peut se ramener a

(fx+y+25)P—(x—2y—25)
+o2(fx+y+2z)—2(x—2y —z5)=24.

En la transformant comme ci-dessus, elle devient

2122 — 6yt 2z \/21 — 2y \/6 = 24,

et le reste de la réduction ne présente plus de difficulté.
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CHAPITRE VI

PROPRIETES DES QUADRIQUES DEDUITES DES FORMES
PARTICULIERES DE LEURS EQUATIONS.

SURFACES A CENTRE.

89. Nous allons maintenant indiquer pour les quadriques
a centre quelques-unes des propriélés que l'on déduit de
I’équation

z2 v3 g2
Tl e e Y £
a* b? (7
En supposant que les signes de 62 et c2 restent indéter-
| )
minés, ces propriétés appartiendront aussi bien aux hyper-
boloides qu’a I'ellipsoide.
L’équation du plan polaire du point (2', ', 7') (ou I'équa-
tion du plan tangent, si ce point se trouve sur la surface) est

(n° 63)
2

La longueur de la perpendiculaire p abaissée de l'origine
sur le plan tangent est donc fournie (n® 33) par I'équation

I z2 yl2e g2

SRR pTeRE

Les angles que cette perpendiculaire fait avec les axes sont
déterminés par les relations

4 ! !
DX )y ¥
cosx:lvaT, COSB:;[F’ /_cz_
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Ces résultats deviennent évidents si I'on multiplie I'équation
du plan tangent par p et si on la compare a la forme

Z cosa —+ ¥ cosf + z cosy = p.

Des équations qui précédent, nous pouvons aussi déduire

immédiatement une expression de la longueur de la perpen-

diculaire, exprimée en fonction des angles qu’elle fait avec
les axes; cette longueur est donnée par la formule

p>=— a*cos?a + b%cos*f + c?cos?y.
90. Trouver la condition pour que le plan
ax + By -+vy5+08=o0
sout tangent a la surface.
IEn comparant cette équation a la relation
I
;
xXxar
«?
nous en déduisons immédiatement

x! Qo

e -

a 0 B
La condition cherchée est donc
2Q2

a®*+ b*fr4- ¢?

De méme, on trouve que la condition pour que le plan
ax +By+ys5=0

soil tangent au cone
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On aurait pu obtenir ces résuitats comme cas particuliers
du n° 79.

91. La normale a la surface est la perpendiculaire élevée au
plan tangent en son point de contact. Ses équations sont
a? : Y2 c?

Llw—a)y=L(y—y)= "5

Soit R la commune valeur de ces rapports; nous avons

Ajoutons ces équations membre & membre, aprés les avoir
élevées au carré; nous trouvons que la longueur comprise
entre un point quelconque (z, y, z) de la normale et son

: , £ R D o
pied (z',y', ") est égale & == —. Mais, si nous choisissons pour
; p

(z, ¥, z) le point ou la normale rencontre le plan des zy,
nous aurons z = o0, et la derniére des trois équations précé-
dentes nous donnera R = — ¢2. Donc la longueur du segment
intercepté sur la normale entre le point de contact (z/, »/, z')

du plan tangent et le plan des zy est }}-

92. La somme des carrés des inverses de trois diamétres
rectangulaires quelconques est constante. On le vérifie immé-
diatement en additionnant membre & membre les trois équa-

tions
1 cos?a cos?f3 cos?y

2 a
I

cos?a/

!
cos?a”  cos*B’
i o

7 R 3 Vi b U
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Comme
cos?a + cos?a + cos?a’ =1,

nous avons définitivement

k]_ —_—

1
b: e

93. On trouve d’'une maniére analogue que la somme des
carrés des perpendiculaires abaissées de 'origine sur trois
plans tangents mutuellement perpendiculaires les uns aux
autres est constante. Il suffit d’additionner les équations

p? = a*cos*a -+ b%*cos?f -+ c2cos?y,
p'*=a*cos?d + b2cos? P + c2cos?y/,

P = a?cos?a” + b%cos? B’ + c2cos?y’.

Il en résulte que le lieu du point d’intersection de trois
plans tangents qui forment un triédre trirectangle est une
sphére; car le carré de la distance du point en question au
centre de la surface est égal & la somme des carrés des trois
perpendiculaires abaissées de ce point sur les plans tangents,
et par conséquent il est égal a

a?—+ b+ c2.

DIAMETRES CONJUGUES.

94. L’¢quation du plan diamétral conjugué au diamétre
qui passe par le point (z/, »/, z') de la surface est (n° 72)
zx! : yy'
a;
Il est donc paralléle au plan tangent en ce point. Comme
un diamétre quelconque, situ¢ dans le plan diamétral, est
conjugué a celui qui passe par le point (2/, y/, 5'). il est

3 4 5  Gunesp* 8 9 10 11 12
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évident que, si deux diamétres sont conjugués I'un a I'autre,
leurs cosinus de direction sont liés par la relation

cosacosa’  cosfcosP  cosycosy
— R ol

-+ —

a?

[’équation de condition qu'on vient d’écrire ne change
pas, si 'on remplace a2, b2, ¢® par ka?, kb2, ke?; il s’en-
suit que deux droites qui sont diamétres conjugués pour

une Slll'ra ce
2
V2

Ry

conservent la méme relation pour toute surface semblable a

la précédente :

=

Si nous faisons k=0, nous voyons en particulier qu’une

surface et son cOne asymptlotique ont leurs systémes de
diamétres conjugués communs.

Par analogie avec les méthodes que nous avons employées
dans le cas des coniques, nous pouvons représenter les
coordonnées d’un point quelconque de Pellipsoide par acos),
bcosp, ccosv; A, 1, v étant les angles de direction d’une
certaine ligne droite, c’est-a-dire satisfaisant a la relation

cos?k - cos? p. -+ cos?v =1,

Dans ce systeme, les deux droites qui correspondent a deux
diamétres conjugués sont perpendiculaires entre elles; car,
en posant

pcosa—acoshk, pcosa'=acos), ...

la relation écrite ci-dessus devient

cos A cos A - cos p. cos P/ —+ cosv cosv' = o.

S. — Géom. a trois dim. I.
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95. La somme des carrés de trois demi-diamétres con-
Jugués est constante.

En effet, le carré de la longueur d’un demi-diamétre quel-
conque, x'*-- 3"+ 7’2 exprimé en fonction des angles
sty test

a*cos?h + b*cos? p. + c*cos?v.

En ajoutant cetle relation aux deux autres,

a* cos? ) — b2 cos? ! + ¢? cos?V,

a* cos* )" + b2 cos? " + ¢? cos?V',

on trouve que leur somme est égale a a*— b* - ¢2, puisque
A, 1, v sont les angles de direction de trois droites perpen-
diculaires les unes sur les autres.

97. Le parallélépipede dont les arétes adjacentes sont
trois demi-diametres conjugués a un volume constant.

En effet, soient (2, y/, 5'), (2", ", "), ... les coordonnées
des extrémités des diameétres; le volume en question a pour
expression (n° 32)

CcOSh  COSp.  COSY

{
|
abe| cos)'  cosp/ cosv |

cos)” cosp” cosv'

mais la valeur de ce dernier déterminant est I'unité (voir la
note de la page 28). Donc le volume du parallélépipede est
abe. Si les axes d’'une section centrale sont ', 0/, et si p est
la longueur de la perpendiculaire abaissée de 'origine sur le
plan tangent paralléle a la section, on a @' &' p = abe. Soient,
en effet, ¢’ le demi-diamétre qui va au point de contact et 0

3 4 5  Gunesp* 8 9 10 11 12
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'angle qu'il fait avec p. Le volume du parallélépipéde construit
sur les trois demi-diamétres conjugués @', 0/, ¢’ est @' &' c' cosb;
mais ¢/ cosf = p.

97. Les théorémes qu’on vient d'indiquer peuvent aussi se
déduire trés facilement des théorémes correspondants pour
les coniques. En effet, considérons trois diamétres conjugués
a, b, c'; supposons que le plan @' &' rencontre le plan des 2y
suivant un diamétre A, et soit G le diamétre conjugué de A
dans la section &' &'. Nous avons alors A2 C2= a/2 4 02,
et par suite @'+ 02+ ¢/*= A2+ C24- ¢/2. A étant dans le
plan des zy, soit B le diamétre conjugué a A dans la section
déterminée par ce plan. Le plan conjugué a A sera le plan
qui contient B et I'axe ¢; par conséquent, Cet ¢’ sont des dia-
métres conjugués dans la méme section que B et C. Nous
avons donc A%+ C2-4 ¢/2= A2+ B2+ ¢2, et enfin, comme

A2 B2— g2 12,
le théoréme se trouve démontré. Le théoréme sur les paral-
lélépipédes s’établirait & I'aide d’un raisonnement entiérement
analogue.
Nous arriverions encore a ces théorémes en cherchant

(d’aprés la méthode indiquée dans la note de la page 76)
quelles sont les relations qui existent entre les coefficients,

.z y? 22 e

quand la quantité & + 3+ Zn rapportée a des coordon-
2 1l

nées obliques, est transformée de maniére & devenir

o : .j‘v'l i
9 .| 1)1

en coordonnées rectangulaires. On trouve que ce sont les

sulvantes :
@+ b4+ =ad*+ b+ 2

!/

b2c +c*a® + a?b? = b'2¢?sin? A + ¢?a/?sin? . + a2 b'? sin?y,

a*b*c* = a'*b"¢'* (1 — cos® A — cos® . — €08V -+ 2 COS A COS |.COSV ).
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La premicre et la derniére de ces équations expriment
les propriétés déja obtenues. Quant a la seconde, elle fait
connaitre que la somme des carrés des surfaces des parallélo-
grammes formés par trois diamétres conjugués pris deux a
deux est constante, ou que la somme des carrés des inverses
des perpendiculaires abaissées de I'origine sur les plans tan-
gents aux extrémités de trois diamétres conjugués est con-

slante.

98. La somme des carrés des projections de trots dia-
meétres conjugués sur une ligne droite quelconque est
constante.

Soient «, {3, v les angles que la droite fait avec les axes. La
projection sur cette droite du diamétre qui se termine au
point (z', y', 5") est

! - { ! SHR IS AL -
X COSa —- l)/ C().\IJ -+ 3 C()b"{
ou bien, d’apres le n° 94,
@ cos) cosa - bcosp.cosfB - ¢ cosv cosy.

Pour les deux autres diamétres conjugués, on a de méme
2}
P

@ cos ) cosa - b cos p/ cos B+ ¢ cosv' cosy,

acos)cosa + bcosp cosfp —+ ccosv’cosy.

Ajoutons ces quantités, aprés les avoir élevées au carré,

nous trouvons pour leur somme
a?®cos?a —+ b% cos®f + c? cos?y,
¢’est-a-dire une quantité constante.

99. La somme des carrés des projections de trois dia-
metres conjugués sur un plan quelconque est constante.

Soient d, d', d" les trois diamétres, 0, 0/, 0" les angles qu’ils
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font respectivement avec la normale au plan.La somme des
carrés de leurs projections sur le plan est

2 .2 g o oiig N2 <32 Q7 -
d?sin%0 4 d'? sin?2 §' 4+ d"2sin26";

mais celte quantité est constante, puisque
d?cos* 0 + d'? cos? 0’ + d"? cos?0”

est constant, d’aprés le numéro précédent, et que d*~+- d'*+ d'?
est aussi, d’apres le n° 95.

100. Zrouver le liew du point d’intersection des plans
tangents menés aux extrémités de trois diamétres con-
Jjugués.

Les équations des trois plans tangents sont

Z g % 3
—COSA - “-COS|. — —Cosv =1,
a b ¢

24 ! Y ! &' !
—cosA 4+ -cosp/ - —cosv =1,
a b c

¥ y
— cos )+ - cosp” + = cosv' = 1.
a b 2

Illevons ces équations au carré et ajoutons-les; nous trou-
vons ’expression

pour équation du lieu.

101. Déterminer les longueurs des axes d’une section
faite par un plan passant par le centre.

Il nous est facile de former 1'équation qui a pour racines
les inverses des carrés de ces axes, puisque nous connais-
sons leur somme et leur produit. Soient «, $3, v les angles
que la normale au plan donné fait avec les axes, R la lon-

cm 1 2 3 4 5 ©unesp® 8 9 10 11 12 13
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gueur que la surface intercepte sur cette droite, Nous avons
alors (n°92)

I L g e

TR gttt
d’ot

A b2 c?

o’ T\ s e

1 cos*x cos’f  cos? «()

Mais, d’aprés le n® 96,

I p: _ costa  cos*B  cos’y
a'’b'2 a?bict g cta? arb?’

I'équation cherchée est donc

sinfa  sin?f  sin?y cos?a

cos?f  cos’y
a* b* J GG R G R ht

On peut aussi ’écrire sous la forme

a*cos*a Zﬂcos?ﬁJr cicos?y

a‘l sl b'.’ i ’-2 C‘l =2

On l'obtient encore d'une autre maniére, au moyen des

principes que nous exposons dans le numéro suivant.

102. Par un rayon OR d’une quadrique & centre, on
peut,en général, mener un plan qui détermine une section
dont OR soit un axe.

Avec OR pour rayon, décrivons une sphére, et supposons
que nous ayons construit un céne dont le sommet soit le
centre de la sphére et qui passe par la courbe d’intersec-
tion de la surface et de la sphére. Menons a ce c6ne un plan
tangent suivant le rayon OR; la droite OR sera alors un axe
de la section déterminée par le plan tangent; car, dans cette
courbe, OR est égal au rayon vecteur immédiatement con-
sécutif (puisque tous deux sont les rayons d'une méme




PROPRIETES DES QUADRIQUES. 119
sphére); il est donc maximum ou minimum, et la tangente
en R a la section est perpendiculaire a OR, puisqu’elle se
trouve dans le plan tangent & la sphére en ce point. OR est
donc un axe de la section.

On forme immédiatement I'équation du cone en retran-
chant I'une de 'autre les équations

ce qui donne

T i
arh (7——77\4— y?
(TR

Pour qu’un plan 2z cosa - y cos 8 + z cosy = o détermine
une section ayant un axe de longueur égale a r, il taut qu’il
soit tangent a ce cone, et la condition pour qu'il en soit

ainsi est (n°® 90)

a*cos*a  b*cos
a? — r*

C’est I'équation trouvée dans 'article précédent.

On peut de la méme maniére déterminer les axes d’une
section quelconque d’une quadrique donnée par une équa-
tion de la forme

azx®+by*+cz®+ofys+agsx +2hxy =1.

Le cone qui passe par I'intersection de cette surface avec
la sphére

a pour équation

(a—Nx2+(b—N)y*+(c—AN)z2+2fvs+agse+2hxy=o0,

On voit, comme ci-dessus, que, si A est I'inverse du carré
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d’un axe de la section faite par le plan
2 cosa -+ ycosP -+ z cosy = o,

ce plan doit étre tangent au cone dont on vient d’écrire
I’équation. Cette condition de tangence peut se mettre sous

la forme (n°79)

g  cosa

f icosf

c— X cosy

|
J
| cosz cosf  cosy l

)

ou bien, en la développant,

22— %[(b + c) cos?a—+ (¢ + @) cos*B + (a + D) cos®y
-2/ cosf cosy-—2g cosy cosz— 2 cosxz cosf]
~+ (bc — f?) cos*a + (ca — g*) cos?B + (ab — h*) cos?y
- 2(gh —af) cosB cosy + 2(hf— bg) cosy cosa
~+ 2 (fg —ch) cosa cosf = o.

SECTIONS CIRCULAIRES.

103. Nous allons a présent chercher s’il est possible de
mener un plan de maniére qu’il coupe un ellipsoide donné
suivant un cercle. On a déja démontré (n°73) que toutes les
sections paralléles d’une quadrique sont des courbes sem-
blables; il suffira donc de considérer ici les sections détermi-
nées par des plans qui passent par le centre. Imaginons
qu’une certaine section centrale soit un cercle de rayon 7,
et concevons qu’on ait décrit une sphére concentrique de
méme rayon. Nous venons de voir que

N RSNk g
Folas F)“) b2

rcpréscnle un cOne qlli a le centre pour sommet et ([lli passe'
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par l'intersection de la quadrique et de la sphére. Mais, si les
deux surfaces ont une section plune commune, cette équa—
tion doit nécessairement représenter deux plans; or cela ne
pourra avoir lieu que si lI'un des coefficients de z2, 2 ou 32
s’annule. La section plane doit donc passer par I'un ou l'autre
des trois axes. Supposons, par exemple, que nous prenions
1= b; le coefficient de y s’annulera, et il restera

Cette équation représente deux plans de section circulaire
passant par I'axe des y.

On construit facilement ces plans en menant dans la sec-
tion déterminée par le plan des zz un demi-diamétre égal a b.
Le plan qui contient I'axe des » et 'un des diamétres ainsi
tracés est un plan de section circulaire.

On peutde la méme maniére mener deux plans par chacun
des autres axes; mais, dans le cas de l'ellipsoide, ces plans
serontimaginaires, car nous ne pouvons évidemment pas tracer
dans le plan des zy de demi-diamétre égal a ¢, puisque le
plus petit demi-diamétre de la section faite par ce plan est
égal a b. De méme, dans la section que détermine le plan
des yz, il n’y aura pas de demi-diameétre égal & @, puisque
le plus grand est b.

Dans le cas de I'hyperboloide a une nappe, ¢* est négatif
et les sections circulaires passant par a sont les seules qui
soient réelles. Pour I'hyperboloide a deux nappes, ol b2 et ¢2
sont tous deux négatifs, si nous prenons 72— — ¢2 (b2 étant
plus petit que ¢?), nous avons les deux sections réelles

5 I+I e 2<'1 I o8
Waziaies Y (GRS

Ces plans réels, menés par le centre, ne rencontrent pas la

surface; mais des plans paralléles la coupent suivant des
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cercles. On remarquera que nous n’avons dans tous les cas
que deux plans centraux qui fournissent des sections circu-
laires réelles; les séries de plans qui leur sont paralléles
donnent deux systémes différents de sections circulaires.

104. Deux surfaces quelconques, dans les équations des-
quelles les coefficients de 22, 2, z* ne différent que par une
constante, ont les mémes plans de section circulaire. C'est ce
qui a lieu pour les deux surfaces

Az*+By*+ Cz*=1,
A+H)yz*+(B+H)y*+(C+ H)z2=r1.

On le vérifie aisément a 'aide des formules du numéro pré-
cédent.

Ce méme résultat ressort encore clairement, quand on met.
les deux équations sous la forme

Sy A cos?a - B (‘().\"23 —+ C cos2 s

> = A cos*a + B cos?f + C cos?y + H.

On voit ainsi que la différence des inverses des carrés des
rayons vecteurs correspondants est constante. Si donc le
rayon vecteur est constant dans une section de 'une des sur-
faces, il en sera de méme pour le rayon vecteur de 'autre
surface. Les mémes considérations montrent qu'un plan quel-
conque coupe les deux surfaces suivant des sections ayant les
mémes axes, puisque la valeur maximum ou minimum du
rayon vecteur correspondra dans chaque cas aux mémes
valeurs de a, {3, y.

Les sections circulaires d’'un coéne sont les mémes que

celles de I'hyperboloide auquel il est asymptotique.

105. Deux sections circulaires de systéemes différents
appartiennent a une méme sphére.
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Chacun des deux plans de section est paralléle a 'un des
plans donnés par I’équation

e AU )
(az RN TR

mais, comme les équations quireprésentent deux systémes de
plans paralléles ont les mémes termes du second degré, I'équa-
tion des deux plans considérés doit étre de la forme

Sy I ; I TG N
Tl 9 ; : 2 —— |+ ¥ =o,
7 \ nid)

\ a&?
\

uy= o étant I’équation d’un certain plan. En retranchant
la relation précédente de I'équation de la surface, qui doit
étre vérifiée par tous les points des sections, nous obtenons
I’équation

I
I‘—Z(.z‘? + P+ —u =1,

qui représente une sphére.

106. Nous avons vu que toutes les sections paralléles sont
semblables. Si donc nous menons une série de plans paral-
léles aux sections circulaires, le plan sécant extréme sera le
plan tangent paralléle aux précédents et il rencontrera la sur-
face suivantun cercle infiniment petit. Son point de contact est
appelé ombilic. Dans la suite, nous ferons connaitre quelques-
unes des propriétés de ces points. Il est facile de trouver les
coordonnées des ombilics réels. Il n’y a qu’a mener un demi-
diamétre égal & & dans la section qui a pour axes a et ¢ et

a calculer les coordonnées des extrémités de son conjugué.
2]

‘nappliquant a ce cas la formule 52 = a* — e? 22 donnée pour
les coniques, on trouve
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On a de méme

Dans le cas de Dellipsoide, il y a donc quatre ombilics
réels dans le plan des zz et quatre ombilics imaginaires dans
chacun des autres plans principaux.

GENERATRICES RECTILIGNES.

107. Nous avons vu que, si la section centrale d’une qua-
drique est une ellipse, toutes les sections paralléles sont des
ellipses semblables, et que la section déterminée par un plan
tangent paralléle est aussi une ellipse semblable, infiniment
petite. De méme, si la section centrale est une hyperbole,
la section faite par un plan paralléle quelconque est une
hyperbole semblable, et celle que détermine le plan tangent
parallele se réduit @ un couple de droites paralleles aux
asymptotes de ’hyperbole centrale. Soit

/2
,,;:) _1I< ,‘_)7'3 i
a'? b'?

I'équation de la surface rapportée a un systéme de diamétres

conjugués, et considérons la section déterminée par un plan

quelconque paralléle a celui des zz () = 3); son équation est
x? ;'.‘ e‘.’.

— S e

I
= [7:‘ .

79 )

a C

Il est clair que la valeur § = &' réduit cette section & un
couple de lignes droites. Ces lignes ne peuvent se trouver que
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sur un hyperboloide a4 une nappe ('); car, si nous avions
I’équation

x? V2 52

)

a? bt :

c'?

le second membre ne pourrait s’annuler pour aucune valeur
de z.

11 est d’ailleurs géométriquement évident qu’il ne peut y

avoir de ligne droite ni sur un ellipsoide, qui est une sur-
face fermée, ni sur un hyperboloide a deux nappes; car nous
avons vu qu’il y a une certaine région de 'espace, limitée
par des systémes de plans paralléles, ou il n’existe pas de
points de la surface, tandis qu'une droite quelconque coupe-
rait en général toutes les régions de I'espace.

108. Si nous mettons I'é¢quation de I’hyperboloide & une

nappe sous la forme
1/‘2
v’

=11

il est évident que la droite d’intersection des deux plans

g-—g:)\(l——%), l(\

est située tout entiére sur la surface. En donnant & A une série
de valeurs différentes, nous obtenons un systéme de lignes
situées sur la surface. Nous en trouvons au contraire un autre
systéme en considérant les intersections des plans

2 (52 (%)

(*) Il est bien entendu que les remarques du lexte ne s’appliquent qu’aux
droites réelles. Toute quadrique renferme une infinité de droites, réelles ou
imaginaires, et (quand elle n’est pas un cone) c’est une surface gauche. Voir
la note au bas de la page, n° 112,
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Les résultats qu’on vient d’indiquer peuvent s’énoncer d’une
q JuED
maniére plus générale ainsi qulil suit. Si a=o0, B=o,
N . . 3, .
Y =0, 0=0 sonl les equations de quatre plans, lequallon
ay = {36 représente un hyperboloide & une nappe, qu’on peut
considérer comme le lieu du systéme de droites

& — B yie—15"
ou du systéme
n
J

y M=

=)\

Dans le cas o il s’agit de 1’équation

les lignes droites de la surface peuvent aussi étre représentées
par les équations

= cos0 = sin0,

=
—sinf == cos0.’
= K

109. Deuz droites quelconques appartenant & des sys-
témes différents sont dans un méme plan.

Considérons les deux droites

a— M —=o,
s N =1,
Il est évident que le plan
a— M+ My —Nd=o

)

les renferme toutes les deux, puisqu’il peut s’écrire sous I'une
des deux formes

(a - 73) —+- ).,()ﬂ( e 8) =0,
(e —N8)+ )‘()k’*( —B)=o.
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On voit de méme que deux droites appartenant au

méme systéme ne sont jamais dans un méme plan; car

jamais un plan de la forme (o — AB)—+ A(hy —8)=o0ne

peut étre identique avec (o — N )+ &' (Ny—3)=o, si A

et N sont différents. Nous reconnaissons de la méme ma-
niére que les deux lignes droites

Z . .

cosf — sin0, - sinf - cosf,
C >
- c0S9 —+ sinw, £ — = sing — cos o,
c ) ‘ C ‘ )

qui appartiennent & des systémes différents, sont dans le
plan

gcosi(f)»k %) ~-[—'lb/sin ~(0+9) =2 cos 2(8 — g)—sin = (0— ).
Ce plan est bien parall¢le a la seconde ligne droite
x 2 y :
EL'; .COSCP &= Slllp, E *-lSUH‘a—i—COS!f
du premier systéme, mais il ne passe pas par elle; car 'équa-

tion d'un plan paralléle au premier, mené par cette droite,
aurait pour équation

47 1 iy z 1 o
—_ S — - = et D) e e - © S —_ (,7,5
acosQ(()—{—c.?)—{ 1)51112(0 - ©) 00052(0 f)—{—sm?() %),

ct cette expression différe, par son terme absolu, de I’équa-
tion du plan contenant la premiére droite.

110. Nous avons vu qu’un plan tangent quelconque de
I'hyperboloide coupe cette surface suivant deux droites qui se
rencontrent au point de contact et qu’il n’est plus tangent
ala surface en aucun autre point. Si par I'une de ces droites
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nous faisons passer un awtre plan quelconque, nous avons
trouvé qu’il coupera la surface suivant une nouvelle droite,
et ce plan sera tangent a la surface au point d’intersection de
ces deux droites. Réciproquement, le plan tangent a la sur-
face en un point d’'une droite donnée, située sur la surface,
contiendra cette droite, mais en général il sera différent de
'un a I'autre de ses points. Prenons, par exemple, la surface
x@ =y, qui contient la ligne droite zy, et dans I’équa-
tion de laquelle ¢ = o, ¢ = o représentent des plans (la
démonstration subsisterait encore, si ces fonctions étaient de
degré plus élevé).

Employons I’équation générale du plan tangent

(¢ —2")U|, + (y — ") U, + (5 — 5")U; =o,

et cherchonsle plan tangent aupoint (z = 0, ¥ = o0, 5 =3/);
nous trouvons z¢ = yd/, o' et ¢ étant ce que deviennent

i

© et ¢, quand on y remplace les variables par les valeurs pré-

cédentes. Comme on le voit, ce plan varie avec z'.

Il n’en est plus de méme pour le cone. Ici tout plan tan-
gent rencontre la surface suivant deux droites qui coin-
cident. Le plan tangent est alors le méme en tous les points
de cette droite, et il touche la surface suivant toute la lon-
gueur de cette ligne. Et d’'une maniére générale, si I’équation
de la surface est de la forme

on voit, exactement comme ci-dessus, que le plan tangent
en un point quelconque de la ligne zy est z = o.

111. On a démontré (n°107) que les deux droites sui-
vant lesquelles le plan tangent coupe un hyperboloide sont
paralléles aux asymptotes de la section parallele qui passe
par le centre; mais ces asymptotes sont ¢videmment des
génératrices du cOne asymptotique a la surface. Donc toute
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ligne droite qui peut étre placée sur un hyperboloide est
paralléle a T'une des génératrices du cone asymplotique. Il
en résulte aussi que trois de ces droites ne peuvent pas étre
paralléles au méme plan (2 moins que deux d’entre elles ne
soient paralléles); car, s’il en était autrement, un plan paral-
Iele couperait le cone asymptlotique suivant trois génératrices,
ce qui est impossible, puisque ce cone n’est que du second

degré.

112. Nous avons vu qu’une droite quelconque du premier

systeme rencontre toutes les droites du second. Réciproque-
ment, la surface peut étre considérée comme engendrée par
le mouvement d'une droite qui rencontre toujours un cer-
tain nombre de lignes droites fixes ().

Remarquons tout d’abord que, si nous cherchons la sur-
face engendrée par le mouvement d’une ligne droite, il faut
que le déplacement de cette droite soit réglé par ¢rois condi-
tions. En effet, puisque les équations d’une droite ren-
ferment quatre conslantes, quatre conditions détermine-
raient sa position d’'une maniére absolue. Si I'on nous donne
une condition de moins, la position de la droite n'est plus
complétement déterminée, mais elle est limitée, en ce sens que
cette droite se lrouvera toujours sur une certaine surface, liea
géométrique de ses posilions successives, et dont I’équation
peut s’obtenir de la maniére suivante. Soient

[E:IILZ+/), )‘:Il:—i—(]

les équations générales d’une droite; les conditions du

(') Une surface engendrée par le mouvement d'une droite s’appelle une
surface réglée. Si chaque génératrice est coupée par la génératrice immé-
diatement consécutive, la surface réglée est dite developpable. S’il n’en est
pas ainsi, on la nomme surface gauche. L’hyperboloide a une nappe, de
méme que toute autre surface du second degré (qui n’est ni un cylindre ni
un cone), appartient a cette dernicre classe; le cone et le cylindre font
partie de la précédente.

S. — Geom a trois dim. 1.
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probléme étlablissent trois relations entre les constantes
m, n,p, ¢. En combinant ces trois relations avec les deux
équations de la droite, nous avons en tout cinq équations,
entre lesquelles nous pourrons éliminer les quatre quantités
m, n, p, ¢, etl’équation résultante en z, y, z sera I'équation
du lieu cherché. Ou bien encore, nous pouvons écrire les
équations de la droite sous la forme

x—x  y—y  z—3

cosa  cosf

s 75)

“cosy
les trois conditions nous donnent trois relations entre les
constantes &', »', &, a, 8, v, et, si nous éliminons a, B, v,
I'équation résultante en z', »', &’ sera I'équation du lieu cher-
ché, puisque (2, y/, z') peut étre considéré comme un point
quelconque de la droite.

Nous voyons de la sorte que la recherche de la surface
engendrée par une droite qui se meut de maniére a rencon-
trer toujours ¢rois droites fixes (') conduit a un probléme
déterminé. En formant, d’aprés le n° 41, la condition qui
exprime que la droite mobile rencontre chacune des trois
droites fixes, nous obtiendrons les trois relations nécessaires
entre m, n, p, ¢. Nous pouvons aussi voir géométrique-
ment que le mouvement de la droite est réglé d’'une ma-
nié¢re compléte par les conditions imposées. En effet, une
droite est entiérement déterminée, si l'on exige qu’elle
passe par un point fixe et rencontre deux droites fixes; car
nous n’avons qu'a mener les plans qui contiennent le point
donné et chacune des droites, et leur intersection nous four-
nira précisément la droite cherchée. Si donc le point par

lequel doit passer la droite se meut le long d’une troisieme
droite, nous obtiendrons une série déterminée de lignes

(*) Ou trois courbes fixes d’espéce quelconque.
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droites, dont ’ensemble formera une surface qui est leur
lieu géométrique.

113. Proposons-nous maintenant de résoudre le probleme
que nous suggére le numéro qui précéde, c’est-a-dire cher-
chons la surface engendrée par une droite qui rencontre
trois droites données, qui ne sont pas deux a deux dans le
méme plan. Pour abréger notre travail autant que possible,
voyons d’abord comment nous devrons choisir les axes pour
donner aux équations des droites la forme la plus simple.

On reconnait immédiatement qu’il convient de prendre
les axes de telle sorte qu’ils soient respectivement paralleles
aux trois droites données (' ). Il ne s’agit plus maintenant que
de savoir ou placer 'origine pour avoir le résultat le plus
symétrique. Pour cela, supposons que par chacune des
droites nous menions des plans paralléles aux deux autres;
nous obtiendrons de la sorte trois couples de plans for-
mant un parallélépipéde qui aura pour arétes les droites
données. En faisant passer par son centre des droites
paralléles a ces arétes, nous aurons les axes les plus symé-
triques possibles. Soient donc

Yi—EEi s i— a0

les ¢quations des trois couples de plans; les équations des
trois droites fixes seront

.,ij7 5 —=—2¢C,
s =cC, r=—a,

i a e e— e D}

Les équations d’une ligne droite quelconque qui ren-

(') 1l n’en serait plus de méme si les droites étaient toutes les trois pa-
ralléles au méme plan. Nous examinerons ce cas dans le numéro suivant. 1l
ne se rencontrera pas si le lieu est un hyperboloide a une nappe (voir n° 111).
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contre les deux premicres droites fixes sont
s+c=A(y—295), z—c=p(x+a)
Cette droite coupera la troisiéme si
¢+ pa—+Ab=o.

Remplacons A et p. par leurs valeurs; cette relation devient

.e(z+a)(y—b)+a(z—c)(y—b)+b(s+c¢)(x+a)=o,

ct, aprés réductions,
ays—+ bzx + cxy + abc —o.

En appliquant le critérium du n® 86, on trouve que celte
équation représente un hyperboloide a une nappe. Ce résul-
tal est encore évident autrement, puisque 'équation est celle
d’une quadrique a centre et qu’on sait de plus que c’est une
surface réglée.

On peut encore résoudre le probléeme d’une autre ma-
ni¢re, ainsi quil suit. Soient

!

x— ' y—y'  z—z

—C e
cosa cosf3 cosy

les équations de la droite mobile. Les trois conditions qu’on
obtient en exprimant qu’elle rencontre chacune des droites

fixes sont
3 +c
cosy
x' +a
— 24
cosy cOs
x'—a Y+ b

cosz  cosB

Nous pouvons éliminer o, 3, ¥ en multipliant ces équa-
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tions membre 4 membre. Nous obtenons ainsi la relation
(z—a)(y —b)(s—c)=(z+a)(y+ b)(5+c)
pour équation du lieu; ou, aprés réductions,
ays + bzx + cxy + abec = o.

C’est la méme équation que ci-dessus.

Laderniére forme sous laquelle on vient d’écrire I'équation
exprime que cet hyperboloide est le lieu d’un point tel que le
produit de ses distances a trois faces concourantes d’un paral-
lélépipede est égal au produit de ses distances aux trois faces
opposées.

Voici encore une autre solution générale du méme pro-
bléme.

Supposons que les deux premicres droiles soient respec-
tivement les intersections des plans («, 3), (v, 8). Les équa-
tions de la troisiéme pourront se mettre sous la forme

a— A it “6, ﬁ?: ()«(—1—])8
Puisque la droite mobile rencontre les deux premiéres

droites, on peutla représenter au moyen de deux équations

de la forme

Portons ces valeurs dans les équations de la troisieéme droite,
nous obtenons la condition pour que la droite mobile la

coupe : c’est la relation

Ap 4-B=2(Cp+D).

v

Eliminons A et p. entre cette équation et celles de la droite

mobile et nous trouvons I'expression
B(Ay+DBo) = /.(CY + D?)

pour équation du lieu cherché.
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Une troisi¢me solution générale est la suivante. Soient

(P1> q1s T S1, Ly 1)
(P25 925
(73> g3,

les six coordonnées des droites données. Pour abréger, re-
présentons le déterminant p,(qs7y— ¢37r2) . . . par (pgr),
et agissons de méme pour les autres déterminants analogues.
Il est alors facile de voir que I’équation de I’hyperboloide qui
passe par les trois droites données est

(ptu) 2 + (qus) y* + (rst) 3 + (pqr) w?
- [(pgt) — (rpu)law + [(qst) + (rus)]y=
- [(gru)— (pgs) ] yw -+ [(rtw) + (pst) ] 5
+ [(rps) — (gre)]zw + [ (pus) + (qtu) ] zy = o.

114. Quatre droites d’un systeme coupent toutes les
droites de Uautre systéme en des points dont le rapport
anharmonique est constant.

Par les quatre droites données et par une quelconque de
celles qui les rencontrent, nous pouvons faire passer quatre
plans; il en résulte que toute autre droile qui coupera les

(uatre premiéres sera divisée suivant un rapport anharmo-

nique constant (n° 39).

Réciproquement, si deux droites qui ne se coupent pas
sont divisées homographiquement par une série de points,
c’est-a-dire sont divisées de telle maniére que le rapport
anharmonique de quatre points quelconques situés sur une
des droites soit égal a celui des quatre points correspondants
sur I’autre, les droites qui joignent les points correspondants
sont les génératrices d’'un hyperboloide a une nappe.

Soient

0=—=10}
v =o,
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les équations des deux droites données, et

“:)\/G, Y:[L’8

)

celles d’unc droite fixe qui les rencontre. Pour qu’'une autre

droite
o —"A8 0110

les divise homographiquement, il faut que (Sections co-
niques, n° 57)

et, si nous éliminons A entre les équations

a=128, Ny=wi,

nous avons pour résultat I’équation

’ﬁ«{ ~—uliad.

SURFACES DEPOURVUES DE GENTRE.

115. Nous recommandons au lecteur d’étudier lui-méme
les propriétés des paraboloides qui sont analogues & celles
qu’on a indiquées dans les numéros précédents de ce Chapitre.

En particulier, il pourra démontrer que (') :

Dans un paraboloide elliptique (ow hyperbolique) , la
somme (ou la différence) des paramétres principaux de
deux sections diamétrales conjuguées est constant.

Dans un paraboloide elliptique (ou hyperbolique) , la
somme (ou la différence) des paramétres de deux sections
diamétrales conjuguées passant par le méme point du
paraboloide est constante.

(') Vour le Mémoire du professeur Allman sur quelques propriétés des
pavaboloides ( Quarterly Journal of pure and applied Mathematics), 1874.
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Sti, a partir de Uextrémité d’un diamétre d’un parabo-
loide, on porte sur cette droite un segment de longueur
constante et si par son extrémité on meéne un plan con-
jugué rencontrant le paraboloide, le volume compris entre
la surface, le segment constant et deux diamétres de la
section a une valeur constante.

Il convient d'indiquer ici comment nous pourrons trouver
de la méme maniére les sections circulaires du paraboloide
représenté par I'équation
@

Considérons une section circulaire dont le plan passe par
I'origine, et décrivons une sphére passant écalement par ce

gine, | I 2 I
point et qui y ait le méme plan tangent (z = o) que le para-
boloide. L’équation de cette sphére sera de la forme

2

2 = lyi + 3 =2na,

et I'équation du cone déterminé par son intersection avec le

paraboloide sera

A7k cn \) ‘( cn ifs oo
21— — |+ 1 55 G2=—10:
( a . 43 bl)

\

Elle représentera deux plans si I'un de ses termes s’annule.
Ce seront deux plans réels, dans le cas du paraboloide ellip-

s : cn 3 ; ;
tique, si nous prenoms — =1; car |’équation devient alors
a*
b2 52— ((12— [)2)‘)’2.

Mais, dans le cas du paraboloide hyperbolique, il n'y a pas
de section circulaire réelle, puisque la méme substitution
ferait prendre a I'équation des deux plans la forme imagi-
naire

0232+ (@*+ b*) y?=o.
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Du reste, on peut démontrer d’une maniére générale

qu’aucune seclion du paraboloide hyperbolique ne peut étre

une courbe fermée. En effet, si nous cherchons 'intersection
de cette surface par un l)l;m quelconque

z—=ax+ By—+1,
la projection de la courbe sur le plan des zy est

z? ) 2(ax + By —+7v)
—_— s — e ae——e ;

a? g7 ¢

c’est nécessairement une hyperbole.

116. La théorie générale exposée au n°® 108 fait voir que

le paraboloide hyperbolique peut aussi renfermer des lignes
droites situées tout entiéres sur sa surface. En effet,’équation

a*

(n°87) est comprise dans la forme générale oy = (33, et la

surface renferme les deux systémes de droites

T e _‘L>~
{l_[}ﬁ)\’ )(a_"b/ S

La premiére équation montre que toute droite située sur
la surface doit étre parallele a I'un ou a l'autre des deux
plans fixes

et c’est précisémeht celle propriété qui constitue la différence
fondamentale entre les droites situées sur le paraboloide et
celles qui appartiennent a I’hyperboloide (voir le n° 111).

On démontre, comme dans le n° 109, qu’une droite quel-
conque d’un systéme rencontre toutesles droites del'autre sys-
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téme, tandis que deux droites du méme systéme ne peuvent
jamais se couper.

Nous allons maintenant traiter le probléme inverse, c’est-a-
dire chercher la surface engendrée par une droite qui se meut
de maniére a rencontrer toujours trois droites paralleles a un
méme plan. Prenons pour plandes zy le plan auquel ces droites
sont paralléles, pour axe des z une ligne droite qui les rencontre
toutes les trois, et supposons que les axes des x et des y
soient menés parallélement a deux d’entre elles. Leurs équa-
tions sont alors

L= 0,
=)

c=my,

Les équations d’une droite qui rencontre les deux premiéres
sont
x=MNsz—a), y=p(5—0).

Cette droite coupera la troisi¢me si
he—a)=mp(c— D),
et I’équation du lieu cherché est
(a—c)x(s—b)=m(b—c)y(s—a).

Elle représente un paraboloide hyperbolique, puisque les
termes du degré le plus élevé se décomposent en deux fac-
teurs réels.

Nous pouvons de méme chercher quelle est la surface
engendrée par une droite qui rencontre deuwz lignes droites
fixes et reste toujours parallele a un plan fixe. Supposons

que la droite mobile doive rencontrer les lignes
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et étre parallele au plan
Z cosx —+ ) cosf + z cosy = p.
Ses ¢équations seront alors
z=XN3—a), y=p(3+a).
Elle sera parallele au plan donné si
cOsY -+ A cosz —+ p.cosf = o.
L’équation du licu cherché est donc
cosy(s*—a*)+ xcosa(s+ a)+ ycosB(s—a)=o.

C’est celle d’un paraboloide hyperbolique, puisque les termes
du second degré se décomposent en deux facteurs réels.

Un paraboloide hyperbolique est la surface en laquelle se
transforme I'hyperboloide & une nappe quand la génératrice,
dans une de ses positions, se trouve tout entiére a l'infini.

Nous avons vu (n® 107) qu’un plan est tangent a une surface
du second degré quand il la rencontre suivant deux droites
réelles ou imaginaires, et qu’un paraboloide (n°® 87) est coupé
par le plan a 'infini suivant deux droites réelles ou imagi-
naires. Il s’ensuit que le plan a l'infini est toujours tangent
au paraboloide.

117. Dans le cas du paraboloide hyperbolique, trois droites
quelconques d’un systéme de génératrices coupent toutes
les génératrices de l'autre systéme en des points dont le
rapport est constant. En effet, les génératrices étant toutes
paralléles au méme plan, nous pouvons, par trois génératrices
quelconques, mener des plans paralléles a ce plan; et 'on sait
que toutes les droites qui rencontrent trois plans paralléles
sont divisées par eux suivant un rapport constant.

Réciproquement, si deux droites de longueur finie, et qui
ne se coupent pas, sont partagées chacune dans le méme
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nombre de parties égales, les droites qui joignent les points
correspondants sont les génératrices d’un paraboloide hyper-
bolique. En réalisant matériellement cette construction au
moyen de fils, on donne facilement a I’cell une idée de la
forme de cette surface.

Pour démontrer directement la proposition qui précéde,
prenons pour axe des z la droite qui joint les extrémités cor-
1‘0,:%]3011danles des droites données, pour axes des z et des y
des paralleles a ces droites, et plagons le plan des zy au mi-
lieu de la distance qui les sépare. Soient @ et b les longueurs
des droites données; les coordonnées de deux points corres-
pondants seront alors

5 =cC, xr = pa, ()’ =0,

S —===20C, =0 .)" = b,

)
et les équations de la droite qui réunit ces points sont

&€ Y
— ==, 20X — |Las = pac.

a b

En éliminant ., nous avons pour équation du lieu I'expression

/

1
-4
b

Ve
2cx:a(z-—+—c)<;+-’

qui représente un paraboloide hyperbolique.

SURFACES DE REVOLUTION.

118. Proposons-nous de trouver les conditions pour que
’équation générale représente une surface de révolution.
Dans cette hypothése, si la surface a un centre, 'équation
peut se ramener a la forme (n°® 84)

ZE

a? a?
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si au contraire la surface n’a pas de centre, son équation peut

s'écrire

On voit ainsi que, dans 'un et P'autre cas, si les termes du
degré le plus élevé sont transformés de maniére a ne plus
conlenir que la somme des carrés de trois coordonnées rec-
tangulaires, les coefficients de deux de ces carrés sont égaux.
Il en résulte alors que la relation cherchée pourrait s’obtenir
immédiatement en formant la condition pour que I'équation
discriminante du troisieme degré ait deux racines égales, et,
comme les racines de cetle équation sont toujours réelles,
son discriminant peut s’exprimer sous forme de carrés
(Algébre supérieure, n° 4% de I'édition anglaise); les coeffi-
cients de I'équation étant supposés réels, ce discriminant ne
s’annulera que s’il satisfait & dezzx conditions, que nous allons
obtenir plus facilement par le procédé suivant. Ce que nous
cherchons, c’est & savoir s’il est possible de transformer 1'équa-

tion de maniére a avoir

ar’+ by’ +cz*+ofyz+2gsr+2hxy=A(X2+ Y?)+ CZ2.

Mais nous avons (n° 19)
2P+ Y 5= X2 Y24 72;
il est évident alors qu’en prenant A=A la quantité suivante

(ax®+ by’ +cs2+ 2 fys+ 2852 + 2 hxy) — A2+ y*+ 52)

serait un carré parfait, et il s’agit de trouver la condition pour
que cela soit possible.
11 est facile de voir que, si la quantité

A2 By?+ Cz*+ 2Fyz + 2Gzx + 2Hay
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est un carré parfait, on aura les six relations suivantes
b

BE=—E3s (GAR—(GAE AR — 2
AF = GH, BG=HF, CH=FG,

dont les trois premiéres sont renfermées dans les trois
derniéres. Dans le cas actuel, ces trois derniéres équations
sont

(a—N)f=gh, (b—Ng=»MLf, (c—2)h=/fg.

En tirant X de chacune de ces équations, nous voyons que
la réduction ne sera possible que si les coefficients de I'équa-
tion donnée sont liés par les deux relations

Sl il

a

g h
Si ces relations sont satisfaites et si, dans la fonction
(a—N 22+ (b—0))*+(c— N2>+ ofyz+2gzx +2hay,

nous remplacons A par une des valeurs trouvées ci-dessus,
cette quantité deviendra un carré parfait,

x z2\?2 -
Feh(Za L EN e g i 7
b / o /I
o o]
ainsi que cela doit étre; et, comme le plan Z = o est perpen-
diculaire a l'axe de révolution de la surface, il s’ensuit que
I’équation

x
e =0

Yol
)

Pl

représente un plan perpendiculaire a cet axe.

Dans le cas particulier o les communes valeurs trouvées
pour A s’annulent, les termes de degré le plus élevé dans
I’équation forment un carré parfait et cette équation repré-
sente un cylindre parabolique, ou deux plans paralleles
(voir n° 87,1V et V). Ce sont la des cas limites de surfaces
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de révolution; dans le dernier, ’axe de révolution est une

droite perpendiculaire aux deux plans. Le cylindre parabo-
lique est la limite de la surface engendrée par une ellipse

tournant autour de son petit axe, quand cet axe passe a
I'infini.

119. Si 'une des quantités /, g, % est nulle, la surface ne
peut étre de révolution, & moins qu’une autre de ces quantilés
ne soit nulle aussi. Supposons que nous ayons a la fois

fe—=0y =0}

les conditions précédentes deviennent

o 4
tl—/l‘l.:b%/ll = (%
7

Eliminons la quantité indéterminée i, nous avons la relation
o
8

(a—c)(b—c)=h>

Cette condition aurait pu aussi s’obtenir immédiatement
en exprimant que la quantité

(a—N)x*4+-(b—1)y*+(c—2)z2+2haxy
est un carré parfait; il est clair que nous devons avoir
A=c, (a—c)(b—c)=1n%

120. Nous aurions pu déduire aussi la théorie qui précede
de cette considération que, pour une surface de révolution,
le probléme qui consiste a trouver les plans principaux devient
indéterminé; car, toute section perpendiculaire a P'axe de
révolution étant un cercle, un systéme quelconque de cordes
paralleles dans un de ces cercles est divisé en deux parties
égales par le plan qui passe par I'axe de révolution et le dia-
metre du cercle qui est perpendiculaire aux cordes; ce plan
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est perpendiculaire aux cordes en question. Il en résulte que
tout plan mené par I'axe de révolution est un plan principal.
Mais les cordes perpendiculaires a ces plans diamétraux nous
sont données (n° 72) par les équations

(a—N)z+ hy+ gz—=o0,
b= X))yt a0,
gx—+fy—+(c—A)z=o.

Lorsque A estl'une des racines de I’équation discriminante du
troisiéme degré, ces équations représentent trois plans qui se
rencontrent suivant I'une des droites cherchées. Le probléme
ne devient indéterminé que si ces équations représentent toutes
le méme plan, ce qui nous donne les conditions

a—\ h &g

== ()K—A‘)T = /_

o

i ey

en les développant, on retombe sur les expressions qu’'on a
déja trouvées.

LIEUX GEOMETRIQUES.

121. Nous terminerons ce Chapitre en donnant quelques
exemples de l'application de la Géométrie algébrique a la
recherche des licux géométriques.

Exercices.

1. Trouver le liew d’un point tel que ses plus courtes distances
a deux droites données qui ne se coupent pas soient égales.

Si l'on prend les équations des droites sous leur forme générale,
la solution de ce probléme se déduit immédiatement de la formule
du n® 15. Nous pouvons obtenir le résultat sous une forme simple,
en prenant pour axe des z la plus courte distance des deux droites,
et en choisissant pour les autres axes les droites bissectrices de
Pangle que forment entre elles des paralléles aux deux droites,
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menées par le point milieu de cette plus courte distance. Les équa-
tions des droites sont alors de la forme

s=4c0, Yy = mz,

Z=—2=0, y:—l)lT,

ct les conditions du probléme nous donnent la relation

(seignte (y —ma)?

f+~ma)?
7 =(8+c)*+ (—2——,—
1+m 1+ m?2

¢z (14 m?)+ mzy = o.

Le lieu est donc un paraboloide hyperbolique.
Si les plus courtes distances sont entre elles dans un rapport donné,
le lieu sera représenté par I’équation

[(1--3)5 + (1— A)e][(1 — X)z +(1+A)e]

1
3% l+m‘ll(l+M},—’_(l“‘)‘)”w’][“_)\)}’-%—(1—1—7\)7717]:0,

qui représente un hyperboloide a une nappe.

2. Trouver le lieu des points milieux de toutes les lignes droites

paralléles a un plan fize et terminées a deux droites qui ne se
coupent pas.

Prenons le plan z = o paralléle au plan fixe et choisissons le
plan z=o0, comme dans l'exemple précédent, paralléle aux deux
droites et a égale distance de chacune d’elles. Les équations de ces
droites sont

Zi—tC) Y =max+ n,

z3=—c¢, y=mz+n.
Le lieu est évidemment alors la droite qui est 'intersection des plans

s=0, 2y =(m-+m)z—+(n+n).

3. Trouver la surface de révolution engendrée par une droite
tournant autour d’'un axe fixe qu’elle né rencontre pas.

Prenons ’axe fixe pour axe des 3, et soient
P ,
rx=mz+n, y=mz+n

les équations deladroite mobile dans I'une quelconque de ses positions.

S. — Géom. a trois dim. 1. 10
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Comme un point quelconque de cette droite décrit un cercle dans un
plan paralléle a celui des @y, il en résulte que la valeur de 22 + 2
est la méme pour tout point d’une pareille section plane, et il est
évident que cette valeur constante exprimée en fonction de 5 est

(mz—+n)2+ (m'z+ n')2.
L’équation de la surface cherchée est donc
22492 =(mz+ n)2+(m'z—+ n')?%;
elle représente un hyperboloide de révolution & une nappe.

4. Deux droites issues de l'origine se meuvent chacune dans
un plan fize, mais en restant perpendiculaires I’une a U’autre :
trouver la surface (qui est nécessairement un cone) engendrée par
une droite également issue de l'origine et perpendiculaire aux
deux précédentes.

Soient (a, b, ¢), (&', &', ¢') les angles de direction des normales aux
plans fixes, et soient (2, $, ) ceux de la droite variable. Les cosinus de
direction des intersections des plans fixes avec un plan perpendicu-
laire a la droite mobile seront proportionnels a

cos 3 cosc — cosy cosb,
cos 3 cosc’ — cosy cosd,
COSY COS@ — COS& COSC,
cosy cosa' — cosa cosc',
cosacosb — cosf cosa,

cosa cos b’ — cos 3 cosa/,

et la condition pour que ces droites soient perpendiculaires entre
elles est
(cosB cosc — cosy cosb)(cosf cosc’— cosy cosd’)
—+ (cosy cosa@— cosa cosc)(cosy cosa’ — cosa cosc’)
—+ (cosacosb — cosfcosa)(coszcosd — cosf cosa’)= o.

Cette équation représente un cone du second degré.

8. Deux plans perpendiculaires l’un sur U’autre passent chacun
par une drotte fixe : trouver la surface engendrée par leur in-
tersection.

Prenons les axes comme dans I'exercice 1. Les équations des plans
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sont alors
Mszs—c)+y—max=o0, N(z3+c)+y-+ mz=o.

Ces plans seront perpendiculaires si A\'+1— m? = o. En rempla-
cant A et A’ par leurs valeurs déduites des équations précédentes, nous
obtenons I’expression

y2—m2x+4(1—m?)(s2—c2)=o,

qui représente un hyperboloide & une nappe.
Si les droites fixes se coupent, ce qui entraine ¢ = o, le lieu se
réduit a un cone.

6. Trouver le lieu d’un point d’ou l’on puisse mener a la qua-
drique

trois tangentes mutuellement perpendiculaires entre elles.
Si Ton transformait I'équation de maniére que les tangentes de-
vinssent les axes de coordonnées, I'équation du cone tangent prendrait

la forme
Ayz+ Bzxr + Czy = o,

puisque les trois droites en question sont des arétes du cdne. Mais
I'équation non transformée du cone tangent est (voir n° 78)
xz? oy 32 TR T ! 2
— g == -2 2 ),
at b2 ¢ > ( a2 b2 c?
Nous avons vu (n° 82) que, si cette équation est rapportée a un nou-
veau systéme d’axes rectangulaires quelconques, la somme des coeffi-

cients de 22, ¥2, 32 restera constante.lll suffit donc d’écrire la condition
7.} ) [

pour que cette somme soit égale a zéro pour obtenir I'équation du
lieu demandé, c’est-a-dire

BRSO E i YA
a2 \b2  ¢? b2 \a2 ¢ 2\ a2 b2

7. Former lUéquation du céne qui a pour sommet le point
0. i Sovharss g2 Sy,
(@', 'y 3") et pour base la conique o2 g = 1 située dans le plan

des zy.
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Les équations de la droite qui joint un point (2, $) de la base au
sommet sont

a(z —z)=3 02—z

Portons ces valeurs dans I’équation de la base; nous obtenons

(Fz—x'2)? (3y-

a?

D’une maniére générale, on peut employer la méthode suivante pour
former I'équation d’un cdéne qui a pour sommet le point (z',), 5', w')
et pour base I'intersection de deux surfaces U, V. Dans chaque équa-
tion remplagons 2 par -+ Aa', ¥ par y + 1)/, etc., et soient

2

5 B

U4+ 20U+ —02U~+...=o,
1.2

32
VAV +—— 8V =0

)
les résultats de cette substitution; 'expression qu’on obtiendra en
éliminant A entre ces équations sera I’équation du cdne cherché. En
effet, les points ou la ligne droite qui joint (&, ', 5', w") a (2, ¥, 5, w)
rencontre la surface U se déterminent a I'aide de la premiére de ces
équations; la deuxiéme fournit de méme les points ou cette méme
droite coupe la surface V. Si I’éliminant de ces deux équations s’an-
nule, elles ont une racine commune, c’est-a-dire que le point (z,y, 3, w)
se trouve sur une droite qui passe par (z',y’, z’, ") et qui rencontre
I'intersection des surfaces.

8. Former U’équation du céne qui a pour sommet le centre
d’un ellipsoide et pour base la section déterminée sur cette sur-
Jace par le plan polaire d’un point (', y', 3').

Réponse :

A

PR T

b2 c?

L e e i <m" Yy

9. Trouver le lieu des points appartenant a la quadrique

tels que leurs normales rencontrent la normale au point(x', y', z').

Réponse. — Ces points se trouvent sur la ligne d’intersection de
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la surface avec le cone
a(y's—3y)(x—2a')
+ 02— 2'z)(y—y)
“+c2(v'y —y'z) (s —3)=o.

10. Trouver le liew des poles des plans tangents & une qua-
drique par rapport & une autre quadrique.

Il suffit d’écrirela condition pour que le plan polaire de (@, ', 5, »)
par rapport a la seconde quadrique soit tangent a la premiére; il n’y
a donc qu’a remplacer «, 8, v, & par U,, U,, Us, U, dans la condition
donnée n° 79. On trouve ainsi que le lieu est une quadrique.

11. Trouver le cone engendré par les perpendiculaires élevées
surles plans tangentsd’un cone donné et passant par son sommet
Soit
Lz2+ My2+ Nzs2=o

I'¢quation da cone; celle d'un plan tangent quelconque est

Lxa'+ Myy'+ Nzs' = o,
et I'équation de la perpendiculaire élevée sur ce plan par l'origine est

z y

Lz~ My’ Nz
Appelons p la commune valeur de ces rapports; nous aurons

(e _JL SR A’ A
LiTMpl o T

Portons ces valeurs dans Lz'2+ My2+ Nz2=o0; la quantité p?
disparait, et il nous reste

x2

i
La forme de cette équation montre que la relation qui existe entre
les cOnes est réciproque et que les génératrices du premier sont per-
pendiculaires aux plans tangents du second. Il est facile de voir aussi
que ce probléme n’est qu’un cas particulier du précédent.
Si I'on donne I'équation du cone sous la forme

ax? -+ b}’2+ c3z2+ 2f.)’; + 2857 + ?,]I.Z:)’ =Y
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'équation du coéne réciproque sera la méme que celle de la polaire
réciproque, en Géométrie plane, de la conique qui serait représentée
par I'équation précédente, et 'on aura

(be — f2) 22 + (ca — g2) y2+ (ab — h2) 32
+2(gh—af)yzs+ o(hf — bg)sz + 2(fg — ch)zy = o.

12. Une droite se déplace de telle maniére que trois points
fizes marqués sur elle se meuvent dans des plans fizes : trouver
le liew d’un autre point de cette droite.

Soient «, 3, y les coordonnées du point P, dont on cherche le lieu

géométrique, et imaginons que les trois plans fixes, pris pour plans
coordonnés, rencontrent la droite en A, B, C. Il est alors facile
AB, AC

de voir que les coordonnées de A sont o, P pc

dans ces
AB AC 2 Ravi ( |
552 5 sont connus. Exprimons (10) que la
PB’ PC : )4
distance AP est constante, et nous trouverons immédiatement que
le lieu cherché est un ellipsoide.

expressions les rapports

13. A et O sont deuz points fizes, dont le dernier est situé sur
la surface d’une sphére; la droite qui joint un autre point
quelconque D de la sphére au point A rencontre cette surface
en un autre point D'; sur OD on prend un segment OP égal
a AD' : on demande de trouver le liew du point P. [Sir W.-R.
HAMILTON. ]

Nous avons AD — A_Og—f— OD —2A0.0D cosAOD. Mais AD varie
en raison inverse du rayon vecteur du lieu, et OD est donné, au moyen
de 'équation de la sphére, en fonction des angles qu’il fait avec des
axes fixes. On voit facilement alors que le lieu est une quadrique qui
a son centre en O.

14. Un plan passe par une ligne droite fixe; par ses droites
d’intersection avec deux plans fizes et par un point fize, on fait
passer des plans : trouver la surface engendrée par la droite
intersection des deuz derniers plans.

18. Les quatre faces d’un tétraédre passent chacune par un
point fize; trois des arétes se meuvent chacune dans un plan
fize : trouver le liew du sommet par lequel ne passe aucune de
ces arétes.
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En géneral, le lieu est une surface du troisiéme degré qui a pour

point double le point d’intersection des trois plans. Cette surface se

réduit a un codne du second degré, quand les quatre points fixes sont
situés dans un méme plan.

16. Trois arétes d’un tétracdre passent chacune par un point
fize et la face opposée passe également par un point fize :
trouver le lieuw du sommet par lequel passent les trois arétes,
sachant que les trows autres sommets se meuvent dans des plans
Jizes.

17. Un plan passe par un point fize et coupe trois droites fixes:
par chacun des points d’intersection et par chacune de trois
autres droites fizes, on méne des plans : trouver le lieu de U’in-
tersection de ces derniers.

18. Les cétés d’un polygone dans l’espace passent par des
points fixes, et tous ses sommets, sauf un, se meuvent dans des
plans fizes; trouver le lieu de ce dernier sommet.

19. Tous les cétés d’un polygone, sauf un, passent par des
points fizes; les extrémités du cété libre se meuvent sur deux
droites fizes et tous les autres sommets se déplacent dans des
plans fizes : trouver la surface engendrée par le coté libre.

20. Le plan mené par les extrémités de trois diamétresconjugués

2

3 LAGE SN e 52 s
d’'unellipsoideenveloppel’ellipsoide Sk l);/—° + 5= % et lui est
£ o]

9

tangent au centre de la question qu’il détermine dans la pre-
miere surface.

21. La condition pour gu’un systeme de génératrices de Uhyper-
,),:)_ 22

22
boloide — + 4= — — =1 admette trois génératrices formant
a: = b2 c?

un triéde trirectangle est o

Les hyperboloides qui satisfont a cette relation ont été appelés
hyperboloides équilatérauzr, (ScHROTER, Oberflichen sweiter
Ordnung, p. 197; 1880.)
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CHAPITRE VII.

METIHODES DE NOTATION ABREGEE.

PRINCIPE DE DUALITE ET POLAIRES RECIPROQUES.

122. Dans ce Chapitre, nous donnons quelques exemples
de l'application aux quadriques des méthodes de notation
abrégée. 1l convient toutefois de faire voir d’abord que toutes
les équations dont nous nous servons sont susceptibles d’une
double interprétation et qu’a chacun des théorémes que
nous obtenons correspond un théoréme réciproque. Le
lecteur peut en effet s’assurer sans difficulté que la théorie
des polaires réciproques que nous avons exposée (Sections

conigues, chap.XYV) est applicable al’espace. Etant données

une quadrique fixe (Z) et une surface quelconque S, nous
pouvonsformerunenouvelle surface s, en prenant les péles par
rapport a X de tous les plans tangents a S. Si nous considé-
rons ainsi un point de s qui corresponde a un plan tangent
de S, réciproquement le plan tangent a s en ce point corres-
pondra au point de contact du plan tangent & S. En effet, le
plan tangent a s contient tousles points de s qui sont immédia-
tement consécutifs au point considéré; par suite, il doit avoir
pour correspondant le point par lequel passent tous les plans
tangents de S qui sont immédiatement consécutifs au plan
tangent considéré, c’est-a-dire le point de contact de ce plan.
Ainsi, a tout point ayant une relation quelconque avec 1'une
des surfaces correspond un plan en relation avec l'autre, et
réciproguement; et a une droite (qui réunit deux points),
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correspond une droite (qui est I'intersection de deux plans).
Par exemple, le degré de s, qui est mesuré par le nombre des
points d’intersection de cette surface avec une droite quel-
conque, est égal au nombre des plans tangents qu’on peut
mener & S par une droite arbitrairement choisie. Laréciproque
d’une quadrique est donc une quadrique, puisque, par une
droite prise a volonté, on ne peut mener que deux plans tan-
gents a une quadrique (n° 80).

123. Pour faire voir quelle est la forme géométrique
qui correspond & une courbe dans I’espace, nous anticiperons
un peu sur la théorie des courbes a double courbure, que
nous exposerons plus tard. Une courbe dans I’espace peut
étre considérée comme 1'ensemble d’une suite de points 1, 2,
3, 4, ..., rangés suivant une certaine loi. En joignant chaque
point & celui qui lui est immédiatement voisin, nous formons
une suite de droites 1-2, 2~3, 3-4, ..., dont chacune est une
tangente & la courbe donnée. L’ensemble de ces droites consti-
tue une surface, qui estune surface développable (voirla note,
n® 112), puisqu’une droite quelconque 1-2 coupe la droite
consécutive 2-3. De plus, si nous considérons les plans 1-2-3,
2-3-4, 3-4-5, ..., qui renferment chacun trois points consé-
cutifs, nous aurons une suite de plans, qu’on appelle les plans
osculateurs delacourbe donnée, et qui sont des plans tangents
a la surface développable engendrée par les tangentes. Si
maintenant nous prenons la polaire réciproque de ce systéme,
il est évident qu'une suite de points, de lignes droites et de
plans aura pour correspondante une suite de plans, de droites
et de points, et que par conséquent la polaire réciproque
d’une suite de points qui forment une courbe dans I'espace
sera une suite de plans tangents a une surface développable. Si
la courbe del'espace est située tout entiére dansun méme plan,

les plans réciproques passeront tous par un méme point et

seront les plans tangents d'un cdne.

2 3 4 5 6 unesp*8 9 10 11

12

L3



cm

154 CHAPITRE VII.

Par exemple, la suite des points communs a deux surfaces
forme une courbe. Réciproquement, la suite des plans tangents
communs a deux surfaces est tangente & une surface dévelop
pable qui enveloppe les deux surfaces. I’ensemble des plans
tangents qu’on peut mener par un point & 'une des surfaces
(suite qui enveloppe un cone)a pour correspondant’ensemble
des points de l'autre surface qui sont situés dans le plan
correspondant; en d’autres termes, @ une section plane d’une
surface correspond un céne tangent a la surface polaire
réciprogue. On en conclut facilement qu'un point et son
plan polaire par rapport a une quadrique ont pour corres-
pondants un plan et son pole par rapport a la quadrique
réciproque.

124. On prend fréquemment les polaires réciproques
par rapport a une sphére, dont le centre est appelé le centre
de réciprocité ou encore I'origine; on peut, comme dans les
Sections coniques (n° 307), ne plus faire mention de la sphére
etdire que les polaires sont prises parrapport a ce centre con-
sidéré comme origine. A l'origine correspondra évidemment
le plan & l'infini, et la section de I'une des surfaces par le plan a
I'infini aura pour correspondant le cone tangent qu’on peut
mener a l'autre par I'origine. On voit ainsi que, si I'origine
est extérieure & une quadrique, c’est-a-dire si elle est telle
que 'on puisse de ce point mener des plans tangents réels a
la surface, lapolaire réciproque aura des points réels a I'infini,
c’est-a-dire sera un hyperboloide; si 'origine est intéricure
a la surface, la polaire réciproque sera un ellipsoide; enfin,
si origine est située sur la surface, le plan a 'infini sera tan-

gent a la surface réciproque, ou, ce qui revient au méme
(comme nous allons le voir), la surface polaire réciproque
sera un paraboloide.

La polaire réciproque d’une surface réglée (c’est-a-dire
d’une surface engendrée par le mouvement d’une droite) est
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une surface réglée; car une droite correspond a une droite
et la surface engendrée par le mouvement d’une droite aura
pour correspondante la surface engendrée par la droite réci-
proque ('). Donc un hyperboloide & une nappe aura toujours
pour correspondant un hyperboloide a une nappe, a moins
que l'origine ou le centre de réciprocité ne se trouve sur la
surface; dans ce dernier cas, la surface réciproque est un

paraboloide hyperbolique.

125. Quand on prend les polaires réciproques par rapport
a une spheére, tout plan est évidemment perpendiculaire a la
droite qui joint I'origine au point correspondant. Par exemple,
un céne a pour figure correspondante une courbe plane, et le
cone qui a cette courbe pour base et 'origine pour sommet a
chacune de ses arétes perpendiculaire & un plan tangent du
premier cone, et réciproquement. En général, on dit que deux
cones sont réciprogues (ces deux cones peuvent avoir méme
sommet ou deux sommets distincts), quand chaque aréte de
I'un est perpendiculaire a un plan tangent de 'autre (voir

exercice 11, n°121). Comme exemple, on voit par le dernier

article que le cdne tangent mené de l'origine & une surface
quelconque est, dans cette acceplion, réciproque au cone
asymptotique de la surface réciproque.

Lorsque deux cénes réciproques qui ont le méme sommet
sont coupés par un plan, les sections ainsi obtenues sont

(') M. Cayley a fait remarquer que le degré d’une surface reglee est
égal au degré de sa polaire réciproque. Le degré de la surface réciproque
est égal au nombre de plans tangents qu’on peut mener a la premiére surface
par une droite arbitraire. Nous démontrerons dans la suite (mais cette propo-
sition est suffisamment évidente par elle-méme) que le plan tangent en un
point quelconque d’une surface réglée contient la génératrice qui passe par
ce point. Le degré de la polaire réciproque est donc égal au nombre des
génératrices qui rencontrent une droite arbitraire. Mais ce nombre est
précisément celui des points ou la droite arbitraire coupe la surface,
puisque tout point situé sur une génératrice est un point de la surface.
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polaires réciprogques Uune de U’autre par rapport au pied
de la perpendiculaire abaissée du sommet commun sur ce
plan. En effet, supposons que le plan rencontre une généra-
trice de 'un des cones en un point P et qu’il coupe le plan
perpendiculaire tangent a Pautre cone suivant la droite QR.
Soit M le pied de la perpendiculaire abaissée du sommet O
sur le plan de la section. 1l est facile de voir que la droite PM
est perpendiculaire 8 QR; soit S leur point de rencontre. Le

triangle POS étant rectangle, le produit PM >< MS est con-

stant et égal 4 OM. La courbe lieu du point P est donc la

méme que celle que 'on obtient en abaissant du point M des
perpendiculaires sur les tangentes QR et en portant sur
chaque perpendiculaire un segment égal a l'inverse de la
longueur de cette perpendiculaire.

La proposition suivante fournit un exemple de I'application
du principe que nous venons d’établir. Par le sommet de tout
cénedu second degré, on peut mener deux droites, appelées
droites focales, qui sont telles que la section du céne par un
plan, perpendiculaire a U'une ou a U'autre de ces deux
drottes, est une conique ayant pour foyer le pointotleplan
rencontre ladroite focale. En elfet, construisons le cone réci-
proque en menant par le sommet du premier des droites per-
pendiculaires a ses plans tangents; ce nouveau céne a deux
systémes de plans de section circulaire (n° 104). Donc, d’aprés
ce qu'on a démontré plus haut, la section du céne donné par
un plan paralléle & 'un ou a l'autre des deux systemes de
plans sera une conique ayant pour foyer le pied de la perpen-
diculaire abaissée du sommet sur ce plan. Cette derniére
proposition peut s’énoncer ainsi : Les droites focales d’un
céne sont perpendiculaires aux plans des sections circu-
laires du céne réciproque.

126. La surface polaire réciproque d’une sphére par
rapport & un point quelconque est une surface engendrée
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verse. Cette proposition peut se démontrer comme dans les
Sections coniques (n° 308). En elfet, on prouve facilement
que, si I'on considére deux points quelconques A et B, leurs
distances a l'origine sont entre elles dans le méme rapport
que les perpendiculaires abaissées de chacun d’eux sur le
plan qui correspond a V'autre (Sections conigques, n° 101).
Mais la distance du centre d'une sphére fixe a l'origine et
la perpendiculaire abaissée de ce centre sur un plan tangent
quelconque de la sphére sont toutes deux constantes. Donc,
un point quelconque de la surface réciproque jouit de la pro-
priété que sa distance a I’origine est dans un rapport constant
avec la perpendiculaire abaissée de ce point sur un plan fixe,
le plan qui correspond au centre de la sphére. Ce lieu est évi-
demment une surface de révolution qui a 'origine pour foyer;
le plan fixe en question est un plan directeur.

En prenant ainsi les réciproques des propriétés de la sphére,
nous obtenons de nouvelles propriétés, qui sont applicables
aux surfaces de révolution autour de leur axe transverse. La

colonne de gauche ci-dessous renferme les énoncés des pro-
priétés de la sphére, celle de droite contient les propositions

correspondantes qui se rapportent aux surfaces de révolution.

Exercices.

1. Un plan quelconque tangent
a une sphére est perpendiculaire
a la droite qui joint son point de
contact au centre.

2. Tout coOne tangent a la
sphére est un cone droit dont
tous les plans tangents font des
angles égaux avec le plan de
contact.

La droite qui joint le foyer a
un point quelconque de la surface
est perpendiculaire au plan mené
par le foyer et par l'intersection
du plan tangent au point consi-
déré avec le plan directeur.

Le cone qui a pour sommet le
foyer et pour base une section
plane quelconque est un cone
droit dont I'axe est la droite qui
joint le foyer au podle du plan de
la section.
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Comme cas particulier de 'exercice 2, nous citons la pro-

priété suivante :

Toute section plane d’un paraboloide de révolution se
projette suivant un cercle sur le plan tangent au sommet.

3. Un plan quelconque est per-
pendiculaire a la droite qui joint
le centre a son pole.

4. Un plan quelconque passant.
par le centre est perpendiculaire
a son diamétre conjugué.

5. Le cone qui a pour base une
section plane de la sphére a ses
sections circulaires paralléles a
son plan de base.

6. Tout cylindre qui enveloppe
une sphére est un cylindre droit.

7. Deux droites conjuguées (1)
quelconques sont mutuellement
perpendiculaires I'une a 'autre.

8. Une quadrique quelconque
qui enveloppe une sphére est une
surface de révolution; son cone
asymptotique est par conséquent
un coéne droit.

La droite qui joint un point
quelconqueau foyer est perpendi-
culaire au plan mené parle foyer
et par I'intersection du plan direc-
teur avec le plan polaire du point.

Un plan mené par le foyer est
perpendiculaire a la droite qui
joint le foyer a son pole.

Un coéne tangent quelconque a
pour lignes focales les droites qui
joignent le sommet de ce cone aux
deux foyers.

Une section quelconque passant
par le foyer a ce point pour foyer.

Deux droites conjuguées quel-
conques sont telles, que les plans
qui les joignent au foyer sont per-
pendiculaires I'un a 'autre.

Siune quadrique enveloppe une

| surface de révolution, le cone

tangent a la premiére surface,
qui a pour sommet le foyer de la
seconde, est un céne de révolu-
tion.

127. L’équation de la polaire réciproque d’une surface i
centre par rapport a un point quelconque s’obtient de la

(') Les plans polaires, par rapport a une quadrique, de tous les points
d’une droite passent par une autre droite, que nous appelons la droite con-
juguee ou la droite polaire de la premiére, ou simplement la conjuguee.
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méme maniére que dans les Sections coniques (n° 319); car
la longueur de la perpendiculaire abaissée d’'un point sur le
plan tangent est (voir n° 89)

=\/a*cos?a—+ b*cos? P + c*cos?y— (&' cosa—+ ycosB -3 cosy).

L’équation de la polaire réciproque est, par suite,

2

(zx' + yy' + 55 + K= a*x® + b y* + 232,
Par exemple, la polaire réciproque par rapport au centre est
x4+ by 4 st = k&t

c¢’est une quadrique, dont les axes sont les inverses de ceux de
la surface donnée.

Nous avons indiqué (exercice 10, n° 121) la méthode géné-
rale qui sert a former la polaire réciproque d'une quadrique
par rapport & une autre quadrique. Ainsi, la polaire réciproque
par rapport a la sphére

2y gt — )l
s'obtient en remplagant o, {3, v, 8 par z, y, 5, — k* dans 'équa-
tion tangentielle (n° 79). D’une maniére plus symétrique, on
peut, en regardanta, 8,v,6 commeles coordonnées courantes,

considérer I’équation tangentielle elle-méme comme I’équation
de la polaire réciproque par rapport a la surface

2t gdosd L md—6.

La polaire réciproque de la polaire réciproque d’une qua-
drique est évidemment la quadrique elle-méme. En effet, si
nous formons I’équation de la polaire réciproque de la réci-

proque
A+ Bp2+CGy2+...=o,
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le nouveau coefficient de 22 sera
BCD + 2 FMN — BN2 — CM2 — DF2.

En remplacant B, C, D, ... par leurs valeurs, nous trouve-
rons que celle expression est égale a @A2. On verra de méme
que A2 entre comme facteur commun dans tous les termes, de
sorte que I’équation de la polaire réciproque de la réciproque
n’est autre que I’équation donnée elle-méme, multipliée par
le carré du discriminant (A/lgébre supérieure, n° 33).

128. On peut établir le principe de dualité d’'une maniére
indépendante de la méthode des polaires réciproques, en
faisant voir, comme dans les Sections conigques (n°299), que
toutes les équations dont nous faisons usage sont susceptibles
d’une double interprétation. En les considérant comme des
équations en coordonnées tangentielles, elles fournissent des
théorémes réciproques des propositions qu’elles expriment,
si on les interpréte suivant la maniére ordinairement adoptée.
Les quantités a, 3, v, ¢ peuvent étre appelées les coordonnées
tangentielles du plan

ax + By +yz+ 8w =o.

La condition pour que ce plan passe par un point donné
(2,5, 7, @) étant

az' + By +v3 + 8w =o,
nous voyons, réciproquement, que I’équation

Az+ BB+ Cy+Dé=o,

du premier degré en o, (3, v, 8, exprime la condition pour que
ce plan passe par un point dont les coordonnées sont propor-
tionnelles a A, B, G, D, et que la relation que l'on vient
d’écrire peut étre regardée comme I’équation tangentielle de
ce point. Si les coordonnées tangentielles de deux plans sont
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(2, 8,7, 8), (<, p,y,8), il résulte du n° 37 que a - ko,
B+ kP, ... sont les coordonnées d’un plan qui passe par
la droite d’intersection des deux plans donnés; et, de la méme
maniére, il découle du n° 8 que, si L = o0, M = o sont les
équations tangentielles de deux points, L--AM = o représen-
tera un point situé sur la droite qui joint les deux premiers; on
reconnait aussi (n° 9) que L - AM - k'N = o est I'équation
d’un point appartenant au plan déterminé par les trois points
L:o, 1\[:0, Ni—=t0r
Une équation quelconque en «, {3, v, ¢ peut de méme étre
regardée comme l’équation tangentielle d’une surface a la-
quelle sont tangents tous les plans, tels que

ax -+ By vz -+ ow=o,

dont les coordonnées vérifient I’équation donnée. Si I'équa-
tion est du 7t degré, la surface sera de la 2'*¢ classe, c’est-
a-dire sera telle, que par une droite quelconque on pourra
lui mener 7 plans tangents (satisfaisant a la relation donnée),
En effet, si, dans D'équation donnée, nous remplagons
@, B, ..., par &' + ko, B'+ kP’, ..., nous obtenons une
¢quation du r'*™° degré en £; elle détermine n plans, satisfai-
sant a la relation donnée, que 'on peut mener par I'intersec-

tion des plans (o, &, v', &), (o', B, ¥", 8").

129. Pour discuter I'équation générale du second degré en

coordonnées tangentielles
A -BR2+ Cy2+4- D32 - aF Ry + 2Gya - 2Hap
+2Lad -+-2M@3+4-2Nyd =o,

on peut employer exactement les mémes méthodes que celles
dont nous nous sommes servis (n° 75 a 80). En remplacant «
par o + ka’, § par ' - £, ..., nous obtenons une équa-
tiondusecond degréen &, quenous pouvonsmettresousla forme

S' 4+ 2kP + A2S"—=o.

S. — Gcom. a trois dim. 1.
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Si le plan (o, §', ¥, &') est tangent a la surface en question,
on a §'= o, et I'une des racines de I’équation est £ = o. La
seconde racine sera aussi k = o, si ’'on a P = o. En d’autres
termes, les coordonnées d’un plan tangent immédiatement
consécutifa (o, B, ', 8') doivent satisfaire a la condition

dsS! LQdS’ EaS S

o T ) fee e Tl s
Al s R s’

Cette équation, étant du premier degré, représente un point :
c’est le point de contact de (o, 3',v', &'), parlequel doit passer
un plan tangent quelconque immédiatement consécutif.

Nous pouvons considérer I'équation que nous venons
d’obtenir comme une relation qui lie les coordonnées d’un
plan tangent avec celles d'un plan quelconque passant par son
point de contact, et, en raison de la symétrie qu’elle présente,
nous en concluons (comme au n® 63) que, si o/, &', v/, & sont
les coordonnées d’un plan quelconque, celles du plan tangent
en un quelconque des points de la surface situés dans ce plan
doivent satisfaire a la condition

dS  .dS . dS .dS

daeQUEioe N Sy
a0 ((/-(’ Y

Mais cette équation représente un point par lequel tous les
plans tangents en question doivent passer; en d’autres termes,
elle représente le pole du plan donné.

Le procédé suivant, déja employé au n® 79, nous permet
de déduire de 1'équation générale du second degré en coor-

données tangentielles ’équation correspondante a laquelle
doivent satisfaire les coordonnées de tous ses points. Soient

P'équation tangentielle d'un point quelconque de la surface et
%, 8, v, 6 les coordonnées du plan tangent correspondant. Des
équations obtenues plus haut nous concluons que I'on doit
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avoir
A Al (B (B Tia

\y' =Ha - B@ + Fy + Mg,
23 =Ga+F@ + Cy + No,
A’ == La + MB + Ny - Dg,

)

) étant un multiplicateur indéterminé. Si nous résolvons ces

équations par rapport a o, §, v, 8, nous obtenons les coor-

données du plan polaire du point considéré, et, en exprimant
qu’elles vérifient ’équation tangentielle donnée, nous arrivons
ala relation a laquelle doivent satisfaire les coordonnées z, y,
z, w d’un point quelconque de la surface. Cette relation ne
differe de celle que nous avons trouvée au n° 79 que par la
substitution des lettres majuscules aux petites lettres.

Il ne parait pas nécessaire de donner d’autres exemples
pour montrer comment toutes les discussions précédentes
peuvent s’appliquer aux équations correspondantes en coor-
données tangentielles.

Dans ce qui suit, il nous suffira de supposer que les abré-
viations employées représentent des équations en coordonnées
tangentielles, et nous aurons immédiatement les démonstra-
tions directes des propositions qui sont les réciproques des
théorémes auxquels nous serons parvenus.

130. Si U = o et V= o représentent deux quadriques quel-
conques, I'équation U 4~ AV = o est celle d'une quadrique qui
passe par tous les points communs 2 Uet V et, si Aestindéter-
miné, ellereprésente une série de quadriques ayant une courbe
d’interscction commune. Puisque neuf points déterminent une
quadrique (n°58), U + AV = o est I'équation la plus générale
d’une quadrique qui passe par hwit points donnés (voir
Courbes planes, n° 29). En effet, si U et V sont deux qua-
driques passant chacune par les huit points en question,
U -+ AV = o représente une quadrique qui passe aussi par ces
huit points; la constante A peut se déterminer de maniére que
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la surface passe par un neuvieme point quelconque. On pourra
donc faire coincider cette surface avec une quadrique donnée
passant par les huit_points. 1l s’ensuit aussi que toutes les
quadriques qui passent par huit points ont en outre toute
une suite d’autres points communs, lesquels constituent une
courbe d'intersection qui est commune a ces surfaces; réci-
proquement, toutes les qua(]ri(]lws tangentes a huit p]nns
donnés ont en commun toute une suite de l)lzms tangents
déterminant une surface développable bien définie, laquelle
enveloppe toute la suite des surfaces tangentes aux huit plans
fixes.

Il est de méme évident que le probleme : Décrire une qua-
drique passant par neuf points, peut devenir indéterminé.
En effet, si le neuvieme point se trouve situé quelque part
sur la courbe qui est déterminée par huit points fixes, ainsi
que nous venons de le voir, toute quadrique passant par ces
huit points contiendra aussi le neuviéme point, et, pour que
nous puissions déterminer la surface, il est nécessaire qu’on
nous donne un neuvi¢me point qui re soit pas situé sur cette
courbie. Par exemple, si U et V sont deux quadriques passant
par les huit points, nous déterminerons la surface en portant
les coordonnées du neuvieme point dans 1'équation

[I -+ )\‘r =0}

Mais, si ces coordonnées rendent en méme temps U et V
¢gaux a zéro, cette substitution ne nous permet plus de.déter-

miner A.

131. Etantdonnés sept points (ou sept plans tangents ) com-

muns & une suite de quadriques, un huaitiéme point (ou un
huitiéme plan tangent) se trouve implicitement déterminé par
ces points.

En effet, sotent U, V, W trois quadriques passant chacune
par les sept points, L'exprission U AV -4 nW = o peut
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représenter une quadrique quelconque passant par ces points,
car on peut déterminer les constantes A et p. de telle sorte que
la surface passe par deux autres points. On pourra donc, de
cette maniére, la faire coincider avec une quadrique déterminée
qui passe par les sept premiers points. Mais

U+ AV +pW =0

est I’équation d’une surface qui contient tous les points com-
muns & U, V et W, et, comme ces quadriques se coupent en
huit points, il en résulte que, indépendamment des sept points
donnés, il existe un huitiéme point qui est commun a tout le
systeme de surfaces.

Quoique nous ayons démontré dans le numéro précédent
que huit points déterminent, en général, une courbe a double
courbure -commune A tout le systéme de quadriques, nous
voyons ainsi que ces points peuvent bien n’étre pas sulfisants
pour cette détermination; et en effet nous venons de nous
assurer qu’il existe un cas particulier ot huit points donnés
n’équivalent qu’a sept points. Aussi, lorsque nous disons
qu'une quadrique est déterminée par neul points et la courbe
d’intersection de deux quadriques par huit points, nous
admettons, bien entendu, que les points ne sont soumis i
aucune restriction dans leur position (').

132. Si les quadriques, formant ‘ Si les quadriques, formant un

un méme systéme, ont une courbe | méme systéme, sont inscrites
d’intersection commune, le plan | dans la méme surface dévelop-
polaire d’un point fixe quelconque | pable, le lieu du pdle d’un plan
passe par une droite fixe. | fixe est une ligne droite.

(') Les lecteurs qui ont étudié les Courbes planes (n° 29 a 34) établiront
sans difficulté la théorie correspondante pour des surfaces de degré quel-
conque. Si, par exemple, on donne un point de moins qu’il n’en faut pour
déterminer une surface de degré n, on a toute une suite de points formant
une courbe par laquelle doit passer la surface; si I'on donne deux points de
moins, on connait par cela méme un certain nombre d’autres points par
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En effet, soient P et Q les plans polaires d’un point nxe
par rapport a U et V respectivement; P+ AQ est le plan
polaire du méme point par rapport a U - AV,

‘n particulier, le lieu des centres de toutes les quadriques
inscrites dans la méme surface développable est une ligne
droite.

133. Si les quadriques formant un méme systéme ont une
courbe d’intersection commune (ou sont inscrites dans la
méme surface développable), les polaires d’une droite fixe
engendrent un hyperboloide & une nappe.

Soient P+AQ =0, P'+2Q =0 les plans polaires de
deux points de la droite ; il est évident que leur intersection se
trouve située sur I’hyperboloide PQ' = QP'.

134. Si les quadriques formant un méme systéme ont
une courbe commune, le lieu du pole d’un plan fixe est une
courbe de 'espace qui est du troisieme degré. En eflet, élimi-

nons A entre les équations
A=) Q =10, Pl Q — 05 R )\Q” =107
nous obtenons le systéme de déterminants
([ At P
o @l

qui représente une courbe du troisiéme degré; car l'intersec-
tion des surfaces représentées par les équations

PQ'=P'Q, PQ'=P'Q

est une courbe du quatrieme degré; mais cette équation con-

tient celle de la droite P =0, Q = o, qui ne fait pas partie de

lesquels la surface doit passer (le nombre de ces points est tel, qu'ajouté a
celui des points donnés il forme une somme égale & n®, nombre total des
points d’intersection de trois surfaces de degré n).
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I'intersection des surfaces
PQ!=QP", P'Q'—Q'P.

Les trois surfaces n’ont donc pour ligne commune qu’une
courbe du troisiéme degré.

Réciproquement, si un systéme de quadriques est inscrit
dans la méme surface développable, le plan polaire d’'un
point fixe enveloppe lassurface développable qui estla polaire
réciproque d'une courbe du troisiéme degré. C’est une déve-
loppable du quatriéme degré (comme nous le montrerons
par la suite).

’ Etant donnés sept plans tan-

| gents & une quadrique, le pole
d’'un point fixe passe par un 1 d’un plan fixe se meut dans un
point fixe. |

135. Etant donnés sept points
d’une quadrique, le plan polaire

plan fixe.

En effet, le plan polaire d’un point fixe par rapport a la
quadrique U - 2V 4 {J.'\V — o est de la forme

P+2Q -+ pR=o;

il passe donc par un point fixe ().

136. On sait que le discriminant renferme les coefficients
q

d'une quadrique au quatriéme degré; il en résulte que nous

aurons a résoudre une équation du quatrieme degré, st nous
voulons déterminer A de maniére que U+ AV = o0 puisse
représenter'un coéne. Donc, par l'intersection de deuz qua-
driques, on peut faire passer quatre cénes. Lies sommets de
ces cones sontdéterminés par les intersections des quatre plans

U, +2V=o,

e W0

U;+2AV=o,

U,+AV=o,

(') Le Dr Hesse a déduit de ce théoréme une construction de la quadrique
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2 étant l'une des racines de notre équation du qualriéme
degré; ces sommets sont les quatre points communs aux
surfaces représentées par la suite des déterminants

| U Us Us Uy
]\", Wit g e

Il existe quatre points qui ont mémes polaires par rap-
port a toutes les quadriques qui passent par une courbe d’inter-
section commune : ce sont les sommets des qualre cones dont
nous venons de parler. En effet, si nous exprimons les
conditions pour que les équations

22U + yU, + sU +wU, = o,
V), +yV, +zV; +wV,=o

représentent le méme plan, nous retrouverons le méme
syst¢tme de déterminants. Il existe de méme quatre plans qui
ont mémes péles par rapport a un systeme de quadriques

inscrites dans laméme développable.

137. Si la surface V = o se décompose en deux plans, la
forme U AV = o devient U - A\LM = o; ce cas mérite un
examen tout particulier (). En général, 'intersection de deux
quadriques est une courbe a double courbure du quatriéme
degré; mais I'intersection de U == o avec I'une quelconque des
surfaces U+~ ALM = o se compose évidemment des deux
coniques suivant lesquelles U = o est rencontré par les plans
L=oet M=o. Un point quelconque de la droite L. = o,
M = o, a le méme plan polaire par rapport a toutes les

qui passe parueufpoints donnés (Journal de Crelle, t. XXIV, p. 36 ; Cambridge
and Dublin Mathematical Journal, t.1V, p. 44). Voir, sur ceméme probléme,
de plus amples développements donnés par M. Townsend (ibid., t. 1V, p. 241)+

(*) Le cas ot U = o se décompose aussi en deux plans a été disculé au
n° 109,
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surfaces du systéme U -+ ALM = o ('). En effet, soit P =o
le plan polaire d’un point par rapport & U-==o0; son plan
polaire par rapport a U -+ ALM = o sera

P4+ 2(L'M--LM')=o,

et celle expression se réduira d P=o,si I =0 et M' := o.
En particulier, toutes les surfaces ont les mémes plans tan-
gents aux deux points ou la ligne (L = o, M = o) rencontre
U=o. Il s’ensuit alors qu'on peut regarder la forme
U+

ayant entre elles un double contact. Réciproquement, si deux
quadriques ont un double contact, leur courbe d’intersection
se décomposera en deux courbes planes; car si, par les deux

LM = o comme représentant un systéme de quadriques

points de contact et par un point quelconque de leur ligne
d’intersection, nous faisons passer un plan, ce plan coupera
les quadriques suivant deux sections ayant en commun trois
points et les tangentes en deux de ces points; ces sections
doivent donc étre identiques.

De méme, toutes les surfaces du systéme sont enveloppées

par deux cOnes du second degré. En effet, prenons le point
ou la droite intersection des deux plans tangents communs

donnés est rencontrée par 'un quelconque des autres plans

(') 1l exisle deux aulres points qui ont 'mémes plans polaires par
rapport a toutes les quadriques et qui, par 'suite (n° 136), seront les
sommets de cOnes contenant tous les deux les courbes d’intersection. Pour
qu’il en soit ainsi, il est seulement nécessaire que P = o, le plan polaire d’un
deces points par rapport a U, soit le méme que L'M - LM’ = o, plan polaire
du méme point par rapport & LM = o. Comme le plan polaire du point par
rapport a U = o passe alors par LM = o, ce point doit se trouver lui-méme
sur la droite polaire de LM par rapport a U, c’est-a-dire sur la droite d’in-
tersection des plans tangents & U aux points ot LM = o coupe cette surface.
Supposons que cette droile polaire rencontre U =o0 en A, A’ et LM = o en
B, B'; les points F, F’ cherchés seront les foyers de I'involution déterminée
par A, A’ et B, B'. En effet, comme F, F' forment un systéme harmonique
avec A, A', et B, B' le plan polaire de P = o parrapport a U == 0 ou LM = o
passe par F', et vice versa.
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langenls communs. Les cones (Jui ont ce l)oint comme som-
met et qui enveloppent chaque surface ont en commun trois
plans tangents et deux lignes de contact; ils sont donc iden-

tiques. Les polaires réciproques de deux quadriques qui ont

un double contact seront évidemment deux quadriques ayant
un double contact, et les plans d’intersection du premier
couple de surfaces correspondront aux sommets des cOnes
tangents communs a 'autre couple.

138. S trois quadrigues ont une courbe plane commune,
ces surfaces, prises deux a deux, doivent avoir une autre
courbe plane commune, et les trois plans qui contiennent
ces derniéres courbes communes passent par la méme
droite. Soient

U=ty Uas b=y 01N =6

les équations des-quadriques, les deux derniéres ont évidem-
ment pour intersection mutuelle les sections planes détermi-
nées par L=o0, M—N = o.

139. Les quadriques semblables appartiennent a la classe
de surfaces dont nous nous occupons en ce moment. Deux
quadriques sont semblables et semblablement placées, quand
les termes du second degré sont les mémes dans leurs deux
équations (voir Sections coniques, n° 234). Ces équations
sont alors de la forme U - ¢l = 0. Nous voyons ainsi que
deux quadriques de ce genre se coupent en général suivant
une courbe plane et que I'autre plan d’intersection est a I'in-
fini. Sinousavons trois quadriques semblables et semblable-
ment placées, leurs trois plans d’intersection situés a distance
finie passent par la méme droite.

Des sphéres sont toutes des quadriques semblables et
doivent par conséquent étre considérées comme ayant une
seclion commune située a 'infini; cette section est évidem-
ment un cercle imaginaire.
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Une section plane d’une quadrique sera un cercle si elle
passe par les deux points ol son planrencontre ce cercle ima-
ginaire situé a l'infini. Cette remarque nous fait voir immé-
diatement de combiende solutions est susceptible le probléme
qui consiste a trouver les sections circulaires d'une quadrique;
car la section déterminée dans une quadrique par le plan &
I'infini rencontre en quatre points la section que ce méme
plan fait dans unesphére; les quatre points peuvent étre réunis
deux a deux par six droites, qui_sont telles que les plans
passant par I'une quelconque d’entre elles rencontrent la qua-
drique suivant des cercles. Les six droites peuvent étre parta-
gées en trois couples, et chacun de ces couples de droites a
pour point d’intersection 'un des trois points qui ont méme
polaire par rapport a la section faite dans la quadrique et a
celle de la sphére. I est aisé de voir que ces trois points dé-
terminent les directions des axes de la quadrique.
Un ombilic (n°106) est le point de contactdu plan tangent
qui peut étre mené par l'une de ces six droites. Il y a donc
en tout douze ombilics, dont quatre seulement sont réels. Si

par une droite on peut mener un plan tangent a une quadriquc,

les génératrices contenues dans ce plan tangent passent évi-
3 I 8
demment chacune par I'un des points ou la droite rencontre
la surface. Il en résulte que les ombilics doivent se trouver
chacun sur 'une des huit génératrices qui passent par les
points & l'infini communs & la quadrique et a une sphére
(uelconque ou, comme Sir W. Hamilton I’a fait remarquer,
lesdouze ombilics sont situés trois par trois sur hudt droites
imaginaires.
£
Une surface de révolution a un double contact a l'infini

avec une sphere, car toute équation de la forme

peut s’écrire

cm 1 2 3 4 5 © unesp® 8 9 10 11 12 a3
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et laseconde parenthése représente deux plans. 1l est facile de
comprendre pourquoi, dans ce cas, il n’y a qu'une seule di-

rection de sections circulaires réelles, direction déterminée par

la droite qui joint les points de contact des scctions faites a
I'infini dans une sphére et dans la quadrique.

140. Si les deux plans L =0 et M = o se confondent en
un seul, la forme U 4+ ALM = o devient U 4~ AL.2=—=o0; clle
représente un systéme de surfaces qui sont tangentes a U = o
aux points de la section que L = o détermine sur U= o.
Deux quadriques ne peuvent étre tangentes en Lrois points
sans étre tangentes tout le long d’une courbe plane. En effet,
le plan déterminé par les trois points coupe ces quadriques
suivant deux coniques, qui ont en commun ces Lrois points et
les tangentes en ces points. Les sections sont donc identiques.
I.’équation du cone tangent a une quadrique, quel’on a donnée
au ne 78, est un cas particulier de la forme U == L2, Deux
quadriques semblables et concentriques (U =0, U—C2=0)
doivent aussi étre regardées comme ayant 'une avec 'autre
un contact planaire (¢’est-a-dire un contact suivant une courbe
située dans un plan), le plan de contact étant a I'infini. Un
plan quelconque coupe évidemment les surfaces U=—=o0 et
U — L2 =o suivant deux coniques qui ont un double contact
I’une avec I'autre; si la section faite dans I'une des surfaces
se réduit & un point-cercle ('), ce point doit étre le foyer de
I'autre section. Donc, quand une quadrique a un contact
planaire avec une autre quadrique, le plan tangent en un
ombilic de l’une coupe l’autre suivant une conique qui a
pour foyer cet ombilic. Sil’'une des surfaces est une sphére,
tout plan tangent a la sphére coupera I'autre surface suivant
une conique ayant son foyer au point de contact.

On peut encore démontrer ces propositions en prenant

(') Un cercle infiniment pelit, qui se réduit a un point.
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I'ombilic pour origine des coordonnées et le plan tangent
pour plan des zy. En faisant alors z=o0, la quantité
U — L2 =o se réduit a z2 + y* — (2 = o, équalion qui repré-
senle une conique ayant I'origine pour foyer et dont / est la
directrice.

Deuvx quadriques quiont un contact planaire avec une
trotsicme se coupent entre elles suivant des courbes planes.
En effet, il est évident que U — L2=0, U-—-M2=o0 ont
les plans L — M = o, L - M = o pour plans d’intersection.

141. Si L=o0, M=o, N=o0, P = o sont les équations
de quatre plans, I’équation :

al?+ bM2+ cN2 4+ dP2=—o0

représente une quadrique telle, que I'un quelconque des
quatre plans a pour poéle l'intersection des trois autres. Car
al2 4 OM2 + ¢N2 = o est I’équation d’un cOéne qui a pour
sommet le point (L=o0, M=o, N=0), et I'équation de
la quadrique montre que ce cOne lui est tangent et que P = o
estle plan de contact. Les quatre plans forment ce que nous
appellerons un tétra¢dre auto-polaire par rapport ala surface.
On a démontré (n° 136) que, deux quadriques étant données,
il existe toujours quatre plans qui ont mémes poles par rapport
aux deux surfaces. Si nous les prenons pour les plans L = o,
M = o, N = o, P = o, nous pourrons ramener les équations
des deux quadriques aux formes

al?+ bM?+ ¢N*+ dP?*=—o,

a'l2+ 6'M24 ¢'N2+ d'P2=o.

On peut aussi voir, a priori, qu'il doit étre possible de ra-
menera cette forme le systémed’équations de deux quadriques ;
car les équations L =0, M =0, N=o0, P = o renferment
implicitement chacune trois constantes et les équations écrites

ci-dessus contiennent chacune trois constantes explicites. Le
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systéme comprend donc dix-huit constantes; il est, par suite,
suffisamment général pour exprimer les équations de deux
quadriques.

Ce serait toutefoisune erreur de conclure que les équations
de trois quadriques quelconques peuvent étre mises sous la
forme

al? 4+ bM? 4+ c¢N? 4+ dP? ++ eQ? —o,
adl2 4 M2+ ¢! N2+ d'P*+ e Q*=o,
a"l2+ b"M?+ ¢"N*+ d"P*+ e"Q>= o,

=0, M=o, N=o, P=o0, Q=0 représentant cinq

plans dont les équations sont li¢es par la relation
I —+ M —+ N —+ R () ==10;

Les équations L=o0, M =0, N=o0, P =0, Q =0 con-
tiennent chacune trois constantes implicites et les équations
ci-dessus renferment bien chacune quatre constantes explicites
indépendantes; en apparence, le systéme semble donc com-
prendre vingt-sept constantes, mais en réalité il n’en renferme

pas autant. En effet, nous ferons voir, dans I'un des Chapitres
suivants, que ces quantités sont liées par une relation; en

conséquence, le systéme n’est pas assez général pour qu’on
puisse exprimer ainsi les équations de trois quadriques quel-

()Oll(lllCS.

142. Les droites qui joignent les sommets d’un tétraédre
aux sommets correspondants de son tétraédre polaire par
rapport a une quadrique appartiennent aw méme systéme
de génératrices d’un hyperboloide a une nappe, et les in-
tersections des faces correspondantes des deux tétraédres
Jouissent de la méme propriété.

Considérons le tétraédre fondamental et son tétraédre po-
laire; les coordonnées des sommets du tétraédre polaire
(n°79) sont proportionnelles aux quantités qui figurent dans
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les lignes horizontales du tableau suivant :
Nk o Tk
H, B, P, M,
G, oGt M
Liae ML N D

Les équations des quatre droites que nous considérons sont
donc

I.a condition pour qu’une droite que]conqne

N
oW —o,

al 2 - } s+ 8 w—o0

rencontre la premiére d’entre elles s’obtient en éliminant

entre les deux équations précédentes et en remplacant y, z

et w par les quantités H, G, L qui leur sont proportionnelles;
on trouve ainsi
H (a8 — B8a') + G (ay' — ya') + L(a8' — 8a') = 0.
On trouverait de méme que les conditions pour qu’elle
rencontre les trois autres droiles sont les suivantes :
H(Ba' — Bla) 4 F(By — B'y) - M(BY — §/8)=o,
G (1 — v )+ F(y —1'B)+ N(1¥ — 1/3) =0,

L(8 — &a) -+ M(38' — &8)~+ N(3y' — &'y)=o.

Or, ces quatre relations additionnées ensemble donnent
un résultatidentiquement nul. Donc une droite qui rencontre
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les trois premiéres droites rencontlrera aussi la quatriéme;
c’est, en d’autres termes, la proposition qu'il s’agissait de dé-
montrer ().

Nous trouverions 1'équation de I'hyperboloide par 1'une
quelconque des méthodes indiquées dans le n° 113, par
exemple, en exprimant que la droite

wa' —wax  wy —w'y wi—ws

s R ¢ w
rencontre les trois premiéres droites dontil est question. Nous
avons alors les équations
Hw—Ly Gw-—Lz
¢ £ u
Fw—Mz Hiy — Mz
= )

>

17 i s
Gw—Nz Fw-—Ny

S Ll

A

Multiplions-les membre a membre; s, ¢, « s’éliminent et
nous obtenons I'équation cherchée sous la forme

(Fow—Mz)(Gw — Na)(lIw — Ly)
= (Fw —Ny)(Gw —Lz)(Hw — Ma),
ou bien
(HN — GM)(Fw - Lys) -+ (FL — HN)(Gwy -- Msz)
-+ (GM — FL)(Hwsz -+ Nay) —o.

142 a. M. M°Cay a établi, au moyen des considérations sui-
vantes, que les quatre droites dont il s’agit appartiennent a
un méme hyperboloide.

Soit un angle solide quelconque formé par trois plans ; leurs

poles par rapport a une quadrique quelconque déterminent

(') Ce théoréme a été découvert par M. Chasles. La démonstration que
nous venons de donner est due & M. Ferrers (Quarterly Journal of Matle-
maiics, t. I, p. 271).
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un plan, et ces trois poles forment dans ce plan un triangle qui
est le conjugué, par rapport a la courbe d’intersection, du
triangle que I'angle solide détermine par son intersection avec
le méme plan. .

Orles triangles conjugués sont en perspective; doncles trois
plans qui passent chacun par une aréte de I'angle solide et par
le pole de la face qui lui est opposée se coupent tous suivant
une méme droite.

Supposons que nous ayons deux tétraédres, polaires I'un
de 'autre par rapport 4 une quadrique, et soient (@, b, ¢, d),
(@, V', d, d) leurs sommets respectifs. Nous voyons qu’en
'an quelconque (@) de leurs huit sommets il existe une droite
construite comme on vient de 'indiquer. Cette droite, étant
commune aux trois plans abl/, acc', add',rencontreles droites
bl', cc et dd', et, comme elle passe par (@), elle rencontre
aussi ad'. Prenons ainsi successivement les huit sommelts;
nous aurons huit droites qui rencontrent chacune ad/, bl/,
cc' etdd', ce qui démontre la proposition.

Remarque. — D’aprés ce que nous venons de dire, on voit

que, si 'on donne trois plans et si I'on prend deux points qui

doivent étre les poles de deux d’entre eux par rapport a unc
quadrique, le pole du troisieme plan se trouve sur un certain
plan qui est son lieu géométrique.

Exercices,

1. Etant donnés trois plans et leurs poles par rapport a une qua-
drique, le lieu du centre est une droite (M. M¢ Cay).

2. Les quatre perpendiculaires abaissées des sommets d’un té-
traédre sur les faces opposées font partie des génératrices d'un
méme systéme d'un hyperboloide équilatére, et les quatre perpen-
diculaires élevées aux faces par le point de rencontre de leurs hau-
teurs appartiennent a l'autre systéme de génératrices de ce méme
hyperboloide (1).

(*) On dit qu'un hyperboloide est équilatére, quand il admet trois géné-
ratrices mutuellement perpendiculaires entre elles (n® 121, ex. 21). Ces

S. — Gcéom. a trois dim. 1. 12
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Soient @, b, ¢, d les sommets du tétraédre, A, B, C, D les faces
opposées, zo la perpendiculaire abaissée de @ sur A, y, la perpendi-
culaire abaissée de & sur B, etc. Soient enfin «, §, v, 8 les pieds de
ces perpendiculaires, Comme les hauteurs d’un triangle sphérique se
coupent en un méme point, les plans menés par chacune des arétes
de I'angle solide (@) perpendiculairement a la face opposée se coupent
suivant une droite. Cette derniére rencontre donc les hauteurs y,, 3z,
wy, et, comme elle passe par (a), elle rencontre aussi z,. En chacun des
autres sommets nous avons de méme une droite qui coupe ces quatre
droites. Elles appartiennent donc & un méme systéme de génératrices
d’ur: hyperboloide.

Menons maintenant par », un plan ¢ paralléle a z¢; ce plan sera
perpendiculaire en méme temps a B et A, par suite a leur aréte
d’intersection cd. Par conséquent, il passe par une perpendiculaire
au plan du triangle A.

En répétant cette construction, nous voyons que le plan & men¢
par z, parallelement a z; passe par la perpendiculaire abaissée de ¢
sur bd dans le méme triangle A. Par suite, I'intersection de ¢ et ¢/,
(ui est paralléle a z, est la perpendiculaire élevée sur A par le point
de rencontre des hauteurs de ce triangle. Il est clair que la droite
ec’ est une génératrice du second systéme de I'hyperboloide précédent
(ui contenait les quatre hauteurs du tétraédre.

De plus, le plan A coupe cet hyperboloide suivant une conique

passant par b, ¢, d et par le point de rencontre des hauteurs de A :
c¢'est donc une hyperbole équilatére. Les génératrices paralléles aux
asymptotes de cette hyperbole et la génératrice z, forment un systéme
orthogonal; donc I’hyperboloide est équilatére.

Le lecteur verra aisément que cet exemple est renfermé implicite-

ment dans le théoréme général.

3. Si par le milieu de chacune des arétes d’un tétraédre on méne
un plan perpendiculaire & I'aréte opposée, ces six plans se coupent
en un méme point, qui est le centre de ’hyperboloide dont il vient
d’étre question.

i. D: Stracdre 1ali "oite quijoint le centre de la sphére

4. Dans un tétraédre, la ligne droite qui joint le centre de la sphére

théorémes sont indiqués par Schroter dans I'Ouvrage déja cité, p. 205. La

premiére partie est due a Steiner (Journal de Crelle, t. 11, p. 98). La seconde -
partie du théoréme et la détermination du centre dans I'exercice 3 sont attri-

buées par Baltzer a Joachimsthal ( Grunert Arc/u:v, t. XXXIII, p. 109.) L’exer-

cice 4 est de Monge (Correspondance sur UEcole Polytechnique, t. 11,

p. 266).
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circonscrite au centre de I'’hyperboloide équilatére trouvé plus haut
est divisée en deux parties égales par le centre de gravité du
tétracdre.

143. La seconde partie du théoréme énoncé au n°® 142 n’est

que la polaire réciproque de la premiére; comme exercice,

nous en donnons une démonstration distincte.

Prenons le tétra¢dre fondamental et son tétraédre polaire
comme ci-dessus; les équations des quatre droites dont il
s’agit sont

x—o0, hy—+ gz + lw —=o,

y=o, hz+ fz +mw=—o,
5=0, gx—+Jfy + nw —=o,

w=—o, lx+my-+ nz —o.

Nous avons trouvé (au n° 57 &) les conditions pour qu’une
droite

(2 + By + yz+dw=o0, da+pfy+vs+8&w=o0)
rencontre chacune des droites précédentes; ce sont

ho— 8T - U=},
— ho+ fo -+ mx=o.
Z% — fic - np—o0,

— it — m»— np=—"o,

et le théoreme se trouve démontré comme ci-dessus, parce
queces relations, additionnées membrea membre, donnent un
résultatl identiquement nul. On trouve que I'équation de I’hy-
perboloide est

22 ghl—+y* hfm —+-3* fgn - wlmn—+(fyzs + law) (gm -+ hn)

+(gszx -+ myw)(hn+ fl) +-(hzxy + nzw)(fl + gm) —o.

Comme cas particulier de ces théorémes, les droites qu
) 1
joignent les sommets d'un tétraédre, circonscrit a une qua-
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drique, aux points de contact des faces opposées sont les gé-
nératrices d’'un méme hyperboloide.

144. Le théoréme de Pascal relatif aux coniquespeut s’énon-
cer ainsi : Les cétés d’un triangle coupent une conique
en six points, situés deux a dewx sur trois droites, qui ren-
contrent chacune le cété opposé du triangle en trovs points
situés sur une méme ligne droite. Comme théoréme ana-
logue pour 'espace a trois dimensions, M. Chasles a fait con-
naitre la proposition suivante : Les arétes d’un tétracdre
coupent une quadrique en douze points, par lesquels on
peut faire passer quatre plans qui contiennent chacun trois
points situés sur des arétes aboutissant & un méme sommet
du tétraédre; les droites d’intersection de chacun de ces
plans avec la face opposée du tétraédre sont des généra-
trices du méme systéme d’un certain hyperboloide.

Soient z, ¥, z, w les faces du tétraédre et

1
= v
mj)
1
—_— (/1 5 e A o)
n

I'équation de la quadrique; les quatre plans peuvenltse mettre
sous la forme

x—hy+ g5+ L,
i— hax + f5 -+ mw,
s=gx—+ fy+nw,
w—=Ilx +my—+ ns.
Leurs intersections respectives avec les plans z, y, z, w
donnent un systéme de droites, et nous avons démontré dans

le numéro précédent que ces droites sont des génératrices
d’'un méme hyperboloide.

3 4 5 © unesp® 8 9 10 11 12
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144 a. Le théoréme de Brianchon relatifaux hexagones peut
étre étendu al’espace a trois dimensions, et nous pouvons dé-
signer sous le nom d'lexagone de Brianchon un hexagone
quelconque dont les diagonales se coupent en un méme point.
[l est clair que, dans cette hypothése, les droites qui consti-
tuent chaque couple de cotés opposés de ’hexagone se ren-
contrent; et réciproquement, si dans un hexagone gauche les
couples de cotés opposés se rencontrent, les diagonales con-
courent en un méme point. Ainsi, trois cdtés non consécutifs
d’un pareil hexagone sont rencontrés chacun par les trois
autres cOtés non conséculifs ; par conséquent, les cotés impairs
appartiennent a I'un des systémes de génératrices d'un hyper-
boloide & une nappe, et les cOtés pairs font partie de 'autre
systeme. Réciproquement, tout hexagone dont les c6tés sont
situés sur un hyperboloide est un hexagone de Brianchon ().

D’ailleurs, il n’est pas difficile de s’assurer que, si I'on
donne un hexagone U dans ’espace et un point (a), et si
par («)on méne trois droites qui coupent les couples de cotés
opposés de I'hexagone en deux points, leurs intersections
avec les cotés consécutifs de I’hexagone sont les sommets
consécutifs d’'un hexagone V de Brianchon, dans lequel (&)
est le point de Brianchon. L’hexagone V, inscrit dans U,
détermine un hyperboloide unique, sur lequel il est situé.
Mais cet hyperboloide, & son tour, est rencontré par les
cotés de I'hexagone U suivant six autres points. Pris dans le
méme ordre, ces points sont les sommets d’un second hexa-
gone de Brianchon inscrit dans I’hexagone donné, situé sur
le méme hyperboloide, mais ayant un point de Brianchon
différent de celui du premier hexagone V.

(*) Voir un Mémoire posthume de O. Hesse dans le Tome 85 du Journal
de Crelle. Aprés avoir démontré algébriquement les énoncés précédents, qui
sont géométriquement évidents, Hesse traite aussi par le calcul la question
de deux hexagones de Brianchon inscrits, déduits d’'un hexagone gauche
quelconque a l'aide d’un point arbitraire.
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144 b. Poursuivons ces considérations sur I’hexagone de
Brianchon; en chacun de ses sommets nous avons un plan
tangent qui renferme les deux cotés issus de ce sommet.

Parmi ces plans, prenons-en deux qui forment un couple de

plans opposés, par exemple, les plans qui contiennent res-
pectivement les cOtés 1-2 et les cotés 4-5. Comme 1 ren-
contre 4 et que 2 coupe 3, la droite d’intersection de ces
deux plans tangents est la méme que la droite qui unit le
point 1-4 au point 2-5. De méme, 'axe qui résulte de I'in-
tersection du plan 2-3 avec le plan 5-6 est le méme que le
rayon qui réunit 2-5 a 3-6, et I'axe de 3-4 et 6-1 est le
méme que le rayon qui va de 3-6 a 1-4. Donc les trois axes
qui sont fournis par l'intersection des plans tangents opposés
sont situés dans le méme plan. Leur plan peut donc étre
considéré comme un plan de Pascal pour le méme hexa-
gone. Ainsi, dans I'espace & trois dimensions, nous retrou-
vons ces deux propriétés dans la méme figure. En fait, si
nous coupons la surface et les plans tangents par un plan
arbitraire (A), comme chaque plan tangent contient deux
génératrices, (A) le rencontrera suivant la corde qui joint
deux points de la conique résultant de I'intersection du plan
el de la surface, et le plan que nous avons appelé plan de
Pascal sera coupé par (A) saivant la droite de Pascal de
I’hexagone inscrit.

Mais, si la figure tout entiére est vue d’un point (a), pour
lequel le contour de la surface donne naissance a un cone
circonscrit réel, chaque génératrice de la surface détermine

“un plan tangent a ce cone, et les plans menés par les arétes

opposées de cette pyramide hexagonale circonscrite ont une
droite d’intersection commune : c’est le rayon qui unit le
sommet au point de Brianchon.

Exercice.

Pour traiter la question analytiquement, considérons la quadrique
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ys = waz et prenons les cotés impairs sous la forme
(1) =Ny, 5= N,
et les cotés pairs

(2) z =Nz =2

Ces deux droites se rencontrent en un point dont les coordonnées
sont proportionnelles & Ay Ay, Ao, Ay, I, et P'équation du plan tangent

en ce point est
to=2 — My — ha5 -+ A hatw = 0.
Le point de Brianchon est évidemment l'intersection des plans
A3+ )\1 )\5 w = o,
\g 5 4 Ashaw = O,

hsXgw =o0;

=745

L’équation du plan, que nous avons

s’éerire

;
| x 4 3z
] Sl N o
TR T
e

A3ke Ag Ag

Si nous la multiplions par le déterminant

A5, nous avons pour résultat le déterminant
o (A3—2A)(Ae—A9)
0 (Aa—2Az)(Ag—Dy)

DA

5
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ILa valeur de ce déterminant est
Q= 25) 6 — M) tia— (As— M) (Ae — M) a5

nous aurions des formes semblables pour les expressions contenant

123, ts6 €L L34, L1, ce qui démontre que le plan renferme les droites
115, l35 et ces deux autres droites.

De plus, puisque pour quatre quantités indéterminées quelconques
«, y, 5, w, nous avons la relation

|

|
I |

sowlllr =& —X Al
Rk st | 4] Ash
) Y

\

t : :
[ A
e

6

135 H
0 (M= )i — ) [ = 0;
0 (M=) (As—g) IJ

un point quelconque (z, y, 5, w) est situ¢ dans le méme plan que
les points 1-2, 4-5 et que ceux dont les coordonnées sont les déter-
minants de la seconde matrice. Ces trois derniers points doivent
done se trouver sur une méme droite; nous vérifions de la sorte

que les diagonales de notre hexagone se rencontrent en un méme
point.

© unesp® 8 9 10 11 12
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FOYECRS. — SURFACES HOMOFOCALES ().

145. Lorsque U= o représente une sphére, I'équation
d’une quadrique ayant un double contact avec cette sur-
face, U= LM, exprime, comme on I'a vu dans les Sections
coniques (n° 260), que le carré de la tangente menée d’un
point quelconque de la quadrique & la sphére est dans un
rapport constant avec le produit des distances du méme point
a deux plans fixes. Les plans L = 0 et M = o sont évidemment
paralléles aux plans des sections circulaires de la quadrique,
puisqu’ils contiennent les intersections de cette surface avec
la sphére; leur droite d’'intersection est donc paralléle a 'un
des axes de la quadrique (n” 103, 139). Nous avons vu
(Sections coniques, n° 261) que le foyer d’'une conique peut
étre considéré comme un cercle infiniment petit qui a un
double contact avec la conique, la corde de contact étant
la directrice. De la méme maniére, nous pouvons définir le
foyer d’'une quadrique ainsi qu’il suit : c’est une sphere
infiniment petite qui a un double contact avec la qua-
drique; la corde de contact est ici la directrice corres-

(') Les propri¢tés dont il est question dans ce Chapitre ont été pour la
premicre fois étudiées en détail par M. Chasles et par le professeur Mac-
Cullagh, qui ont obtenu les principales d’entre elles & peu prés vers la
méme époque. On trouvera les résultats des recherches de M. Chasles dans
les Notes de son Apercu historique, publié en 1837.

(Une nouvelle édition de cet Ouvrage a été publiée en 1875 par M. Gau-
thier-Villars — 0. C.)
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pondante. En d’autres termes, le point (2, 3,y) sera un

foyer, si 'équation de la quadrique peut se mettre sous la

forme
(z =Py = B HiE =)= 2)

® étant le produit des équations de deux plans. Toutefois,
nous devrons discuter séparément le cas ou ces plans sonl
réels et celul ou ils sont imaginaires. Dans le premier cas,
I’équation se présentera sous la forme U = LM, et dans’autre
elle sera U=L2-+ M2. Pour le premier cas, la directrice
(la droite LLM) est paralléle a celui des axes de la surface par
lequel on peut mener des plans réels de sections circulaires;
ce sera, par exemple, 'axe moyen, si la surface est un
ellipsoide. Dans le second cas, la droite LM est paralléle a
I’'un des autres axes.

On peut prouver directement que la droite LM est paral-
lele a un axe de la surface. Supposons, en effet, que les
plans coordonnés des # et des y soient respectivement per-
peudiculaires entre eux et qu'ils passent par LM. L et M
étant alors tous les deux de la forme 2 -+ p.y, les quantités
LM et L2+ M2 se présenteront elles-mémes sous la forme
az?—2hzy +by*. On démontre, comme en Géomélric
plane, qu’en faisant tourner les plans coordonnés des z et
des y, cette quantité peut étre ramenéealaforme A z2 == By=2.
Les équations U= LM, U = L2+ M2, développées, peuvent
donc s’écrire sous la forme

(2— )+ (y—B)* + (5 — Y =Aaz* =By,

et, comme les termes en Y5z, 5%, XYy n’entrent pas dans cette
équation, les axes des coordonnées sont paralléles aux axe’
de la surface.

146. La définition du foyer d’une courbe plane est la sui-

vante (Courbes planes de degré supérieur, n® 138): c’est le
point d’intersection de deux droites tangentes a la courbe, qui
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passent chacune par I'un des points circulaires a I'infini. La
définition que nous venons de donner pour le foyer d'une
(quadrique peut s’énoncer d’une manié¢re analogue. Nous
venons justement de voir que, si l'origine est un foyer,
I'équation de la quadrique peut s’écrire sous la forme
U=LM, et U ou (x —a)>+(y—B)2+(5—7)> repré-
sente un cdne qui ale foyer pour sommet et qui passe par le
cercle imaginaire a l'infini. La forme de ’équation montre
(n° 137) que ce cone a un double contact avec la quadrique
aux points ou celle-ci est rencontrée par la droite LM

Le plan tangent a la surface en l'un ou l'autre des deux
points de contact sera aussi un plan tangent au cone et, par
suite, passera par une tangente au cercle al'infini. Cela posé,
nous pouvons dire qu'un foyer est un point par lequel on
peut mener deux droites &, qui sont tangentes chacune a la
surface, qui rencontrent le cercle imaginaire a l'infini et qui
sont telles que le plan tangent & la surface, mené par 'unc
quelconque d’entre elles, est aussi tangent au cercle imaginaire
a l'infini. Cette définition n’est pas bornée au seul cas des qua-

driques, mais s’applique a une surface de degré quelconque.

Si, partant de cette définition, nous désirons trouver les
foyers d’une surface quelconque, nous aurons donc a consi-
dérer les plans tangents a la surface menés par les tangentes
du cercle imaginaire a I'infini; ces plans forment une série
simplement infinie et envelopperont une surface développable.
L’intersection de deux plans consécutifs sera une droite ¢ et
en méme temps une génératrice de la surface développable.
Comme un foyerest un point par lequel passent deux droites &
c’est-a-dire deux génératrices de la développable, ce sera un
point double de la surface. Mais nous verrons dans la suite
qu’une développable a, en général, une série de points doubles
formant une ou plusieurs courbes nodales; nous en concluons
alors que les foyers d’une surface en général ne sont pas des
points isolés, mais qu’ils constituent un ensemble de points
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formant une ou plusieurs courbes. Dans le numéro suivant,
nous démontrerons directement qu’il en est ainsi dans le cas
d’une quadrique. D’apres cette définition, il est évident que
deux surfaces auront la méme série de foyers, si la dévelop-
pable en question, qui passe par les tangentes du cercle imagi-
naire a I'infini et qui enveloppe chaque surface, est com-
mune a ces deux surfaces.

147. Maintenant cherchons directement si une quadrique a
centre donnée a nécessairement un foyer et si elle en a plus
d’un. Pour plus de généralité, au lieu de prendre 'axe des z
pour directrice, nous choisissons une droite parallele quel-
conque; I'équation du numéro précédent devient alors
(Esedists (Gus BN Ast (5 =)t —p (@ —ial)2 g (=B §(0)-

Voyons sil'on peut déterminer pour a, B3, v, ¢/, &, p, ¢ des
valeurs qui permettent d’identifier I’équation précédente avec
une é(lunlion donnée

[En premier licu, pour que 'origine soit le centre, il faut
que I'on ait

ap — — 1 —— R/
=10, o —pa-ali—gi0 6

Eliminons o et (3’ au moyen de ces relations;

11 2
i

‘qualion
éerite ci-dessus devient

{ 2 9 T o I_/‘ 2
(G—p)z*+(1—q)y2+32= — P2y Lt 82,

il faut donc qu’on ait

C

14—17 == ( ou

2
7 7 2
/ v 3] /@3:_(]

R
& ¥
S i,

i 7 A=A e

= I.

(') Si pet g sont de signes contraires, les plans de contact du foyer avec
la quadrique sont réels; au contraire, ils sont imaginaires si p et g ont le
méme signe.
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On voit ainsi que, la surface étant donnée, les constantes
p et g sont déterminées, mais que le foyer peut se trouver en
un point quelconque de la conigue

a? ’ 82
AETC B a0t

D’aprés cela, ona donné a cette courbe le nom de conigue
focale de la surface.

(C’est a dessein que nous n’avons rien dit, ni des signes, ni
des grandeurs respectives des quantités A, B, C. Il résulte de
la qu'il y a une conique focale dans chacun des trois plans
principaux et que de plus cette conique est homofocale avec
la section principale correspondante de la surface. Il est clair,
en effet, que les coniques

2 o2 2
CLin s = =11
A—GC

L—-C
sont homofocales. Si 1'on prend un point quelconque («, 3)
d’une conique focale pour foyer, la directrice correspondante
est la perpendiculaire élevée au plan de la conique parle point
QN - )

o Qi | 9 ‘\1 e )B

= == A e e D

p A—G b —C

On peut interpréter géométriquement ces valeurs en disant
g

que le pied de la directrice est le péle, par rapport a la sec-
tion principale de la surface, de la tangente a la conique fo-
cale au point (o, 3). En effet, I'équation de cette tangente est

o By i B’y
: T Ol ——
A B

IS0 i T

C’est évidemment I’équation de la polaire du point (<, &)
par rapport a

Noussavons, parlathéorie desconiques homofocales plancs,
que la droite qui joint un foyer quelconque au pied de la di-
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rectrice correspondante est normale a la conique focale. Les
pieds des directrices sont évidemment situés sur la conique
lieu des poles des tangentesa la conique focale parrapport ala

section principale correspondante de la quadrique. L’équa-

tion de cette conique est

A RC R
AT &L R

9
x?

=13

car, si nous ¢liminions « et 3 entre I’équation de la conique
focale et les relations qui lient o, 3 et o, 3/, la relation quenous
obtenonsainsi, etalaquelle doiventsatisfaireles derniéres coor-
données o/, §/, est précisément I’équation écrite ci-dessus. Les
directrices elles-mémes forment un cylindre qui a pour base
la conique représentée par cetté équation.

148. Etudions maintenant en détail les différentes classes
de surfacesacentre pour rechercher la nature deleurs coniques
focales et pour distinguer quelle est celle des deux classes de
foyers a laquelle leurs points appartiennent. Il est clair que
% -

I’équation £ .

N R
représentera une ellipse si C est algébriquement la plus petite
des trois quantités A, B, C; ce sera une hyperbole si C est
compris entre A et B, et la courbe deviendra imaginaire si C
est la plus grande de ces quantités.

Donc, parmi les trois coniques focales d’une quadrique &
centre, il y a toujours une ellipse, une hyperbole et une
courbe imaginaire. Par exemple, dans le cas de I'ellipsoide,
les équations de lellipse et de I'hyperbole focale sont respec-
tivement

x? 72 z?

o =1, S
a®— ¢t b — c? ’ a?— b

On trouve les équations correspondantes : pour I'hyperbo-
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loide & une nappe, en changeant le signe de ¢*; pour I’hy-
perboloide a deux nappes, en changeant a la fois le signe de
02 et de c2.

Nous avons vu de plus que les foyers appartiennent a la
classe de ceux pour lesquels les plans de contact sont ima-
ginaires ou réels selon que p et ¢ ont les mémes signes ou
des signes contraires, et nous savons que

Aheels WBiRe
P = 'A'—‘—‘J g— ——7]3 s

Si donc C est la plus petite des trois quantités A, B, C,
les deux numérateurs seront positifs et les dénominateurs
seront aussi tous deux positifs dansle cas de l'ellipsoide et de
I’hyperboloide a une nappe, tandis que I'un d’eux sera négatif
dans Fe cas de I’hyperboloide & deux nappes. Donc, dans le
cas de I'ellipsoide et de I'hyperboloide & une nappe, les points
de D'ellipse focale sont des foyers appartenant a la classe de
ceux dont les plans de contact sont imaginaires ; au contraire,
ils font partie de I'autre classe dans le cas de I'’hyperboloide
a deux nappes.

Supposons maintenant que C ait une valeur comprise entre
A et B; les deux numérateurs seront de signes contraires, et
les dénominateurs auront le méme signe dans le cas de Iellip-
soide, mais des signes différents dans le cas des deux hyper-
boloides. Par conséquent, les points de I’hyperbole focale
sont des foyers & plans de contact réels dans le cas de’ellip-
soide, et ils font partie de 'autre classe dans le cas des hyper-
boloides. On remarquera que tous les foyers réels de I’hyper-
boloide a une nappe appartiennent a la classe de ceux pour

lesquels les plans de contact sont imaginaires; mais les co-
v

niques focales des deux autres surfaces contiennent des foyers
des deux classes : I'ellipse de l'ellipsoide et I'hyperbole de
I'hyperboloide & deux nappes sont formées de foyers a plans
de contact imaginaires. Celarevientace qu'onatrouvé (n°145),

2 3 4 5  Gunesp* 8 9 10 11

12

143



cm

192 ‘ CHAPITRE VIII.

a savoir qu'il ne peutyavoirde foyers del’autre classe que dans
des plans perpendiculaires a 'axe de la quadrique par lequel
on peut mener des plans réels de section circulaire.

149. Les coniques focales a plans de contact réels coupent
la surface suivant des points réels, tandis que les courbes ap-
partenant a 'autre classe ne la rencontrent pas. En effet, si
I'équation d’une surface peut étre mise sous la forme

U =1L+ M?

et si les coordonnées d’un point de la surface donnent U = o,
il faut aussi que l'on ait L == 0, M = o; autrement dit, le
foycr doit se trouver sur la directrice. Mais, dans ce cas, la
surface ne peut étre qu’un cdne, car, en prenant le foyer
pour origine, I'équation

x*+ y 4+ st =12+ M?

(ot L et M sont des plans passant chacun par 'origine) ne
renfermera pas d’autres termes que ceux ou les variables
figurent au degré le plus élevé; par conséquent, elle représen-
tera un céne (n° 66).

D’autre part, la conique focale qui se compose de foyers
de la premiére classe passe par les ombilics. En effet, si 1'¢-
quation de la surface peut étre mise sous la forme U = LM,
et si les coordonnées d’un point de la surface donnent U = o,
il faudra qu’on ait aussi L. =0 ou M = o. Mais la surface
passe par I'intersection de U et Li; si donc le point de U se
trouve sur L, ce plan L coupe la surface suivant un cercle in-
finiment petit, c’est-d-dire qu’il est tangent & un ombilic.
C’est en raison de cette propriété que le professeur Mac
Cullaghadonné aux coniques de ce genre le nom de coniques
focales ombilicales.

150. La section d’une quadrique par un plan qui passe par
un foyer et par la directrice correspondante estune conique qui
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a ce point et cette droite pour foyer et pour directrice. En
effet, si nous prenons le foyer pour origine, 'équation de la
surface est

22492+ 22=LM ou 22+ )+ =124 M2
En faisant z = o, ’équation de la section est
2 4+ yi=1Ilm ou z*+ )y =10+ n?,

[ et m élant les intersections de L et M par le plan 5= o.
Mais, si ce plan passe par LM, ces droites coincident et I'équa-
tion se réduita

‘Z‘ﬂ +'_/)’2: l2,

qui représente une conique ayant l'origine pour foyer et la
droite ¢ pour directrice. Comme le plan qui joint le foyer et
la directrice est normal & la conique focale (n°® 147), le théo-
réme qu’on vient de démontrer peut s’énoncer comme 1l suit :
Une section plane normale & une conique focale a pour
Joyer le point ot elle est normale a la conique focale.

151. Si la quadrique donnée est un cone

(L"l = ,/‘l N 52
—_— = - =0
A B 2

C
la réduction de I'équation a la forme U = L2 == M2 s’effectue
exaclement comme ci-dessus. On démontre que les coordon-
nées du foyer doivent vérifier I'équation
a’ﬁ rij

e =0

A—C B—C
qui représentera une ellipse infiniment petite, ou deux
droites, selon que A — C et B— Cauront les mémes signes ou
des signes contraires. En d’autres termes, 'hyperbole focale

se transformera dans ce cas en deux lignes droites, tandis que

Pellipse focale diminuera de dimensions et seréduira au som-

S. — Gcom. a trois dim. I. 13
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met du coéne. Pour le cone

a2

a*— b

Les droites focales du céne asymptotique a un hyperbo-
loide sont évidemment les asymptotes de I'hyperbole focale
de la surface.

Les foyers situés sur les droites focales appartiennent a la
classe de ceux dont les plans de contact sont imaginaires;
mais le sommet lui-méme, qui est a double titre un foyer de ce
genre, peut aussi élre un foyer de l'autre classe; car I'équa-
tion du cone qu’on a écrite plus haut se met sous 'une des
trois formes

2 4c? . e
=25 2
0? )

x4y 45t = 7

La directrice qui correspond au sommet considéré comme
foyer passe par ce point.

LLa droite qui joint un point d’une droite focale au pied
de la directrice correspondante est perpendiculaire a cette
droite focale. Cette proposition découle, comme cas particu-
lier, de celle qu'on a déja établie pour les coniques focales en
général ; mais on peut aussi la démontrer directement. On a

prouvé que les coordonnées du pied de la directrice sont

n
f\ % AT H 2

N pleus e T

cle—

L’équation de la droite qui joint ce point au point (=, %)
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B ;i B i i I I
BaiC o o R B G A

Pour qu’elle soit perpendiculaire a la droite focale 22 —

nous avons la condition

a? -
A= =
ct nous avons vu que cette relation est vérifiée.

On démontre de méme, comme cas particulier du n® 150,
que la section d’un cone par un plan perpendiculaire a I'une
quelconque de ses droites focales est une conique qui a pour
foyerle point d’intersection de la droite et du plan. Les droites
focales étudiées dans le présent numéro sont donc identiques
avec celles qu’on a définies (n° 125).

152. Les droites focales d’un céne sont perpendiculaires
auz sections circulaires du cone réciproque (voir n° 125).
En effet, les sections circulaires du cone

Az?+By*+Cz2=o
sont paralléles aux plans (voirn® 1(3)
(A —C)a?+(B —C)y*=o;

les droites focales correspondantes dans le cone réciproque

sont, comme nous l'avons vu,

23 2

A=CA B0 ¥

et les droites représentées par cetle derniére équation sont

évidemment perpendiculaires aux plans que représente I'équa-

tion précédente.
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153. Pour rechercher les foyers des autres espéces de
quadriques, on procede comme dans les numéros précédents.
Soient, par exemple, les paraboloides donnés par I'équation

Cette équation peut étre mise sous I'une des deux formes sui-
vantes,

iAo JAteAiap AN v
(0 =2+ y o+ (=0 =2 (o — TEpa) g B,

ou l'on a

ou bien

R N C

et 1icil’on a

Il résulte de 1a qu’un paraboloide a deux paraboles focales,
et 1l estfacile de voir que chacune d’clles est homofocale avec
la section principale correspondante. Suivant le signe de la

: ..  A—B ; o N
fraction ey les foyers appartiendront a I'une ou a 'autre

des classes qu’on a déja étudiées. S'il s’agit par exemple du

paraboloide elliptique, A et B sont tous deux positifs; si A a
la plus grande valeur, les foyers situé¢s dans le plan des 2z ap-
partiendronta la classe de ceux dontles plans de contact sont
imaginaires, tandis que les foyers contenus dans le plan des
y5 feront parlie de ’autre classe.

3% - ., A—B

Sinous changeons le signe de A ou de B, la quantité
restera positive; nous voyons ainsi que tous les foyers du pa-
raboloide hyperbolique appartiennent a la premiére classe

(plans de contact imaginaires); nous avons déja reconnu que
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cette propriété s'applique également a I'’hyperboloide a une
nappe.

Les théorémes suivants continuent encore a se vérifier :

La droite qui joint le foyer au pied de la directrice cor-
respondante est normale & la courbe focale et le pied de la
directrice est le péle, par rapport & la section principale,
de la tangente a la conique focale. Les pieds des directrices
sont sur une parabole et les directrices elles-mémes engen-
drent un cylindre parabolique.

Pour compléter la discussion, il reste a parler des foyers
des différentes classes de cylindres. On trouve sans la moindre
difficulté que, si la base du cylindre est une ellipse ou une
hyperbole, il y a deux droites focales : ce sont les droites
menées par les foyers de la base parallelement aux généra-
trices du cylindre. Si, au contraire, labase du cylindre est une
parabole, il n’y a qu’une seule ligne focale qui passe de
méme par le foyer de la base.

154. Nous avons déja donné l'interprétation géométrique
de I'équation U =LM. Nous en déduisons la propriété sui-
vante pour les foyers dont les plans de contact sont réels : Le
carré deladistance d’un point d’unequadrigue & un foyer
de cette classe est dans un rapport constant avec le produit
des perpendiculaires abaissées de ce méme point de la qua-
drigque sur deux plans menés par la directrice correspon-
dante et paralleles auzx plans de section circulaire. Le
professeur Mac-Cullagh a découvert, pour les foyers de I'autre
classe, la propriété correspondante, qui est moins évidente.
Elle s’énonceainsi : La distanced’un point d’une quadrique
a un foyer de cette classe est dans un rapport constant avec
sa distance a la directrice correspondante, cette distance
étant mesurée parallélement a U’un ou a Uautre des plans
de section circulaire.

Pour la démontrer, supposons que nous cherchions a expri-
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mer la distance du point (2, y/, z’) a une directrice paralléle a
P’axe des z et passant par le point dont les coordonnées z et
y sont o' et [, celte distance devant étre mesurée paralléle-
ment a un plan directeur z = ma. Un plan paralléle mené par
(«',y",4), ¢’est-a-direayant pouréquationz — z' = m(x—2'),
rencontrera la directrice en un point dont les coordonnécs
x ety sont évidemment o et ¥/, tandis que la coordonnée =
est donnée par la relation

z— 3 =m(d — ).
Le carré de la distance cherchée est donc

(@' — )+ (y — B+ m? (2 — o)
= — §)+ (1 +m?) (2" — )2

Mais alors, dans I'équation du n® 147,

(2— )2+ (y — B)*+ 22 = p(z — a)*+ gy — B,

ou p et ¢ sont tous deux positifs et ot nous supposons p plus
grand que ¢, le second membre représente ¢ fois le carré de
la distance du point de la quadrique a la directrice; cette
distance est mesurée parallelement au plan z=mz, ou
2k PEmid iy
q
dansle n° 147, on montrerait que ce plan est un plan de sec-

m n remplacant p et ¢ par leurs valeurs données

tion circulaire. Il est d’ailleurs évident, géométriquement, qu'il
doit en étre ainsi. Considérons en effet la section déterminée
dans la quadrique par un plan parall¢le au plan directeur;
les distances de tous les points de cette section sonl évi-
demment mesurées & partir du méme point de la directrice.
Par conséquent, la distance de tout point de la section a ce
point fixeest dans un rapport constantavecsadistance aufoyer.
Mais, quand les distances d’un point variable a deux points
fixes sont entre elles dans un rapport constant, le lieu de ce
point est une sphére. La section est donc I'intersection d'un
plan et d’une sphere, c’est-a-dire un cercle.
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Le cas ot la distance du point au foyer est égale i la dis-
tance de ce méme point a la directrice constitue toutefois une

exception. Comme le lieu d’un point équidistant de deux

points fixes est un plan, on voit comme ci-dessus que, dans
ce cas, les sections paralleéles au plan directeur sont des
droites. Si nous nous reportons aux numéros précédents,
nous trouverons (voir n® 133) que le rapport en question ne
se change en égalité (¢ = 1) que dans le cas du paraboloide
hyperbolique; or le plan directeur ne peut rencontrer cette
surlace suivant des sections circulaires, puisqu’elle n’en a pas.
Le professeur Mac Cullagh appelle module de la surface le
rapport de la distance focale & la distance du point ala di-
rectrice, etil donne le nom de foyers modulaires a ceux qui
ont des plans de contact imaginaires (*).

155. Nousavonsremarqué (n°®137) quetoutesles quadriques
de laforme U — LM = o sont enveloppées par deux cones et
que, si U représente une sphére, ces cones devront étre de
révolution, car on sait que tout cone qui enveloppe une sphére
doit jouir de cette propriété. De plus, si U se réduit a un
point-sphére, ces cones se confondront en un seul qui aura
ce point pour sommet; nous pouvons donc conclure de la
que le cone qui enveloppe une quadrique et quia un foyer
pour sommet est un cone de révolution.

(') C’est en 1836 que le professeur Mac Cullagh a publié cette methode
modulaire pour la génération des quadriques. J'ai donné en 1842 la pro-
priété complémentaire relative aux foyers non modulaires. Peu aprés,
M. Amyota retrouvé la méme propriété par une autre méthode ; mais, comme
il ne connaissait pas le mode de génération indiqué par le professeur Mac
Cullagh, il n'a pu établir la théorie compléte des foyers. Le professeur Mac
Cullagh a publié sur les propriétés focales des quadriques un travail détaillé
qu’on trouvera dans les Procee ''ngs le 'Aradémie rovale d’Irlande (t. 11,
p-446). M. Townsend a aussi fait paraitre un excellent Mémoire ( Cambridge
and Dubli: mathematicil Journal, t. 11, p. 1, 97, 148), dans lequel il
¢tulie d’une maniére compléte les prop tiétés des foyers considérés comme
limites de spl.éres qui ont un double contac: avec la quadrique.




200 CHAPITRE VIII.

Ce théoréme étant important, nous en donnons une dé-
monstration analytique directe. Remarquons d’abord qu’une
équation de la forme

22+ Y+ 2= (az + by + c3z)?

représente un cone droit. En effet, si nous faisons une trans-

formation de coordonnées, en prenant de nouveaux axes rec-
tangulaires et choisissant le plan ax + by 4+ cz=o0 pour
I'un des plans coordonnés, I’équation du cdne deviendra

X2+ Y2+ 72=) X2,

elle représente un cone de révolution, puisque les coefficients
de Y2 et Z2 sont égaux.

Si maintenant nous formons, d'aprés la régle du n° 78,
I’équation du cone ayant 'origine pour sommet et circonserit
A la surface,

x4y + 32— 12— M2=—o,
ou
L=ax+by+cs+d, M=dzx+dy-+cs+d,

nous trouvons
(B+d?*)( 2+ + 52— 12— M)+ (dL+ dM)*=o0
ou bien
(2 + d"?)(2*+ y? + 52) — (dL — dM)* = o,

et nous venons de démontrer que cette équation représente un
cone droit.

Corollaire. — Quand on forme la polaire réciproque d'une
surface, le cone circonscrit qui ason sommet a l'origine corres-
pond au cone asymptotique de la surface réciproque. D’aprés
cela, il résulte du présent numéro que la polaire réciproque
d’'une quadrique par rapport ¢ un foyer quelcongue est
une surface de révolution.

Comme exercice, nous laissons aux lecteurs le soinde dé-
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montrer les quelques propriétés suivantes des foyers, que
lon peut déduire des principes que nous venons d’exposer.

Exercices.

1. La polaire d’une directrice est la tangente a la conique focale au
foyer correspondant.

2. Le plan polaire d'un point quelconque d’une directrice est per-
pendiculaire a la droite qui joint ce point au foyer correspondant.

3. Supposons qu’une ligne droite, menée par un point fixe O, ren-
contre une directrice d'une quadrique et coupe cette surface aux points
A et Bj; soit F le foyer correspondant; le produit

tang 3 AFO < tang $ BFO

est alors constant. Cette proposition se démontre comme le théoréme
correspondant dans les coniques planes (Sections coniques, n° 226
ex. 8).

4. La proposition précédente ne cesse pas d’étre exacte si le point
O se meut sur une autre quadrique ayant le méme foyer, la méme
directrice et les mémes plans de sections circulaires que la quadrique
donnée.

3. Si deux quadriques comme les précédentes sont coupées par une
droite passant par la directrice commune, les segments interceptés
par chaque surface sur cette droite sous-tendent au foyer des angles
¢gaux.

6. Siune droite passant par une directrice est tangente a l'une des
quadriques, la corde interceptée sur cette droite par l'autre qua-
drique sous-tend un angle constant au foyer.

156. Titant donnée une surface de révolution autour de son
axe transverse, le produit des perpendiculaires abaissées des
deux foyers sur un plan tangent quelconque est évidemment
constant. Si maintenant nous formons la réciproque de cette
propriété par rapport a un point quelconque, en suivant la
méthode employée dans le n° 126, nous trouvons que le carré
de la distance de I'origine a un point quelconque de la sur-
face réciproque est dans un rapport constant avec le produit
des distances de ce point & deux plans fixes.
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Mais nous voyons, d’aprésle n® 426 (ex. 5), que ces deux
plans sont les plans de sections circulaires du cone asympto-
tique a la nouvelle surface, et par conséquent de la nouvelle
surface elle-méme. L’intersection des deux plans est la réci-
proque de la droite qui joint les deux foyers, c’est-a-dire de
I'axe de la surface de révolution. Cette propriété (1) appar-
tient, comme nous le savons (n° 154), a tout point de la co-
nique focale ombilicaire ; par conséquent, laréciproque d’une
quadrique, par rapport a un foyer ombilicaire, est une sur-
face de révolution autour de l'axe transverse; mais, s’il s’agit
d’un foyer modulaire, la surface réciproque est une surface de
révolution autour de I'axe conjugué.

En formant les réciproques des propriétés des surfaces de
révolution, nous obtiendrons des propriétés d’une quadrique
qui seront relatives au foyer et a la directrice correspondante,
Remarquons que l'axe de la figure de révolution de 'une ou
I'autre espéce est la droite réciproque de la directrice qui

A

correspond au foyer donné et qu’il est parallé¢le a la tangente

a la conique focale au foyer donné (voir n° 174).

Dans ce quisuit, la premiére colonne renferme des proprié-
tés des surfaces derévolation, la seconde celles des quadriques
en général.

1. Lecone tangent quiasonsom-
met en un point quelconque de
I’axe de révolution est un cdne
droit dont les plans tangents font
un angle constant avec le plan de
contact. Ce dernier est perpendi-
culaire a 'axe.

Le cone qui a pour sommet un
foyer et pour base unesection dont
le plan passe par la directrice cor-
respondante est un cone droit.
Son axe est la droite qui joint le
foyer au pole du plan de la section,
et cette méme droite est perpen-
diculaire au plan mené par le foyer
et la directrice.

(') C’est en suivant cette marche que jai été conduit a découvrir cette
propriété et a faire la distinction entre les deux classes de foyers.

©unesp® 8 9 10 11

12

13



cm

FOYERS. — SURFACES HOMOFOCALES. 203

2. Un plan tangent quelconque La droite qui unit un foyer a un
est perpendiculaire au plan qui | point de la surface est perpendi-
passe par son point de contact et culaire ala droite qui joint le foyer
par I'axe. au point ou le plan tangent cor-
respondant rencontre la direc-
trice.

3. Le plan polaire d’un point Ladroite qui unit un foyer & un
quelconque est perpendiculaire | point est perpendiculaire a la
au plan qui contient ce point et | droite qui joint le foyer au point
I'axe. ou le plan polaire du point ren-
contre la directrice.

4. Deux droites conjuguées sont Deux droites conjuguées quel-
telles queles plans quiles joignent | conques percent un plan, conduit
au foyer sont rectangulaires entre | suivant une directrice paralléle
cux (ex. 7, n° 126). aux sections circulaires, en deux
points qui sous-tendent un angle
droit au foyer correspondant.

5. Si un cdne est circonscrit a Le cone quia pour base une sec-
une surface de révolution, un plan | tion plane guelcongue d’une qua-
qui contient lesommet et 'axe est | drique et pour sommet un foyer
un plan principal. quelconque a pourl’un de ses axes
la droite quijointle foyer au point

ou le plan de section coupe la di-
rectrice.

6. Le cone qui a pour sommet | Si un cdne a pour sommet un
un foyer et pour base une section | foyer et pour base la section dé-
plane quelconque est un cone droit | terminée par un cdne circonscrit
(ex. 2, n° 126). quelconque sur un plan mené par

la directrice correspondante pa-
[ rallele aux plans de section cir-
| culaire, cecone estun cone droit.

CONIQUES FOCALES ET SURFACES HOMOFOCALES.

157. Dans la Section précédente, nous avons donné un

. . . . b
apercu desrelations quiexistent entre chacun des foyers d’une
quadrique considéré isolément et la surface elle-méme. Nous
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allons maintenant faire connaitre les propriétés des coniques
formées par I'ensemble de tous les foyers et celles des surfaces
homofocales. Et tout d’abord, nous exposerons une méthode
qui nous aurait conduits a la considération des coniques fo-
cales d’'une quadrique d’une maniére tout a fait indépen-
dante de la marche suivie dans la Section précédente.

On dit que deux coniques, qui ont méme centre et mémes
axes, sont homofocales quand la différence des carrés des lon-
gueurs de leurs axes est la méme pour les deux courbes. Par
cxemple, étant donnée une ellipse

2

x
CiEE e s i

,),2
a b?

toute conique dont ’équation est de la forme

==

est homofocale avec elle. Si nous donnons a A* le signe -,
la conique homofocale sera une ellipse; si A2 ale signe —, la
courbe sera encore une ellipse tant que A? sera moindre
que b*. Si A est compris entre a® et b2, la courbe homofo-
cale est une hyperbole; enfin elle devient imaginaire si A2 est
plus grand que @2. Si A2 = b2, I'équation se réduit & 2= o
et 'axe des x lui-méme est la limite qui sépare les ellipses
des hyperboles homofocales. Mais les deux foyers appar-
tiennent a cette limite dans un certain sens. En effet, par un
point donné (z',»'), on peut en général faire passer deux
coniques homofocales & une conique donnée, puisque, pour
déterminer 22, on a I'équation du second degré

cm 1 2 3 4 5 ©unesp® 8 9 10 11 12 13
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Si ' = o, cette équation devient
(R—0*) (N — a>— a'?)=o,

et 'une des racines est A2= 02; mais, si nous avons aussi
22 = a* — b*, laseconde racine devient aussi A2 = b2, et par
conséquent les deux foyers sont, dans un certain sens spécial,
des points qui correspondent a la valeur A* = 02. Si dans
I'équation

2 9

a* 4 Ak
T

I

.
- : 3 e ; S
nous faisons A2 = 02, 775 = 0, nous obtenons I'équation

des deux foyers :

158. On dit de méme que deux quadriques sont homofo-

cales, quand les différences des carrés des longueurs de leurs
axessont les mémes pour ces deux surfaces. Ainsi, étant donné
Iellipsoide

I"équation d’une homofocale quelconque sera de la
forme

2 -2
Sey s =e=—1P

(o = N

A)‘
ar=E02 bE==0)2

Si nous donnons a A* le signe -+, ou si nous le prenons
négativement et moindre que ¢ en valeur absolue, la surface
est un ellipsoide. Une sphére de rayon infini est la limite de
tous les ellipsoides de ce systeme; c’est ce que devient I'équa-
tionquand 22 = oo . SiA? est négatif, etsi savaleurestcomprise
entre O*etc?, la surface est un hyperboloide & une nappe. Sisa
valeur est comprise entre a2 et b2, c’est un hyperboloide a deux
nappes. Quand 22 = ¢2, lasurface se réduitau planz = o ; mais,
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si dansl’équation nous faisons2? = ¢2, ——— = o, les points

de la conique
y2

3 E}
2 ___ 2

que I'on obtient ainsi appartiennent, dans un certain sens spé-
cial, ala limite séparative des ellipsoides et des hyperboloides.
Iin effet, par un point donné (z', »', z’), on peut en général
[aire passer trois surfaces homofocales a une quadrique don-
née; car, en considérant A2 comme une inconnue, nous avons
évidemment pour la déterminer I'équation du troisiéme degré

ou bien

22 (02— 22) (e — N?) + ¥"2(c2 — ) (@ — A2) + 22 (a2 — A2) (b2 —22)
— (@ — 22) (D — ) (c?— A2).

Si 5’ = o, une des racines de cette équation est A* = ¢* ct
les deux autres sont données par I'équation

22 (b2 — W) - 2 (a2 — A2) = (a® — A2) (b2 — A2),

et cette derniére équation aura aussi une de ses racines égale
ac?, s1

12

D

; =
a?® — c¢*

Par conséquent, on peut dire que, dans un certain sens,
les points de Dellipse focale répondent a la valeur N2 = ¢2,
De méme, le plan 3 = o sépare les hyperboloides des deux
espéces, et ’hyperbole

a'?

; AT , — I
a*— 0? : g A

qui est située dans ce plan, fait, dansun certain sens, partie de
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cette limite. La conique focale contenue dans le troisiéme
plan principal est imaginaire.

159. Les trois quadriques homofocales ¢ une quadrique
donnée que l'on peut faire passer par un point donné sont
respectivement un ellipsoide, un hyperboloide & une nappe
et un hyperboloide a deux nappes. En effet, si, dans ’équa-
tion du troisieme degré trouvée dans le numéro précédent,
nous faisons successivement'

M—a?, N=—b, N—c!, M= —o,
les signes des résultats qu’on obtient sont respectivement
+7 TTET) _\_7 )

ce qui montre que I’équation a toujours trois racines réelles,
que I'une d’elles est moindre que c2, que laseconde est com-
prise entre c* et b2, et la troisiéme entre b2 et @*. Nous avons
précisément fait voir dans le numéro précédent que les surfaces
qui correspondent a ces valeurs de %2 sont respectivement
un ellipsoide, un hyperboloide a une nappe et un hyperbo-
loide & deux nappes.

160. On peut encore résoudre d'une maniére commode le
probleme qui consiste a faire passer par un point donné des
quadriques homofocales a une quadrique donnée. 1l suffit de
prendre pour inconnue I'axe principal de la surface homofo-
cale cherchée. Comme nous connaissonsles quantités @' — b2
et @'* — c’?, que nous désignerons par 2* et A2, nous aurons
pour déterminer ' I’équation

x’l ’y/2 5’2
55 a'? — N2 o a? — k*

— = |
a/ 2

ou bien

@ —a* (W24 2+ 2"+ y? - 372
@[ 12K 2" (0P - f2) - YRR+ 2R — 2 2R = o.
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Cette équation nous donne le moyen d’exprimer immédia-

tement les coordonnées du point d’intersection de trois qua-

driques homofocales en fonction de leurs axes. Si nous
désienons par @', @’?, a”? les racines de 1’équation écrite ci-
8 I T
dessus, le dernier terme nous fournit immédiatement la
relation
12 13 2
el 1 : a?a’a"
222 k2=a?ad"?a” oubien 2?= —— .
(@ — b*)(a*— ¢?)
En raisonnant de méme, nous pourrions prendre 6* ou ¢*
pour inconnues, et nous aurions

br;z b//z ['///2 (:12 C”z C”’Z

e

RE T

’ z

(')

Remarque. — Dans ce qui préceéde, nous supposons que
b'%, 0", ... portent implicitement leurs signes avec eux. Par
exemple, ¢'?, qui appartient a un hyperboloide a une nappe,
est négatif, de méme que b"* et ¢"*.

161. L'équation du troisitme degré qui préceéde nous per-
met d’exprimer le rayon vecteur du point d’intersection en
fonction des axes. Le second terme de cetle équation nous
donne en cflet

a?+ Yy (@ — D)+ (@ — ) =ad*+ a"* + a”?

12 13 "

g2 —ig2 a2 folla

Nous aurions pu déduire aussi cette expression des valeurs

trouvées pour x'%, "2, 5% dans le numéro précédent, en ayant

(') Ces expressions permettent de se rappeler aisément les coordonnées des
ombilics. Les ombilics sont les points (n° 149) ou I'hyperbole focale ren-
contre la surface. Mais, pour cette hyperbole, on a a”* = a"? = a* — b*; les
coordonnées en question sont donc

L, — b
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recours 4 un procédé qui peut étre employé pour réduire
d’autres fonctions symétriques de ces coordonnées. Pour cela,
remplacons z'2, y'* et 5 par leurs valeurs données ci-dessus,
etréduisonsauméme dénominateur. Laquanutéz'? + y/* + 52
devient
@2’ a"™ (b — )+ b2 B B2 (e — a?) 4 ¢ " ¢ (at — b?)

(*=c)(—a*)(a®>— b?) ;

Mais le numérateur s’annule évidemment si nous y suppo-
sons b2 = ¢?, ou ¢* = a&?, ou @* = b?; il est donc divisible par
le dénominateur. La division s’effectue comme il suit. Un

1o

terme quelconque, parexemple a’? @’ @”* ¢?, divisé par a* — b*
(ou par la quantité égale @'*—06'?), donne pour quotient
a2 a2 c?etpourreste b'?a"* a2 c*. Cereste, divisé para’2—0"2,
donne pour quotient b"*a”?c? et pour reste b'26"2a"2c?, et ce
dernier enfin, divisé par «”* — 0”2, donne pour quotient
b'2b"2¢?, et le reste, qui est 625"25"2c?, est détruit par un
autre terme du dividende. En opérant de la sorte, pas a pas,

on arrive au résultat déja obtenu.

162. Deux surfaces homofocales se coupent partout a
angle drott.

Soient (z',%',5') un point commun aux deux surfaces,
P’ et p" les longueurs des perpendiculaires abaissées du centre

sur les plans tangents & chaque surface au point considéré;

les cosinus de direction de ces deux perpendiculaires sont
(n° 89)

phick s phvd
az’ b’

I ol (7751
px J

AR TS

Pour que ces droites soient perpendiculaires I'une al’autre,

il faut que (n°13)

2 12
' " z J L < S
PF a?a at= A ) 2o ) 0.

S. — Geéom. a trois dim. 1.
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Mais, comme les équations des deux surfaces sont vérifiées
par les coordonnées du point (2/, »/, z'), nous avons
.7/',2

=i

z!2 2

s o =
a? "2 c

Si nous retranchons ces équations membre & membre, en
ayant égard aux relalions @'2 — @/2 = 0"2 — 0/2 —= ¢"* — (2,
le reste est

T’? ,);’2
(a—gm) =t Mo S )ZO
\ a’?a"? b2 p2 c? C”z/ ]

ce qui démontre le théoréme énoncé.

Au point ot trois quadriques homofocales se coupent, cha-
cun des plans tangents coupe normalement les deux autres,
et le plan tangent & I'une des surfaces contient les normales
aux deux autres.

163. S¢ par le centre d'une quadrique on méne un
plan paralléle a Uun quelconque des plans tangents de
cette surface, les axes de la section déterminée par ce
plan sont paralléles aux normales des surfaces homofo-
cales qui passent par le point de contact.

Nous avons démontré que -les paralléles aux normales en
question sont perpendiculaires entre elles; il suffit donc de
prouver que ces droites forment un systéme de diamétres con-
jugués dans la section. Mais (n° 94), pour que deux droites
soient diamétralement conjuguées, il faut qu’on ait la relation

cosacos'a  cosfcosfP i cosy cosy

a'? b'? ci

Les cosinus de direction des deux normales sont
])”. ) ])”3’
) e )
b//) C//2
l)/”,1,l [)Wz'

J5 :
"2 w b
b"? (%
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il faut donc démontrer que la condition

2 / /2
" L ) = 3
1) /) a'z a/lg "2 5% b/z b//g b/!/z il C’-z cll-), clllz =

est satisfaite.
En retranchantl’'une de I'autre les équations

x'? 4] .)’,2 L
arz a//z [)’2 [)//g C!z cl/z

~12
3

=2
<

=10

.Z"2 = ..)»’2
a2 q"? b2 p2

—= =0,

C!z cr//z
que nous avons établies dans le numéro précédent, nous
voyons immédiatement que la relation ci-dessus est vénfiée,
ce qui démontre la proposition.

164. Calculer les longueurs des axes de la section cen-
trale déterminée dans une quadrique par un plan paral-
lele au plan tangent au point (x', y', 7).

De I'équation de la surface on déduit la longueur d’un
rayon passant par le centre, et dont les angles de direction
sont «, (3, v, au moyen de la formule

cos?z  cos?’f  cos?y

I
Al s o 2

P a'? b'? c'?

En remplacant cosa, cos 3, cosy par les valeurs données
dans le numéro précédent, nous trouvons pour la longueur
de l'un des axes cherchés

2 A2 120N\
4 5.
//a< // 2

a2at b'2 ple : (;'2(/‘”‘,.)

Mais nous avons les deux équations

19 !

2 e s
2 -+ b2 D2 S c'?

2

3 =0,
d?a c"? »

19

x'? ')//2
Tt iz

73

+$ I
c/ =3 2>

a P’
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en les retranchant 'une de 'autre, il vient
)

2'? 2 52 I
CHETR I TR R = : . RO
(LIZ al/q [}I_) b”,¢ c(: c//.'q, 1)1/2 ((t/z P a//g)

Portons cette valeur dans I'expression que nous avons trouvée
pour p%;nousobtenonsp? = a'* — @"2. Nous aurions de méme
pourle carré de I'autre axe la valeur a/2 — a2,

Par conséquent, si deux quadriques homofocales se coupent
et si 'on méne dans I'une d’elles un rayon paralléle a la nor-
male a l'autre quadrique en un point quelconque de leur
courbe d’intersection, ce rayon a une longueur constante.

165. Nous savons que le produit des axes d’une section
centrale par la perpendiculaire abaissée du centre sur un plan
tangent paralléle a la section est égal & abe (n° 96). Nous
pouvons immédiatement déduiredecette propriété des expres-
sions des longueurs p/, p”, p”; nous avons

a2 p'?c'?
(@?—a")(a*>— a"?)

"y 2

a2 pl2 ol

— = SR b
(@"*—a?)(a"*—a"?)

a2 p"2 c"2

w2 P <
(@ —a'*)(a"*—a"?)

P

On aurait pu trouver aussi ces valeurs a I'aide de I’équation

I :}/’2 z?

-P—,Z S bt = o’

en y remplacant 2’2, 3’2, z'? par leurs valeurs calculées plus

haut et en réduisant la valeur résultante de p'2 d’apres la
méthode indiquée dans le n° 161.

Le lecteur remarquera la similitude qui existe entre ces va-
: ])///2

J'2, z'2. Sil'on avait pris les trois plans tangents pour plans

72

leurs de p'2, p et celles qu’on a déja trouvées pour 22,
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" seraient les coordonnées du centre de

coordonnés, p/, p’, p
lasurface. L’analogie qui existe entre les valeurs de p', p”, p"”
etcelles de 2/, p/, &' peut s’exprimer ainsi qu’il suit : le point
(«',y',5") étant pris comme centre, on peut décrire trois
surfaces homofocales qui aient pour plans principaux les trois
plans tangents et qui se coupent au centre du systéme primi-
tif de surfaces. Les surfaces quifont partie de ce nouveau sys-
téme de surfaces homofocales ont respectivement pour axes
a, d,a”, b, b, b, c, ", c”. Les trois plans tangents au
nouvean systéme sont les trois plans principaux du systéme
primitif.

Si dans la surface a laquelle I'un de ces plans principaux
est tangent (le plan des yz par exemple), on détermine une
section centrale qui soit parallele a ce plan, on voit par le
n°® 164 que les carrés des axes de cette section sont a?> — b2,
a* — c*. 1l en résulte alors que les directions et les grandeurs
des axes de la section sont les mémes, quelle que soit la posi-
tion du point (2/, ', 7'). Les carrés des axes sont égaux, mais
de signe contraire, aux carrés des axes de la conique focale
correspondante.

166. Soit D le diamétre d'une quadrique paralléle a la tan-
gente en un point quelconque de la courbe d'intersection de

cette surface etd’une quadrique homofocale, etsoit plaperpen-

diculaire abaissée de l'origine surle plantangent en ce point.
Le produit pD est constant pour tous les points de la courbe
d’intersection. En effet, la tangente en un point quelconque
de la courbe d’intersection de deux surfacesest l'intersection
de leurs plans tangents en ce point, et, dans le cas actuel,
cette droite est normale a la troisiéme surface homofocale qui
passe par le point (n° 162).

Donc (n°® 164) D2 = a2 — a2, et, par suite (n° 165),

2 p'2 of2
5 > a 4 ) s e ik i
p? = D?* = ———; c’est une quantité constante, si @' et &
a'?— a"

sont donnés.
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167. Trouver le liew du péle d’un plan donné par rap-
port a un systéme de surfaces homofocales données.

Soient
Az +By+Cz=1

Péquation du plan donné et &, 4, { les coordonnées de son
pole. Il faut identifier ’équation donnée avec I'équation

&5 24l e I
a?— \? b2 — )2 ci 2

ce qui nous donne

£ 7
m:/\, -————:]3,

b? I RZ
En éliminant )2 entre ces équations, nous trouvons

%—a?:‘—}—’———bz:: = s

B

2

pour les équations du lieu. C’est donc une droite perpendi-
culaire au plan donné.

Le théoréme qu’on vient d’établir renferme implicitement
la solution du probléme suivant : Décrire une surface homo-
focale a une quadrigue donnée, de maniére qu’elle soit
tangente a un plan donné. En effet, comme le péle du plan
tangent a une surface est son point de contact, il est évident
qu’on ne pourra décrire qu’une scule surface tangente au plan
donné, et le point de contact sera le point ou la droite qu’on
vient de déterminer percera le plan donné. Le théoréme qu’on
a établi plus haut peut aussi s’énoncer comme il suit : Le lieu
du péled’un plan tangent a une quadrique, par rapport
a une quadrique homofocale quelconque, est normal & la
premiere surface.

168. T'rouver ’expression de la distance entre le point
de contact d’un plan tangent a une quadrigque et son
péle par rapport a une surface homofocale.
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Soient &', ', & les coordonnées du point de contact d’un

plan tangent ala quadrique dont les axes sont @, b, c¢; soient

&, n, C celles du pole de ce méme plan par rapport a la surface

dont les axes sont &, ¥/, ¢'. Nous avons alors, comme dans
le numéro précédent,

xl

7

Ajoutons ces expressions membre A membre apres les avoir
élevées au carré; nous obtenons la relation
b4

x'2 Vlz 2
D —(@? = g2l i i
( ) a* i 05 c*

a a? ; : . s
Done D = T p élant la perpendiculaire abaissée du

centre sur le plan.

169. Les axes d’un cdne circonscrit a une quadrique
sont les normales aux trois surfaces homofocales que l’on
peut faire passer par le sommet du cone.

Considérons le plan tangent al'une des trois surfaces ho-
mofocales qui passent par le sommet (2/, )/, ') du cone. Le
pole de ce plan par rapport a la surface originale se trouve
(n°65) sur le plan polaire de (2', ', z') et (n°167) sur la nor-
male a la surface homofocale extérieure. C’est donc le point
ou cette normale rencontre le plan polaire de (2/, y/, 7'), ¢’est-
a-dire le plan de contact du cone circonscrit.

Il s’ensuit alors (n°64) que les trois normales rencontrent
ce plan de contact en trois points tels que chacun d’eux est
le pole de la droite qui joint les deux autres, par rapport a la
section de la surface par ce plan. Mais, comme cette section

2 3 4 5  Gunesp* 8 9 10 11
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appartient aussi au cone, il en résulte (n°71) que les trois

normales constituent un systéme de diamétres conjugués pour

ce cone, et, comme elles sont mutuellement perpendiculaires
les unes aux autres, ce sont les axes de celte surface.
bl

170. Si par un point d’une quadrique on meéne une tan-
gente a la surface, et si par cetle droile on fait passer deux
plans tangents & une surface homofocale, ces plans feront des
angles égaux avec le plan tangent mené a la premiére qua-
drique parle point donné. En effet, d’aprés le dernier numéro,
ce plan tangent est un plan principal du cone circonscrit & la
surface homofocale et qui a le point donné pour sommet; les
deux plans tangents a la surface homofocale sont tangents a
ce cOne.

Or on sait que les plans tangents menés a un cone par une
droite située dans un plan principal font des angles égaux
avec ce plan. Le théoréme est donc démontré.

Les cénes focaux (c’est-a-dire les cones dont les sommets
sontdes points quelconques et qui ont pour bases les coniques
focales) sont les cas limites de cénes circonscrits & des sur-
faces homofocales, et il est encore vrai de dire que les deux
plans tangents a un cone focal, meneés par une tangente aune
surface du systéme, font des angles égaux avec le plan tan-
genl qui contient la tangente en question. Si la surface est un
cone, sa conique focale se réduit a deux droites, et le théo-
réme qu’on vient d’établir peut, dans ce cas, s’énoncer de la
maniére suivante : Un plan tangent a un céne faitdes angles
égaux avec les plans qui contiennent Uaréte de contact et
chacune des lignes focales.Dans le Chapitre X, nous démon-
trerons cette proposition d’'une autre maniére.

171. 11 découle du n° 169 que, sil'on choisit les trois nor-
males pour axes de coordonnées, I'équation du céne prendra
la forme

Az?+ By*+ Cz=o.
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La vérification de cette proposition a l'aide d’une trans-
formation de coordonnées nous fournira une démonstration
nouvelle du théoréme du n° 169 ; il nous sera du reste
utile, dans la suite, de connaitre les valeurs effectives de
A, B, C.

L’équation du céne circonscrit, donnée dans le n° 78, est

2
/22

a?

En choisissant de nouveaux axes paralléles aux premiers et
passant par lesommet du cone, cette équation devient, comme
on le voit facilement,

Pourprendremaintenantles trois normales comme nouveaux
axes, nous n’avons qu’a introduire les cosinus de direction de
ces droites dans les formules du n°47; nous voyons ainsi que
nous devrons remplacer

! ! s ! /4 !
pz p'z et
x par T x -+ T y -+ =S

)// ' )/// /!
par x + Bi)Z Y -+ P2 Ay

b2 VY e

(=] 7
p's 7]

par — X + o ST e 2
172. Pour nous rendre plus facilement compte da résultat
de cette substitution, il est utile d’établir d’abord quelques
formules préliminaires.
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z'?

2

a-
Comme nous avons

i
-2,—2 — 1 =10,

nous déduisons de ces deux équations la relation

$/2 y’2

o e

eyl e 2002

Nous aurons de méme

12 2’2
- =
c2c?

x'? o 7
aa” " b

d’ou

2 =2
ot

T i y
aiaBa 2 bAb A e el el

Enfin, comme nous avons

y/Z :'/‘.’
e

b + bli !

12 ~12
<

Zag RO
R e ol Sl Sl
ata'? b 0" crclE

nous en déduisons

z/? e y'2 o z'2 S I
a'ta? L' b2 cve2 T (alz — a?)? plz(a/z P a?)

(') On peut remarquer que cette quantité S est é¢gale a

(a*—a*)(a" —a*) (a" — )
5 )
a*b*c?
car a’— a'?, a’— a", a*— a"* sont les racines de 1'équation du troisi¢me
degré du ne 158, dont le terme absolu est a?b? c? S.
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173. Si maintenant nous effectuons dans le premier membre
de I'équation du n° 171 les substitutions indiquées plus
haut, nous trouvons que le coefficient de z? est

12 )2 /2
pra g (i e T S
I avac U bhp: ' o*er )’

et que celui de zy est

z'2 12

/2
(1577 ' . g
i1 S<a2a’2a”2 RNV 5 c'zc/zc”">.

Le premier membre de I'équation transformée devient
donc

sq< P i LBl P’z

N\ —a ™ 2]

a*—a*  a"—
s
—S =
(L/- "2

N A
P —a? a"t — a*

La quantité

zx! i 2y i 53!
TTogh To Y
a? bH? c:

traitée de la méme maniére, devient

’

5 I’/ x l)// V ]}/”2
S 12 ol 72 : Siale 2 o]
a.c——ras Ais—2A% a — Qa*

Son carré fait disparaitre le premier groupe de termes dans

le premier membre de I'équation, et I’équation du céne se
réduit définitivement & I’expression

2 2 =2
o A ; — O.

a'* — a? a— b a"? — a?

C’est I'équation transformée du cbne circonscrit qu’il
s’agissait de trouver.

174. Comme cas particulier de ce qui précéde, nous
pouvons former I’équation de I'un ou I'autre des cones focaux
(n° 170), c’est-a-dire d’un céne qui a pour sommet un point
quelconque (z',)',3') et pour base lellipse ou I'hyperbole
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focale. Cescourbescorrespondentauxvaleursa® — ¢2, a®* — 0?
du carré de 'axe principal; les équations cherchées sont
donc

S S =0,

22 y?
gt gt

On aurait pu les trouver aussi en formant (comme dans
Pexercice 7, n® 121) les équations des cOnes focaux et en les
transformant comme nous ’avons fait dans les numéros pré-
cédents.

On peut voir sans aucune difficulté qu'une normale quel-

conque et le plan tangent correspondant rencontrent I'un
quelconque des plans principaux en un point et une droite
qui sont 'un par rapport & autre dans la situation de pole
et polaire par 1‘5ppOI‘t a la conique focale située dans ce plan.
C’est un cas particulier du théoréme du n° 169.

Les formules que nous venons d’employer dans les numéros
précédents nous permettent de rapporter d’autres équations
quelconques aux nouveaux axes dont nous nous sommes
servis.

Exercices.

1. Rapporter I'équation de la quadrique elle-méme aux trois nor-
males qui passent par le point (z', ', z') prises pour axes. L’équation
rapportée a des axes paralleles devient

En passant aux nombreux axes rectangulaires issus de la méme
origine, on a

U " n
D' 2 p"y "' 5
S 2 o Gl //, . /u] =

a?—a?  a?—a? a2

22 2 z2
= s ) Y RE T 5 "

a'?— a2 a—a? a a?

—= R

La quantité qui figure entre parenthéses dans le premier membre
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de I'équation est évidemment 1’équaticn transformée du plan polaire
du point (', ', &).

2. ’équation précédente se modifie un peu quand le point (2, ', 5')
est sur la surface. L’équation rapportée a des axes paralléles est

22 zz
iR R e ——c_)>:0.

Posons

L’équation rapportée aux trois normales prises comme axes devient
z2

3 ap' zy ap"xz o
p

= = o.
a—a? plat—a?) p(a—a

//2
On remarquera que vy est le diamétre paralléle a la normale au point
(#', y'y 5') et que nous avons

1 1 I T 1
= — |

— 4 — + — : 75 =
12 a?— a'? a?—a'"? a b2 c?

L’équation transformée peut encore étre écrite sous la forme

(p'x—py)? s (p'x — pz)?
art—a'? a*—a"

(@ +p)=p*.

3. Transformer I'équation de la surface polaire réciproque par
rapport a un point quelconque, en prenant pour axes les trois nor-
males aux surfaces homofocales qui passent par ce point. L’équation
de la surface réciproque est (n° 127)

(xxf —!-J’,}" 425 /l.g)z = a?x? - [,2}/2 + ¢2 52;
on trouve que I'équation transformée est
(a2 —a?)x?+(a— a?)y% +(a"* —a?) 32
+ok2(px+p'y + p"a)+ k=

175. Revenons a I'équation du cénecirconscrit (n°173). Sa
forme montre que tous les cones qui ont un sommet commun
el qui sont circonscrits a une série de surfaces homofocales
ont les mémes axes et sont homofocaux. En effet, les trois
normales qui passent par le sommet commun sont les axes de
chacun des cOnes du systéme; en outre, la forme de I’équation
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fait voir que les différences des carrés des axes sont indé-
pendantes de @*. Les équations des droites focales communes
a tous ces cOnes sont (n° 151)

"2 ~2
€= P

e
5 3 3 75} = (0 1
a? a2 a'? a? J

On a démontré (n° 164) que la section centrale de I’hyperbo-
loide & une nappe qui passe par le point (2, ', z') est
a.'l -2

z
a?r — a2 a?— q"

==1I;

la section de ’hyperboloide par le plan tangent paralléle est
semblable a la courbe précédente; son équation est donc

a2 o

" TEY

a't— q'? a?—q

Par conséquent, les droites focales du systéme de cénes
sont les génératrices de Uhyperboloide qui passe par le
pownt. Ce théoréme est di a M. Chasles (Journal de Liou-
ville, t. XI, p. 121). Il aaussi été énoncé parJacobi (Journal
de Crelle, t. XII, p. 137).

On peut encore le démontrer comme il suit : Prenons une
génératrice d’un des cones du systéme et par cette droite me-
nons le plan tangent au céne et les plans qui contiennent les
génératrices de I'hyperboloide et qui, par conséquent(n°® 170),
font des angles égaux avec le plan tangent au céne. Les deux
généralrices jouissent donc de cette propriété que les plans

qui les contiennent et qui passent par une génératrice quel-

conque du cone font des angles égaux avec le plan tangent
au cOne. Mais c’est préeisément une propriété des droites
focales (n° 170); ce qui démontre le théoréme.

Corollaire I. — Les polaires réciproques d’un systéme de
surfaces homofocales, par rapport a un point quelconque, ont

les mémes plans de sections circulaires. En effet, les polaires
réciproques des cOnes circonscrits issus de ce point ont les

3 4 5  Gunesp* 8 9 10 11 12
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mémes plans de sections circulaires, et ces cOnes réciproques
sont les cOnes asymptotiques des surfaces réciproques.

Corollaire Il. — Sil'on projette orthogonalement sur un
plan un syst¢éme de quadriques homofocales, les projections
sont des coniques homofocales. En effet, les projections sont
les sections déterminées par le plan dans les cylindres qui lui
sont perpendiculaires et qui sont circonscrits aux quadriques.
Et ces cylindres peuvent étre regardés comme formant un
systéme de cOnes circonscrits qui ont pour sommet le point
4 l'infini sur la direction commune des génératrices.

176. On peut mener deux surfaces homofocales tan-
gentes a une droite donnée.

Prenons sur la droite un point quelconque (z', y/, z').
Soient @', a’, a"” les axes des trois surfaces passant par ce
point et o, B, v les angles que la droite fait avec les trois
normales. On voit alors, d’aprés le n® 173, que a est déter-
miné par I’équation du second degré

cos’a cos?f3 cos?y
!

2

VI i

2 " Ty

a a*“—a*°

Soient a et @' les deux racines de cette équation; les deux
cdnes

=t "2 Yo O)

—a«

2

a
]

EEGal2

e =0>

a

ont la droite donnée pour aréte commune, et I'on démontre,
exaclement commeau n° 162, queles plans tangents aux cones
qui passent par cette droite sont perpendiculaires I'un a
I'autre. Et comme, par définition, les plans tangents au conc
circonscrit & une surface sont tangents a cette surface, il
s’ensuit que les plans tangents menés par une droite auz
deux surfaces homofocales tangentes a cette droite sont
perpendiculaires entre eux.
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La propriété dont jouissent les cones issus d’un point quel-
conque et circonscrits & deux surfaces homofocales de se
couper mutuellement a angle droit s’exprime quelquefois de
la maniére suivante : Deux surfaces homofocales vues d’un
point quelconque paraissent se couper partout & angle
droit.

AT7. Si, par une droite donnée, on méne des plans
tangents a un systéeme de surfaces homofocales, les
normales correspondantes engendrent un paraboloide
hyperbolique.

Les normales sont évidemment paralléles & un méme plan,

quiestperpendiculaireala droite donnée. Sinous considérons
I'une quelconque des surfaces homofocales, d’aprés le n° 167,
la normale & un plan quelconque passant par la droite
contient le podle de ce plan par rapport & la surface consi-
dérée et de plus ce podle est un point de la polaire de la
droite donnée par rapport a une surface homofocale quel-
conque. Donc toutes les normales rencontrent la polaire de la
droite donnée par rapport a I'une quelconque des surfaces
homofocales. La surface engendrée par les normales est donc
un paraboloide hyperbolique (n° 116). De plus, il est clair
que la surface eagendrée par les droites polaires dont il
vient d’étre question est aussi ce méme paraboloide et
qu’elles constituent le second systéeme de génératrices.

Les points ot ce paraboloide rencontre la droite donnée
sont les deux points ou cette droite est tangente aux surfaces
homofocales.

Un cas particulier intéressant est celui ot la droite est
elle-méme une normale d une surface U du systéme. Lanormale
qui correspond a un plan mené par la droite s’obtient en
abaissant sur le plan une perpendiculaire issue du pole de ce
méme plan par rapport a U (n° 467). Mais il est évident
que le pole et la perpendiculaire doivent se trouver tous

cm 1 2 3 4 5 ©unesp® 8 9 10 11 12 13
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deux dans le plan tangent a U, plan auquel la droite donnée
est normale. Donc, dans ce cas, toutes les normales sont
contenues dans le méme plan.

On sait que le rapport anharmonique de quatre plans
passant par une méme droite est le méme que celui de leurs
quatre poles par rapport @ une quadrique.quelconque. On
déduit immédiatement de ce principe que quatre normales
quelconques divisent homographiquement toutes les polaires
de la droite donnée par rapport au systéme de surfaces
homofocales. Dans le cas particulier que nous venons
d’examiner, les normales envelopperont donc une conique;
ce sera une parabole, puisque, dans une de ses positions, la
normale peat se trouver a I'infini; ¢’est ce qui a lieu quand
la surface homofocale considérée est une sphére infinie
(n° 158). Le point ou la droite donnée rencontre la surface
a laquelle elle est normale se trouve sur la directrice de la
parabole.

178. Considérons trois normales passant par le sommet du
cone étudié aux n” 171 et suivants, et soient 2, (3, y les
angles que fait avec ces axes la perpendiculaire & un plan
tangent de ce cone. Comme cette droite doit se trouver sur
le cone réciproque, les quantités «, 3, v doivent vérifier la
relation

(a'? — a*)cos?a + (a"* — a*)cos? P + (a”? — a?
ou bien
a'?cos?a + a'? cos? B + a” cos®y = a’.
Cette relation permet de déterminer immédiatement l'axe
de la surface qui est tangente a un plan quelconque. En

effet, si nous prenons un point quelconque du plan, nous
connaissons les quantités @', a”, @” qui correspondent a ce

point, ainsi que les angles que les trois normales en ce point

font avec le plan; par conséquent nous pourrons calculer a2.
S. — Géom. a trois dim. I. 15
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179. Si nous avions établi directement la relation obtenue
dans le numéro précédent, nous pourrions, en reprenant la
démonstration en sens inverse, déterminer l'équation du
cone circonscrit (n® 173) sans avoir besoin de recourir a une
transformation de coordonnées. M. Chasles y est arrivé de la
maniére suivante. La quantité

2

a'?cos?a + a"?cos*B -+ a”? cos®y

est la somme des carrés des projections des droites &/, o', @
sur une perpendiculaire au plan donné. Nous avons vu
(n° 165) que ces longueurs sont les axes d’'une surface qui

a le point (2, »/, 3') pour centre et qui passe par le centre
primitif. On a démontré dans ce méme numéro que le rayon

vecteur, qui va du centre au point (z/, 3/, z'), et deux droites
paralléles aux axes de la surface et dont les carrés sont
a*— b%, a*—c® constituent un systéme de trois autres
diamétres conjugués. On a prouvé aussi (n° 98) que la
somme des carrés des projections sur une droite de trois
diameétres conjugués d’'une quadrique est égale a celle des
carrés des projections de trois autres diamétres conjugués
quelconques. 1l en résulte alors que la quantité

2] 9

a'?*cos?a + a"*cos? + a”?cos®y

est égale a la somme des carrés des projections du rayon
vecteur et deux autres droites, dont la grandeur et la direction
sont connugs, sur une perpendiculaire abaissée du centre sur
le plan donné. Les projections des deux derniéres droites
sont constantes, et la projection du rayon vecteur est la per-
pendiculaire elle-méme dont la longueur est constante, si
(z', »', ') appartient au plan donné.
Il est donc démontré de la sorte que la quantité

2

a'*cos?a + a"*cos?f + a?

2,
cos?y

reste constante, lant que le point (2, /, ') se meut dans un
méme plan donné; de plus, il est évident que cette quantité
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constante est le carré @? de I'axe de la surface homofocale
tangente au plan donné; car, dans ce cas, nous avons

cosx—1,  cosB—o0, cosy—o.

180. St les faces d’un triédre trirectangle sont respec-
tivement tangentes & trots surfaces homofocales, le lieu de
son sommet est une .s])/u"l'e.

La démonstration est la méme que celle du n° 93.

Additionnons membre & membre les trois relations

p? —a*cos?a —+ h%cos’B —+ c? cos? vy,
/

p'? =a'? cos*a + b'%cos?f + ¢'? cos? ¥/,

200 M2 <4y,
)

p"* = a"? cos*a” + b"2 cos? B’ + c"%cos?y’,

nous obtenons

9

pP=a+ b+ + (a?— a?)+(a"* — a?),
o étant la distance du centre au sommet du triedre-
Retranchons membre 4 membre I'une de 'autre les deux
équations
p? = a*cos?a —+ b?cos?f -+ c? cos?y,

pP=a'? cos*a + b2 cos* + c'* cos?y,

nous voyons que la différence des carrés des perpendiculaires

abaissées sur deux plans tangents a deux surfaces homofo-
cales est constante et égale & a* — «@'2, si ces deux plans sont
paralléles.

On peut remarquer que le théoréme réciproque de celui
du n° 93 est le suivant : S¢ d’un point quelconque O, on
méne trois rayonsvecteurs d’une quadrique respectivement
perpendiculaires entre eux, le plan qui joint leurs extré-
mités enveloppe une surface de révolution. St O est situé
sur la quadrique, le plan passe par un point fize.

181. Deux cones ayant méme sommet sont circonscrits
a deux surfaces homofocales. Trouver la longueur du
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segment déterminé surunede leurs génératrices communes
par un plan mené par le centre parallélement au plan
tangent a une surface homojocale qui passe par leur
sommet.

Les segments déterminés sur les quatre génératrices com-
munes aux deux cdnes sont évidemment égaux, car ces
généralrices sont également inclinées sur le plan sécant qui
est parallele & un plan principal commun aux deux cones.

Soient donc

s 5 F o o =0
il
les équations de deux cones homofocaux. Les équations de
leurs intersections sont
47 2

121/2({32 R Y‘z) T E.sz igr:l(.(-_’ — a?)

e

Soit 22 la valeur commune de ces rapports, nous avons
b

@t 4 7= M (a2 — B7) (B — 17) (2 — 72).

2

Remplacons «2, B2, v2 par leurs valeurs déduites des équa-

l 1 Lt l (I

tions des cdnes circonscrits (n°167) et déterminons 2> par
a'2b'2c'?

- (d*—a")(a’? — "

obtenons, pour le carré du segment cherché, I'expression

a2b'2c'?
(a'? —a?)(a'? —a'?)

I'équation z* ) (voir le n° 165); nous

Si les surfaces homofocales sont d’espéces différentes,
celle valeur montre que le segment cherché est égal a la
longucur de la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan
tangent & leur intersection.

Dans le cas particulier ol les deux cdnes considérés ont
respectivement pour bases lellipse et I'hyperbole focales,
nous avons
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et le segment intercepté se réduit & «'. Par conséquent, si
par un point d’un ellipsoide on fail passer une corde
rencontrant a la fois les deux coniques focales, un plan
mené par le centre, parallélement au plan tangent au
point considéré, déterminera sur la corde en question un
segment égal au demi-grand axe de la surface.

Ce théoréme, di au proiesseur Mac Cullagh, est analogue a
celui qui concerne les courbes planes et qui s’énonce ainsi :
Une droite menée par le centre d’une ellipse, parali¢lement
a une tangente a la courbe, L'lllel'ceple sur les rayons
Jocaux des longueurs égales au demi-grand aze.

182. M. Chasles s’est servi des propriétés que nous venons
d’établir pourrésoudre le probleme : Déterminer la grandeur
et la direction des axes d’une quadrique a centre, quand
on connalt un systéme de trois diametres conjugués.

Considérons d’abord le plan de deux quelconques de ces
diamétres conjugués. La Géométirie plane nous donne le
moyen de déterminer en grandeur et direction les axes de la
section faite par ce plan dans la surface. Le plan tangent en
P, extrémité du troisieme diamétre conjugué, sera paralléle
au plan des deux autres. Nous savons en outre que le centre
de la quadrique donnée est le point d'intersection de trois
surfaces homofocales, déterminées comme dans le n°® 165 et
qui ont le point P pour centre. Si nous pouvions construire
les coniques focales de ce nouveau systéme de surfaces homo-
focales, les deux cdnes focaux, dont le sommet commun est
le centre de la quadrique originale, détermineraient quatre
droites par leur intersection mutuelle. Les six plans passant
par ces droites prises deux a deux se couperaient deux a deux
suivant les directions des axes cherchés, et en méme temps

(n° 181) les plans menés par le point P parallélement aux

plans principaux détermineraient sur les quatre droites des
segments égaux aux longueurs des axes.
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Les coniques focales dont on a besoin se construisent
immédiatement. Nous connaissons les plans dans lesquels
elles se trouvent et la direction de leurs axes. Les carrés des

) "2

demi-longueurs de ces axes doivent ére a* — a'?, a'* — a'?;

a® — a'?, a'* — a"*; mais les carrés des longueurs des demi-
axes de la section donnée sont a*— /2, a* — a'* (n° 164).
Connaissant ces derniers axes, nous trouvons immédialement

ceux des coniques focales.

183. Si par un point P, situé sur une quadrique, nous
menons, comme dans le n° 181, une corde tangente &
deux surfaces homofocales, nous pouvons trouver I'expression
de la longueur de cette corde. Par le centre menons un demi-
diamétre qui lui soit paralléle et appelons R sa longueur. Si
par le point P nous faisons passer un plan conjugué a ce
diamétre et un plan tangent, ces plans intercepteront sur le
diamétre des segments (comptés a partir du centre) dont le
produit sera égal a R2. Mais le segment intercepté par le plan
conjugué est la moitié de la corde cherchée et celui que
détermine le plan tangent a été calculé dans le n° 181. Par

suite,

__2RY/(a? —a?) (a?—a?)

G —

adbc
S’il s’agit d’une corde rencontrant les deux coniques
focales,

el, par suile,

184. Trouver le licu des sommets des cdnes droits qu’on
peut circonscrire & une quadrique donnée.
Pour que I’équation

2

x2 o ',‘,2 i
ad*—a  a*—a*
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puisse représenter un cone droit, il faut que deux de ses
coefficients soient égaux, ou bien que @’ =d/, ou a’' = da".
En d’autres termes, il faut que, pour le point (&', »/, 5'),
I'équation du n° 158 ait deux racines égales. Mais, en raison
de ce que nous avons dit sur les limites entre lesquelles sont
comprises les racines, il est clair que nous ne pourrons avoir
de racines égales que si A est égal 4 I'un des axes principaux,
et alors le point (2/, »', z’) appartiendra a I'une des coniques
focales. Ce résultat s’accorde avec ce que nous avons dé-
montré (n° 155).

On voit d’aprés cela, ainsi qu'on l'avait déja remarqué,
que la polaire réciproque d’une quadrique, par rapport a un
point d’'une de ses coniques focales, est une surface de ré-
volution, et que sa polaire réciproque par rapport a un
ombilic est un paraboloide de révolution. En effet, un ombilic
est un point appartenant & une conique focale (n° 149), et,
comme il est situé sur la surface, la polaire réciproque de cette
derniére, par rapport a ce point, est un paraboloide.

Comme cas particulier de ce théoréme, on voit encore

qu'on peut circonscrire a une quadrique a centre deux
cylindres droits, dont les génératrices sont paralleles aux
asymplotes de I’hyperbole focale, car un cone dont le
sommet est a 'infini est un cylindre. Comme cas particulier
du théoréme énoncé au commencement de ce numéro, le
cbne qui a pour base I'ellipse focale ne sera droit que si son
sommet se trouve sur ’hyperbole focale, et réciproquement.
Onaurait pu établir cette proposition sans parler des quadriques
dont les deux coniques sont les courbes focales et dire :
Le lieu des sommets des cones droits, qui ont pour base
une conique donnée, est une conique d’espéce opposée,
sttuée dans un plan perpendiculaire. Sil'équation d’une des
coniques est

22 '),2 e
& 5 B
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celle de 'autre conique sera

) (s

On a démontré (ex. 8, n° 126) que si une quadrique est
circonscrite a une surface de révolution du second degré, le
cone qui a pour sommet un foyer de cette derniére surface
et qui est circonscrit a la premiére est un cone de révolution.
D’aprés le présent numéro, nous voyons que les coniques
focales d’'une quadrique sont le lieu des foyers de toutes les
surfaces de révolution qui peuvent éire circonscrites a cette
quadrique.

185. Tout ce qu’on a dit jusqu’ici fait voir que 'ellipse et
I'hyperbole focales sont situées dans des plans perpendicu-
laires 'un & 'autre et qu’elles sont placées de telle sorte que
les sommets de I'une coincident avec les foyers de I'autre.
Quand deux coniques sont ainsi placées I'une par rapport a
'autre, chacune d’elles peut, dansun certain sens, étre regardée
comme le lieu des foyers de l'autre; autrement dit, -si I'on
prend un couple de points fixes I et G sur l'une des co-
niques, on peut les regarder comme les foyers de l'autre
courbe; car la somme ou la différence des distances FP, GP
des points I et G a un point P variable, situé sur lautre
courbe, est constante. Soient

22

F

les équations des coniques; introduisons les paramétres 6, ¢

au moyen desquels on peut exprimer les coordonnées de
points situés sur chacune d’elles (Sections coniques, n° 229
et 232).

Les coordonnées de chacun de ces points seront respecti-
vement

acosl, bsinb, o; sécgo\/a?—b‘l, o, btango,
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ct le carré de leur distance se présentera sous la forme

a%cos®0) — 2a cosOséeo\/a? — b+ (a — b?)sécp
—+ b?sin?0 + 0% tang?o,

ou bien

a’séco — 2a cosl sécp\/a® — b +- (a® — b?)cos?0

®)

— séco — cosfy/a — b‘-)z.

11 est alors évident que la somme ou la différence des deux
distances

+(aséco — cosOl\/a?——b_‘—’), k=i séco — cosb'\/a? — b?)

est indépendante de ¢, et que la somme ou la différence des
deux distances

’ $i o RO ’ R R I,
t(a séco — cosO\/a‘-’— bz), i(a séeg/ — cosOy/a® — 02),

T

est indépendante de 0.

En ayant égard aux signes, le théoréme s’énonce ainsi : si
nous prenons deux points I, G sur l'ellipse, la différence
EF'P — GP est constante; elle est égale & + a quand le point P
est sur 'une des branches de I'hyperbole et & — a quand il se
trouve sur Pautre branche. De méme, si nous prenons deux
points F, G sur les branches différentes de I’hyperbole, la
somme FP 4 GP est constante; quand I et G sont les
sommets de ’hyperbole, nous avons la propriété connue des
foyers de P'ellipse. Si, au contraire, nous prenons I et G sur
la méme branche de I’hyperbole, c’est la différence entre I'P
et GP qui est constante; quand I et G coincidenten un méme
sommet, nous avons tout simplement I'identité FP — FP =o
et non pas une nouvelle propriété de ellipse dans le plan.

Les exemples qui suivent serviront i mieux faire com-
prendre les principes que nous venons d’exposer.
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Exercices.

1. Trouver le lieu des points d’intersection des génératrices d’un
hyperboloide qui se coupent a angle droit.
La section paralléle au plan tangent qui contient les génératrices
doit étre une hyperbole équilatére; de sorte que (n°® 164)
(@ — a'?)+(a">— a"?)=o.
Mais (n° 161) le carré du rayon vecteur du point est

a" —++ b"2 C”z—('(l/lz—-(l'g —(a"z—a’”ﬁ 2

Le lieu est donc une sphére dont le carré du rayon est égal a
@’ 4 b" - ¢"2. Autrement dit : si deux génératrices sont rectangu-

laires, leur plan et les plans qui contiennent chacune d’elles et la
normale a la surface forment un triédre trirectangle, dont les faces
sont tangentes a la surface et dont le sommet se trouve sur la sphére

7%= a4 b" 4 " (n° 93).

2. Trouver le lieu du sommet d’un triédre trirectangle dont les
arétes sont tangentes a une quadrique donnée (ex. 6, n°121).

Soient «, 8, y les angles que fait une des arétes avec les normales
qui passent par le point dont oncherche le lieu. Comme chacune de
ces arétes se trouve sur le cOne circonscrit issu du point, nous
avons les trois équations de condition

cos?a  cos?f3 cos2y

1y

it ik
3 ; =o,

a?—a2  a?2—a®  a

— a2
cos?a’  cos2fy cos2y’
I e Ve e ]
costuliERieicos2 B I co syl .
a?—a?  a?-—-a> ' a"2—ar

En les additionnant membre & membre, il vient

I I I

a?— a2 i LT ==10s

a? — a> a — a?

Mais a? — a'2, a®>— a"?, a*— a2 sont les trois racines de I'équa-
tion du n° 158.
Cette derniére, ordonnée suivant les puissances de A2, est

A6 l*(z2+_y2+z?—a2—~b‘l—c?)

22[ (D24 ) @2+ (c2+ a2y +(a%+ b2) s2— b2 2 — c2a? — a2 b?]
- brera?+ c?ary?t 4+ at bt —atbic =o,

3 4 5  Gunesp* 8 9 10 11

12
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et la somme des inverses des racines s’annulera si le coefficient de A2
est égal a zéro. Cette condition nous donnera donc 1'équation du
lieu cherché.

3. La section d’un ellipsoide par le plan tangent aucdne asympto-
tique d’'un hyperboloide homofocal a une aire constante.

L’aire de la section (n° 96) est inversement proportionnelle a la
longueur de la perpendiculaire abaissée du centre sur un plan
tangent paralléle, et nous avons

P2 = a?cosa —+ b2cos? B + c2cos?y.

Mais, comme cette perpendiculaire est une génératrice du cone
réciproque du cone asympotique de ’hyperboloide, nous avon

0 = a'2cos?a + b2cos? 3 + c¢'2cos?y,
par suite,
pr=a?— a’’.

4. Trouver la longueur de la perpendiculaire abaissée du centre
sur le plan polaire d’'un point (2', »/, ') en fonction des axes des
surfaces homofocales qui passent par ce point.

Reponse : Soient

15

ar—a2=n, a?—a2=4k2 a"—a2=10;

P aba o

=) T == ar
az b2 o2

I IL?/r212<[ T 1 I ST

70 AT A

187. Etant donnés deux ellipsoides homofocaux et deux
points respectivement situés sur chacun d’eux, on dit que ces

poinls sont correspondants, quand on a entre leurs coor-

données les relations

" b,

TN G

Il est évident que lintersection de deux hyperboloides
homofocaux perce unsystéme d’ellipsoides suivant des points
correspondants, car, d’aprés la relation (n° 160),

2 3 4 5  Gunesp* 8 9 10 11
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13
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la quantité —; reste constante tant que les hyperboloides qui

ont @2 et @”* pour axes restent eux-mémes invariables.

On remarquera que, les plans principaux étant les limites
de surfaces homofocales, des points des plans principaux
déterminés par les équations de la forme

correspondent a un point quelconque (', »', z') situé sur
la surface. Quand (z', )/, ) est dans le plan principal,
le point correspondant se trouve sur la conique focale.

\

188. Les points du plan des 2y qui correspondent &
Pintersection d’un ellipsoide par une série de surfaces homo-
focales forment une série de coniques homofocales; les
points qui correspondent aux ombilics sont les {oyers com-
muns a toutes ces courbes.

2

Eliminons 2 entre les équations

9

x* v z*
2 = =1,
/ -
i ZTQ + -5 =1,
nous trouverons

((IQ—(,'?).”YJT‘) i ([j‘_’_C?)'VS

a’a'* : b2 b2

:I;

par suite, les points correspondants sont liés par la relation

X2 Y2
aF

=1I.

Cette courbe est évidemment une ellipse, quand il s’agit
des intersections de 'ellipsoide avec des hyperholoides a une
nappe; c’est une hyperbole pour les hyperboloides a deux
nappes.
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Les coordonnées des ombilics sont

et celles des points qui leur correspondent
Xei— g2 = b2 Y, —l0}

Ce sont donc les foyers du systéme de coniques homofocales.

Les courbes tracées sur lellipsoide sont quelquefois
exprimées au moyen de ce qu’on appelle les coordonnées
elliptiques, c'est-a-dire a I'aide d'une équation de la forme
o(a, @")=o0 qui établit une certaine relation entre les
axes des hyperboloides homofocaux qu’on peut faire passer
par le point que I'on considere. D’aprés ce que nous avons
dit dans le présent numéro, on voit que «' est la demi-somme
et @’ la demi-différence des distances qui séparent les points
correspondant aux points du lieu de ceux qui correspondent
aux ombilics. De l'équation ¢ (', @")= o, nous pouvons
déduire une autre équation ¢ (p—+p',0—p' )= o, et, a l'aide de
cette derniére, nous pouvons former I’équation de la courbe,
contenue dans le plan principal, qui correspond aulieu donné.

189. Si nous projetons l'intersection d’une sphére et d’un
ellipsoide concentrique sur 'un quelconque des plans dc
section circulaire au moyen de droites paralléles au plus petit
(ou au plus grand) axe, la projection sera un cercle.

Ce théoréme n’est qu’un cas particulier du suivant :

Sideux quadriquesont leurs plans desections circulaires
communs, une quadrique quelconque passant par leur
intersection aura ausst les mémes plans de sections circu-
laires.

Cethéoréme est évident : carsi, en faisant Z=odansU el V,

le résultat dans chaque cas représente un cercle, en faisant
7. = o, dans U -~ £V, nous aurons aussi un cercle.
Il est cependant utile de démontrer celte proposition

2 3 4 5  Gunesp* 8 9 10 11
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d’'une maniére directe. Prenons pour axes : I'axe des y, qui

est une droite contenue dans le plan de section circulaire, et
une droite perpendiculaire & la précédente et située dans le
méme plan; les y ne changeront pas et les nouveaux z2 seront
égaux & la somme z* - 52 des carrés des anciennes coor-
données x et z. Mais, comme I'équation du plan de section
5 ; : SR c?
circulaire dans le systéme primitif est 52= —.
a?

A .02 a¥—c?

le nouvel 22 est égal &4 — - ——
a® b*— ¢*

L’intersection des deux surfaces

x2

x?
= L S =1, 22+ y2 32 =r?

% b*—c* a® :

En remplagant 22 par sa valeur ——. —— 22, elle devient
a?—c? b?

b* — c?

S @) =,

On remarquera que, pour avoir la projection sur les plans

de section circulaire, nous n’avons pas changé » et que nous

R Btk S X
avons remplacé z* par g Ee Mais, pour obtenir les
ARG

points qui correspondent & un point quelconque, comme

2

a
dans le n° 187, nous remplacons z?2 par - —— 22, et »2 par
’ $ R ) ;

bH? i 5 . .
T AR Or les carrés des coordonnées ci-dessus sont dans

b2 —¢? p .
un rapport constant—bé— aveclescarrés de celles qu’on vient
d’écrire. Par suite, nous pouvons immédiatement conclure du
numéro précédent que la projection de I'intersection de deux

quadriques homofocales sur un plan de section circulaire de
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I'une d’elles est une conique qui a pour foyer les projections
des ombilics sur ce méme plan; et nous en déduisons
aussi qu’étant donnée I'équation d’une courbe quelconque

v(d',a")=o tracée sur 'ellipsoide, nous pouvons former

facilement I'équation algébrique de sa projection sur le plan
de section circulaire.

190. La distance de deux points, situés sur deux ellip-
soides homofocaux, est égale a la distance de leurs points
correspondants.

Nous avons pour expression du carré de cette distance

(2 —X) 4 (y — Y)2t (5 — L)'= 2+ )+ 22+ X2 4 Y2
+ 22— a2 (xX 4+ yY + 37Z).
Mais (n° 161)
2+ Y 4+ 3 =a® + b"? + "2,
X?4 Y24 Z2—A® B4 G2

or, pour les points correspondants, on a

YR T — AT B2 o
Py 32= a®+ B2+ (0"

La somme des carrés des rayons qui joignent les points au
centre est donc égale a celle des carrés des rayons des points
correspondants; et les quantités 2X, »Y, 57 sont respecti-
vement égales a ' X/, »'Y', '7Z/, puisque

aX
ol ee Ay
A

Le théoréme du présent numéro, qui est di a Sir J. Ivory,

est employé dans la théorie de I'attraction.

Exercice.

On peut démontrer d’'une maniére analogue que si P;, P, sont des

; LY 2 2 g !
points d’une génératrice de — —+ s — =1, et P, P, des points
a? 2

c
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2% ; 22 2 ; i
d’une génératrice de i -+ ‘2,5 -+ —5 = I, et quesi ces points sont tels

2! 2l 22 22 : 5 5 ¥
EcE—= e iy la distance des points Py, P, est égale ala
a o a 0
distance des points P, P}, qui leur correspondent sur le second hy-

perboloide.

191. Pour avoir une propriété des quadriques analogue a
la propriété connue des coniques que la somme des dis-
tances focales est constante, Jacobi énonce cette proposition
de la maniére suivante.

Prenons les deux points G et C de Uellipse situés aux extré-
mités du grand axe; la relation qui lie les distances d’un
point de P’ellipse aux deux foyers est la méme que la relation
o+ o'=2aqui lie les distances a Cet C/ d’un point situé sur
la droite qui unit ces deux points. De méme, si nous prenons
sur la section principale d’un ellipsoide trois points A, B, C
qui correspondent a trois points a, b, ¢ de l'ellipse focale
(en entendant la correspondance dans le sens spécifié au
n° 187), les distances d’un point d de la surface aux trois
points pris sur Iellipse focale sont liées entre elles par la méme
relation que celle qui existe entre les distances d’un point (D)
du plan principal aux trois points correspondants situés dans
le méme plan ('). En effet, d’aprés le n° 190, les distances des
points de la conique homofocale & un point situé sur la sur-
face sont égales aux distances du point du plan principal, qui
correspond au point de la surface, aux trois points contenus
sur la section principale (2).

(') DansuneNotice publiée depuis sa mort ( Crelle, t. 73, p. 207), Joachim-
sthal montre qu’on construit la normale a 'ellipsoide en mesurant a partir
de d sur da, db, dc des longueurs da', db', dc', qui représenteraient des
forces en équilibre en D suivant DA, DB, DC. La résultante de da’, db', dc'
est la normale a Yellipsoide.

2) M. Townsend a démontré, au moyen de considérations géométriques
(Cambridge and Dublin mathematical Journal, t. 111, p. 154), que cette
propriété n’appartient qu’aux points des coniques focales modulaires; et en
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192. Réciproquement, proposons-nous de trouver le lieu
d'un point tel que ses distances a trois points fixes soient
liées entre elles par la méme relation que les distances d’un
point situé dans le plan d’un triangle, dont les cotés sont a,
b, ¢, aux sommets de ce triangle. Soient p, o'; p” les trois dis-
tances en question; la relation qui existe entre elles est
(n° 52)
at(gi p)(ptempll Ao Ao (PR pis)

stof(ipfd —iod) (ble= ol et (D2 Slcissiai)ios

L b‘l(c‘l _i_ a“l_ 1)‘2)9/2__ C?(a2 ol b:?__ 02)9//2 e a‘_’ /)202: 0.

Comme p* — o2, . .. sont des fonctions ot les coordonnées
du point n’entrent qu’au premier degré, le lieu cherché n’est
évidemment que du second degré.

On démontre que 'un quelconque des points a partir des-
quels on mesure les distances est un foyer, en faisant voir
que cette équalion peut se metlre sous la forme U + LM = o,
U étant la sphére infiniment petite dont ce point est le centre.
En d’autres termes, il s’agit pour cela de prouver qu’en faisant

2 — o dans I’équation précédente, le résultat qu’on obtient

est le produit de deux équations du premier degré. Mais ce
résultat est

a2 (p' — ) (' — b2) -+ (D@2 — c*p"2) (p — "+ b'— ¢?) =o.

effet, les points du plan des ¥ qui correspondent a un point (&', ', z') de
Pellipsoide sont imaginaires, comme le montrent aisément les formules du
n° 189. M. Townsend fait dériver facilement le mode de génération donné par
Jacobi de la propriété modulaire signalée par Mac Cullagh. En effet, si par
un point de la surface nous menons un plan parallé¢le a une section circu-
laire, ce plan coupera les directrices qui correspondent aux trois foyers fixes
suivant un triangle de grandeur et de forme invariables, et les distances du
point de la surface aux trois foyers seront dansun rapport constant avec ses
distancesauxsommetsdece triangle. On peut, enaugmentant ouen diminuant
les cotés de cette figure suivant un rapport fixe, former untriangle semblable
tel que les distances de ses sommets au point (z', »', 3') soient égales aux
distances correspondantes de ce méme point aux foyers.
S. — Géom. a trois dim. l. 16
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Soient L et M les plans représentés par les quantités

PIQ iR, Pz — Pﬂe e Pﬂ__ b2,

Le résultat qu’on obtient en faisant p> = o dans l'équation
est
@LM + (»L — c*M)(L—M)=o0
ou bien
b?L% — 2bcLM cosA + c2M2=o;

A estici I’angle opposé au cOté a dans le triangle abe.

Cette quantité se décompose en deux facteurs imaginaires,
ce qui montre que le point dont il s’agit est un foyer du genre
modulaire.

.

193. Si lon méne des plans tangents paralléles a une
série de surfaces homofocales, le licu de leurs pointsde con-
tact est une hyperbole équilatere.

Soient «, 3, v les angles de direction de la droite perpendi-
culaire aux plans tangents paralléles. Les cosinus de direction
durayon vecteurde I'un quelconque des points de contact sont

a*cosa  b*cosfB  c%cosy
5 :

2

rp rp rp

On le voit facilement en remplacant, dans la formule

! .
o — % (n° 89), 2/ par r cose et en résolvant par rapport

dcosa.

Formons maintenant, d’aprés le n° 15, les cosinus de di-
rection de la droite perpendiculaire au plan déterminé par le
rayon vecteur et parla perpendiculaire au plan tangent; nous
Lrouvons

(0> —c?)cosBcosy (c®2—a?)cosycosa (a?— b*)cosacosp
< 2 v b i B >
rpsing rpsing rpsine

¢ étant l'angle compris entre .e rayon vecteur et la perpendi-
culaire,

v
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Mais le dénominateur est le double de I'aire du triangle qui

a pour cdtés le rayon vecteur et la perpendiculaire. Donc les

doubles des projections de ce triangle sur les plans coordon-
nés sont

(0% — c*) cosPcosy, (c*— a®)cosycosa, (a*— b?)cosacosf.

Comme ces projections sont constantes pour un systéme de
surfaces homofocales, nous voyons alors quele plan du triangle
est invariable et que sa grandeur est constante. Si donc CM
est la perpendiculaire abaissée sur la série des plans tangents
paralleles et PM la perpendiculaire abaissée d’un point de
contact P sur cette droite, nous venons de prouver que le
plan du triangle CPM est invariable et que sa grandeur est
constante; le lieu du point P est donc une hyperbole équila-
tére qui a CM pour asymplote.

193 @. Si nous formons les équations des norma cn les
deux poinls de la surface

i el

e

A B G y
nous trouvons que la condition pour qu’elles se rencontrent
est

Az —2") (),/;// 3 .).7/;/)
+B(y — ") (dz" —5"2") + C(s' — ") (2'y" — 2"y') = o.

Soient ., 3, v les angles de direction de la droite qui joint
les points et a;, 8, 7, ceux de la perpendiculaire au plan
passant par le centre et les deux points; la condition devient

A cosz cosa, + B cos cos B, + C cosy cosy, = o.

Cette relation subsiste évidemment sil'on remplace A, B, C
respectivement par kA + /, kB + {, kC + . Nous voyons
ainsi que si les normales aux points ot une droite quelconque
coupe une quadrique a centre se rencontrent, les normales

3 4 5  Gunesp* 8 9 10 11
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aux deux points d’intersection de cette droite avec une qua-
drique homofocale ou avec une quadrique concentrique sem-
blable et semblablement placée se rencontreront aussi (').

Comme cas particulier, nous pouvons considérer les trois
surfaces homofocales u, ¢, w qui se rencontrent en un point
quelconque P. Lanormale en P a « rencontre @ nouveau « en
Q et, par conséquent, rencontre lanormale en Q. Donc,sil’on
méne des normales a ¢ aux points ou PQ la coupe, ces nor-
males doivent se rencontrer, et il en sera de méme pour les
normales aux points ou PQ) rencontre . Mais la droite PQ est
tangente en méme temps a ¢ et & w. Donc les normales menées
a I'une ou & I'autre surface en des points consécultifs, pris le
long de leur courbe d’intersection, se rencontrent. Une courbe
qui jouit de cette propriété est appelée ligne de courbure de
la surface.

Courbure des quadriques.

19%. Nous exposerons la théorie générale de la courbure des
surfaces dans le Chapitre XI. Il convient toutefois d’indiquer
ici quelques théorémes relatifs a la courbure des quadriques,
et qui sont intimement liés avec les recherches qui font le
sujet du présent Chapitre.

Silon coupe une quadrique suivant une section normale
en un point de cette surface, le rayon de courbure en ce
pointest égala 9}; B est le demi-diamétre paralléle a la

trace du plan de la section sur le plan tangentet p est la
perpendiculaire abaissée du centre sur ce méme plan tan-
gent.

La démonstration par les infiniment petits que nous don-

nons ici n'est que la reproduction de celle qu’on trouvera
dans les Sections coniques, n® 398.

(') Voir un Mémoire de M. F. Purser, Quarterly Journal of Mathema-
tics, t. VIII, p. 66.
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Soient ‘P et Q deux points de la quadrique. Supposons
que le plan mené par Q parallelement au plan tangent en P
coupe le rayon central CP en R et la normale au point P
en S. Le rayon d’un cercle, qui passe par les points P, Q et

PQ
2PS

s'approche indéfiniment du point P, a la limite PQQ est égal

. Mais si le point Q

qui a son centre sur PS, est égal a

a QR. Si nous représentons CP par &, le rayon central pa-
rallele & QR par 8 et enfin si P’ est 'autre extrémité du dia-

métre CP, nous avons (n° 74)
82: ¢ :: QR ; PR.RP/(= 24’ .PR);
par conséquent,

2 2 PR
R :2_[3_1L{’
a

B

2 PR
et le rayon de courbure est égal & = >< =—-
a PS

Mais si du centre nous abaissons la perpendiculaire CM sur
le plan tangent, le triangle rectangle CMP est semblable au
triangle PRS et nous avons la relation

PR
RS D
L’expression du rayon de courbure devient alors

2 ! 2

Sctes — Ty
P P
ce qu'il fallait démontrer.
Si le cercle qui passe par PQ, au lieu d’avoir son centre
sur PS, I'a sur une autre droite PS’ faisant avec PS 'angle 0,

le seul changement qui se produise consiste en ce que le rayon




46 CHAPITRE VIII.

POS

PO 1 ,
du nouveau cercle est S S'étant encoredansle plan mené
2

par Q parallélement au plan tangent en P. Mais PS est évi-
demment égal a PS' cos 6. Le rayon de courbure est donc égal
PO

A l\—’; cos; ou, en d’autres termes, la valeur du rayon de
2 I

courbure d’une section oblique s’ obtient en multipliant par
cosl le rayon de courbure de la section normale passant

par PQ.
195. Ces théorémes peuvent aussi s’établir analyliquement

d’une maniére fort simple. On a démontré (Sections coni-
ques, n° 241) que, si I'équation d’une conique est

azx®+ 2hxy + by + 282 —o,

o
le rayon de courbure al’origine est égal a ‘"’7 Si donc nous
2

prenons pour plan des zy un plan tangent a une quadrique et
si 'équation de cette surface est

ax®—+ 2hxy + by? + 2852 + 2fys + ¢5* 4+ 2nz3 =0,
les rayons de courbure des sections qui ont pour équations

n .
—- Mais,

b
si nous rapportons I’équation a des axes paralléles passant par

s % .
Yy = o0 et x = o seront l‘espectlvemcnt egaux a — et
a

le centre de la surface, les termes du degré le plus élevé dans
I’équation ne changent pas, et 'équation devient

ax*+2hxy + by*+2gzx +2fys+ cz*=D.

Les carrés des longueurs interceptées sur les axes des z et

D D S
des y sont —, - Ceci démontre que les rayons de courbure
a

sont proportionnels aux carrés des demi-diamétres d’une
section centrale qui leur sont paralléles. Or on sait, par la
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théorie des coniques, que le rayon de courbure de la section
b e,
qui contient la perpendiculaire abaissée sur le plan tangent
.

g

est égal a =5 donc le rayon de courbure de toute autre section
/

se présentera sous la méme forme.

On peut encore démontrer ce théoréme en se servant de
I'équation de la quadrique rapportée & une de ses normales
et aux normales de deux surfaces homofocales prises pour
axes de coordonnées (voir ex. 2, n° 174).

L’équation de la surface est, dans ce cas,

aop' xy 2p" 2z 2l
pla—a?)  pla*—a T 35

Les rayons de courbure des sections déterminées par les

)

i at—a? a®—a?
plans 5 = 0, y = o0 sont respectivement ) ) et
e P

les numérateurs sont les carrés des demi-axes de la section

faite dans la surface par un plan paralléle au plan tangent
(n° 164). '

L’équation de la section déterminée par un plan qui fait
un angle O avec le plan des y s’obtient en faisant tourner les
axes de coordonnées d’un angle § (ce qui s’obtient en rem-
placant respectivement y et z par y cosl — zsinf, et
y sinl -+ z cosl) et en égalant de nouveau z a zéro. Si alors

: J 1
le nouveau coefficient de »2 est —, le rayon de courbure cor-
g

dant est égal a ise ffici
respondant est égal a = On trouve aisément que ce coefficient

I
est égal a

cos20 sin20

a*— a'? ely at—a'’
et cette quantité est évidemment I'inverse du carré du demi-

diametre de la section centrale, qui fait un angle 0 avec 'axe y.

196. 11 découle du théoréme énoncé dans le n® 194 qu’en
un point d’une quadrique a centre le rayon de courbure
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d’une section normale a une valeur maxima et une valeur
minima. Les directions des sections qui correspondent c
ces valeurs sont paralléles au grand et au petit axe de la
section centrale déterminée par un plan paralléle au plan
tangent.

(Ces valeurs maxima et minima sont appelées les rayons de
courbure principaux au point considéré, et les sections
auxquelles ils appartiennent ont regu le nom de sections
principales. On voit (d'aprés le n® 163) que les sections
principales contiennent chacune la normale a I'une des sur-
faces homofocales qui passent par le point considéré. L’'in-
tersection d’une quadrique et d’une surface homofocale est
une courbe telle que la tangente en chacun de ses points est
I'une des directions principales de courbure. Une pareille
courbe est appelée ligne de courbure de la surface et sa
définition est d’accord avec celle du n° 193 a.

Dans le cas de I'’hyperboloide a une nappe, la section
centrale est une hyperbole, et les sections dont les traces sur
le plan tangent sont paralléles aux asymptotes de cette hyper-
bole ont leurs rayons de courbure infinis; c’est-a-dire que
ces sections sont des lignes droites, comme nous le savions a
I’avance. En passant par 'une d’clles, le rayon de courbure
change de signe; cela veut dire que les sections situées de
part et d’autre de ces lignes ont leur convexité dirigée en

sens inverse.

197. Les deux centres principaux de courbure sont les
poéles du plan tangent par rapport aux deux surfaces ho-
mofocales qui passent par son pointde contact. En eflet, ces
poles se trouvent sur lanormale au plan tangent (n°467) et leurs

% $ 1 2 cad—al?
distances a ce plan sont respectivement égales 8 ———— et
9

P

L ad—aldl . .

4 ———— (n° 168); or nous venons justement de démontrer
1.)

que ce sontles longueurs des rayons principaux de courbure.
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D’apres cela, nous pouvons, a I'aide du n® 168, trouver les
coordonnées des centres des deux cercles principaux de
courbure.
Ce sont : pour 'un,

198. Si, en chacun des points d’'une quadrique, nous con-
struisons les deux centres principaux de courbure, le lieu de

tous ces centres est une surface a deux nappes qu’on appelle

la surface des centres.

Dans le prochain Chapitre, nous montrerons comment on
peut former son équation; mais nous pouvons reconnaitre
a priori quelle est la nature des sections que les plans prin-
cipaux y déterminent.

En effet, 'un des rayons principaux de courbure en un
point quelconque d’une section principale est le rayon de
courbure de la section elle-méme, et le lieu des centres cor-
respondants est évidemment la développée de cette section.
L’autre rayon de courbure qui correspond & un point quel-

: : (6

conque de la section déterminée par le plan des zy est 1—)
Ceci résulte des formules du n° 194, puisque ¢ est un axe
dans toutes les sections dont les plans passent par I'axe des z.
D’aprés les formules du n°® 197, les coordonnées du centre
2, b— 2

a
correspondant sont %

sont les poles, par rapport a la conique focale de la tangente

s clest-a-dire que ce

au point (x, ', y') de lasection principale. Le lieu des centres
sera donc la polaire réciproque de la section principale, prise
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par rapport a la conique focale, et son équation sera

‘aQKZ-? : b?ly‘l
(az T 02)2 I ([}2— C2)2

=1

La section de la surface (qui est du douziéme degré) par un
plan principal se composera donc de la développée d’une
conique (qui est du sixiéme degré) et d'une conique comptée
trois fois (comme on le verra plus tard); cette conique est
une courbe cuspidale de la surface. La section par le plan a
I'infini est de méme nature que celles que donnent les plans
principaux. On peut ajouter que la conique est tangente a la
développée en quatre points (réels pour le plan ombilicaire,
c’est-a-dire pour le plan principal qui contient le plus grand
et le plus petit axe) et que de plus elle la coupe en quatre
points.

199. La polaire réciproque de la surface des centres est
une surface du quatriéme degré.

La théorie générale de la courbure des surfaces, que nous
exposerons dans le Chapitre XI, nous apprendra que le plan
tangent a l'une ou l'autre des surfaces homofocales qui
passent par le point (2, y', z’) est aussi un plan tangent a la

surface des centres. Les inverses des segments que le plan

tangent détermine sur les axes sont donnés par les relations

wl ,yl
E = —a—,za hn= -b—,z )

L’équation
’ 22 2 /2
a*a'? oy b.'fb’2 E

22

ctlc
établit entre &, n, { la relation

{;2_*_,,)2_}_ sz(az_ a/2)<f_;_
‘et équation

x'? i ylz i 3’2
AR WG,

2
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nous donne
(aQEZ+ b?»n‘l ¥}_ C2§2—I):(a2—a’2)(52—%—1’12 __I_ C2>.

En éliminant a® — @'2, nous obtenons I'équation

(22_]_712_|_ C2)2:< . q th g %)(a252+b2n2+02c2_1) (1)

Mais il est évident qu’'on peut, comme dans les courbes
planes de degré supérieur (Higher plane curves, n°21), con-
sidérer &, 0, { comme les coordonnées de la surface polaire
réciproque. En effet, si & 7, { sont les coordonnées du pole
du plan tangent par rapport a la sphére

2+ i+ 22 =1,
comme I'équation
ZE+yn+3L=1

est idenlique avec celle du plan tangent, &, 1, { seront aussi
les inverses des segments déterminés par le plan tangent sur
les axes des coordonnées.

() Cette équation a, je crois, été donnée pour la premiére fois par le
Dr Booth (Zangential coordinates. Dublin, 1840).
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CHAPITRE IX.

INVARIANTS ET COVARIANTS DES SYSTEMES
DE QUADRIQUES.

200. Nous avons démontré (n° 136) qu'il existe quatre
valeurs de A pour lesquelles 1'équation AU +V =o repré-

sentera un cone. [’équation du quatriéme degré, qui déter-
mine A, s’obtient en égalant 4 zéro le discriminant de A\U + V.
Nous écrirons cette équation sous la forme

AMA 230 4+ A2 + 20’ A — 0.

Les valeurs de ), pour lesquelles AU + V = o représente
un cone, sont évidemment indépendantes du systéme de
coordonnées qui a servi a exprimer U et V. Les coeffi-
cients A, O, ... sont donc des invariants, dont les rapports
mutuels ne seront pas changés, sil'on effectue une transfor-
mation de coordonnées. Les exercices suivants, qui consistent
a calculer ces invariants, comprennent quelques-uns des cas
que I'on rencontre le plus souvent.

Exercices.

1. Supposons les deux quadriques rapportées a leur tétraédre auto-
polaire commun (n° 141). Nous pouvons écrire leurs équations
comme il suit :

U=ax?+by?+cz2+ dw?,
V=2 4y + 22 + w?
(voir le n° 141 et les Sections coniques, ex. I, n°371). Nous avons

alors
A = abed, 0 = bed + cda + dab + abe,

P =bc+ca-+ab+ad-+-bd+cd, € =a-+b+c+d, AN=1.
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Soit V= a2+ y2+ z2+ w2, comme ci-dessus, et supposons
que U représente I’équation générale. La valeur générale de © est

0=a'A+bB+c'C+dD-+of'F
+28'G4+2”H+92lL-+om'M-+an'N,
A, B, C,

. ayant la méme signification que dans le n° 67. Dans le
cas actuel, on a donc

0=A+4+B4C+D, =a-+b-+c+d,
et de méme aussi

P=bc— 2+ ca— g2+ ab — 2+ ad — 12+ bd — m? +- cd — n*.

D’une maniére analogue, si U est égal & aa?—+by?—+ cz2+dw? et

si V est I’équation générale, on trouve que

0 =a'bed+b'cda—+c'dab+ d'abec et 0 =aA'+0B +cC +dD'.
3. Supposons que U et V représentent les deux sphéres

x2 ,;)AE 32—

Gl D o G el C A T
et soit D la distance de leurs centres (D2 = a2+

 v2). Nous aurons
) |
2, @=D2—3p2—p
— 302, ®=oD2—
et I’équation du quatriéme degré, qui détermine A, est
1 q te) ) )
1 2 2 9
(A —+1)2[— p2 A2+

PN — 1] =o.
i Lk
4. Supposons U égal a —

Réponse :

(2— a)+(r —B)2-+(s — 1) —p2

I
-‘—:-‘*—'Z}Tz"}—‘c—é)’
I

~v2 g2 — p2
STl i)

L 7y by alins bt e L
=t m(lzﬁ*‘ez—f3> <a2+b2+ )

c2
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Comme A U~ Vpeuts’écrire sous la forme AX2+ BY2 -+ CZ2 -+ DW?,
il est facile de voir que 1'équation du quatriéme degré qu’on obtient
cn égalant & zéro le discriminant de A U + V peut se mettre sous la
forme

5. Soient U le paraboloide a2+ by2 -+ 2ns = o et V la sphére de
I'exemple précédent.

Réponse :
A= —abn?, A =—p?
0 =—n*(a+ b)+2abny, O =a2e+ 0232+ o2ny—(a-+b)p?,
D =ab(a?+ 2—p2)+ 2(a+b)ny — n?,

et I'équation en A peut étre écrite ainsi :

Taxl 2 b B2
% - Tbb—?— st 2hny = A2n2-t p2.

6. En général, la valeur de ® est la suivante :

(be—f2)(a'd — 1) + (ca—g2)(b'd —m'?) + (ab— h?)(c'd—n?
+ (ad— ) —f2) o (bd—mA)(Ca — g%+ (ed—n)(ab 1)

+-2(gm — hn)(g'm' — K n')+ o (hn— fUO) (K n' —f'U) —+o(fl—gm)(fI—gn}
—a(mh—1Ub)(lU'c'—n'g) —+o(nf—me)(ma —UR)+2(lg—na)(nb —m'f]
+o(mh —Ub)(lc—ng) +a(nf—m'c)(ma-—1lh)+2(lg — n'a)(nb—mf
+a(fd—mn)(g'h —a'f) +o(gd—nl)(Kf —bg) + o(hd— lm)(f g — )
+o(f'd—m'n)(gh—af) +o(gd —n'l)(hf—0bg) + oW d—1Um)(fg—chk

Ainsi @ est une fonction des mémes quantités que celles qui entrent
dans I'équation de condition qui exprime (n°80) qu’une droite est
tangente a une quadrique. Cette relation est une fonction des six
coordonnées de la droite. Si nous représentons par @qy, @z, @ss,.--,
a; les coefficients des carrés des coordonnées dans cette condition,
par aqs, aq3 ceux des doubles produits de ces coordonnées; si de
méme nous employons les notations analogues by, D32, ... pour les
quantités correspondantes de la seconde quadrique, la quantité ®
est égale a

g1 biy - Ao b5+ @33 066+ 4 O1q - @55 005 4 Ags b33+ 21, b4+ ...

D’une maniére analogue, en mettant le discriminant sous 'une des

cm 1 2 3 4 5 © unesp® 8 9 10 11 12 13
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trois formes
A = a1y, + A2 Qs+ Qi3 Qs+ A% - Qs Qs S Qs Qs
A = ay @y, —+ Agp A5+ Aoz A6+ Aay W51 - 0225 = Qa6 As3
: ' ; 2
A = agy ag, —+ A3z Qs+ A3z Ao~ Az Ay = Ay Aga -+ Ayg,y

et enremplacant @ para—+ hd',. . ., ayy devient @y -+ A by 4+ A2cyy,. . .
et I'on trouve ainsi différentes maniéres d’écrire les invariants.

201. Etudier la signification géométrique de la condi-

tion © = o et de la condition ® = o.
L’exemple 2 du n° 200 montre que, si U est rapporté a un
tétra¢dre autopolaire,

0 = beda + edab' + dabce' + abed'.

Cette quantité sera nulle si &, 0/, ¢, d’ le sont eux-mémes.
Donc 0 s’annulera quand il sera possible d’inscrire dans V
un tétraédre qui soit autopolaire par rapport a U. De
méme, 0 seranul quand A/, B', C/, D' le seront. Mais A’ = o
est la condition pour que le plan des z soit tangent a V. Donc
0’ sera nul quand il sera possible de trouver un tétracdre
autopolaire par rapport a U dont les faces soient tan-
gentes a V. Or, d’aprés la premiére partie du présent
numéro, @ = o est aussi la condition pour qu’il soit possible
d’inscrire dans U un tétraédre autopolaire par rapport a V.
Donc, si I'un de ces deux problémes est possible, il en est de
méme pour 'aalre.

La condition ® = o sera vérifiée, si les arétes d’un tétracdre
autopolaire par rapport a l'une quelconque des quadriques
sont toutes tangentes a l'autre.

Exercices.

1. Les sommets de deux tétraédres autopolaires par rapport & une
quadrique forment un systéme de huit points tels, que si une qua-
drique passe par sept d’entre eux elle passe aussi par le huitiéme
(Hessg, Journal de Crelle, t. XX, p. 297).

Supposons qu’une quadrique passe par les quatre sommets de
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P'un des tétraédres et par trois des sommets du second dont nous
prendrons les faces pour plans des z, y, 5, w. Comme la quadrique
est circonscrite au premier tétraédre ' = o,oubiena+ b +c-+d=o
(n° 200, ex. 2); et comme elle passe par trois des sommets du
tétraédre @yzw, nous avons @ =0, b =0, ¢ = o0; donc aussi = o:
ce qui veut dire que la quadrique passe par le dernier sommet. On
démontre de la méme maniére que si une quadrique est tangente a
sept des huit faces des deux tétraédres, elle est aussi tangente a la
huitiéme.

2. Si l'on circonscrit une sphére a un tétraédre autopolaire, la
longueur de la tangente a cette sphére issue du centre de la qua-
drique est constante. En effet (n° 200, ex. 4), la condition © =o
donne pour le carré de la tangente la relation

a2+ B2+ y2— p2 = a2+ b2+ c2.

Cette proposition correspond au théoréme de M. Fauve (Sections
coniques, n° 373, ex. II). On peut lui donner cet autre énoncé : La
spheére circonscrite a un tétraédre autopolaire coupe orthogo-
nalement la sphére liew des points d’intersection de trois plans
tangents rectangulaires (n° 93).

3. Si un hyperboloide : Lo — =1 est tel qu'on ait la rela-

o ! s .
tion — + -+ -+ — = o entre ses axes, le centre d’une sphére inscrite
a c

b
dans un tétraédre autopolaire se trouve sur la surface. Cette propo-
sition résulte de la condition 8’ = o (n° 200, ex. 1V).

4. Le lieu du centre d’'une spliére circonscrite a un tétraédre, au-
topolaire par rapport a un paraboloide, est un plan (n° 200, ex. 5).

202. Trouver la condition pour que deux quadriques
U, V soient tangentes Uune a Uautre.

De méme que dans le cas des coniques (Voir Section sco-
niques, n°372), 'équation du quatriéme degré du n® 200 aura
deux racines égales, siles deux quadriques sont tangentes. On
le démontre facilement en prenant le point de contact pour
origine et le plan tangent pour plan coordonné des z. Nous
avons alors dans les deux quadriques d = o, /= 0, m = o. Si

nous portons ces valeurs dans le discriminant (n° 67), il se

3 4 5 6 unesp*8 9 10 11 12
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réduit & n2 (A2 — ab) et P'équation biquadrique en A devient

On+nP2[(A+ k)2 —a+a)Ab+b)]=o;

elle a deux racines égales. La condition cherchée s’obtiendra
donc en formant le discriminant de 'équation du quatriéme

degré du n° 200.
Exercices.

1. Trouver la condition pour que deux sphéres puissent étre
tangentes. Dans ce cas, I’équation biquadratique (n° 200, ez. 3) a
toujours deux racines égales. En effet, les deux sphéres ayant en
commun une section plane a 'infini ont toujours un double contact
a linfini (n° 137). On obtient la condition pour qu’elles aient en
outre un contact a distance finie en exprimant que les deux autres
facteurs de I’équation en A sont égaux. On trouve ainsi la relation

(D2— 72— p'2)2 = 4 p2p'2,
d’ou
D= rz 7 (1).

2. Trouver le lieu du centre d’'une sphére de rayon constant
tangente a une quadrique a centre. L’équation s’obtient en formant
le discriminant par rapport a A de I'équation du n° 200 (ez. 4), dis-
criminant qui est du douziéme degré par rapport a «, 8, y. Si nous
faisons p = o, il se réduit a I'équation de la quadrique, comptée deux
fois, et a une équation du huitiéme degré (dont nous nous occuperons
plus loin, n°® 221). Le probléme que nous traitons ici est le méme
que celui qui consiste a trouver I'équation de la surface paralléle a
la quadrique (voir Sections coniques, n° 372, ex. 2), c’est-a-dire la
surface obtenue en portant sur chaque normale a partir de la sur-
face donnée une longueur constante égale a p. L’équation est du
sixiéme degré par rapport a p2 et elle donne les longueurs des sz
normales qu’on peut abaisser d’un point 2yz sur la surface
(Sections coniques, n° 372, ex. 3). Pour trouver la section de la
surface par I'un des plans principaux, nous nous servirons de ce
principe que le discriminant, par rapport & A, d’une expression
algébrique de la forme (A — 2)9(X) est égal au carré de ©(2) mul-

(*) En général, I'équation du n° 200 aura deux couples de racines égales
si les quadriques ont une génératrice commune.
S. — Géom. a trois dim. 1. 17
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tiplié par le discriminant de (). Si donc nous faisons s = o dans
I'équation, le discriminant de
/ 2

()\—’,—c\( L

-+ h
se compose de la conique

2 Lo

e —

a—c b—c
comptée deux fois (cette courbe est une ligne double de la surface),
et du discriminant de la fonction entre parenthéses. Cette derniére
quantité représente une courbe du huitiéme ordre paralléle a la
section principale de I'ellipsoide.

3. L’équation de la surface paralléle a un paraboloide s’obtient
de méme en formant le discriminant de I'équation du n° 200 (ez. B).
Le résultat représente une surface du dixiéme degré; quand p = o,
elle se réduit au paraboloide compté deux fois et a une surface du
sixiéme degré dont il sera question plus loin (n° 222). L'équation,
qui est du cinqui¢me degré en p2, montre que d’un point quelconque
on ne peut abaisser que cinq normales a la surface. On verrait,
comme dans I'exemple précédent, que la section déterminée par un
plan principal se compose d’'une parabole, comptée deux fois, et de
la courbe paralléle a la parabole.

203. Il faut remarquer que, si deux surfaces sont tan-
gentes, leur point de contact est un point double de leur
courbe d’intersection. En général, deux surfaces de degré m

et n se coupent suivant une courbe du mn'*™® degré; et en

chacun des points de cette courbe d’intersection, il n’y a
qu’une seule tangente, qui est I'intersection des plans tan-
gents aux deux surfaces en ce point. En effet, un plan quel-
conque mené par cette droite rencontre la surface suivant
deux courbes qui sont tangentes : un pareil plan passe donc
par deux points coincidents de la courbe d’intersection. Mais
si les deux surfaces sont tangentes, tout plan mené par leur
point de contact les coupera suivant deux courbes tangentes
entre elles; donc towt plan de ce genre passe par deux
points coincidentsdela courbe d’intersection. Par conséquent,
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le point de contact est un point double sur cette courbe.
De méme que pour les courbes planes, nous pouvons faire
voir qu'il y a deux tangentes au point double. En effet, il
existe dans le plan tangent commun aux deux surfaces deux
directions telles que tous les plans menés par 'unc d’elles
rencontrent la surface suivant des courbes qui ont trois
points communs.

Prenons le plan tangent pour plan des 2y et soient

3+ azx® +~2hxy +by* +...=o,
s+adax*+ 2y +0y*+... =o0

les équations des surfaces. Un plan quelconque y = Bz
coupe ces surfaces suivant deux courbes qui seront oscula-
trices (voir Sections coniques, n° 239); si

at+2hp+bpi=ad + 2 p+ b 2.

Les deux directions cherchées sont donc déterminées par

I’équation
(a—a)x+2(h—N)zy +(b—0)y*=o.

On peut établir la méme proposition d’une autre maniére,
ainsi qu'il suit. En suivant lamarche adoptée dans les Courbes
planes du degré supérieur, n°* 36 et 37, nous montrerons
dans la suite que, si I’équation d’une surface est

Uy~+ U+ ...=—0,

'origine se trouve sur la surface, et le plan «, = o contient
toutes les droites qui coupent la surface en deux points consé-
cutifs a Vorigine. Si u, est identiquement nul, 'origine est
un point double de la surface et I’équation w,=o donne
toutes les droites qui rencontrent la surface en trois points
consécutifs. Dans le cas que nous considérons actuellement,
sinous retranchons I'une des équations de 1'autre, nous avons
une surface qui passe par leur courbe d'intersection et qui a

2 3 4 5  Gunesp* 8 9 10 11
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pour équation
(a—d)zx2+2(h—N)zy +(b—0b")y*+ ... =o0.

L’origine est un point double de cette surface et les deux
droites représentées par les termes du second degré en z et y-
rencontrent la surface en trois points consécutifs.

204. Si ces droites coincident, la courbe d’intersection
présente un point de rebroussement ou point stationnaire
(voir Courbes planes de degré supérieur, n° 38). Dans ce
cas, nous dirons que le contact est stationnaire. Si nous
choisissons les axes comme dans les numéros précédents, la
condition pour que le contact soit stationnaire sera

(a—a)(b—b)=(Lh—1")>

Si maintenant nous reprenons I’équation biquadratique en
2%, donnée au n°® 202, et si nous avons égard & ce que n = n'
dansles équationsdont nous nous occupons, nous verrons que,
si la condition précédente est vérifiée, trois des racines de
’équation en A deviennent égales & — 1. On obtiendra donc
les conditions du contact stationnaire en formant les condi-
tions pour que I’équation biquadratique ait troisracines égales.
Ces conditions sont S = o, T = o, S et T étant les deux in-
variants de cette équation.

205. Toute sphére dont le centre est sur une normale & une
quadrique, et qui passe par le point ou celte normale ren-
contre la surface, est évidemment tangente a la quadrique.
Elle aura avec cette derniére un contact stationnaire, si la
longueur de son rayon est égale a 'un des rayons principaux
de courbure (n° 196). Prenons pour plan des zy le plan tan-
gent au point considéré et pour axes des z et des y les deux
directions de courbure maxima et minima (n° 496). On sait

que ces directions sont parall¢les aux axes des sections paral-

leles au plan tangent; le terme en zy ne figurera donc pas
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dans I'équation de la surface, qui se présentera sous la forme
s+ax’+by*+ ... —o.
D’aprés le numéro précédent, une sphére
s+ h(x*+ Y+ 35)=o0
aura un contact stalionnaire avec la surface, si
(A—a)(r—d)=o0

car h et // sont nuls dans chaque équation. Il faudra done
que A soit égal & @ou @'. Or, sinous faisons y = o, le cercle
5+ a(z?+ 52): o est évidemment le cercle osculaleur de la
section z 4+ ax®>+ ...—=0; et de méme le cercle

s+ b(y*+5)=o0

est osculateur pourla courbe z + 02 +...=o.

206. Former U’équation de la surface des centres de
courbure d’une quadrique.

Si nous calculons, pour I'équation biquadratique de

Iexemple 4 du n° 200, les deux équations S=o, T =o,
nous obtenons deux équations qui renferment les coordon-

)
pale et son rayon de courbure - Une des équations est du

nées (o, [ du centre de courbure d’une section princi-
) 2 Y P

second degré et l'autre du troisiéme degré en p*; en élimi-
nant cette quantité, nous obtiendrons évidemment le lieu des
centres de courbures de toutes les sections principales. Le
probléme peut aussi s’énoncer comme il suit : Soient U et U’
deux équations algébriques du méme degré et £ un paramétre
variable; on peut en général déterminer £ de telle sorte que
I’équation U + £ U’ = o ait deux racines égales. Mais il n’est
pas possible de déterminer £ de maniére que cette méme
équaltion ait Lrois racines égales, a moins qu’il n’existe une
certaine relation d’invariance entre les coefficients de U et
ceux de U'. Le probléme qui nous occupe actuellement est
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donc un cas particulier du probléme général qui consiste a
rechercher cette relation d’invariance. Il s’agit en effet de

trouver la condition pour qu’il soit possible de déterminer £
de maniére que I'équation suivante,

0% z? k
B i D E e D

===tz
X
gui est du quatriéme degré en A, ait trois racines égales. Nous
donnons 1ici les termes principaux de Péquation résultante;
les autres peuvent s’en déduire par permutation symétrique
des lettres.

Pour abréger, nous posons

t—ct=—ua,
et de plus nous mettons partoul z, y, z a la place de ax,
by, cz.

Z‘l’lg
+ 3 (a2 4-B2)at 210y -3 (ot 302 B2+ B a2 28 )t
+3 (20" + 3022+ 3a2y2— 7 B2y2) a2 a8 )2 52
+(2°+ B0+ gat f2 -9t Bt) ®y°
—|—3(1°—1—61’*{32—|—31‘~(2+‘312’3‘—*—3“«{2—-')1'-
9 (et B2 Bra® 4 Bry? B2yt ot 0(2—|—*f~:4*——
_;((-)"_,_{)1 x10__5(,)o.+30.{ +3
—3 (Bt +6B%a2+3B4y2+-33%at I—a‘*{‘—)l y2)at Sy
B[4 (B 22 BB - B eyt 202t 2] ety 22
B[yt (e B) — 198y a2 B 6802 B (B - Bty 22
+3 (B 3B r s
4+ 3 (B 4-6P* Y2+ 3P4+ 3Ryt 4oyt —a21a2B2y?) at 20 y?
+g (a2 42 Bt - BEy2 B2yt -yt -yt — 14a2B32y2) a2 B2ty
— B[t (@) — 108 B 68 R B (B )2 g Ty
(Bl visto by oo Rl adat
— 3 (046432 + 3y a2+ 3Bt a2 Bt —o1 0 By
+3[14 (a* B2+a? Br B4 2Byt -yt -y P et )20
+3(B*+3R2y2+ " )1“3-v xt

na

+3(2v*+3 v a2 +3y2 32— 2ok B y222 2 —3(B2 -2 2t Byt -0 B35yP—o.
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Si dans cette équation nous faisons z = o, nous obtenons
(12‘1/‘2 <L (52‘:);'2__ o2 B:?):i[('r‘_’ -+ ,)’2 Lat .{’Z)‘Z_'__ 27 w‘l‘y‘l .(I] (\'Uil' “0198).

La section par le plan a l'infini est semblable a celles que
donnent les plans principaux; les termes du degré le plus
¢levé dans 1’équation sont

(.1'2 - l),:’. = :2)3[(“‘21},2 —+- ?Q‘V‘! o= Y? :‘2)3

Nous trouverons de la méme maniére la surface des centres
du paraboloide ax® + by* + 2n3z, si nous posons

a—b=m, a+b=p, ab=gq, bx*+ay*=V,
22+ yr=p% q3t+4+pnzs+n2=W;

I’équation cherchée est

8[¢*sV +qgn(b*a*+a*y*)+2m*nW] 27T =0

T=¢*nV*— 16m>q* n W 2?)>
+6m2qtn?z V2 —56m2qin?sVa?y?
+ 8mtqPntx?y* W +12mtq? n?z*V?
“+ 6m2qtn®p2 Vi — 152 m* ¢ nda® y?p?
+48m2pgtria?y?V + 8mbqnt 53V

2

+2h4mt P nt sV 4 24 mbqinio?s

)
“+12mtqPndot + 43 mSq*nda?y?
+24mbzntq(ax®+ by?*)+ 8m (a*>x? + b y*)n'.

La section déterminée par le plan des 2 ou celui des y se
compose d'une parabole, comptée trois fois, et de la dévelop-
pée d’une parabole.

207. Former la condition pour que deux quadriques
solent telles qu’on puisse inscrire dans l'une d’elles
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un tétracdre ayant ses deux couples d’arétes opposées
stitués sur la surface de Cautre ().

L’équation d’une des quadriques peut étre mise sous la
forme F yz + L 2w = o, tandis que les coefficients a, b, ¢, d
ne figureront pas dans 'autre. Nous avons alors

A=F2L2, ©—aFL(F/+ L),

® = (Fl+ Lf)*+ 2FL(fl — gm — hn),
0' =2 (fl — gm — hn)(Fl+ Lf),

et la condition cherchée est

4AOD — 03 4 8 A20/,

De méme, pour qu’il puisse exister un tétraédre tel que
ses deux couples d’arétes opposées soient situés sur la
surface d’une quadrique et que ses quatre faces soient
tangentes a une autre quadrique, nous trouverons la condition

4A 0 D —0'3 1 8A20.

On peut aussi la déduire de 1'équation que nous allons
étudier dans le numéro suivant.

208. T'rouver la forme générale de U'équation d’une
quadrique tangente aux quatre faces x, y, % w du té-
traédre de référence.

La quadrique réciproque passera par les quatre sommets
du tétraedre et son équation sera de la forme

2fys+ 2852 +2hay + alzw + 2myw + 215w =o0.

(') Ce probléme et celui qnf lui est réciproque paraissent correspondre
au probléme de Géométrie plane qui consiste & trouver la condition pour
qu'un triangle puisse étre inscrit dans une conique et circonscrit'a une
autre conique. M. Purser (Quarterly Journal, t. VIII, p. 149) a déter-
miné I'enveloppe de la quatri¢me face d’'un tétraédre dont les trois aulres
sont tangentes a une quadrique U et dont les deux couples d’arétes
opposées sont des génératrices d’une autre quadrique V; c’est une quadrique
qui passe par la courbe d’intersection des quadriques données.
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L’équation dela réciproque de cette surface est (n67etT9)

2/mna’+ 2 gnlfB®—+ 2 him~y® + 2 fgh 32
+2(fl—gm — hn)(Ify + fad)
+2(gm — hn — fl) (mya + g89)
+2(hn — fl — gm) (naf + hyd)= o.

Si nous remplacons respectivement a\//mn, B\/O'u/,

Y Vhim, 5\/./5/‘ par z, ¥, %, w, cette équation devient

. f, 5 = | — om— hn
Gl s o A e (A e %——:— ()’Z —+ J,"Il’)
vV  ghmn

om — hn — fl
:—:'_Tf?jt ;L_ (Z-L' —+ _}’ﬂ‘)
V hfnt
hn —fl— om
—k/ —2— (zy + zw)=o.
\/ Jglm
Or il est facile de voir que ces trois coefficients sont res-
pectivement égaux & — 2 cosA, — 2 cosB, — 2 cosC, A, B, G
étant les angles d’un triangle plan qui aurait pour co6tés
\//_1, Vgm et \Jhn. Donc la forme génél‘alé de I’équation d’une
quadrique tangente aux quatre plans de référence est

x4y + 3% 4w — 2p(ys + axw)— 2q(3x -+ yw)
—ar(zy + sw)=o,

P> ¢, r étant les cosinus des angles d’un certain triangle plan
ou, en d’autres termes, satisfaisant i la condilion

1— 2 pgr = p* + q* + ri.

On peut vérifier d’'une autre maniére que la surface, dont

nous venons d’écrire I’équation, est effectivement tangente
aux quatre plans. En effet, la condition qu’on vient d’établir
exprime que le discriminant de la conique qu’on obtient en
faisant z, », z ou w = o, dans ’équation de la quadrique,
s'annule. D’aprés cela, la section déterminée par chacun des
quatre plans se compose de deux droites réelles ou imagi-
naires; chacun de ses plans est donc tangent a la surface.
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209. Supposons que V représente un coéne, nous avons
A" = o; nous allons chercher quelle est, dans ce cas, la signi-

fication de O, ®, ®". Pour plus de simplicité, prenons le
sommet de V pour origine; !, m/, n/, d' sont tous nuls. Nous
avons alors

0'=d(a'bc+o2f gl —afrP—0g"—cI?),

0’ s’annule donc si le cone se décompose en deux plans ou si
son sommet se trouve sur la surlace U. Supposons que
'équation
d(ax?+ by? + c3® + 2 fyz + 2 252 + 2hay)
—(lx +~my +-nz)*=o

du céne qui a son sommet a l'origine et qui.est circonscrit
a U soit écrite sous la forme

ax®—+ J)‘)/'2 +cz24+ 2 f;y: “+ 2852 + 21)1‘)/: o.
® peut alors se mettre sous la forme

a(bc—f)+b(ca —g?)+c(ad b — 12 +20(g' N —a' f')
+a2g(hf—b'g Y+ 2h(ffg'— ).

Par conséquent, d’aprés la théorie des invariants des
b
coniques planes (Sections coniques, n° 375), ® —0.exprime
la condition pour qu’on puisse mener par le sommet du cone
V trois droites tangentes & U qui forment un systéme auto-
polaire par rapport a V. On trouve de méme

de —=a'(bc— )+ b'(ca— )+ ...;

O s’annulera si I'on peut mener par le sommet du céne V
trois plans tangents & U qui forment un systéme autopolaire
par rapport a V. Le discriminant de 1'équation du troisi¢me
degré en X s’annulera sile cone V est tangent a U.

S1 V = o représente deux plans, A’ et ©' sont nuls tous les
deux. Supposons que ces plans soient z =0,y =o, V se
réduit alors a 2 /zy et ® a A'2(n? — cd). ® s’annulera donc
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dans ce cas, si I'intersection des deux plans est tangente a U.
Nous avons ©® = o i/ H (voir le n® 67); cette quantité, en s’an-
nulant, exprime la condition pour que les deux plans soient
conjugués par rapport a U, ou, en d’autres termes, pour que
le pole de I'un d’eux, par rapport a U, soit situé sur l'autve.
En effet (voir la note dn n° 79), les coordonnées du pole du
plan z sont proportionnelles & A, H, G, L et ce pole sera sur
le plan » = 0 si H = o. La condition 02 = 4A® est vérifiée
si I'un ou I'autre des deux plans est tangent a U.

210. Le plan a linfini coupe une sphére quelconque
suivant un cercle imaginaire et le cone, quia cette courbe
pour base et dont le sommel est a 'origine, est représenté
par I’équation

2?2+ y*+ 52 =o.

Mais de plus, comme ce cOne est aussi une sphére infini-
ment petite, un quelconque de ses diamétres est perpendi-
culaire au plan qui lui est conjugué. Si maintenant nous for-
mons les mvariants de 22+ 2+ 32=0 et de la quadrique
représentée parI’équation générale, nous trouvons que ® = o
ou A+B-+ C =0 est la condition pour que l'origine
soit un point d’ott 'on puisse mener a la surface trois plans
tangents rectangulaires.

Nous voyons aussi que ® = o, ou bien

ad — P+ bd — m? + cd — n>=o,

est la condition pour que 'origine soit un point tel qu’on en
puisse mener a la surface trois tangentes rectangulaires. En
particulier, si le centre est a 'origine et si par conséquent
{, m, n sont tous nuls sans que d le soit (on suppose que la
surface n’est pas un cone), I'équation du troisieme degré est
précisément celle qu’on a trouvé au n® 82. La condition ® = o
qui se réduit & @ + b + ¢ = o exprime qu'il sera possible de
mener des systémes de trois droites rectangulaires asympto-

2 3 4 5  Gunesp* 8 9 10 11
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tiques a la surface. Enfin
=0,
ou

)

bc+ca+ab— f?— g* —h*=o,

donne la condition pour qu’il soit possible de mener des

systemes de trois plans rectangulaires, asymptotiques a la
surface. Ces deux genres d’hyperboloides correspondent aux
hyperboles équilatéres dans la théorie des courbes planes
(voir ez. 3, n°® 201). g

Les premiers ont été nommés des hyperboloides éguila-
teres (ex. 21, n° 121). Les hyperboloides orthogonaux
sont au contraire d’un genre différent (ex. 5, n° 121).

Ils correspondent d’une maniére analogue aux cercles dans
la théorie des courbes planes. La relation qui existe entre les
coefficients peut s’obtenir en examinant dans quelle condition
le pole de I'une des cordes d’intersection a linfini de
%+ y?+ 22 el du cOne général, pdle pris par rapport a
x® + y* 4 z2. est situé sur la courbe d’intersection.

Exercice.

Toute hyperbole équilatére qui passe par trois points fixes d'un
plan passe par un quatriéme point fixe. Quelle est la proposition
correspondante dans la théorie des quadriques ? Il est facile de voir
que P'exactitude du théoréme plan dépend de ce fait que la condition
pour que I'équation générale d’une conique représente une hyperbole
équilatére est linéaire par rapport aux coefficients. Le théoréme cor-
respondant est le suivant. Tout hyperboloide rectangulaire( c’est-a-
dire satisfaisant a la. condition @+ b -+ ¢ =o0) qui passe par sept
points donnés, passe par une courbe fixe; s’il est assujetti seulement
a contenir six points donnés, il passe encore par deux autres points
fixes. En effet, les conditions pour que la surface passe par sept
points, jointes a la relation donnée, nous permettent de déterminer
tous les coefiicients de la quadrique sauf un. Son équation, qui ne
contient plus qu’une indéterminée, est donc de la forme U + AV; la
surface passe donc par une courbe fixe. Quand on ne donne que six
points, I’équation peut étre ramenée a la forme U —+ AV + W elle
représente une série de surfaces passant par huit points fixes.
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211. L’équation d'un plan quelconque tangent au cone
2%+ y? + 32 = o est zzx' + ¥y + 33 = o, avec la condition
z'? 4 y'2 - 32 =0. Comme un plan paralltle quelconque
passe par la méme droite & l'infini, nous voyons que
a4 B2 4 2= est la condition pour que le plan
oz —+ By + vz + ¢ = o passe par une des tangentes au cercle
imaginaire 4 I'infini par lequel passent toutes les sphéres.
On peut donc dire que 22 + 82+ y2 = o est I'équation tan-
gentielle de ce cercle.

Les invariants formés avec a?+ 3% + y2=o0 et I'équation
tangentielle de la surface sont

6 =Aa+0b+c), P=A(bc— f*+ ca— g*+ ab— /).

Nous en avons donné la signification géométrique dans le
numéro précédent.
La condition pour que deux plans soient perpendiculaires,
c'est-a-dire
aa'+ B84 vy = o0 (n° 29),

est la méme que celle qui exprime que les deux plans sont
conjugués par rapport a «?— 324 y2=o0; nous voyons,
d’apres cela, que deux plans perpendiculaires sont conjugués
par rapport au cercle imaginaire a I'infini, ou, ce qui revient
au méme, que leurs intersections par le plan a I'infini sont
conjuguées par rapport i ce cercle.

212. En général, I'équation tangentielle d'une courbe dans

I’espace exprime la condition pour qu’un plan passe parl’une
des tangentes de la courbe. Par exemple ( n°80), la condition

pour que la droite, intersection des plans
oz + By—+vzs+8w=o,
ax+By—++ys+3w=o,
soit tangente a une quadrique, peut étre regardée comme
I'équation tangentielle de la conique suivant laquelle la
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quadrique est coupée parleplan o'x + By + 75+ 8w = o.
La polaire réciproque d’une courbe plane est un
cone(n°123); et, comme une équation ordinaire du second
degré dont le discriminant s’annule représente un cone, une
équation tangentielle du second degré dont le discriminant
est égal & zéro représentera une conique plane. Etant donnée
une équation tangentielle de cette espece,

A2+ B2+ Cy2+... =o,

nous pouvons en déduire les équations ordinaires de la
courbe. Nous formerons d’abord, suivant les régles ordi-
naires, la réciproque de I'équation tangentielle donnée
(BCD~+-...)z2~+...; nous trouvons un carré parfait: ¢’estle
carré de l’équation du plan de la courbe. Nous déterminerons
ensuile la conique en combinant avec cette expression I'équa-

Lion
2? (BC — F?) 4 2 (CA —G?) + z* (AB — H?)
+2y5(GH—AF)+2z2 (HF —BG) +22y(FG — CH)=o,
qui représente le cone joignant la conique a 'origine.
213. Former Uéquation du céne circonscrit & une qua-
drigue U le long de la courbe d’intersection déterminée
dans cette surface par unplanox + Ry -+ 1z + 6w = o.

L’équation d’une quadrique circonscrite a V suivant celte
section plane est

kU4 (a5 4By +y2+0w)?=o.

Il s’agit de déterminer & de maniére qu’elle représente un

cone. Nous trouvons que, dans ce cas, ®, ' et A’ sont tous
nuls. Sinous représentons par ¢ la quantité Aa? +~BfB2+ ...
(n°79), I'équation qui détermine £ a trois racines nulles etla
quatrieme est donnée par l'équation ~A+ o =o. L’équa-
tion du cdne cherché est donc

cU=A(2x+ By +vs-+3w)2

cm 1 2 3 4 5 ©unesp® 8 9 10 11 12 13



INVARIANTS ET COVARIANTS DE QUADRIQUES. 271
Si le plan est tangent a U, nous avons o = o (n° 79), et le
cone circonscrit se réduit au plan tangent lui-méme, comme
cela doit étre. Ce probléme donne aussi la solution de la
question qui a pour objet de trouver I'équation du céne
asymplotique a une quadrique donnée par Iéquation

générale.

214. La conditions= o0, qui exprime queaz—+3y—+yz-+ 8w
est tangenta U, est un contravariant(voir Sections coniques,
n° 380) du troisitme ordre par rapport aux coefficients. Si
nous remplacons chacun des coefficients « par @ + Ad' ,. . .,
nous aurons la condition pour que ax + By + Y&k o soil

tangenta la surface U -2V ; cette condition sera de la forme
6 At 4+ A2’ - A%’ —o.

Les fonctions o, ¢/, 7, 7' contiennent chacune «, {3, ... au
second degré, et les cocllicients de U et V au troisiéme
degré. On peut exprimer en fonction de ces quantités la
condition pour que le plan

ax +By+y5+8w—=—o

posséde une relation permanente avec les surfaces U et V;
par exemple, qu’il les coupe suivant des sections « et ¢ liées
entre elles par des relations permanentes, telles que celles qui
peuvent s’exprimer aumoyen d’équations entre les coefficients
du discriminant de w -+ A¢. Par exemple, en formant le dis-
criminant par rapport a A de la quantité ¢ 4+ kw4 A2t/ )34,
nous obtenons la condition pour que az—+ By 4+ vz dw
rencontre les surfaces suivant des sections tangentes entre

elles; ou, en d’autres termes, la condition pour que ce plan
passe par une langente ala courbe d’'intersection de U et V.
Cette relation est du huitiéme degré en o, 3, v, 6 et du sixieme
par rapport aux coefficients de chacune des surfaces. De
méme, T = o est la condition pour que le plan coupe les sur-
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faces suivant deux courbes telles qu’un triangle autopolaire
par rapport a I'une d’elles soit inscrit dans 'autre, etc.
L’équation ¢ = o peut aussi étre considérée comme 1’équa-
tion tangentielle de la surface U; et, de méme, s =0, 7 =o
sonl les équations tangentielles de quadriques qui ont des
relations fixes, bien déterminées, avec U et V. Par exemple,
nous venons de voir que T = o est I’enveloppe d’un plan cou-
pant les deux surfaces suivant deux sections qui ont, I'une
par rapport a l'autre, la relation que nous avons énoncée.
Le discriminant de ¢ + ht + 227/ 4+ Mg, est équation tan-
gentielle de la courbe d’intersection de U et V.

On peut encore regarder o= o0 comme I’équation de la
surface réciproque de U par rapporta 22— )2 + 22+ w2 =0
(n® 127). Et de la méme maniére, ¢ + It + 227+ M3s' =0
est Péquation de la surface réciproque de U+ AV =o.

Lorsque A varie, U 4 AV représente une série de surfaces
du second degré passant par une courbe commune; le sys-
téme réciproque estdoncinscrit dans une surface développable
commune, qui est la réciproque de la courbe UV. Et 'on peut
avolonté considérerle discriminantdes At + 227+ Ae' =0
comme l’équation tangentielle de la courbe UV, ou comme
I'équation de la surface développable réciproque. Comme
nous l'avons fait remarquer ci-dessus, celte équation est du
huiti¢me degré en fonction des nouvelles variables et du
sixiéme degré par rapport aux coefficients de chacune des
surfaces.

Si A = o, & est le carré d’une fonction linéaire dea, §3, v, 8;
si la surface se compose de deux plans, il est facile de voir,
en écrivant les valeurs des coefficients, que chaque mineur
du premier ordre de A est nul et que, par conséquent, & est
identiquement nul dans ce cas.

215. Nous pouvons suivre la marche réciproque de celle a
laquelle nous avons eu recours dans le numére précédent.
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Soient ¢ = 0, ¢’ = o les équations tangentielles de deux
quadriques. Nous pouvons former I'équation exprimée en
coordonnées ordinaires, qui correspond a ¢ + As’. Cette équa-

tion sera de la forme
A2U - AAT 4 220’ T/ - X342V — o,

et elle représentera un systéme de quadriques inscrites dans
une surface développable commune, dont 'équation s’ob-
tiendra en formant le discriminant de la derniére équation
que D'on vient d’écrire. Prenons les formes canoniques et
soient, par exemple,

U=ax®+ by* + cz*+ dw?,
V=adx +by*+cs +dw?

c—=A«>+ BB +Cy? 4+ De?,
o -=A'a? + B2+ C'y2 - D22,

ol nous avons posé A = bed, B = cda, .. .; et la réciproque
de o + \g’ est

BCD 2—+...+\ [(BCD' + CDB'+DBC') 22 ... ]
+22[(B'C' D+C'D'B+D'B'C)a?+ ... ]+ W3 (B'C'D' 22 +...) —o.

Remplagons B, C, D, ... par leurs valeurs; nous trouvons
BCDz?+ ... = A20,
ct le coefficient de A est
Alad' (b'c'd+c'd'b + d'b'e) 2® +...].

De méme que tous les contravariants du systéme &, ¢’ peu-
vents’exprimer en fonction des deux contravariants fixes <, 7/
et de o, o/, de méme tous les covariants du systéme U, V
peuvent s’exprimer au moyen des deux covariants fixes T, T’
de U, V et des invariants (n° 200). En formant les réci-
proques des propositions énoncées dans le numéro précé-

dent, nous pourrons voir que la quadrique T est le lieu d’un
S. Géom. a trois dim. — I. 18
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point tel que les cones circonscrits & U et V et issus de ce
point jouissent des propriétés suivantes : on peut trouver sur
I'un d’eux trois arétes formant un systéme autopolaire par
rapport au second cone, et il existe trois plans tangents de ce
second céne qui forment un systéme autbpolaire par
rapport au premier.

Au lieu de T etT’, nous pouvons, si nous le voulons, nous
servir de la quadrique S, lieu des poéles par rapport a V
de tous les plans tangents a U, et de la quadrique S/, lieu des
poles par rapporta U de tous les plans tangents a V(voir ez. 10,
n° 121). Au moyen des formes canoniques, il nous est facile de
voir quelles sont les relations qui lient S et S’ avec T et T'.
Nous trouvons aisément

S = beda? x* + cdab? y* + dabc'* 32 + abed? w2,

mais

T'=aad' (bed' + cdb' + dbc') x* + ...
= (beda' +-cdab' +abed') < (a'x* +...) — (beda? 2*+...),
dou T"=0V — S. Nous avons de méme T =0V -8,
Nous voyons ainsi que U, S/, T ont une courbe d’intersection
commune,
Exercices.
1. Trouver le lieu d’un point tel que son plan polaire par rapport
4 U soit tangent 4 U+ AV,
Nous n’avons qu’a remplacer «, 8, v, ¢ par Uy, U,, U, U, dans
I'expression ¢ -+ At -+ A2t' -+ A3q’. Le résultat peut s’exprimer en
fonction des covariants a l'aide des formes canoniques

U=a2+y2+ 32+ w2, V=az2+ by?+ cs2+ dw2.
En effet, ce résultat est

224 ... A+ A[(OD+c+d)2+ ... ]
+ A2 [(be+cd+db)a2+ ... ]+ M (beda?+ ...) = o,

ou bien

AU+ X2(0U —AV)+-22(@U —T') - 13(0'U—T) =o.
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De méme, le lieu des points dont les plans polaires par rapport a V
sont tangents 4 U —+ AV est

S=0V—T +A(PV—T)+ A2(0'V—AU)+ N34V =o.

2. Trouver le lieu des points dont les plans polaires par rapport
a U et V sont conjugués par rapport a U+ AV,
On sait que la condition pour que deux points soient conjuguds par
rapport a 'V est
ax'z" +by'y"+ ... =o.
De méme, la condition pour que deux plans soient conjugués est

e et aran
Add" BB+ ... =o.

Appliquons ce résultat au cas ou 2/, §, ... sont égauxa U;, U, .

nous trouvons, en employant les formes canoniques,

ax:+ ... +A[(b+c+d)ax2+ ...]
+ A2[(be +cd+ db)ax®+ ... |+ M3 (bedax? + ...) = o,
ou bien
AV + AT + 22T +A3A'U = o.
3. Former le discriminant de T,

Réponse.
AN [O2d — A'(00" — AA') .

216. Les résultats établis dans le numéro précédent
nous permettent de former I'équation de la surface dévelop-
pable circonscrite & deux quadriques données U et V. Nous
avons vu que cette équation est le discriminant de I'équa-
tion du troisieéme degré

AU 4 AAT 4+ 224" T/ - )3A2YV,

U=aa?+ b)y? + c32 + d*w?,

T=aa(b c'd+ c'd b+ db'c)a?,

Débarrassons le discriminant du facteur A2A’2) le résul-
tat est alors

27 A2 A’Q U'Z \12 -+ L/l _\/ U'l‘/:} -+ 1 A \"l‘:! — 'i"l'l‘/:! —+ IS AJ”I”_[" U\

6 unesp® 8
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Cette équation est du huitieme degré par rapport aux va-
riables et du dixiéme par rapport aux coefficients de chaque
quadrique. En faisant U= o, nous voyons que la surface
développable est tangente a U le long de la courbe UT, et
que de plus ellerencontre U suivantla courbe d’intersection
de U avec T'* — 4AVT. Nous allons voir que ce dernier
lieu représente huit droites, qui sont des génératrices réelles
ou imaginaires de la quadrique U.

11 est facile de reconnaitre quelle est la courbe de contact
dela surface développable avec U. En effet, le point de contact
avec U d’un plan tangent commun a UV est le pole par rap-
port & U d’un plan tangent a V; c’est donc un point de la
surface §', et nous avons démontré dans le numéro précé-
dent que les courbes US' et TU sont les mémes.

La section de la surface développable par I'un des plans
principaux () s’obtient de la maniére la plus facile en re-
venant au procédé qui nous a permis de former I’équation.
La développable commune circonscrite a

22+ +z2+wt=o0 et ax’+by’+ci2+dvi=o

est le discriminant de

ax? Dy?

CS
e A e __F__ s ;i\_ — S e
A +a A+ b A-+c
Si donc nous faisons v = o, comme dans le n° 202, ex. 2,
le discriminant sera égal au produit de la quantité

( ax? by? (e

iy g S g

\a—d
par le discriminant de

ax? by? (633
A+ a

N==ip A

Pour trouver ce dernier discriminant, différentions par
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rapport & 2, ce qui nous donne

a.'_z_r? ; +_b)3__ 45
(A +a)? (A+0)? (A

* ik £ b?;
(A +a)? (X +0)?

*7 b BT s

nous en déduisons

ax? by? Sl
(A +c¢)?

ey -c— a, = e

(A4 b)?
Portons ces valeurs dans I’équation donnée, il vient

o \,/17( =) 2 ¥ Vb(c—a)*+ s\/c(a —a)=o.
La section se compose donc d’'une conique comptée deux
fois et de quatre droites.

217. Former la condition pour qu’une droite donnée
passe par la courbe d’intersection de deuzx quadrigues
UetV.

Supposons que, au moyen desn® 80, ..., nous ayons trouvé
la condition W' = o pour que la droite soit tangente a U et que
nous y remplacions chaque coefficient : @ par a +- Nakiini:
la condition devient alors W - AW, - A2W¥ — o. Si la droite
a une position arbitraire, nous pourrons, en résolvant cette
¢équation du second degré en A, déterminer deux surfaces
qui passeront par la courbe d’intersection UV et qui seront
tangentes a la droite donnée. Mais si cettte droite elle-
méme doit passer par UV, il est facile de voir que les deux
surfaces en question coincideront; car, en général, la droite
ne peut étre tangente a une surface du systéme qu’au point
ou elle rencontre UV. La condition que nous cherchons est
donc Wi = 4WVU". Elle est du second degré par rapport aux
coefficients de chacune des surfaces et du quatriéme degré
par rapport aux coefficients de chacun des plans qui déter-
minent la droite. Ces derniers (voir n° 80) y figurent sous la
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forme descombinaisons (a3 —a'3),.. . c’est-a-dire que'équa-

tion renferme les six coordonnées de la droite d’intersection
des deux plans et que celles-ci y entrent au quatriéme degré.
Dans le cas ou les deux quadriques sont

ar? + by* +cz* +dw*=o0, a'x*+ b y*+c'2+daw?=o,
et ou celles de la droite sont
ax +By+ys+ow=—o, dax+fy+yzs+8w=o.
la quantité W (voir n° 80) est égale & Tab (y8' — ¥'8)2. Cette
notation représente la somme de six termes de méme f{orme,
tels que ed (af — o/f3)2.
Lorsque la droite est exprimée en fonction de ses coor-

données radiales (n°57,a), la relation qui a lieu quand il
s’agit du contact est

bep? + caq® + abr? + ads® + bd(* + cdu* = o;

elle est vérifiée par tous les complexes de droites lan-
gents a la quadrique U (voir n° 80, d). W, est alors égal a
S (bc' + U'c)p?, et cette expression, quand elle s’annule, est
la relation qui caractérise le complexe de toutes les droites
coupées harmoniquement par les quadriques U et V; on voit
facilement que
W, = U'V' + U"V' — 2 PQ,

si 'on emploie les notations du n° 75. De méme la quantité
W2 — AW est égale a
S (b2 pt+4-22(bc')(ac") p? g*+22[(ab')(cd') +(ac')(bd')]p*s.
Elle s’annule pour le complexe de droites rencontrant la
courbe commune.

218. Former U’équation de la surface développable en-
gendrée par les tangentes a la courbe commune aU et V.

Considérons un point situé sur une tangente a cctte courbe;
le plan polaire de ce point par rapport a U ou V passe évi-
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demment par le point de contact de la tangente sur laquelle

il est situé. Par conséquent, 'intersection de ces deux plans
polaires rencontre la courbe UV. Nous aurons donc I’équation
de la développable cherchée en remplagant, dans la condition

trouvée dans le numéro précédent, «, B ..., et o/, @,

par les coefficients différentiels Uy, Uy, ... et Vy, Vo, ...
Cette surface développable sera du huitiéme degré par rap-
port aux variables et du sixiéme par rapport aux coefficients
de chaque équation. Si-nous faisons usage des formes cano-
niques, nous lrouverons aisément que le résultat est

S(ab' — a'b)?(cd — c'd) = wh
+23(ab —a'b)(ac'—a'c) (cd — c'd)*(bd' — b' d)? y? 52wt
+ 2222202 (ab'— a'b)(cd'— c'd) — (ad' — a'd)(bc'— b'c) ]
X [(ad' — a'd) (bc' — b'¢) — (bd' — b'd) (ca' — c¢'a)]
X [(bd' — b'd)(ca' — c'a)— (ab' — a'b) (¢d' — c'd)] =o.

Si dans cette équation nous faisons @ = o, nous obtenons
un carré parfait; donc chacun des plans z, y, 3, w coupe la
surface développable suivant des courbes planes du quatriéme
degré, qui sont des lignes doubles de la surface (*). Ce résultat
est évident a priori; d’aprés la symétrie de la figure, il est
clair en effet que par un point quelconque de I'un de ces
quatre plans, par lequel passe une tangente a la courbe UV,
on peul encore mener une seconde tangente.

Au moyen des formes canoniques, le résultat ci-dessus peut
s’exprimer en fonction des quadriques covariantes. On trouve
ainsi que l'équation de la développable est

4(OUV—T'U—AaV2)(0'UV—TV—AT2%)=@UV—TU—T'V).

(*) Voir Cambridge and Dublin Mathematical Journal, t. 111, p. 171.
Bien que je n’y aie donné qu’une démonstration géométrique, j’étais arrivé
au résultat en transformant effectivement 1’équation de la développable.
Voir ibid., t. 11, p. 68. Les équations en question ont aussi été étudiées par
M. Cayley, ibid., t. V, p. 50 et 51.
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La courbe UV est manifestement une ligne double (') du
lieu représenté par cette équation, comme nous le savons du
reste; le lieu rencontre encore U suivant la courbe du hui-
tieme degré déterminée par l'intersection de V avec

/2

— 4ATV. Cest la méme courbe que celle qu’on a trouvée
au n° 216.

219. Nous pouvons démontrer géométriquement (comme
nous I'avons avancé au n® 216) qu’en chacun des huit points
d'intersection des trois surfaces U, V, §' (ou U, V, T), une
génératrice de la quadrique U est aussi génératrice de la dé-
veloppable, et que, parconséquent, ces huit droites constituent
le lieu du huitieme degré qui est I'intersection de U et de
12— 4 ATV. En effet, la surface S' est le lieu des péles par
rapport-a U des plans tangents a V; le plan tangent a V en
I'un des huit points en question est aussi tangent a U, et, par
suite, il passe par I'une des générairices de U en ce point.
Cette génératrice est donc la droite d’intersection des plans
tangents a U et V, et par conséquent elle est aussi génératrice
de la surface développable dont il s’agit.

220. Le calcul du n°® 218 peut aussi s’effectuer comme il

suit :

Dansle déterminant du n°80, remplagons apar a +d', . . .,

(*) On démontre, comme dans les Courbes planes de degre supérieur
(voir aussi le n° 110 du présent Volume), que, si I’équation d’une surface
est Ulo + UVY + V2y = o, UV est une ligne double de la surface et que
les deux tangentes en l'un quelconque de ses points sont données par
I'équation w?¢" + upd' + ¢?*y' = o; w et ¢ sont les plans tangents & U et V
en ce point, et ¢’ est le résultat de la substitution des coordonnées du point
dans ¢. En appliquant ces résultats a I’équation ci-dessus, on trouve im-
médiatement que les deux tangentes sont fournies par I'équation
(TU —T'V)2= o; on suppose, bien entendu, qu’on ait substitué les coor-
données du point dans T et T'. On voit ainsi que les deux tangentes en
chaque point de la courbe double coincident; on donne en conséquence
a cette courbe le nom de courbe cuspidale de la surface.
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o5 Byl Cpanely 1, Dl it Net o e BB . fpanl SEVE B e TS
pouvons le réduire en retranchant de la premiére colonne la
somme de la troisieme multipliée par z, de la quatriéme, de
la cinquiéme et de la sixiéme respectivement multipliées par
¥, 5 et w, et en faisant disparaitre les termes — AV, ... de
la premiére colonne au moyen des termes V,, ... de la
seconde; si nous opérons de la méme maniére sur les lignes,
le déterminant devient

(U4 2AV)5 — V2(A 4 23 4 23d - 230"+ AAY).

— S est la valeur du déterminant du n° 79, ot a, ... sont
remplacés par @ + 7@/, ..., ela, ... par V,, . ... Le dernier
résultat du n® 245 (ex. 1) détermine la valeur de S. Portons-
la dans I'équation, nous trouverons, comme cela doit étre,
que hn’y figure pas & une puissance supérieure a la seconde,
et le déterminant devient

(6UV —T'U — AV2)
+2(@UV—TU —T'V)+ X (6/UV — TV — A'U?)= 0.

Nous voyons alors que OUV = T'U + AV?2 est la condition
pour que l'intersection des deux plans polaires soit tangente
aU; que UV =TU+ T'V est la condition pour qu’elle

soit coupée harmoniquement par les surfaces U, V, et enfin

que I'équation de la surface développable est

4(8UV — T'U — AV2)(6' UV — TV — a’U?)
—(@UV —TU — T'V)2.

220, a. M. W. R. Roberts a obtenu I’équation de cette
développable d’une autre manicre, en procédant comme il
suit : Lorsque la droite, dont les coordonnées radiales sont

.

Py q, 75 S, &, u, est une génératrice de

az® + by? + ¢z + dw? = o,
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nous avons (n° 80, ¢) les relations

. cq®+ br? +ds?
+ar?+ . +di?
“+ . +duw

. as® + b2 + cu?
qui équivalent aux quatre équations

ad bd
JP = gi—=l2=— A —s as*+ bt* +- cu®* =o.

ce
IR Pyl
be 1 ca ab

Or une génératrice de I'une quelconque des quadriques
appartenant au systéme de surfaces qui passent par la courbe
commune a U et V est une droite qui rencontre cette courbe
en deux points; par conséquent, la droite dont les coordonnées
ont cntre elles les relations suivantes,

ait (a+ra')(d—+rd)
B SO0

a__,e (O+AD))(d+2d") o2 12 NG
g)-= ey (ara)’ (a+2a')s*+(b+21b") >+ (c+Ae") ut=o.
e (¢ +2rc)(d+2d")

— (a+2d)(b+rd)

est une génératrice de U + AV et une corde de la courbe
d’intersection de

U=aax? + by* + c3* +~dw?—o,

V=dz*+ b'y*+ c'z* + d'w? = o.

220, b. De méme, lorsqu’une droite est langente & UV,
elle est tangente a la fois a U et a V; par conséquent, dans
ce cas,

bep? + caq® + abr?* + ads* + bdt* —+ cdu* —o,
ble'p* +ca'q*+ad'b'r* + a'ds* + b'd' >+ ¢'d'u* = o,

et par suite la quatriéme relation du numéro précédent, nous
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donnent
(bed' 4+ 2b' ' d) p* + (cad' +Ac'a' d) * + (abd' +1a' b' d)r>=o,
ou bien, en remplacant p?, ¢2, r* par leurs valeurs en fonction
de s2, ¢2, w2, 1l vient
(bed' +30'c'd)(a + ha')*s*+ (cad +rc'a' d)(b-+2b")2¢?
+ (abd +ra'b'd)(¢c + \c')? u* =o.
Celte équation et I’équation
(a+2a")s+(b+ 20> +(¢c+Ac')ut=0o0
nous fournissent, par leur résolution, les valeurs de s2; ¢2, 2
el par suite aussi celles de p2, ¢2, 72.
En négligeant un facteur commun, les résultats peuvent
s’écrire
pr=(bcYad)(a—+ ra')(d+ rd"),
g* = (ca )(bd')(b + 1b")(d+ )d"),
r* =(ab")(ed )(c+ re')(d+ rd"),
s = (bc")(ad ) (b + 1D")(c + rc'),
= (ca')(bd')(c + rc')(a+ra'),
w=(ab)(cd)(a-+ra)(b+ D),

cLileslévidentque,parlcurmoyen,Iarelalion pS+qt+-ru=o
est identiquement satisfaite.

22(0), c. Ces expressions des coordonnées d'une génératrice

quelconque, en fonction du parameétre 1, permettent de
trouver par la méthode ordinaire I'équation de la dévelop-
pable en coordonnées courantes.

Pour un point quelconque situé sur la droite, nous avons
la relation

P+ qy +rz=o;

mais nous avons aussi U -~ AV = o; I'équation de la surface
est donc

w[(bc’)(ad’)(aV—a’U)]% :
+y[(ca)(bd )bV —b'U)]2 4-z[(ab')(cd')(cV—c'U)]* =0,
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el 'on voit immédiatement que la section parle plan z =
donne une courbe double, qui est une courbe du quatriéme
degré a trois points doubles; il en est de méme pour les
autres plans de référence.

Lorsqu’on la rend rationnelle, cette équation de la surface
se présente sous la forme

U?o + UVY + V2y,

etelle aUV commeligne double; eny faisant U = o, \/V entre
comme facteur dans le résultat, et I'on trouve immédiatement
les huit droites qui constituent le reste de l'intersection de la
surface avec U.

220, d. Si la droite (p, ¢, r,...) est contenue dans le plan

ax + By +v35+ Sw—o,
ses coordonnées vérifient les équations

as +pPt+yu=—o, ...

(n° 87, ). Si la droite consécutive est aussi située dans ce

plan,
ds o dt du
i o
En déterminant o, 3, v au moyen de ces équations, on
voit que le plan de deux génératrices consécutives de la
développable ou de deux tangentes consécutives a la courbe

commune UV a ses coordonnées exprimées par les relations

symélriques qui suivent ( & un facteur commun prés)

w?(ab)(ac')(ad )= (a +ra')?,
B2(be')(bd')(ba' )= (b + 1b")?,
vi(cd )(ca')(cb') =(c + rc')3,
02 (da')(db')(dc') =(d + »d')?;
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il est aussi facile de voir que les coordonnées d'un point
quelconque de la courbe UV ont pour expressions

x?(ab')(ac)(ad)=a + p.a’,
27 (be') (b )(ba )= b + p 1,
32 (ed')(ca )(cd')=c + pc,
w?(da')(db')(dce')=d + pd'.

-221. L’équation
ax® + by*+ ¢zt + M2 + y2 + 2*) =1

représente (n® 104) un systéeme de quadriques concentriques
ayant les mémes plans de section circulaire. La forme de
I’équation montre que le systéme en question a comme
¢élément commun la courbe imaginaire ou le point-spheére
% 4 y? + z2= o0 rencontre une quadrique quelconque du
systéeme. Or, comme 'équation tangentielle du systeme de
quadriques homofocales

x?

e il
a—+ A

ax* + b3+ ey + (2 + B2+ ) =1,

il s’ensuit réciproquement qu'un systéme de quadriques
homofocales est inscrit dans une développable imaginaire
commune (voir n° 146); c’estla surface enveloppe des plans
tangents & une surface quelconque du systéme qui passent
par les tangentes au cercle imaginaire a I'infini. L’équation
“de cette surface développable s’obtient en formant le discri-
minant parrapport a A del’équation du systéme de quadriques.
Si nous posons

b—c=p, c—a=q, a—b=r,




286 CHAPITRE IX.
I’équation est

(xi’_}_ ‘}.2 —1—5?)2([)2‘13""—i—(/“")/"—%—1‘23"'—2/]1'.)’252-—21‘])32.’1'2—-—2[)7‘1;2.\’2)
dapi(g—r)at+oq*(r—p)yt+2ri(p—q)s°
+op(pr—3qg>)xty*—aq(qr—3p*)a2yt—ap(pg—3r?)zxts*
+or(qgr—3p*) a2zt +2q(qgp—3r*)ytzt—ar(rp—34*)s*y*
+a(p—qg)qg—r)(r—p)aty?s -+ (pt—6piqr)at
+(q*—6¢g2pr)yt+ (r*—6ripg) st +apq(pg—3r:)xty?
Haqr(qr—3p>)y2zi+orp(rp—3q*) stat+apiqr(r—q)a?

+2q*rp(p—r)y*+o2ripg(q—p)z2+p*q*r*=o

On peut déduire de cette équation, ou bien du procédé
suivi dans le n° 202, que les coniques focales et le cercle
imaginaire a I'infini sont des lignes doubles de la surface.

222. De méme, si c=—o0 est l'équation tangenticlle
d’une quadrique, et si nous formons la réciproque de
¢ -+ h(22 + %+ A*) = 0, nous obtenons

AU XA [a(b+c)—g>— ]2+ [b(c+a)—R*— /]
le(a+b)—f— g5
+[d(a+b+c)— L — m>— n?]
+a2ys(af— gh)+2sx(bg — Ihf)
+o2ay(ch—fg)+o2x[(b+c)l—hm—gn]
“+2y[(ct+a)m—fn—hl]+23[(a+b) n—gl—/fm] |

+ 22[D (22 + 2 +32)
+A+B+C—2Lz—2My—2aNz]|+ B=o.

C’ést I'équation d’une série de surfaces homofocales, et son
discriminant par rapport a A représentera la surface dévelop-
pable étudiée dans le numéro précédent. Si nous appelons T
ct T/ les coefficients respectifs de A et 22, T = o est le licu
des points d’ott I'on peut mener a la quadrique trois tangentes
rectangulaires entre elles et 1" = o est le lieu des summets
des triédres trirectangles dont les faces sont tangentes a la
méme quadrique.

. . A ek
Sinous traitons de méme le paraboloide =
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nous obtenons

(b2? +-ay* +2abs)+ L2+ y*+2(a+ b)s— ab]
+N[25—(a+b)]—M=o0

pour I'équation d’un systéme de surfaces homoiocales. Po-
sons @ — b=r; ’équation de la surface développable qui
leur est circonscrite est

42t g2 (2 Aot S)ERI0 ra (22 o ot 8?) (22— /)
4+ 4z (2% + y?) (az® + by?) + 16725 ++ 321232 (22 + )?)
+ 24 r bz +ay?) 32+ (ax’+0)?)*+-8r(bax+ay?)(x*—y?)
“+ 127222 416 (a+0) 1?5 (2 -+ +-3%) —12 1 s(@ax?~+-by?)
+ 127abs(22—)?)+4 2 3@ +4 ab+-b?) -4 r2 (b 2 +-a2 y?)
+ 2abr(ax®* — by*)+ 4r*ab(a + b) 5+ a* b*r*—o.

Le lieu du sommet d’un tri¢dre trirectangle dont les faces
sont tangentes au paraboloide est le plan 2z =a + b; et
le ieu du sommet d’'un triédre trirectangle dont les arétes
sont tangentes & la méme surface est le paraboloide de ré-
volution

22 +y*+2(a+b)s=ab

223. Nous allons montrer a présent que bien des pro-

priétés des surfaces homofocales sont des cas particuliers de
propriétés des systémes de quadriques inscrites dans une
développable commune. Toutefois, il sera peut-étre plus com-
mode d’établir d’abord les propriétés réciproques des sys-
temes de quadriques qui ont une courbe commune.

La condition pour qu’'une quadrique soit tangente a un
plan (n° 79) renfermant au troisiéme degré les coefficients
de 'équation de la surface, il s’ensuit que, dans un systéme
de quadriques qui passent par une courbe commune, on
peut mener trois de ces surfaces de telle sorte qu’elles soient
tangentes & un plan donné, et que, véciproquement, dans un
systéme de quadriques inscrites dans la méme développable,
il y a trois de ces surfaces qui passent par un point donné.
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Il est évident que, dans le premier cas, il n’y en a qu’une &
passer par un point donné el que, dans le second cas, il ny
a qu'une surface tangente & un plan donné. Dans chacun de
ces cas, 1l existe deux surfaces tangentes a une droite donnée;
car la condition pour qu’une quadrique soit tangente a une
droite (n°80) contient les coefficients de la quadrique au se-
cond degré.

Il est aussi évident géométriquement que, dans le systéme
des quadriques qui ont une courbe commune, iln'y a que
trois surfaces qui puissent étre tangentes & un plan donné.
En effet, ce plan rencontre la courbe commune en quatre
points par lesquels devra passer la section faite par le plan en
question dans l'une quelconque des surfaces. Or un plan
tangent a une quadrique coupe cette surface suivant deux
droites réelles ou imaginaires (n° 107); et dans le cas actuel
ces droites ne peuvent étre que l'un des ¢rois couples de
droites qu’on peut faire passer par les quatre points. Les
points de contact, qui sont les points de rencontre des
droites de chaque couple, sont (Sections coniques, n° 146,
ex. 1) chacun le pole de la droite qui joint les deux autres,
par rapport a une conique quelconque passant par les quatre
points. Si donc (n° 71) on réunit par des droites le sommet
d’'un des quatre cones du systéme ‘aux trois points ainsi
trouvés, ces droites sont des diamétres conjugués du cone en
question.

224. Soit maintenant un systéme de quadriques de la forme

S+ A(x*+ y*+ 5%) =o.

Comme z2? + )2 + 32 = o est un cone, 'origine est le som-

met d’undes quatre cones du systéme. Mais, 22 + y* 432 =0
étant une sphére infiniment petite, trois diamétres conjugués
quelconques de cette surface sont rectangulaires; nous en
concluons alors qu’on peut déterminer trois surfaces du sys-
teme de maniére qu’elles soient tangentes & un plan, et que
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les droites qui réunissent l'origine au point de contact sont
rectangulaires entre elles. Or, comme un systeme de quadri-

ques concentriques et homofocales est le réciproque d’un sys-

téme de la forme S + A (2% + »* + z2) = o, nous en dédui-
sons que, par un point, on peut faire passer trois surfaces
homofocales, et qu’elles se coupent normalement en ce point.

On sait (n° 132) que les plans polaires d’un point par rap-
port & un systéme de la forme S+ (2 + 2 4-32) =0
passent par une méme droite, et que le plan qui la joint &
'origine est perpendiculaire a la droite qui unit le point donné
al’origine; cetle proposition est évidente si 'on considére la
surface particuliére x* +-y?* 4-z* du systéme. Réciproque-
ment, lelieu des poles d’un plan donné par rapport & un sys-
téme de surfaces homofocales est une droite perpendiculaire

a ce plan.

2235. Nous avons_vu que o+ A (a2 - (32 - Y2)= o0 est
I’équation tangentielle d’un systéme de surfaces homofocales;
si le discriminant de cette équation est égal a zéro, elle re-
présente une des coniques focales. D’aprés cela, nous pour-
rons donc trouver 'équation tangentielle des coniques focales

en déterminant X\ au moyen de I'équation
D)3+ (be—+ ca—+ ab— f2— g*— h?) AR + (a + b+ c)A% - Ad=o.
Soit, par exemple, la surface

722+ 62+ 53— fys — hay +102 + 4y + 635 + 4= o.
Nous avons A = — 972 et I'équation du troisiéme degré en ).

est
16223 + 99 22A ++ 18A2) A2 =0

Les facteurs dans lesquels elle se décompose sont 3% A,
6X =4 A, gA—+ A; parconséquent, hest égal & 108, 162 ou 324.
L’équation tangentielle de la surface, divisée par 6, est

«?— 8B —11y% + 2708%+ 268y + 462
+ 34af —B5had — 5488 —54y8=o0
S. — Géom. a trois dim. 1. 19
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Les équations tangentielles des trois coniques focales s'ob-
tienhent en remplacant successivement les trois premiers
termes de I'équation précédente par

192+ 10 +77%, 284 +1982+16v7, 554+ 46P*+ 4377
On trouve, comme dans le n® 212, que les équations ordi-

nairves sont celles des intersections de

2 —2)+5 + w, 1122+ 44y + 1132 — 3ayz+ 2zx— loxy,
X2y +25-+5w, 672>+ 68y 8352 — 3fys + 62z — Jaxy,
2Z+ y—az+ w, Sx*— 3y 4 g3+ aysz— 1bsx+ 22).

226. Pour former en caordonnées tétraédriques’équation
tangentielle d'une surface homofocale & une quadrique don-
née, il est nécessaire de trouver dans ce systéme I’équivalent
de I’équation

a lga +y=o0 (1)

Il est évident que, si z, ¥, z, w représentent quatre plans quel-
conques et si leurs équations rapportées a trois axes rectan-
gulaires sont

& cosA + ycosB + zcosC=p, ...,

le coefficient de z damns az + By + vz + 6w=o0est

acosA + fcosA’ + ycos A"+ & cosA”;
et la somme des carrés des coefficients de z, y, z est

a? + B2+ ¥+ 82 — 28y cos (yz) — ayacos(sz) — 2B cos(zy)
—a2adcos(aw)—2B3cos(yw)—2ydcos(sw).

Dans cette expression, (zy ) représente I'angle compris entre
les plans z et y,. ... Cette quantité, égalée a zéro, est done
Iéquation tangentielle du cercle imaginaire a I'infini. Nous

(') Cette condition exprime évidemment que la longueur de la perpen-
diculaire abaissée d’un point quelconque sur Fun quelconque des plans qui
vérifient cette équation est infinie.
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pourrons reprendre maintenant tous les calculs des numéros
précédents, en y remplacant «® 4 382 v par la quantité
que nous venons d’écrire. Nous trouverons alors sans aucune
difficulté la condition pour que I’équation générale en coor-
données tétraédriques représente un paraboloide, ou 'une ou
Pautre classe d’hyperboloides rectangulaires; nous en dédui-
sons les équations du lieu du sommet d’un trigdre trirectangle
dont les faces ou les arétes sont tangentes a une quadrique,
les équations des coniques focales, etc.

227. Nous avons vu (n®211) que la condition
ae’+ B + 1y’ =0,
qui indique en coordonnées rectangulaires la perpendicula-
rité des plans oz + ... =0, &'z + ... =0, exprime que
ces plans sont conjugués par rapport au cercle imaginaire a
I'infini. Il s’ensuit que la condition de perpendicularité en
coordonnées tétraédriques est

@' [a— B cos(zy)— ycos(xz)—8cos(xw)]

+ B'[—acos(ay)+ B —ycos(ys)—3dcos(yw)]+... =o.
Tous les théorémes concernant les perpendiculaires peuvent
¢tre généralisés projectivement en remplagant le cercle ima-
ginaire a l'infini par une conique fixe; ainsi, au lieu d’'une
droite et d'un plan perpendiculaires, nous aurons une droite
et un plan rencontrant respectivement le plan de la conique
fixe suivant un point et une droite, qui sont péles et polaires
par rapport & cette conique (voir Sections coniques, n° 356).
On peut aller plus loin (voir Sections conigues, n° 383)
et remplacer la conique par une quadrique fixe; au lieu d'une
droite perpendiculaire & un plan, nous aurons alors une droite
qui passera par le pole du plan par rapport a la quadrique
fixe. Comme exemples, nous donnons les théorémes suivants,
que suggere cette idée de généralisation, mais qu’eile ne dé-
montre pas.
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Tout plan tangent a une sphére
est perpendiculaire aurayon cor-
respondant.

RE IX.

Un plan tangent a une qua-
drique et la droite qui joint son
point de contact au pdle d’un plan

sécant rencontrent la section
plane déterminée par ce dernier
plan en un point et une droite con-
jugués par rapport a la section.

228. On obtient I’équation tangentielle d’une sphére, en
coordonnées rectangulaires, en exprimant que la distance du

centre a un plan tangent quelconque est constante. Celle
équation est ainsi

(a‘zll = :j.,‘ b 3 s+ r:/'-’

2

=72 (a2 + B2+ v2).

Soient z', y',z', w' les coordonnées tétraédriques du centre

de la sphére; son équation tangentielle sera

(e’ 4By 5 48 w)2=r2[ a®+- 3242+ 82—2afcos (z))—. .. ]

Sila sphére est tangente aux quatre plans 2, y, z, w, les coel-
. P o b ND * A ’ ®.

ficients de @2, (32, v, 62 doivent étre nuls et 'équation tan-

gentielle de cette surface est alors

(a=ByEo8)2—=a® + B2+ y2 482 —2aB cos (zy) —. ...

11 v a donc huit sphéres tangentes aux faces d’un tétraédre.
h 8

Prenons tous les signes positivement, nous obtenons I'équation
tangentielle de la sphére inscrite

af cos?L(xy) - By cos? } (¥3) + yacos? {(zx)
+ a8 cos?y(@w) + B8 costL(yw) -+ ydcos?y(5w) =o.

L’équation correspondante en ccordonnées tétraédriques sc
déduit de cette derniére comme dans le n° 208.

229. L’équation de la sphére circonscrite & un tétraédre

peut s’obtenir trés simplement comme il suit : Soient z,, 7,

z,, %, les longueurs des quatre perpendiculaires abaissées de
chaque sommet surla face opposée. L’équation d’un cercle cir-
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conscrit 2 un triangle abe dans laGéomélirie plane peut s’écrire
sous la forme

(be)ys  (ca)zx i (ab)*axy
SRR S A

YoZo Zog &g %0 Yo

Z,2,,- . . élant les perpendiculaires abaissées sur les cotésd’un
triangle qui ont pour longueurs (b¢), .. .. Mais il est évident
que, pour tout point de la face w, le rapportx : z, estle méme
que z et z, soient les perpendiculaires abaiss¢es sur le plan
« ou surla droite zw. Nous trouvonsainsi I’équation cherchée,
qui est
20~ - 2.
(boytys  (ca)sz _(ab)zy

Yo<o S0y X'y Vo
(ad)*zw ; (bd)?yw _ (ed)?sw

B, i T
En efiet, c’est 'équation d’une quadrique qui coupe chaque
face de tétracdre de référence suivantun cercle circonscrit au
triangle qui constitue cette face. En ramenant I'équation a son
expression en coordonnées rectangulaires, on trouvera queles
coeflicients de 22, 2, z* sont égaux chacun & — 1. En in-
troduisant dans I’équation les coordonnées d’un point quel-
conque, nous aurons le carré de la tangente menée de ce
point a la sphére, et ce carré est affecté du signe négatif.
Corollaire. — Le carré dela distance qui sépare les centres
des sphéres inscrite et circonscrite est

ipeti [< be)*  (ca) , (ab)*  (ad) (b oo,

t
Y050 By 2y 29 Yo oWy  Y'wy 59 Wy

230. L’équation d’une autre sphére quelconque ne peut dif-
férer de celle qui préceéde que par des termes du premier de-
gré; ces derniers doivent étre de la forme

3 :
(ax 4+ By +7y5+8 w)<—1- il

Ly Yo

le second facteur représente ici le plan al'infini(n° 57). Ajou-
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tons le produit de ces deux facteurs a I'équation du numéro
précédent, identifions le résultat avec I’équation générale du
second degré et éliminons les constantes indéterminées, nous
aurons les conditions pour que 'équation générale du second
degré en coordonnées tétraédriques az® + hy? ... puisse
représenter une sphére; ce sont

byi+csi—afy,s, csit+axl—agsa
(be)? e (ca)?

ax;+byi—ahxyy, ax;+dw;—a2law,
(ab)? 7 (ad)?

__byi+dwi—e2my,w, 3+ dwi—2nzw
7 (bd)? 75 (cd)?

231. Nous avons montré (n® 214) que, si nous formons la
que,

condition pour que le plan
a +By+vyz5+8w=0

soittangenta U -+ AV = 0, nous obtenons une équation en
dont les coefficients sont les invariants A, A, ©, ©' des sections
planes déterminées dans Uet V par le plan donné. Nous avons
aussi prouvé (Sections conigues, n°® 328) qu’en formant les
invariants d’une conique et du couple de points circulaires a
I'infini, ©® = o est la condition pour que la courbe soit une
parabole, ® = o la condition pour qu’elle soit une hyperbole
équilatére, et ©2 = 40 la condition pour qu’elle passe par I'un
ou l'autre des points circulaires a l'infini. Appliquons ces
principes a une quadrique quelconque, rapportée a un sys-
téme d’axes rectangulaires et al’équation tangentielledu cercle
imaginaire ? + (3% - y2 = o, nous trouvons pour la condition
© = o quiexprime qu’une section quelconque est une parabole

(bc — f*)a? 4 (ca— g*) P+ (ab — h*)y?
+2(gh — af) By + 2 (hf — bg)yz -+ 2(fg — ch) = o;

pour ©' = o, qui est la condition pour que la section soit une




INVARIANTS ET COVARIANTS DE QUADRIQUES. 295

hyperbole, nous avons
(b+c)+(c+a)P+(a+ b)y> —2fBy—2gyr—2hal =o,

el 02 = 40 (2 + 2 4~ y?) est la condition pour que le plan
passe par l'un des quatre points situés a l'infini qui sont
communs a la quadrique et a une sphére quelconque.

232. La théorie des coniques nous a appris que, si =0
est 'équation tangentielle d'une conique et ¢/ = o I'équation
langentielle des deux points circulaires & I'infini dans son
plan, o + %’ = o est I’équation tangentielle d’'une conique
homofocale quelconque. Mais 1'équation tangentielle du

couple de points ot le cercle imaginaire o2 4 82 +y* =oest

coupé par le plan o'z + 8’y + vz + 8w est évidemment

(%2 B y'2)(a 4+ B2 1) — (e + B8+ y7' V=0,

L’équation tangentielle de toutes les coniques homofocales &
la section déterminée par le plan o'z + B’y + v’z + 8w = o
dans la quadrique az? + by*+ ¢z* + dw?* = o est donc

2 [(cdB + dby - bed?) + (B )]
+ B2 [(eda'? +day® + acd'®) + k(&2 +%)]
+ v [(bda'® + daB® +abd'?) + k(a'* + )]
- 8% (becd? + caP? + aby'?)
— 2 (bd+ N)y'dya — 2 (ed+ 1) #'B'a8

I

—2(ad +1)B'y' By — 2 bea'd'ad — 2 caf''Be — 2 aby'd'ye — o.

Si nous formons la réciproque de cette équation suivant les
régles ordinaires, nousavons le carré de o'z + 3y + v’z -+ 8/
multiplié par 22 4 % ¥0'+ % (a2 + B2 +v2)0; I est ici la
condition pour que o’z + By + Nz + d'w soit tangent a la
quadrique donnée, et ©, ' ont la méme signification que dans
le numéro précédent. En égalant le second facteur a zéro,
nous obtenons les valeurs de 2 qui donnent les équations
tangentielles des foyers de la section plane en question.
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Exercices-

1. Trouver les foyers de la section de 42 -+ y?
parz -+ y -+ s = o. Nous voyons que ’équation en A est 3

d’ot 'on déduit A =2 ou = — . Si dans I’équation du numéro
9

précédent nous portons les valeurs données de a, b, ¢, d, et si nous

faisons &' = B’ = ' = 1, nous obtenons I'équation

u*(—3 +2L)-+ 2 B2
S ; NS
4 (54 2h)y2—1682— o (4 + 1) By —2 (1 -+ )ya +2(§—A)af=o.
Remplagons A par sa valeur 2, cette formule devient
(2+28—3y)2—1682=o.
A : 3 SRk
Les coordonnées des foyers sont donc == ‘:, == - 4. L'autre va-
leur de A donne des foyers imaginaires.
2. Trouver le lieu des foyers de toutes les sections centrales de la

quadrique
ax®—+ by? +- ¢z =1.

Faisons ¢’ = o; nous trouvons que 'équation en A est

A Taide de cette relation, 'équation tangentielle des foyers se ra-
meéne a la forme

( o Bg vy >2 bea'® + caf? + aby"

No

T (a+N)(b-+A)(c+ 1) e e

NHATLE TP _*_‘77'
\@+A  b+X  c+ A

Les coordonnées des foyers sont donc

bea'2 - ca '+ aby'?

B CESN (Y )

9

Résolvons les trois premiéres équations par rapport a «', f, ' et

portons leurs valeurs dans I'équation en A, nous trouvons
ax?® + by? + ¢z + A (2% + y2 + 32) =o.

Tirons de cette relation la valeur de A et portons-la dans la valeur

de w2, nous obtenons 'équation suivante pour le lieu cherché:
(22 y2 + 32)[bex?[(a — b)y? + (a— c) 322
4+ cay?[(b—c) a2+ (b--a)x? P+abz2[(c—a) x4+ (c— b))y |?
=w2[(a—0)y?+(a—c)a2|[(b—c)z2+ (b—a)x?][(c—a)x?+(c—b)y*]2
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C’est I'équation d’une surface du huitiéme degré qui a un point
multiple situé au centre de la quadrique donnée.
Son premier membre peut étre écrit sous la forme suivante, plus
simple :
(22492 + 32)(aa? + by? + c32)[a(b— ¢)2)?
+b(c—a)yz2a?+c(a— b)2ax2y?].
Pour la discussion de cette surface, voir un Mémoire de Painvin,
Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série, tome III, p. 481.
Quand un point est le foyer d’'une section plane d’une quadrique,
le plan de cette section est un plan cyclique du céne circonscrit issu
du point; de cette propriété, M. Mac Cay déduit immédiatement
Péquation de ce lieu dans le systéme de coordonnées du n° 160
Par le fait, I’équation du coéne circonscrit étant (n° 173)
z2 042 %

== e 5 — O
at—a'? a*—a" at—a'" 2

2

un de ses couples de plans cycliques est

al— a2 a//z — a2 ;
22 = 1 3%
a*— a' az— a"?

Mais comme, pour les sections centrales, les coordonnées du centre
vérifient cette équation, nous pouvons remplacer # par p' et s par
p" (n°168). En faisant cette substitution, nous obtenons

a'2b'? 0!2 a2 b2 Lﬂ/z

(1) =

4 ar—a’ at—a'

Exposant a?— a2 =122, a®— a" =v? et appelant p2 la troisiéme
racine de I'équation du troisi¢cme degrédu n° 158, on déduit aisément
28

BED L. 561

A 2 —
de la que p?= S

p2= 224 y2 4 32, = ":—!—5,7—!.

Cette valeur de p2, introduite dans I'équation du troisiéme degré,

donne, comme ci-dessus, une équation du huitiéme degré en z, y, s.

D'une maniére analogue, on voit aussi que chacun des membres de
a2 b2

24 1 4 A A

Péquation (1) est égal a S

3. Trouver le lieu des foyers des sections paralléles a un axe
(soit &' = 0). L’équation qui doit se décomposer en facteurs est dans
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ce cas

a?[(c+ A)B2+ (b+Q)y'2+ bcd2]
+ B2[(@+ 2)y2+ acd? | +y{(a+ 1) P2+ abd?]
+ 0a(cB2+by2)—2(a-+ )Ry By—2ca B ¥ Bo—2aby'dy8 =o.
La condition pour que la décomposition en facteurs soit possible

est
(a-+2)(by2+ cf?)+ abcd? = o.

Sous cette condition, I'équation devient

o2

B v . wed
be(a+-1)

TR

[(e+2)B24-(b~+2)y2+bcd?] :<

d’ou ' = by, y' = ¢35, ad’ = (a + L) w. Introduisons ces valeurs dans
I'équation de condition, nous avons
(a+N)w2+acz:+aby2=o
Portons enfin lavaleur de A dans
be(a—+ N)a? =(c —\«)\)3'3 ~+ (b -+ )\)‘('2 -+ becd'2,
nous avons pour équation du lieu cherché
(bv2+-ez2)[D2(a—c)y2+ c2(a—b) 52— alcx?)
= w2[b2(a—c)yr+ c:(a—b)z2].

Il est clair que les mithodes dont nous nous sommes servis ici et dans

le numéro précédent peuvent étre appliquées aux équations en coor-
données tétraédriques.

233. Litant données quatre quadrigues, le liew d’un
point tel que ses plans polaires par rapport a ces surfaces
se coupent lous les quatre en un méme poiné est une sur-
Jace du quatriéme degré que nous appellerons le jaco-
bien du systéeme de guadriques (voir Sections coniques,
n° 388).

En effet, son équation s'obtient évidemment en égalant a
zéro le déterminant formé avec les quatre systémes de coefli-
cients différentiels U,, Uy, Uy, Us; Vi, Va, . . ... Il est bien clair
que siles plans polaires d'un point quelconque par rapport a
U, V, W, T se coupent en un méme point, le plan polaire du
premier point par rapport & AU + uV -+v W 4 =T passera
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aussi par le second point. Le jacobien est donc aussi le lieu
des sommets de tous les cones que peut représenter 1'équa-
tion AU+ p.V+ v W + =T = o. Ainsi, étant donnés six
points, le lieu des sommets de tous les cones du second ordre
qui peuvent passer par ces points est une surface du quatriéme
degré. En effet, T, U, V, W étant des quadriques passant
par les six points, toute quadrique qui contient ces mémes
points peut étre représentée par I’équation

WU+ p VvV +aT=o,

puisque cette derniére forme renferme les trois constantes
indépendantes qui sont nécessaires pour compléter la déter-
mination de la surface. Il est évident géométriquement que
la surface du quatriéme degré passe par chacune des quinze
droites qui joignent les points donnés deux a deux, et par
chacune des dix droites qui sont les intersections de deux
plans déterminés par les six points donnés.

Si, dans un certain cas, \U + p.V 4y W +xT = o peut
représenter deux plans, 'intersection de ces plans se trouve
sur le jacobien.

Si les quatre surfaces ont un tétraé¢dre autopolaire commun,
le jacobien se réduit a quatre plans. En effet, soient

ax? + by* + ¢3® 4+ dw? = o,

a'x? 4+ 0y ...

les équations des surfaces; nous avonsU, = az, V, =d'z, ...
et il est facile de voir que le jacobien est égal au produit de
xzyzw parle déterminant (ab'c”"d").

Si l'une des quantités U est un carré parfait L2, L est
facteur dans U,, U,, .., et le jacobien se compose d'un plan
et d'une surface du troisiéme ordre. Si les surfaces ont en
commun quatre points situés dans un plan, il est évident

géométriquement que ce plan fait partie du jacobien; si elles




300 CHAPITRE IX.

a

ont une section plane qui leur soit commune a toutes, le
plan compte doublement dans le jacobien, qui ne se compose
en outre que d’une surface du second degré. Ainsi le jacobien
de quatre sphéres est une autre sphére qui coupe orthogona-
lement les premiéres.

Corollaire. — Siune surface du systtme AU + pV v W
est tangente a T, le point de contact est évidemment un
point du lieu considéré dans le présent numéro, et, par suite,
se trouve quelque part surla courbe d’intersection deT etdu
jacobien. De méme, si une surface du systéme AU+ 'V est
tangente & la courbe d’intersection de T et W, c’est-a-dire,
si en 'un des points ot AU + 1V rencontre T et W, le plan
tangent a la premiére surface passe par l'intersection des
plans tangents aux deux autres surfaces, le point de contact
est évidemment un point du acobien du systéme. Il s’ensuit
que, dans le systéme AU + p.V, il y a seize surfaces tangentes
a T et W ; en effet, on sait que trois surfaces desdegrésm, n, p
se coupent en mnp points; par conséquent, le jacobien, qui
est du quatriéme degré, coupe l'intersection des deux qua-
driques T et W en seize points.

234. Ramener un couple de quadrigues U, V a la
formecanoniquez? + y*+ 32 +w?, ax® 4 by* -+ cz*+dw?.
in premier lieu, les constantes @, b, ¢, d sont données par

I'équation biquadratique

AN — OA3 - PA2 — 0N +— A = o.

En résolvant ensuite les équations

22+ + 22+ w=U, a(bc+cd+db)z*+...=T,
o

a(b+c+d)x*+ ... =T, ax*+ ... — Ve

nous trouvons 22, 32, 32, w? exprimées en fonction des quan-
tités connues U, V, T, T'. Strictement parlant, nous devrions
commencer par diviser U et V par la racine quatriéme de A,
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de maniére a les ramener a une forme pour laquelle le dis-
criminant de U soit I'unité. Mais nous arriverons au méme ré-
sultat en laissant U et V sans modification, et en divisant par A
les quantités T et T’ calculées anu moyen des coefficients de
I’équation donnée.

Fz. : Ramener a la forme canonique

q
Sx?—11)%—115°— 6w +24)3
22 5x—202y+8 yw -+ sv =0,
202 — 10y — 1522 — 5w - 38yz
-+ 46 sz —3ozy — 102w -+ 10 YW + 18 56w = O,

Les réciproques de ces équations sont
5504% + 1036 32 + €50y — 32482 + 2120 By

~+ 500v2— 520 a8 — 18048 + 2088 3 + 1980 v8 — o,
39504 + 800 §% + 2750 y* — 9720 &?

—+ 11200 By + 4900 ya — 4160 af -+ 25920 8 -+ 16200 v8 = ¢
ct I’équation biquadratique est

8100 (A* — 1023 + 3522 — S0\ + 24) = o;

par suite, a, b, ¢, d sont 1, 2, 3, 4. Nous calculons ensuite
T et T’ par la formule
T=a?[B'(ab— 1?)+ C'(ac — g*) +D'(ad — b?)
+oF' (af—gh)+2M' (am — hl) + 2N (an — gl)]
+2y5[A'(af — gh)+D'(af — mn) +M (mf— bn)
+ N'(nf —cm) -+ C'(fg — ch) +H'(fg — bg)
+ F' (f2—be)+L'(2lf —mg — nh)] ...;

en divisant T et T” ainsi calculés par A (= 8100), nous écri-
vons
X2+ Y2722+~ W2=022—11)? — 1132 — 6?4 245

“+ 2252 — 202y + 8yw + fsw,

X2 +2Y?+372+ 4 W2 =25a?—10)? — 1552 — 5p?

+ 38y5 + 4652 — 3oxy —10zw
~+ 10y w + 185w,
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9X2+ 16Y2 2122 + 24 W2 = 161 2% — 100)> — 135352 — 5502
-+ 3065 - 324z — 250z
— 702 W ~+ 70 )W -+ 126 3.
26X? + 38Y2+- 42722 4 44 W2 = 2802*— 300 y*— 36052— 170 w2
+772y3 776520 — 628 2y
— 1082w + 180 yw - 152 24w,

etalors, de 24U — V+ T"— T, nous déduisons

6X?—=—6(2x+3y—25—2w)>2
De méme,

Vel (x 4oy — a- _*_2”,)2’ Z2:(3-Z‘ — ¥+ ;:-—w)fz,
W2 — (2 +y + 5+ w),

Lx.2. — Nousvenons de montrer que 2, y2, z2, w2 peu-
vent s’exprimer en fonction de U, V, T, T'; il enrésulte que
le jacobien de ces quatre surfaces peut aussi s'exprimer
en fonction de ces mémes quantités. Nous trouvons ainsi

2= AT*—eT?* T 49 T*T2—e' TT'*—A'T"*
-+ V[(62—2A2) T3+ (09— 36'A) T’ (00' —4AA)TT'2— A'OT'3]
-+ U[(0"2—2A'®)T"3+(0'®—30A")T">T+ (060’ — 4AA")T'T>—A6T]
+ AV2[(@2—200'+2AA")T?—(0'®—30A") TT'+PAT'2]
—+ A'U2[($2—200'-+2AA) T2—(09—30'A)TT/ +PAT?]
+ T[(02—2 A'P)V3A2—(0'92—20024-50'A'A—0PA)V2U A
—+ (02d—2 B2A—00'A+4A'A2)A'VU2—AA20 U3
4 T/ [(82—2 Ad ) USA2—(0D2—2 0/02-+-50AA'—0'PA) U2V A/
+ (0'2P—2d2A'—08'A'+4AA?)AUVI—A2A'0'V3 ]
- ABA2VE+A2AB U —UV3 A2 (0/3—3 0'PA'-30A/2)
— U3V A2 (03—30PA+30'A?)
“+AAUV2(D3—3 PAA' - 30%A'+30"2A—300/d).

Ez. 3. — 1l est évident que les formules données au
n® 220, d, pour exprimer les coordonnées d’un point de la
courbe UV, résultent des calculs de ce numéro. Nous allons
traiter les équations tangentielles d’une maniére analogue.
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Eerivons les quatre contravariants (n° 214) sous la forme
%

a?b'c'd' + Bc'd'a’ +

«® (be'd + cd'b' + db'c) + 83 (
a (cdb' +dbe" + bed") + 3*(
«? bed + B*eda +

En les résolvant par rapport a 2, 32, v2, 82, ils donnent
(ad' ) ac ) ad )&* = a’d — a*a'< + aa*t —a'?o,

Pour l'un quelconque des plans tangents communs & U
et V, on a donc

(ab')(ac')(ad' )a*= aa'(a'cx — ax'),

Les coordonnées dela droite suivant laquelle ce plan coupe
le plan tangent commun conséculif, c’est-a-dire les coor-
données d'une génératrice de la développable circonscrite, se
déduisent des précédentes en prenant le plan tangent consé-
cutif

de  a'de— ads dp b'dw— bd'
Pt e e DY Gy Ry e

Si nous prenons la différence de ces deux expressions et
que nous remplacions « et 3 par leurs valeurs, nous obtenons
pour la coordonnée (4 un {acteur prés ) ’

p* = aa'(ab Y cd )(c'x— ¢’ (d'~— dr'),

avec des valeurs correspondantes pour les autres coordonnées
(toujours & un facteur commun prés). On peut en déduire
I'équation tangentielle de la développable circonscrite.

233. Si nous formons le discriminant de AU + pV v W,
les coefficients des diverses puissances de ), &, v seront évi-
demment des invariants du systéme U, V, W. Il y a toutefois
trois invariants de ce systéme [que nous représenterons par
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A (1), I, J] qui méritent spécialement de fixer I'attention
) ] I ’

(') Dans les éditions précédentes, on avait supposé que les équations de
trois quadriques quelconques peuvent étre ramencées a la forme

U = az® -+ by* + c3* + du® + ev?,
V=a'x2?+b'y*+ c¢' 32+ d u*+e'v?,

W =a"2*+ 0"y + c"5*+ d"u*+ e"¢?,

qui contient douze constantes explicites et quinze implicites, soit en
tout vingt-sept, qui est le nombre exact nécessaire (voir n° 141). La vali-
dité de cet argument a été mise en doute, quand Clebsch a eu observé qu’un
raisonnement semblable cesse d’¢tre exact pour les courbes planes du
quatriéme degré. La forme

ax' + byt + c3' + du' + ev!

contient bien le nombre exact de constantes nécessaires pour représenter
une courbe générale du quatriéme degré; ct cependant il est facile de faire
voir que cetle forme entraine Pannulation d’un invariant qui en général
n’est pas égal & zéro (voir Courbes planes, n° 294). 1l en est de méme pour
la forme

C

bien qu’elle contienne le nombre exact de constantes nécessaires, elle ne
représentera pas une surface du quatrieme ordre en général; elle ne pourra
le faire que si une certaine relation d’invariance est vérifice. Frahm a
montré (Math. Annalen, VII) qu’il existe par le fait une relation intime
entre la théorie de trois quadriques et celle d'une courbe plane du quatriéme
degré. Formons le discriminant de AU -+ .V +vW et nous aurons pour
résultat une somme ternaire du quatrieme degré en A, p, v de Pespéce la
plus générale. Or, on voit aisément que le discriminant de

ax?+ by* + ¢3* + du? + ¢v?
est

Si donc U, V, W sont trois quadriques de cette forme, le discriminant
de AU + p.V -+ vW s’obtiendra en remplacant @ par ha+ pa'+va’, ...,
dans le discriminant ci-dessus, et, d’aprés ce qu’on vient d’établir, on n’aura
ainsi qu’'une forme ternaire de nature spéciale. Si maintenant nous formons
la condition d’invariance pour que le discriminant de AU + p.V + v,
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parce qu’ils sont aussi des invariants de trois qua-
driques quelconques du systéeme AU + p.V 4-vW, ou, ce
qui revient au méme, parce que ce sont aussi des combi-
nants.

L’invariant A s’annule lorsque chacune des trois quadriques
U, V, W est la polaire d’un point par rapport a une méme
surface du troisieme degré. Ilest facile de montrereffectivement
que, en prenant deux points 1, 2 et une surface du troisiéme
degré, le plan polaire de 1 par rapport a la quadrique polaire
de 2 doit étre le méme que le plan polaire de 2 par rapport
ala quadrique polairede 1. Supposons actuellement que U, V,
W soient les quadriques polaires des points 1, 2, 3, et expri-

"mons que le plan polaire du point 1 par rapport a V est le
méme que le plan polaire de 2 par rapport a U; la compa-

raison des cocfficients de z, y, z, @ nous donnera quatre

équations linéaires en zy, ¥4, - .., Zs, . ... On obtiendra de
méme deux autres systémes de quatre équations en compa-
rant les surfaces U, W et V, W. Eliminons linéairement les
douze variables inconnues z;, ¥, ..., le résultat pourra
s’écrire immédiatement sous la forme du déterminant sui-
vant :

considéré comme une forme ternaire en A, u., v, puisse étre réduit a la forme
spéciale qu'on vient d’indiquer, nous aurons en méme temps la condition
pour que ces quadriques soient telles que leurs équations puissent s’exprimer
sous forme de sommes de carrés des cinq mémes fonctions linéaires.
Teeplitz (Math. Annalen, t. XI) a donné la forme de A explicitement
comme on la trouve ici dans le texte; en déterminant son expression symbo-
lique, il a montré qu'on peut Vexprimer en fonction'des quantités qu’on
rencontre dans les conditions pour qu’une droite soit tangente respective-
ment & U, V, W. La condition pour qu’'une droite soit tangente a une surface
peut se représenter symboliquement par (12a8)? (voir les n°s 80-217). La
fonction symbolique (12af)(12a' ') exprime que deux droites sont conjuguées
harmoniques par rapport a4 une surface, et c’est une fonction des mémes
coefficients de la quadrique. Si nous considérons «, B, a', B’ comme des
symboles relatifs a deux autres surfaces, et si nous multiplions par
(xfBa'R’), nous obtenons le symbole qui exprime A.
S. — Geom. a trois dim. L. 20
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Mais, comme ce déterminant est symétrique gauche et
d’ordre pair, c’est un carré parfait, et par conséquent la con-
dition en question est du second ordre par rapport aux coeffi-
cients de chacune des surfaces.

Réduisons ce déterminant en supposant que deux des
surfaces soient mises sous les formes

a2+ by ' +dwt=o,
a"x? + 0"y +- "2+ d'w? = o,

ce qui est toujours possible; nous trouvons que, dans ce
cas, le déterminant devient

l o (b'a"Yh (ca")g (da")l

(@' ") o (o) f (d'b')ym
| (a'c")g. (V'c")f 0 (d'c")n
| (@d)l (b'dym (dd')n o

il est aussi symétrique gauche et égal au carré de
(" (add)fl+(c'a")(b'd") gm +(a' b")(c'd") hn.

Sous cette forme, on reconnait facilement que A s’annule si
U, V, W sont susceptibles d'étre écrits sous forme de sommes
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de cinq carrés. Dans ce cas, nous pouvons effectivement éli-
miner une variable entre chaque couple d’équations etramener
deux d’entre elles aux formes qu’on vient d’écrire, c’est-a-
dire a lasomme de quatre carrés; en remplacant la cinqui¢me
variable par sa valeur tirée de la relation linéaire universelle,
la troisi¢me équation devient

azx®+by*+cz*+dw+e(x+ y+ 5+ w)2=o0;

par conséquent, fl—= g = hin = e* et ces expressions sub-

. 5 . v
stituées dans la valeur de A qu’on vient de trouver la rendent
évidemment égale a zéro.

236. L'invariant que nous appelons I s’annule toutes les
fois que quatre quelconques des points d’intersection
de U, V, W sont situés dans un méme plan (cette condition
implique que les quatre autres points se trouvent aussi dans
un méme plan) ou, en d’autres termes, toutes les fois qu’il
est possible de trouver des valeurs de 2, ., v telles que
WU + #V +=vW représente deux plans. Mais, dans ce cas.
I’équation tangentielle s’annule (n°214); si donc nous rem-
placons @ par ha + pa’ + va', ... dans o, et si nous repré-
sentons le résultat de cette substitution par

G000 A% —+ Goor A2t -+ Gpoe A2V 4+ ... =0,

les dix coefficients de cette expression du second degré en
2, 3,7y, 6 s'annuleront; nous pourrons donc mettre la con-
dition cherchée sous la forme du déterminant du dixiéme
ordre qu'on obtient en éliminant A, ., v. Chaque coefficient
est du troisiéme ordre par rapport aux coefficients originaux
par conséquent cet invariant, qui est symétrique par rapport
a chaque surface, doit renfermer les coefficients de chacune

d’elles au dixieme degré (comparer Sections coniques,
n° 389 a). On peut encore voir d’une autre maniére, comme
il suit, que I est du dixiéme degré par rapport aux coefficients
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de chaque surtace. Soient U, U’, V, W quatre quadriques
passant toutes par les six mémes points; comme on peut
faire passer par ces points vingt plans (dix couples de plans),
il s’ensuit que le probléme consistant & déterminer A, ., v,
de telle sorte que U+ AU'+ 1V 4y W puisse représenter
deux plans, admet dix solutions. Or, on pourrait aussi déter-
miner A en formant I'invariant I du syst¢tme U, V, W et
en y remplacant chaque coefficient tel que a par a + Ad'.
Comme il y a dix valeurs de A, le résultat de la substitution
doit renfermer A au dixiéme degré; par conséquent I doit
contenir les coeflicients de U au méme degré.

237. L’invariant que nous représentons par J s’annule
toutes les fois que deux des huit points d’intersection des
surfaces U, V, W coincident ('). Par exemple, si en un point
commun aux trois surfaces leurs trois plans tangents passent
paruneméme droite, lepoint consécutifde cette ligne sera aussi
commun a toutes ces surfaces. Un point de ce genre sera aussi
le sommet d'un cone du systéme AU —+ pV+yW =o0. En

effet, prenons ce point pour origine et supposons que les

plans tangents soient
=0 yi=0vaz+=byi—o;
Les équations des surfaces seront
X+ Uy=—0, Y+ ¢,=0, ax-+Dby- wy=o0;

s, 92, Wa Teprésentent ici les termes du second degré. Il est
clair alors que aU b6V — W =o est un céne qui a son
sommet a 'origine.

J contiendra les coefficients de chacune des surfaces au
seizieme degré. En effet, si dans J nous remplacons cha-

(*) M. Cayley lui a donné le nom de tact-invariant (invariant de contact)
du systéme des trois quadriques, de méme que linvariant considéré au
n° 234 est le tact-invariant d’un systéme de deux de ces surfaces.
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cun des coefficients @ de U par a -+ hd', & étant le
coefficient correspondant d’une autre surface U, il est clair
que le degré du résultat par rapport a X sera égal au nombre
des surfaces du systéeme U -+ AU’ qu'on peut mener de
manié¢re qu’elles soient tangentes a la courbe d’intersection

de Vet W. Ce nombre est seize (n® 233, Coroll.).
238. Si I’équation

az®+ by*+cz’+du+ev*=o

représente un cone, les coordonnées de son sommet vérifient
les quatre équations qu’on obtient en différentiant par rapport
az, y, 3, u; c’est-a-dire (en tenant compte de la condition
Z+y+s+u-+t+v=o0), ar=-ev,by =cep, ....Lescoor-

’ I
données du sommet peuvent donc se mettre sous la forme —,
a

1 I 1 1 = e . .
—>—> =» —+ En portant ces valeurs dans la condition qui lie
b c d e

z, ¥, 3, u, ¢, nous obtenons le discriminant de la surface,
qui est

1

b

Si maintenant nous écrivons les équations de U, V, W sous

I I
- 4 -
a

I
+ -+
C

I
-+ — = o0.
€

la forme que nous venons d’employer ici, le discriminant de

MU 4+ 1V 4 vW = o sera

1 1
=1 -1
ha +pa —+va" = Ab—+ pb +vb"

Si I'équation
AU+ pV4+-vW =0
représente un cdne, en introduisant les coordonnées du som-
met dans I'équation de I'une des surfaces, nous avons
a oAl b
(Aa+pa™+va"): = (Wb + pb +vb")?
a 3
_]_ =
(Aa +pa +va")? (Ao + pb +vb")?

=0

oy g =={s)
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Mais ces équations sort les dérivées du discriminant prises
par rapport a 2, ., v. Nous déduisons de la le théoréme sui-
vant : Si nous formons le discriminant de I'équation

AU+ pV+vW=c,

puis le discriminant de ce premier discriminant, par rapport
a '\, 1, v, U'invariantJ figurera comme facteur dans le résultat.
Il est facile de prouver que I y entrera aussi comme facteur;
et en effet ce résultat est égal a I2J (1).

238 a. Etant données trois quadriques, le lieu d'un point
tel que ses plans polaires par rapport a ces surfaces se coupent
sulvant une méme droite est une courbe du sixiéme ordre
qu’on peut appeler la courbe jacobienne du systéme. En
effet, un pareil point doit évidemment vérifier toutesles équa-
tions que I'on obtient en égalant a zéro les déterminants du
systeme de coefficients différentiels U,, ... de U, V,, ...
denVesss!:

ELURS g ope R et U

:1 \,’“ \'2) \5:7 \f'a
W, W, W,

(') On doit & M. Cayley un théoréme analogue, le suivant : Soient U
et V deux fonctions homogénes a deux variables et du nit=e degré; for-
mons le discriminant de U —+- AV, puis le discriminant de ce premier dis-
criminant par rapport a A, le résultat sera AB?C3; A est le résultat de
I’élimination des variables entre U et V; B [qui est du degré 2 (n—2) (n—3)
par rapport aux coefficients de chaque fonction] s’annule toutes les fois
quon détermine A de telle maniére que U + AV ait deux couples de fac-
teurs égaux; C[qui est du degré 3 (22 — 2)] s’annule quand on détermine A
de telle sorte que U+ AV ait trois facteurs égaux.

De méme, si U et V sont des fonctions homogénes a trois variables, le
discriminant par rapport & A du discriminant de U + AV est encore AB?C?.
A [qui est du degré 3n(n —1) par rapport a chaque systéme de coeffi-
cients] est la condition pour que U et V soient tangents; B s’annule
quand on détermine A de telle sorte que U -+ AV ait deux points doubles;
C enfin est égal a zéro quand A est choisi de maniére que U+ AV ait
un rebroussement. En dernier lieu, si U, V, W sont trois coniques, le
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Mais, en égalant & zéro deux quelconques de ces détermi-

nants, tels que (123) et ([2/;), nous avons deux surfaces du

troisiéme ordre, qui ont en commun une courbe du troisieme

degré (n°® 134) dont les équations s’obtiennent en égalant a
zéro le systéme

UteVy @V
U27 VZ; \V‘_’

Cette courbe n’appartient pas aux deux autres surfaces* du
troisiéme degré. Ces surfaces n’ont donc en commun qu’une
courbe du sixiéme degré.

238 b. Cherchons a exprimer la condition pour que la
droite qui joint les points 1 et 2 soit coupée suivant une
involution par trois quadriques U, V, W. En écrivant
’équation quadratique du n°® 75 sous la forme

U2+ 2Up A+ Uy p2=o,

cette relation est

Ull) Ul27
M=\ Vy, Vi,
Wli) -\V1‘.’.7

Elle peut s’écrire sous la forme

ali bisciiids - Y F 2 2)15; - -
aEb e clid e : Y2 2152 Wiy (V132 + Ya51) ...
(l” br/ C” d// f/ ‘ 2 ; 32 2 2.};252

et il est facile de voir maintenant que chacun des détermi-
nants de la seconde matrice se compose des puissances et
des produits des six coordonnées de la droite 1-2. La rela-
tion en question est donc un complexe du troisi¢éme ordre

discriminant par rapport a A, p, v du discriminant de AU + pV+vyW =0
est AB2 Ici A =o est la condition pour que les courbes se coupent et
B = o exprime que AU + pV +vW = o est loujours un carré parfait.

cm 1 2 3 4 5 ©unesp® 8 9 10 11 12 13
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dont les coeflicients sont linéaires par rapport aux coeffi-
cients de chacune des quadriques. Elevons au carré suivant
une des méthodes ordinaires, nous trouvons, en effectuant la
multiplication,

Uy Uy U ‘[ U,, —2U;,, Uy, oWy Wy, Wy,
Vie Vo Ve —2Vy,, Vi = v, 2W¥,; Wy
Wi Wo | We, — oW Wi, Wo, Wy, 2%

W,, est la condition pour que la droite soit tangente a
U, ... et W, celle pour qu’elle soit coupée harmoniquement
par Uet V, ... (n° 217). On voit ainsi que les carrés et
les produits des coefficients de M peuvent s’exprimer au
moyen des combinaisons des coefficients originaux prove-
nant des seconds mineurs du discriminant (ex. 6 du
n® 200). Le complexe M reste le méme pour trois surfaces
quelconques du systétme AU —+ pV +vW. Donc M = o, si

pour une pareille surface nous avons les relations

AUy +pVy+vW—o,
AUp+ p Vi +vWi—o,
)\Ugg == P-Vzg = V‘Nrgg — 0.

Donce (n° €0 ¢) ce complexe renferme toutes les droites
situées sur les surfaces du systéme. Il peut aussi étre exprimé
en fonction des coordonnées axiales de la droite; Teeplitz a
remarqué que, si I'on fait la somme des produits des coeffi-
cients correspondants dans les deux formes, on trouve pour
résultat I'invariant A.
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CHAPITRE X.

CONES ET CONIQUES SPHERIQUES.

239. Si 'on coupe un coéne de degré quelconque par une
sphére ayant son centre au sommet de ce cone, la courbe
d’intersection jouira évidemment de cette propriélé que
I’angle compris entre deux génératrices du cone sera mesuré
par l'arc qui joint les deux points qui leur correspondent
sur la sphére. Quand le cone est du second degré, la courbe
d’intersection portele nom de conigue sphériqueoudesphéro-
conique. En énoncant beaucoup de propriétés des cones du
second degré sous la forme de propriéiés des coniques
sphériques, leur analogie avec les propriétés des coniques
planes deviendra plus frappante (').

Rigoureusement parlant, l'intersection d’une sphere et

d’un coéne du degré n est une courbe du degré 2n; mais si

le cone est cencentrique avec la sphére, la courbe d’inter-
section peut se partager, d’'une infinité de maniéres, en deux
portions symétriques égales, et chacune d’elles peut étre
regardée comme une figure analogue a une courbe plane du
degré n. En effet, si nous considérons les points de la courbe

(*) Voir le Mémoire de M. Chasles sur les coniques sphériques (publié
dans le t. VI des Mémoires de l’Acadeémie de Bruxelles et traduit par le
professeur Graves, maintenant évéque de Limerick; Dublin, 1837), auquel
nous avons emprunté béaucoup des théorémes du présent Chapitre. Voir
aussi les derniers Mémoires de M. Chasles dans les Comptes rendus, mars
et juin 1860).
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situés sur un hémisphére, les points diamétralement
opposés constituent, dans leur ensemble, une courbe parfai-
tement symétrique sur I’hémisphére opposé (!).

Il suit de 1a. qu’une conique sphérique peut étre consi-
dérée comme une courbe analogue a une ellipse ou a une
hyperbole. Un cone du second degré coupe évidemment une
sphére concentrique suivant deux courbes fermées semblables,
qui sont diamétralement opposées 1'une a l'autre. Un des
plans principaux du c6ne ne rencontre ni l'une ni autre de
ces courbes, et, si nous examinons chacun des hémisphéres
suivant lesquels il partage la sphére, nous trouverons dans
chacun d’eux une courbe fermée analogue a une ellipse. Les
autres plans principaux divisent la sphére en deux hémi-
sphéres qui contiennent chacun une moitié des deux courbes
opposées. En particulier, le plan principal, qui ne passe pas
(voir ci-dessus, n° 151) par les droites focales du cone, par-
tage la sphére en deux hémisphéres renfermant chacun une
courbe qui se compose de deux branches opposées comme

I’hyperbole.

La courbe d’intersection d’une quadrique quelconque et

d’une sphére concentrique est évidemment une conique sphé-
rique.

240. Les propriétés des courbes sphériques ont été étudiées
au moyen de systémes de coordonnées sphériques congus
en prenant pour modéle les coordonrnéas eartésiennes.

(*) On a fait remarquer ( Courbes planes de degré supérieur,n°198) qu'un
cone de degré quelconque peut présenter deux formes de nappes bien dis-
tinctes : 1° une nappe double coupant une sphére concentrique suivant deux
courbes fermées telles que chaque point de I'une d’elles est opposé a un
point de l'autre courbe (les cones du second degré appartiennent a cette
catégorie); 2° une nappe conique qui rencontre une sphére concentrique
suivant une seule courbe fermée telle que chacun des points de cette courbe
est opposé 4 un autre point de la méme courbe. (Le plan nous fournit un
exempled’un conede cette espéce.) Voir Mosivs, Abhandlungen der K. Sichs.
Gesellschaft, t. 1.
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Choisissons pour axes de coordonnées deux grands cercles
quelconques OX, OY qui se coupent & angle droit, et d’un
point quelconque P de la sphére abaissons sur eux les arcs
perpendiculaires PM, PN. Ces perpendiculaires ne sont plus
égales aux cOtés opposés du quadrilatére OMPN, comme cela
a lieu dans les coordonnées planes; il semblerait donc que
nous ayons une certaine latitude pour fixer le choix de notre
systéme, suivant que nous prendrons pour coordonnées les
perpendiculaires PM, PN ou les segments OM, ON qu’elles
déterminent sur les axes. :

M. Gudermann, de Cléves, a pris pour coordonnées les tan-
gentes des arcs OM, ON (voir le Journal de Crelle, t. VI,
p- 240); le lecteur trouvera une discussion complete de ce
systeme dans un Appendice a la traduction du Mémoire de
M. Chasles sur les coniques sphériques, faite par M. Graves.
Il est facile de voir que, si nous menons un plan tangent a la
sphere au point O et que les droites qui unissent le centre
aux points M, N, P rencontrent ce plan aux points m, n, p,

Om et On seront les coordonnées cartésiennes du point p.
Or Om, On sont les tangentes des arcs OM, ON.
Donc I'équation d’une courbe sphérique dans le systéme

de coordonnées de Gudermann n’est autre que I’équation dela
courbe plane suivant laquelle le plan tangent en O coupe

de cone qui réurnit la courbe sphérique au centre de la

sphére.

Si nous adoptons pour coordonnées les sinus des axes per-
pendiculaires PM, PN, il est facile de voir de la méme
maniére que I'équation d’une courbe sphérique dans ce sys-
teme est tout simplement I’équation de la projection orthogo-
nale de cette courbe sur un plan paralléle au plan tangent au
point O.

Il nous semble, cependant, que les propriétés des courbes
sphériques se déduisent bien plus simplement et plus direc-
tement des équations des cOnes qui les joignent au centre de
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la sphére que des équations de 1'une quelconque des courbes
planes suivant lesquelles on peut les projeter.

241. Supposons qu’on introduise les coordonnées d’un
point P de la sphere dans I’équation d’un plan qui passe par

son centre (que nous prenons pour origine des coor-
données) et qui rencontre cette surface suivant un grand
cercle AB; le résultat sera la longueur de la perpendiculaire
abaissée du point P sur ce plan, ou le sinus de 'arc sphérique
perpendiculaire abaissé de P sur le grand cercle AB. A l'aide
de ce principe, nous pourrons interpréter les équations des
cones et en déduire les propriétés des courbes sphériques, en
suivant une marche exactement semblable a celle que nous
avons employée pour interpréter les équations des courbes
planes.

Par exemple, soient « et 3 les équations de deux plans
passant par le centre; on peut aussi les regarder comme les
équations des grands cercles suivant lesquels ils coupent la
sphére. Alors (comme dans les Sections conigques, n° 54)
« — k3 = o représente un grand cercle tel que le sinus de
Parc perpendiculaire abaissé d’un de ses points sur o est
dans un rapport constant avec le sinus de I'arc perpendiculaire
abaissé du méme point sur 3. C’est donc I'équation d’'un
grand cercle qui divise 'angle compris entre « et (3 en parties
dont les sinus ont entre eux ce méme rapport.

De méme o — kB = o, « — A’} = o représentent des arcs
qui constituent avec « et {3 un faisceau dont le rapport

: k
anharmonique est /T.’ Les arcs a —kB=o0, a+kR =0

forment un faisceau harmonique avec o et {3.

On peut remarquer ici que, si le point A’ est le milieu d’un
arc AB, le point B, qui est son conjugué harmonique par rap-
port aux points A, B, est distant de lui de go°. En effet, si
nous joignons ces points au centre G, CA” est la bissectrice
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intérieure de I'angle ACB, et par conséquent CB’ doit en étre
la bissectrice extérieure. Réciproquement, si deux points
correspondants d’un systéme harmonique sont distants ’'un
de l'autre de o°, chacun d’eux est équidistant des deux
autres points du systéme.

Il convient aussi d’observer ici que, si (2', /, 5’) sont les
coordonnées d’un point de la sphére, za' + y)' + z5' = o
représente le grand cercle qui a le point (2/, y/, 5') pour péble.
n effet, c’est I’équation du plan perpendiculaire a la droite
qui unit le centre au point (2/, y/, 7).

242. Nous pouvons maintenant appliquer immédiatement
aux triangles sphériques les méthodes dont nous nous sommes
servispourles triangles plans (Sections coniques, Ch.1V, ete.).
Supposons, par exemple, que o, (3, y représentent les trois
cOtés; alors, comme dans les triangles plans,

lo—=mfB=ny

sont les équations de trois grands cercles qui se coupent en

un méme point et qui passent chacun par I'un des sommets
du triangle;

m3 +ny—la=o, ny+la—mB=o0, la+m8—ny=o

sont les équations des c6tés du triangle formé en joignant
deux & deux les points ou les arcs précédents coupent les
c6tés opposés du triangle donné, et

lo+mfB +ny=o

passe par les intersections des cdOtés correspondants de ce
nouveau triangle et du triangle donné.

Les équations o = {3 = y représentent évidemment les trois
bissectrices des angles du triangle. Soient A, B, C ses angles,
il est facile de démontrer que

«cosA — B cosB =y cosC
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sont les équations des trois hauteurs, comme dans les triangles

plans. Il est encore yrai (comme dans les Sections coniques,
n° 54) que, siles perpendiculaires abaissées des sommets d'un
triangle sur les cotés d'un autre triangle se coupenl en un
méme point, les perpendiculaires abaissées des sommets du
second triangle sur les cOtés du premier se couperont aussi
en un méme point.

Les équations des médianes sont

asinA — BsinB =y sinC.

L’arc asinA + @sinB +ysinC=o0 passe par les trois
points ot chacun des cotés est coupé par I'arc qui joint les
milieux des deux autres; ou, autrement dit, il passe par le
point situé sur chaque c6Lé & une distance de go°® de son mi-
lieu; en effet, o sinA == {3 sinB rencontre le coté y en deux
points conjugués harmoniques par rapport aux points ou «
et 3 le coupent lui-méme; et comme 'un de ces points est le
milieu du coté vy, Pautre doit étre distant de go° (n° 241). 1l
résulte de ce que nous venons de dire que le point ou 'arc
e.sin A + @ sinB + ysinC = o rencontre un c6té est le pole
du grand cercle perpendiculaire a ce c6té et passant par son
point milieu ; par conséquent, 'intersection des trois perpendi-
culaires ainsi définies (c’est-a-dire, le centre du cercle circon-
scrit) est le pole du grand cercle asin A + 3sin B—+-ysinC=o.
On trouve que les équations des arcs qui joignent les sommets
du triangle au cercle circonscrit sont

“ i B L Y
sind(B+C—A)  sini(C+A—B) sini(A+B—0C)

243. La condition pour que deux grands cercles
ax + by +cz=o0, dx+by-+cz=
soient perpendiculaires est évidemment

aa' + bb' + cc' = o.
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On forme aisément la condition pour que
ae+bB+cy=o0, da+ 0B+ c'y=o

soient perpendiculaires, en remplagant «, 3, v par leurs
expressions en fonction de z, y, z. Le résultat est exacte-
ment le méme que pour le cas correspondant dans le plan;
c’est
aa' + bb' + cc' — (be' + b'c) cosA
—(ca' + ac')cosB — (ab' + ba')cosC =o

Le sinus de I'arc perpendiculaire a ao - 683 4 cy=o, et
passant par un point donné, s’obtient de méme en portant les
coordonnées de ce point dans aa + 6§ + cv, et en divisantle

résultat par la racine carrée de
a®—+ b2+ c2—a2bccosA —a2cacosB —a2abcosC.

24%. Passons maintenant aux équations du second degré.
Nous pouvons considérer I’équation ay = m 3* comme repré-
sentant soit un cdne ayant o et Y pour plans tangents, tandis
que (3 passe par les génératrices de contact, soit une conique
sphérique qui a a et y pour tangentes et 3 pour arc de contact.
I’équation exprime, cela est clair, que le produit des sinus
des perpendiculaires abaissées d’un point quelconque de la
conique sphérique sur deux de ses tangentes est dans un rap-
port constlant avec le carré du sinus de la perpendiculaire
abaissée du méme point sur I'arc de conlact.

De méme, I'équation oy =% 38 exprime que le produit des
sinus des arcs perpendiculaires abaissés d'un point d’une co-
nique sphérique sur deux des cdtés opposés d’un quadrilatére
inscrit est dans un rapport constant avec le produit des sinus
des arcs perpendiculaires abaissés du méme point sur les deux

autres cOLés. On peut aussi déduire de cette propriété (comme

dans les Sections coniques, n° 259) que le rapport anhar-
monique des arcs qui joignent quatre points fixes d’une co-

\

nique sphérique a un autre point quelconque de la courbe
I | q
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est constant. Toutes les démonstrations des théorémes relatifs

aux coniques planes, qui ont été donnés dans le Chapitre XIV |

des Sections conigues, peavent s’étendre de la méme maniére
aux coniques sphériques.

245. Soient « et 3 les plans de sections circulaires (ou
plans cycliques) d’un cone; son équation est de la forme

22+ 2+ &2 —=kaf (n°103).

Si on l'interpréte comme dans le numéro précédent, cette
équation nous montre que le produit des sinus des arcs per-
pendiculaires abaissés d’un point d’une conique sphérique
sur les deux arcs cycliques est constant. Autrement dit, étant
donnés la base d’un triangle sphérique et le produit des
cosinus des cétés, le lieu du sommet est une conique sphé-
rique dont les arcs cycliques sont les grands cercles qui
ont pour péles les extrémités de la base donnée. La forme
de I'équation montre que les arcs cycliques des coniques
sphériques sont analogues aux asymptotes des coniques
planes.

Toute propriété d'une conique sphérique peut donner
naissance i une autre propriété, si I’on considére la conique
sphérique déterminée par le cone réciproque du céne donné.
Par exemple, nous avons démontré (n° 125) que les plans
cycliques de I'un des cones sont perpendiculaires aux droites
focales du cone réciproque. Si donc nous appelons foyers
d’une conique sphérique les points ou les droites focales ren-
contrent la sphére, la propriété que nous venons d’établir
fait voir que le produit des sinus des perpendiculaires abais-
sées des deux foyers sur une tangente & une conique sphérique
est constant.

246. St un grand cerclecoupe une conique sphérique aux
deux pointsPet Q et les arcs cycliques aux points A et B, on
a AP = BQ). La propriété énoncée dans le numéro précédent
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conduit a ce théoréme, en suivant la marche méme qui sert a
établir la propriété correspondante pour ’hyperbole plane.
Le rapport des sinus des perpendiculaires abaissées de P et Q
sur o est égal au rapport des sinus des perpendiculaires
abaissées de Q et P sur 3. Mais les sinus des perpendiculaires
abaissées de P et Q sur«sont entre eux comme sinAP :sinAQ;
nous avons donc
sinAP  sinBQ
sinAQ ~ sinBP

On en déduit aisément que AP = BQ.
Réciproquement, les deux tangentes, menées d’un point

quelconque a une conique sphérique, font des angles égaux
avec les arcs qui joignent ce point aux deux foyers.

247. Comme cas particulier du théoréme du n° 246, nous
voyons que la portion de tangente a une conique sphérique
interceptée entre les deux arcs cycliques est divisée en
deuzx parties égales par le point de contact. Ce théoréme
peut aussi se déduire directement de I'équation d’une tan-
gente qui est

2(zx' + yy' + 53" )= k(2/B +aof').

La forme de celte équation montre que la tangente en un
point quelconque se construit en joignant ce point au point
d’intersection de sa polaire (zz' + »)/ + 55’ = o0, voirn® 241)
avec o3+ o' = o, qui est conjugué harmonique, par
rapport & « et 3, de l'arc qui joint le point donné a leur
point d’intersection. Or, comme le point donné est distant
de go° de son conjugué harmonique par rapport aux deux

points ou la tangente en ce point rencontre les arcs cycliques,

il est équidistant deces deux points n° 241).
Réciproquement, les droites qui joignent un point quel-

conque d’une conique sphérique a ses deux foyers font des

angles égaux avec la tangente en ce point.
S. — Geom. a trois dim. .
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428. En utilisant cette propriété que le segment intercepté
sur une tangente par les arcs cycliques est divisé en deux
parties égales au point de contact, on en peut conclure par la
méthode infinitésimale (voir Sections conigues, n° 396) que
loutetangente a une conique sphérique forme avec les arcs
cyeliques un triangle dont laire est constante, ou dans
lequel la somme des angles a la base est constante. On peut
aussi déduire trigonométriquement cette proposition de ce
théoréme que le produit des sinus des perpendiculaires
abaissées d’un point de la conique sur les arcs cycliques est
constant. Eneffet, soient cle segment que ces arcs interceptent
sur la tangente, A et B les angles que fait cette derniére avec
les arcs cycliques; les sinus des perpendiculaires abaissées
sur o et (3 sont 1‘cspectivemcnt

sinjcsinA, sinicsinB.

Mais si nous considérons le triangle dont la base est ¢ et
les angles a la base A et B, la Trigonométrie sphérique nous
donne

sin*1c¢sinA sinB = — cosS cos(S — C).

Or C est donné, donc la demi-somme S des angles du
triangle est aussi donnée.

Réciproquement, la somme des arcs qui joignent un

point quelconque d’une conique sphérique & ses deux
foyers est constante. lLa méthode infinitésimale (voir
Sections coniques, n° 392) permet de déduire cette propriété
de ce théoréme établi plus haut, a savoir que les rayons

focaux sont des angles égaux avec la tangente (!).

(1) Ici encore il est facile de voir qu’on peut considérer une conique
sphérique comme une ellipse ou une hyperbole. Il est évident que les
droites focales rencontrent chacune la sphére en deux points diamétrale-
ment opposés. Si nous prenons pour foyers deux de ces points a U'intérieur
de 1'une des courbes fermées, la somme des distances focales est constante.
Mais si, au lieu d’une de ces distances focales FP, nous prenons la dis-
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249. Réciproquement, nous pouvons aussi trouver le lieu

d’un point de la sphére tel que la somme de ses distances a

deux points de cette sphére soit constante. L’équation
cos(p —+ )= cosa peut s’écrire

cos?p + cos?p’ — 2.c0sp cosp’cosa —= sin*a

Soient o et (3 les plans qui sont les plans polaires des deux
points donnés; comme nous avons cosp = o, 'équation du

lieu est
a? + 82 — 20f cosa =sina(x® + y? + z?).

Pour démontrer que les plans « et {3 sont perpendicuiaires
aux droites focales de ce cone, il suffit de faire voir que les
sections, paralleles a 'un ou l'autre d’entre eux, ont un
foyer sur la droite qui leur est perpendiculaire. Soient o/, o’
deux plans perpendiculaires I'un a I'autre et aussi perpendi-
culaires a o, et passant par conséquent par la droite que nous

allons démontrer étre une ligne focale. Comme alors

2 "2

2Pyt —a | a2 o2,
I'équation du lieu devient

sin®a (o' + a"?)=(B — acosa)?.

Si maintenant nous coupons ce lieu par un plan paralléle
a o, la quantité «* 4 o2 est le carré de la distance d’un point

de la section a l'intersection de o'’

, et nous voyons que
cette distance est dans un rapport constant avec sa distance

a la droite suivant laquelle ce méme plan coupe $ — a cosa.

tance comptée a partir du point diamétralement opposé F’; comme
alors F'P = 180° — FP, c’est la différence des distances focales qui est con-
stante.

De méme, nous pouvons dire qu'une tangente variable fait avec les arcs
cycliques des angles dont la différence est constante, si nous remplacons
I'un des angles considérés au commencement de ce numéro par son supplé-
ment.
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Cette droite est donc la directrice et le point oo le foyer de
la section.

D’aprés cela, nous voyons aussi que I’équation générale
d’un cone qui a la droite zy pour ligne focale est de la
forme

x*+ y* =(ax + by + cz)?,
et nous en déduisons que le sinus de la distance d’un point
d’une conique sphérique a un foyer est dans un rapport
constant avec la distance du méme point a un certain arc
directeur.

250. Deux tangentesvariables coupent les arcs cycliques
en quatre points situés sur un cercle.

En effet, soient L et M deux tangentes et R leur corde de
contact ; ’équation de la conique sphérique peut étre écrite
sous la forme LM —=R?2, et elle doit étre identique avec
l’équalion af = 22 + y* + 5% Donc a3 — LM est identique
avec 2+ y2* + 52— R2. Cette derniére quantilé représente
un petit cercle qui a le méme podle que R, et la forme de la
premiére quantité fait voir que ce cercle est circonscrit au
quadrilatere oL 3 M.

Réciproquement, les rayons focaux de deux points d’une
conique sphérique forment un quadrilatére sphérique dans
lequel on peut inscrire un petit cercle. On peut aussi conclure
de cette propriété que la somme ou la différence des rayons
focaux est constante, puisque la somme ou la différence de
deux c6tés opposés d’un pareil quadrilatére est égale a la
somme ou la différence de deux autres cotés.

251. Des propriétés que nous venons de démontrer pour

les cones, on peut déduire des propriétés de quadriques en

général. Par exemple, le produit des sinus des angles gu’une

oénératrice d’un hyperboloide fait avec les plans de sec-
o v

tion circulaire est constant. En effet, la généralrice est
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parallele & une aréte du cone asymptotique dont les sections
circulaires sont les mémes que celles de la surface. De
méme, comme les droites focales d’un cOne asymptotique
sont les asymptotes de I’hyperbole focale, on déduit du
n°® 248 que la somme ou la différence des angles qu’une
génératrice d’un hyperboloide fait avec les asymptotes de
’hyperbole focale est constante.

E'tant donné un axe d’une section centrale d’une qua-
drique, la somme ou la différence des angles que son plan
Jait avec les plans de section circulaire est donnée. En
effet (n° 102), étant donné un axe d’une section centrale,
le plan de celle-ci est tangent & un cone concyclique avec la
quadrique donnée, et par conséquent le théoréeme actuel
résulte immédiatement du n°® 249.

Nous obtiendrons une expression de la somme ou de la
différence de ces angles, en fonction de I'axe donné, en con-

sidérant la section principale qui renferme le plus grand et

le plus petit axe de la quadrique. Les plans cycliques se
)
déterminent en prenant dans 3 C
: Sl B B
cette section des demi-diamétres : A
OB, OB/, dont chacun soit égal 6
a b. Les plans qui contiennent

=

ey A
ces droites et qui sont perpen- /
diculaires au plan de la figure

sont les plans cycliques. Si main-

tenant nous menons un demi-diamétre quelconque faisant
un angle « avec OC nous avons

I cos?’z  sina

(T T
Mais @' est manifestement un axe de la section qui passe par
cette droite méme et qui est perpendiculaire au plan de la

figure. En supposant &' plus grand que b, 2 est évidemment
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la demi-somme des angles BOA’, B'OA’ que le plan de la
section fait avec les plans cycliques. Si au contraire «' est
moindre que b, OA’ tombe entre OB et OB’ et « est la demi-
différence de BOA’, B'OA’. Or cette somme ou cette diffé-
rence est la méme pour toutes les sections qui ont le méme
axe. Si donc @' et &' sont les axes d’une section centrale quel-
conque qui fait des angles § et §' avec les plans cycliques,
nous avons
_cos?)(0—0") sin2L(0—0)
— i

_sin?3(6 +-0')

>

Retranchons ces relations membre & membre, il vient

I LaNs Slirae:
—| = — — )sin0sinb/,
ciainal

ou la différence des carrés des inverses des axes d’une
section centrale est proportionnelle au produit des sinus
des angles qu’elle fait avec les plans cycligaes.

252. Nous avons vu (n° 246) que, étant données deux co-
niques sphériques qui ont les mémes arcs cycliques, le segment
que la courbe extérieure intercepte sur une langente a 'autre
courbe est divisé en deux parties égales au point de contact;
nous en concluons par la méthode infinitésimale que la tan-
gente détermine dans la courbe extérieure un segment dont
Paire est constante (Sections coniques, n° 396).

De méme, si deux coniques sphériques ont les mémes foyers
et si d’un point de la conique extérieure on méne des tan-
gentes a la conique intérieure, ces tangentes sont également
inclinées sur la tangente menée a la conique extérieure au
point considéré. On déduit de la, par la méthode des nfini-
ment pelits (voir Sections coniques, n° 399), que l'exces de
la somme des deux tangentes sur I'arc qu’elles embrassent sur
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la conique intérieure est constant. Ce théoréme est le réci-
proque du premier théoréme de ce numéro, et c’est ainsi qu'il
a été trouvé par le D* Graves (voir sa traduction du Mémoire

de Chasles, p. 77).

253. Trouver le lieu de ’intersection de deux tangentes
d’une conique sphérique qui se coupent a angle droit.

En d’autres termes, ceci revient a trouver le cone engendré
par l'intersection de deux plans tangents rectangulaires d’un
cone donné

2 2
V2 z2

B G

Soient (o, B85 ¥'), (¢, B, ¥") les angles de direction des
perpendiculaires aux deux plans tangents; ils vérifient les re-
lations

A cos?a’ + B cos?f’ + C cos?y' = o,

A cos?a” + B cos?p” + C cos?y" = o.

Soient a, {3, vy les angles de direction d’une droite perpen-

iculaire aux deux précédentes; nous avons alors
diculaire de dentes; nous avons alo
c0s2a — 1 — cos?a’— cos?a’ —. .., ....

Si donc nous ajoutons les deux équations précédentes, nous
trouvons pour équation du lieu

Ax?+By?+Cz2= (A +B + C) (22 + y* + z2).

(C’est un cone concyclique avec le cone réciproque du cone
donné. :

Réciproquement, I’enveloppe d’une corde dont la longueur
est de go® est une conique sphérique homofocale avec la
conique réciproque de celle qui détermine le cone contenant
la premiére.

254. Trouver le lieu des pieds des perpendiculaires
abaissées d’un foyer d’une conique sphérique sur les tan-
gentes a cette courbe.
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Cette question se traite exactems=nt comme le probléme
correspondant des coniques planes; la seule différence con-
siste dans l'interprétation du résultat. Soit

L —

I'équation de la conique sphérique, dans laquelle on a

t = ax + by + cs.
L’équation d’une tangente a cette courbe est
ax' + yy'=tt,
et celle d’une perpendiculaire passant par Porigine est
(2! —al)y—(y'—bl')x=o.

Résolvons ces équations par rapport a ', y’ et ¢, et portons
les valeurs ainsi trouvées dans la relation z'2—+ y/2=¢/2,
nous avons pour le lieu cherché I’équation

(22 + y)[(@®+ 0> —1) (2 + y*) + 2¢3(azx + by) + c*5* ] =o.

La quantité entre parenthéses représente un cone dont les
sections circulaires sont paralléles au plan z = o.

255. On peut conclure du n® 242 que la quantité
asinA + BsinB + ysinC

n’a pas, comme dans le plan, une valeur fixe pour les perpen-
diculaires abaissées d’'un point quelconque sur les cOtés du
triangle sphérique de référence. On peut donc se demander
quelle est la relation qui lie entre elles les perpendiculaires
abaissées d’un point sur trois grands cercles. Nous avons déja
implicitement répondu a cette question. En effet, les perpen-
diculaires dont il s’agit sont chacune le complément de la dis-
tance qui sépare le point du péle de chacun des cotés du
triangle de référence. Soient donc a, b, ¢ les cotés et A, B, G
R

les angles du triangle de référence, les sinus 2, 83, v des per-




